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Fonctions - Représentation et étude

1 Approximation des fonctions

1.1 Etude locale

La fonction ”"zoom” sur la fenétre graphique de Scilab permet de grossir une région sélectionnée a ’aide

de la souris (ou du pad), touche ’loupe’. Elle permet donc d’illustrer les études locales de fonctions.
Exemple

soit f(xz) = sin(z). on étudie f au voisinage de 0 en comparant la fonction ‘a ses d.l. pris a des ordres

croissants
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Figure 1: la fonction sin(z) et ses d.l.

1.2 Approximation des fonctions par des polyndémes

Théoréme 1 Soit f une fonction de C([a,b]). Alors, pour tout € > 0, il existe un polynéme P tel que

max_|f(x) — P(z)| < e.
z€[a,b]



On dispose en fait de l’estimation

1
zrél[?i] |f(z) — P(x)] < cw(%)

ot w désigne un module de continuité de f.

Preuve. Par exemple, en se ramenant a l'ensemble {f € C([0,1]), f(0) = f(1) = 0}, on démontre de
maniére constructive le théoreme de Stone-Weierstrass a I'aide des polynémes de Bernstein

n

Ba()(w) = Y2 Cpah( -2yt

k=0

On montre que la suite By, (z) converge uniformément vers f. m
Cette convergence peut étre tres lente.

Remarque 2 On pourra consulter le livre de M. Schatzman [1] pour la preuve, ou bien S. Lang [?], p
211. le théoréme et sa démonstrations par les polynmes de Bernstein (alternative par la méthode des
noyaux, cf S. Lang, voir annexe.

Voici une autre démonstration On rappelle la

Définition 3 (Suite de noyauzr de Dirac)
Soit K, une suite de fonctions réelles définies sur IR. On dit que (K,,) forme une suite de Dirac (Dirac
sequence) si

e K,(z) >0,VzeR

+oo
e Chaque K,(z) est continu et / K, (x)de =1,Yn >0
—0o0
e Ftant donné e > 0 et § > 0 il existe N tel que Yn > N
—0 400
K, (z)dz + K, (z)dr < e

—00 1

On montre le

Théoréme 4 Soit

_ 42\n
0 sinon

Soit f € C([0,1)] telle que f(0) = f(1) = 0. Alors la suite de fonctions fn(x) = K, * f(x) est une suite
de polyn mes convergeant uniformément vers f.

Preuve. Voir 'exercie en annexe. m



1.3 Interpolation polynomiale

Soit f continue sur [a,b] et z;, i =1,--- ,n+1, n+ 1 points 2 & 2 disctincts. On cherche & construire un
polynéme p(x) tel que
(P) f(zi) =p(xi),i=1,--- ,n+1.

Ce probleme équivaut a déterminer les réels (a;)j tels que

Nous avons le

Théoréme 5 Le probléme (P) admet une solution unique si et seulement si les réels (x;)!] sont distincts

deuzr a deuz.

Le polynéme p peut se construire de diverses manieres, par exemple en résolvant le Vandermonde de

matrice
1 o z? SRR A4
1 3 coeoaf
V =
1 xz xi xy ’
1 2 .. n
In+l Tpiq Tpit

On préfererera la construction de p dans la Base de Langrange et surtout dans celle de Newton, on se
réferera au cours d’analyse numérique.

® @ ointpts
Pl
sin(2'pi*t)

Figure 2: Interpolation linéaire par morceaux de sin(27wzx)

1.4 Représenter et évaluer un polynéme en un point

Les polynémes sont les fonctions les plus simples que 'on puisse construire a ’aide des 3 opérations
+,—,*. La facon la plus simple de représenter un polynéome p de degré inférieur ou égal a n est de



I'exprimer dans la base canonique {1,z,22%,--- 2"} comme

n
p(z) = Z apa®.
k=1

Pour autant cette écriture ne suggere pas la méthode la plus efficace pour calculer (évaluer, donner une
valeur) p(x) pour z donné. Faisons le décompte des opérations.
Pour calculer aj:vj , on doit effectuer j multiplications. Le nombre totale de multiplications est donc

n
nn—+1
Nmultzzk: ( 9 )
k=1

Il faut ajouter a cela n additions. Si une addition a le méme cotut qu'une multiplication, alors le nombre

s _ nn+1)  n2 .
totale d’opérations est de Nyt = n + —y S quand n est grand. Il est a noter que ce calcul est

intimement lie a la forme de 'expression de p. Pour changer de mode de calcul, réarrangeons les termes.
Nous pouvons écrire
pz) = ao + = (ay + apx + -+ + ana" ")

et en appliquant une fois cette factorisation partielle a I'interieur de la parenthese, nous avons
p(z)=ap+=x (a1 +x (a2 4+t anx"_Q)) .
Bien stir ce procédé peut étre appliqué récursivement jusqu’a obtenir
p(x) =ap+x (a1 +z(az+ (ag+ - (ap—1 + anx))--+)).

Cette écriture suggere de calculer p(x) de proche en proche en commengant par le terme le plus a l'intérieur
de cette expression. L’algorithme de Horner peut se résumer ainsi

Algorithme de Horner
Initialisation by =a,
Pour k=1,--'n

poser b = xbp_1 + arp—1

poser p(x) = by,

Faisons maintenant le décompte des opérations. A chaque ligne on effectue exactement une addition et
une multiplication. Avec n lignes, nous obtenons

Horner __
Niot =2n
ce qui est asymptotiquement une réduction tres importante du nombre d’opérations. En effet si n = 1000,
avec la méthode classique nous devrons effectuer environ 500000 opérations tandis que celle d’Horner
n’en recquiert que 2000. Les opérations sont réduites, le calcul est plus rapide mais aussi plus sir car sur
ordinateur, en précision finie, chaque opération génere des erreurs, d’arrondis notamment.



2 Suites de fonctions

2.1 Droéles de dessins
2.1.1 Lignes treés brisées

Marche de 'ivrogne
On se donne n € IN et x un vecteur de taille n dont les composantes tirées au sort équiprobablement
valent 1 ou —1. On considere la suite des sommes partielles

n
Si=D i
k=1

T T T T T T T T T
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Figure 3: Marche de livrogne nmaz = 100

2.1.2 Fonctions bizarres : continues et nulle part dérivables

La fonction de Weierstrass On la définie comme

+oo
fap(z) = Z a" cos(b"rx)
n=0

avecO<a<1etab>1+§§
Le graphe de cette fonction devient de plus en plus erratique au fur et a mesure que b augmente, on peut
le voir sur la figure (2.1.2). Dans ce cas, f(z) st continue te nulle part dérivable.

Nous allons étudier ce type de fonctions exprimées sous la forme

+oo . n
fla) = Z Sln(Q:nN x)
n=0

avec N un entier pair vérifiant 1 < ¢ < 1—#%



Figure 4: Fonction de Weiertrass pour a = 0.5,b = 1.1 (4 gauche, en haut), a = 0.5,b = 1.6 (a droite, en haut),
a=0.5,b=2.1, (d gauche, en bas), a = 0.5,b = 2.5 (a4 droite, en bas), nmax = 600

Théoréme 6 La fonction f(x) est continue sur IR mais nulle part dérivable.
Pour établir ce résultat, nous allons au préalable utiliser le lemme suivant :

Lemme 7 Si f est dérivable en a, et si (z,) et (yn) sont deux suites convergeant vers a telles que pour

tout n, Yyn < a < Ty et Yy < Ty, alors lim M = f'(a).
n—r+00 ITn — Yn

Preuve. Si f est drivable en a, on peut crire f(a+h) = f(a)+ hf'(a) + he(h) ), ou €(.) est une fonction
telle que limp,_0e(h) = 0. On introduit & présent les suites

Tpn=a+ayety, =a— 5y

Nous avons

f(@n) — f(yn) _ (an + Bn)f'(a) + ane(an) + Bre(Bn)
Tn — Yn an + /Bn

= f'(a) +rn



anﬁ(an) + ﬁne(ﬁn)
an + Bn

avec r, = . Il reste & montrer que r,, tend vers 0 lorsque n tend vers +o0o. Nous avons

Bn

Qp
r.| <
Ira ot + fn

————e(Bn)] < [e(an)| + [€(Bn)]

d’ou le résultat. m

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme

Preuve. du théoréme

Tout d’abord, notons que f est bien continue en tout point de IR comme série normalement convergente
: : . sin(2r N"x)

de fonctions continues, puisque |——7—*

par l'absurde et supposons que f est dérivable en a. Nous allons construire deux suites (z,) et (yp)

f(.fn) — f(yn) >

~ . . . . xn - yn B
que f ne peut étre dérivable. Soit k, le plus grand entier relatif tel que

| < ci”’ avec ¢ > 1. Soit a € IR fixé. Nous procédons

convergentes vers a, vérifiant les hypotheses du lemme, et telles que c", ce qui montrera

kn < alN™ +
0
On pose
4k, +5 4k, —
Tn = Ty S = Ty

Les suites (zy,) et (y,) vérifient y, < a < x, : par construction y, < x, et d’autre part, par définition de
kn,

kpn+1>aN"™+ —
47
donc

Ad(kp+1)+1 S 4(kp +1)

Tn = T Nm AN® At oy

Par ailleurs,

1 . 4k, — 1 1 1
4kn71§4aN”+;71d’ouyn: 43\7” §a+4an<1><a.

Enfin z, — y, = % — 0 quand n — 4o0.
sin(2r N*x)
k

C

Posons fi(x) =

et considérons maintenant I’expression

Pn—sz xn fk yn)

Nous remarquons que pour k > n

. . —ndky, +5

20 Nk sin(2x Nk—n2En 1

Fu(zn) = sin(2rN*a,) s 7 )_1 sin(NE="(2k,, + 52)) = — sin(N¥~"52) = 0
ck ck ck 2 ck 2

car N est un entier pair. On montrer de méme que pour k > n f(y,) = 0. Lorsque k = n, fi(z,) =1 et
fx(yn) = —1. Du coup, 'expression de p,, devient

_ fk Tp) fk yn)
pn—c ‘|‘Z



Du théoreme des accroissements finis appliqué fi(z), nous déduisons

’fk($;3 ~Julwn)l | frlcn)| =27 <]Z>n |cos(2rN"e,)| < 2 <N>n

—Un c

Ainsi

v

2 (N /N
bz Z|fk y)\ /C Z%(c)
—0
soit

n n

e (/e -1
3 (N/c)—1

L’hypothese ¢ < %ﬁ implique que la suite p, est divergente et donc que la fonction f ne peut étre

dérivable en a. m

La fonction Blanc-manger Il s’agit de la courbe de Takagi (1903) dont le nom blanc manger évoque un

entremet du méme nom.

ol E(x) = minyecy |z — y|

Figure 5: Fonction de Blanc Manger nmaxz = 400

La fonction de Bolzano La fonction de Bolzano est définie comme la limite d’une suite de fonctions By (x),
qui se construit par récurrence. On se donne un intervalle de définition [a, b] et un intervalle image [A, B].
ON part de By(z), fonction affine envoyant [a, b] dans [A, B], soit

Bo(a) = A+ 02z —a)

La fonction Bj(z) est linéaire par morceaux et se définit sur 4 sous-intervalles de méme taille :

Bi(a) = Bl(a+%(b a)) = A+ 3(b—a),
Bida+0)=A+5B-4),Bia+Lb-a)=B-LB-2),
Bi(B) =b.



La fonction Bs sear aussi linéaire par morceaux, on appliquera sur chaque morceaux la transformation
utilisée pour définir Bj.



3 annexe

3.1 Noyau de Dirac

Exercice 1 1. Soit f une fonction continue sur un compact S. On pose f,(x) = f x K, ou K, est
une suite de Dirac.

(a) Montrer que

F(x) = ful)] < /

ly[>0

(@) — F(z — o)l En(y)dy + / (@) — f(z — 9 En(y)dy

ly| <o

pULS que

/ |f(x) = f(z — y)|Kn(y)dy < 2M Kn(y)dy, V6 >0
ly|>0 ly|>d

ot M est un magjorant de ||||oc sur S.

(b) Montrer que pour z € S Alors pour € > 0 petit, il existe § > 0 tel que
lyl<d=1f(z) - flz—y) <e

(¢) En déduire que

|f(x) = fu(z)] < 2M ( Kn(y)dy + ¢ Kn(y)dy>

ly[>0 ly|<d
et conclure.

2. Pour démontrer le théoréme de Weierstrass, on se place tout d’abord sur [—1,1] et on considére
les fonctions continues f telles que f(1) = f(—1) =0, ce qui ne fait rien perdre en généralité. On
introduit

Cn

_ 42\n
Kn(x): M si —1<t<1
0 sinon

(a) Montrons que Ky (x) est une suite de Dirac
1. Montrer que
Cn 1
— >
2 T n+1

1. Montrer que pour § > 0 on a

/1 Ko (2)da < ”T“u _2)n(1— )
)

1. Conclure
(b) Montrer que K, (x) est un polynome.
(c) Conclure.

10



3.2 Interpolation

3.3

interpln interpolation linéaire

smooth interpolation par une spline

bsplin3val 3d spline arbitrary derivative evaluation function
cshep2d bidimensional cubic shepard (scattered) interpolation
eval_cshep2d bidimensional cubic shepard interpolation evaluation
interp cubic spline evaluation function

interpl one-dimension interpolation function

interp2d bicubic spline (2d) evaluation function

interp3d 3d spline evaluation function

linear_interpn n dimensional linear interpolation

1sq_ splin weighted least squares cubic spline fitting

splin cubic spline interpolation

splin2d bicubic spline gridded 2d interpolation

splin3d spline gridded 3d interpolation

Graphiques avec Scilab

Graphiques avec Scilab
Graphe simple
x = linspace(-% pi,% pi,11); // subdivision [-pi,pi] avec 11 points.
y = cos(x)./(1+x.A 2); // (4% pi est une constante Scilab)
clf () // efface la fenétre graphique courante
plot(x,y,’b?)
On peut modifier le script en jouant avec la longueur de U'intervalle et /ou le parametre de discrétisation
et/ou la couleur des traits (*°b’, ’g’, ’r’, ’k’, ’c’, ’m’) correspondent respectivement aux
couleurs bleu, vert, rouge, noir, cyan, magenta).

Plus généralement la fonction plot peut étre utilisée pour dessiner une ou plusieurs courbes :
plot(xl,y1[,stylel] ,x2,y2[,style2], ....)
ou style est une option (couleur, type de trait ou symbol)

Exemple x = linspace(0,2% pi,31);

yl = sin(x); y2 = cos(x);

scf(0); // selectionne O comme label ou numéro de la fendtre graphique par défaut
clf(); // efface la fenétre graphique

plot(x,y1,"b-",x,y2,"r--"); // lignes seules

scf(1); // selectionne 1 comme label ou numéro de la fenétre graphique par défau
clf(); // efface la fendtre graphique

11



subplot(2,1,1); // organise la fenétre graphique comme une matrice 2x 1 et utilise
la sous-fenétre 1

plot(x,yl,"ro",x,y2,"bx"); // symboles seuls

subplot(2,1,2); // utilise la sous-fenétre 2

plot(x,yl,"r--o0",x,y2,"g-x"); // lignes et symboles

e Plot3d plot3d(x,y,z,<optargs>)
Exemple graphique simple avec z=f(x,y)
t=[0:0.3:2%% pil’;
z=sin(t)*cos(t’);
plot3d(t,t,z)

couleurs types de ligne symboles
k | black || ¢ | cyan - | solid + 4+ || d &
b | blue m | magenta || —— | dashed X| X ||v v
r | red y | yellow : | dotted o| O s U
g | green | w | white -. | dashdot || * | * || wedge | A

3.4 Polynomes

Scilab permet de manipuler simplement les polynémes en les définissant par leurs coefficienst dans la base
canonique ou bien par leurs racines.

La command roots (racines) permet de calculer numériquement les racines d’un polynome, comme
décrit dans I’exemple suivant :

//Ici un polyndme défini par ses racines

p = poly([1 2 3],"x")

roots(p)

// La, on donne directement les coefficients du polyndme
p = [3 2 1] roots(p) // Ici un polyndme avec des racines complexes
p=poly([0,10,1+%i,1-%il, x’);

roots(p)

// racines du polyndme caractéristique d’une matrice
A=rand(3,3);

p = poly(A,’x?)

roots(p)

spec(4)

Pour se convaincre de la difficulté de déterminer les racines d’un polynome, voici e célebre exemple
du a Wilkinson :

n=10;

p=poly(1l:n,’x’);

r=roots(p)

// Représentons maintenant les racines dans le plan complexe

12



plot(real(r),imag(r),’*’)

Jusqu’a n = 20 les racines calculées par Scilab sont tres proches de celles du polyome. Les difficultés
apparaissent pour de plus grandes valeurs de n. On illustre cela en procédant a I’animation :

for n=5:5:40

p=poly(1l:n,’x’);

r=roots(p)

// On représente les racines dans le plan complexe
plot(real(r),imag(xr),’*’)

drawnow

//pause en microsec

xpause (1000000)

end

3.5 Weierstrass

//weierstrass

a=0.5;

b=2.1;

x=-2:0.01:2;

s=1.;

for k=1:200 // for i=(k-1)*10+1:10%k
s=s+a " kxcos (b kx%pi*x) ;

end

plot(x,s)

On peut visualiser le comportement de plus en plus ”chaotique en faisant varier b de 0.1 & 5 et en
maintenant fixe la valeur de a, par exemple a = 0.5 //weierstrass
a=0.5;

b=0.1;

x=-2:0.01:2;

for b=0.1:0.1:5 s=1.;

for k=1:200 // for i=(k-1)*10+1:10%k

s=s+a kxcos (b kx%pi*x) ;

end

plot(x,s)

xpause (100000)

end
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