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Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire)C'est un sujet enore entral en algèbre linéaire numériqueOn dispose de méthodes robustes pour résoudre de grands systèmes nonsymétriques (GMRES, ...)Le préonditionnement est l'approhe la plus générale pour en aélérer larésolutionpas de méthode universelle : problème di�ileInternational Conferene On Preonditioning Tehniques For Sienti�And Industrial AppliationsPreonditioning 1999, The University of Minnesota, Minneapolis, June10-12 1999.Preonditioning 2001, The Granlibakken Conferene Center, Tahoe City,April 29 - May 1, 2001.Preonditioning 2003, Embassy Suites Napa Valley, Napa, Otober 27-29,2003.Preonditioning 2005, Emory University, Atlanta, May 19-21, 2005.Preonditioning 2007, Météopole, Toulouse, Frane, July 9-12, 2007.Preonditioning 2009, Hong-Kong, Hong Kong Baptist UniversityPreonditioning 2011 INRIA Bordeaux, (16-18 mai)http ://preond11.bordeaux.inria.fr/J-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire)Plan1 Motivation : onditionnement d'un problèmeCas généralSystème linéaireExemple2 Méthodes itératives lassiquesLiens ave la méthode de NewtonLes méthodes lassiques3 Méthodes de projetion ou de desente 14 Méthodes de gradient, de projetion5 Constrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Préonditionneurs diretsFatorisations inomplètesAve LU par blos (omplément de Shur)Préonditionneurs inversesPréonditionneurs inrémentaux6 Conlusion (provisoire) J-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire) Cas généralSystème linéaireExempleSoit à résoudre f (x) − a = 0. Comment varie x lorsque a varie (légèrement) ?Soient a′ = a + δa et ξ′ = ξ + δξ véri�ant f (ξ′) − a′ = 0. On a
ξ′ − ξ = f −1(a′) − f −1(a) ≃ (a′ − a)(f −1)′(a)Ainsi

ξ′ − ξ ≃
δaf ′(ξ)Les onditionnements absolus et relatifs du problèmes sont respetivement lesnombres Kabs (a) =

1
|f ′(ξ)| , Krel =

a
|ξ||f ′(ξ)|Le onditionnement (introduit par J. von Neumann en 1948) d'une matrie ennorme d'opérateur p est

κp(A) = Condp(A) = ‖A‖p‖A−1‖pave max‖u‖=1 ‖Au‖p où ‖.‖p est la norme ℓp vetorielle.On a toujours ondp(Id) = 1.J-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire) Cas généralSystème linéaireExempleSoit A ∈ Mn(IR) inversible. On onsidère le problème Ax = b. E�ets desperturbations (INEVITABLES) des données sur la solution ?sur papier Ax = b mais sur ordinateur (A + δA)(x + δx) = b + δb.Evaluation de l'erreur relative ‖δx‖
|x |Si δA = 0 alors |δx |

|x | ≤ κ(A)
|δb|
|b| .Si ‖δA‖ ≤ 1

‖A−1‖ alors
|δx |
|x | ≤

κ(A)1 − κ(A)‖δA‖/‖A‖ ( |δb|
|b| +

‖δA‖
‖A‖ ) .La quantité κ(A) = ‖A‖‖A−1‖ est le onditionnement de A relativement à lanorme matriielle ‖.‖. κ(A) ≥ 1 et A est dite mal onditionnée si κ(A) >> 1.J-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire) Cas généralSystème linéaireExemple(Shatzman)A =

( 1 11 1.0001 ) ave b = (2, 2)T , et b + δb = (2, 2.0001)TOn trouve x = (2, 0)T et x + δx = (1, 1)T , κ2(A) = 40004.0001(Wilkinson) A =









10 7 8 77 5 6 58 6 10 97 5 9 10  Ave b = (32, 23, 33, 31)t et
δb = (0.1, −0.1, 0.1, −0.1)tOn trouve x = (1, 1, 1, 1) et x + δx = (9.2, −12.6, 4.5, 4.1)t ,
κ2(A) = 2.9841e + 003(Matrie de Hilbert) H(n)i,j = 1i + j − 1 , i , j = 1, · · · n + 1, κ2(H(n)) ∼ e 7n2

J-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire) Cas généralSystème linéaireExemplePréonditionnement pour Ax = b : onsiste à résoudre un problème équivalentde matrie M (Au = b ⇐⇒ Mu = b′)LAx = Lb préonditionneur à gauheARy = b préonditionneur à droiteLARy = Lb préonditionneur distribuéSTASy = STb préonditionneur symétriqueave le "ahier des harges" suivantCond(M) << Cond(A)M "faile et peu oûteuse" à onstruireMéthodologie robuste (résolution de très gros systèmes)J-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire) Liens ave la méthode de NewtonLes méthodes lassiquesSoit à résoudre F (x) = Ax − b = 0. La méthode de Newtonx (k+1) = x (k) − (F ′(x (k)))−1F (x (k))Or F ′(x) = A, ∀x ∈ IRn. Donx (k+1) = x (k) − A−1(Ax (k) − b) = A(−1)bConvergene en une itération mais pour ela il faut résoudre le problème dedépart ! ! !Idée : remplaer F ′(x (k)) = A par une approximation de ette matrie qui soitfaile à inverser et modi�er les itérations enx (k+1) = x (k) − αkBF (x (k))ave αk , B (ou B−1) onnus.Remarque : On peut remplaer B par Bk → A−1.J-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire) Liens ave la méthode de NewtonLes méthodes lassiquesSoit A inversible,A =
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ave D part. diagonale de A
−E " triang. inf. strite de A
−F " triang. sup. strite de AM = D : méthode de Jaobi (1846)(système d'ordre 7)M = D − E : méthode Gauss-Seidel (Gauss 1823, Seidel 1874)M = I − P−1A ave P = (D − ωE )D−1(D − ωF ) : SSOR (Varga 1960)(résolution d'un système 20 000 inonnues (1960) et à 100 000 inonnuesen 1965 (pb phys nuléaire).M = 1

α
Id : méthode de Rihardson (Rihardson 1910)J-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire) Liens ave la méthode de NewtonLes méthodes lassiquesElles peuvent toutes se réérire sous la formex (k+1) = x (k) − B−1(Ax (k) − b)B = D : JaobiB = (D − E ) : Gauss-SeidelB = 1
α Id : RihardsonEtBien sûr, on ne alule jamais l'inverse de la matrie, mais on résout à haquefois un système linéaire auxillièreBy (k) = r (k) = b − Ax (k) puis x (k+1) = x (k) + y (k).J-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire)Méthode de projetion 1Soit A SDP. La méthode de Rihardson (1910) est obtenue pour M = 1
α
Idu(k+1) = u(k) + α(b − Au(k)) = u(k) + αr (k) → r (k) = (Id − αA)k r (0)La méthode onverge SSI 0 < α < 2

λmax et ρ(I − αA) est minimisé pour
α∗ = 2

λmin+λmax .Généralisations pour α variable : u(k+1) = u(k) + αk r (k) (D. Young, 1954). On ar (k+1) =

( k
∏k=0(Id − αkA)

) r (0) = Pk+1(A)r (0).La méthode de la plus profonde desente due à L-A Cauhy (1847) onsiste àprendre αk de sorte à minimiser ‖r (k+1)‖.Le problème de es méthodes est qu'elles onvergent lentementJ-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire)-2.m
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Fig.: Comparaison des méthodes de gradient simple et de plus profonde desente(n=20, n=40, n=80) J-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire)Pour la méthode de plus profonde desente, on a
‖ek‖A ≤

( ond2(A) − 1ond2(A) + 1)k
‖e0‖Aoù ek = uk − u et ‖e‖2A =< e,Ae >.Pour aélérer la onvergene, on réérit là enore les iérations sous la formeBy (k) = r (k) puis u(k+1) = u(k) + αky (k)Finalement, on modi�e l'algorithme original en insérant une étape depréonditionnement et in obtient l'algorithme préonditionné.
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Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire)Méthode du gradient onjugué (Stiefel 1952)Gradient Conjuguéposer r0 = b − Au0, p0 = r0pour k = 0, · · ·poser zk = Apkposer αk = <pk ,rk>

<pk ,zk>poser uk+1 = uk + αkpkposer rk+1 = rk − αkzkposer βk+1 = <zk ,rk+1>

<pk ,zk>poser pk+1 = rk+1 − βk+1pk
‖ek‖A ≤

2k1 + 22k ‖e0‖A, ave  =

√K2(A) − 1
√K2(A) + 1 .J-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire)
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Fig.: Gradient onjugué et plus profonde desenteJ-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire)Gradient Conjugué préonditionnéposer r0 = b − Au0, Bz0 = r0, d0 = z0pour k = 0, · · ·poser αk = <zk ,rk>

<dk ,Adk>poser uk+1 = uk + αkdkposer rk+1 = rk − αkAdkrésoudre Bzk+1 = rk+1poser βk+1 = <zk ,rk+1>

<zk ,rk>poser dk+1 = zk+1 + βk+1dkRemarque si B = SST alors CGP ⇐⇒ CG appliqué à S−1AS−T (exerie)De la même façon, on obtient les versions préonditionnées des méthodes deKrylov. J-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire) Préonditionneurs diretsAve LU par blos (omplément de Shur)Préonditionneurs inversesPréonditionneurs inrémentauxEtant donné une matrie A, il s'agit de onstruireK ≃ A (préonditionneur diret, faile à inverser)On s'inspire des faorisations LU ou Cholesky qu'on e�etue de manièreinomplèteouK ≃ A−1 (préonditionneur inverse)On approhe l'inverse par minimisation ave ontraintes de pro�lDans les deux as, on herhe à ne garder que les éléments de module au delàd'un ertain seuil pour obtenir un préonditionneur reux (la plupart desoe�ients sont nuls). On stoke seulement les éléments non nuls (gain deplae mémoire). Di�érentes tehniques : stokage diagonal (matries bandes),stokage morse ... J-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire) Préonditionneurs diretsAve LU par blos (omplément de Shur)Préonditionneurs inversesPréonditionneurs inrémentaux
L'étape de préonditionnement a un oût en termes de temps de alul etd'espae mémoire. On observe dans de nombreux as pratiques (EDP) que lesoe�ients des fateurs ont une grande variation d'amplitude : pour n'avoir àstoker que les oe�ients prépondérants Fatorisation LU Dans ertains as(Pb EDP)

J-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire) Préonditionneurs diretsAve LU par blos (omplément de Shur)Préonditionneurs inversesPréonditionneurs inrémentauxD'où l'idée de seletionner les termes suivants les ritères suivantsplaés à ertains endroits prédé�nis (on remplit L et U dans A)ai,j =

{ ai,j − ai,kak,jak,k si (i , j) ∈ S0 sinonau dessus d'un ertain seuil �xéai,j =

{ ai,j si |ai,j | > ǫ ∈ S0 sinonen ontr�lant le remplissage (�ll-in en anglais)Levi,j =

{ 0 si ai,j 6= 0 ou i = j
∞ sinonpuis levi,j = min(levi,j , lebi,k + levk,j + 1). IUL(ℓ) néglige tous lesoe�ients de niveau supérieur à ℓ.Les 3 ritères peuvent aussi être ombinés. On proède de même pour CholeskyJ-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire) Préonditionneurs diretsAve LU par blos (omplément de Shur)Préonditionneurs inversesPréonditionneurs inrémentaux
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Fig.: Cholesky et Cholesky inomplet pour plusieurs valeurs de seuillageJ-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire) Préonditionneurs diretsAve LU par blos (omplément de Shur)Préonditionneurs inversesPréonditionneurs inrémentaux
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Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire) Préonditionneurs diretsAve LU par blos (omplément de Shur)Préonditionneurs inversesPréonditionneurs inrémentaux
−∆u + γ

(exy ∂u
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Fig.: Comparaison gmres, bgstab,big, n=200, système 40 000 × 40 000péonditionné par LU inomplet seuil=0.1J-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire) Préonditionneurs diretsAve LU par blos (omplément de Shur)Préonditionneurs inversesPréonditionneurs inrémentauxFatorisation LU et ompléments de Shur
( B FE C )( xy )

=

( fg )se réérit omme
( L 0EU−1 L )

×

( U L−1F0 S )( xy )( fg )où S = CEB−1F est le omplément de Shur et B = LUAppliationsFatorisation inomplète par approximations reursives du omplément deShur (ARMS)Résolution direte (6= Uzawa) des problèmes de point selle (ex, Stokes)Interprétation matriielle des préonditionneurs hiérarhiquesJ-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire) Préonditionneurs diretsAve LU par blos (omplément de Shur)Préonditionneurs inversesPréonditionneurs inrémentauxAlgebrai Reursive Multilevel Solver (ARMS)Idée (Saad- Shumohel 2001)1 E�etuer ette déomposition réursivement sur S2 Simpli�er en prenant L et U appohées (reuses)3 Approher S par une matrie reuse et reommener.AlgorithmeAk =

( Bk FkEk Ck ) ≃

( Lk 0EkU−1k I ) ×

( I 00 Ak+1 ) ×

( Uk L−1k Fk0 I )Préonditionneurs très robustes pour des problèmes de grandes éhelles(plusieurs dizaines de millions d'inonnues)J-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire) Préonditionneurs diretsAve LU par blos (omplément de Shur)Préonditionneurs inversesPréonditionneurs inrémentauxUne interpretation des préonditionneurs hiérarhiques
G2h ⊂ Gh ou bien V2h ⊂ Vh. On distingue les oordonnés de la grille grossière( : oarse) de elles de la grille omplémentaire (f : �ne)

( A AfAf A� )(

~x
~xf ) =

(

~b
~bf ) . (1)A =

( I 0AfA−1 I )( A 00 Ŝ )( I A−1 Af0 I )

, (2)Ave Ŝ = A� − AfA−1 AfOn onsidère une approximation reuse R de AfA−1 , soit S =

( I −RT0 I ).On a STAS ≃

( A 00 Ŝ ) et on reommene ave AJ-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire) Préonditionneurs diretsAve LU par blos (omplément de Shur)Préonditionneurs inversesPréonditionneurs inrémentauxPb de Stokes










− 1Re∆u + ∇p = f dans Ω

∇.u = 0 dans Ωu = 0 sur ∂ΩAprès disrétisation stable (ond inf-sup), on obtient le système
( A BBT 0 )( UP )

=

( F0 )La méthode d'Uzawa a été abondemment utilisée. Depuis, Whaten, Sylvester,Loghin , ... ont bâti des solveurs basés sur une déomposition LU inomplètede la matrie du système ouplé.J-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires



Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire) Préonditionneurs diretsAve LU par blos (omplément de Shur)Préonditionneurs inversesPréonditionneurs inrémentauxIl s'agit de onstruire diretement une approximation de A−1.Par fatorisation et inversion des fateurs : si A = LU, KL ∼ L, KU ∼ Ualors A−1 ∼ K−1U K−1L .Minimisation en norme de FrobeniusM = argminX∈S‖Id − AX‖Foptimisation quadratique → méthodes de desenteparallélisable :
‖I − AX‖2F =

n
∑j=1 ‖ej − Axj‖22
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Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire) Préonditionneurs diretsAve LU par blos (omplément de Shur)Préonditionneurs inversesPréonditionneurs inrémentauxEnrihissement de préonditionneurs Résolution e�ae de suites de problèmeslinéaires Akxk = bk , k = 0, · · ·où les matries Ak varient légèrement d'une itétarion à l'autre.Une fatorisation (LU, Cholesky), même préise, de A0 peut ne plus êtree�ae pour Ak , k >> 1. Il faut don atualiser ette fatorisation, sans avoirà tout realuler !Shémas (semi)impliites pour les problèmes d'évolutionRésolution de systèmes d'équations non linéaires par des méthodes de typeNewton (atualisation de la fatorisation de la jaobienne)
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Avons-nous fait le tour de la question ? Le onditionnement ne permet en faitque d'expliquer pourquoi une méthode onverge lentement et lepréonditionnement d'y remédier. A ontrario, une méthode de desenteappliquée à une matrie très mal onditionnée peut onverger rapidement : eladépend de la répartition des valeurs propres (mais aussi des omposantesspetrale du seond membre).
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Fig.: CG et PCG (Cholesky inomplet) ave seond membre et seond membreperturbé, ‖δb‖
‖b‖ = 8.3067e − 006
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Motivation : onditionnement d'un problèmeMéthodes itératives lassiquesMéthodes de projetion ou de desente 1Méthodes de gradient, de projetionConstrution des préonditionneurs (approhe algébrique)Conlusion (provisoire)GénéralementOn dispose de méthodes générales e�aes et robustes (GMRES) : leonditionnement est un problème entralProbème di�ileTehniquement : allie méthodes diretes, analyse spetraleConeptuellement : omment jouer diretement sur la distribution desvaleurs propres de la matrie préonditionnée ? (di�ile et oûteux)avenir : préonditionneurs variables (GDT du 6 /12/ 2010)Cas non-linéairePb pas vraiment réglé, le point de départ reste la méthode de Newton etses dérivées. Les algorithmes non linéaires ne sont tous préonditionnables(Pola-Ribière)Préonditionnements impliites.J-P. CHEHAB Préonditionnement des grands systèmes : Pbs linéaires
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