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plan :

» Solutions classiques
Schémas classiques, stabilité consistance
Propriétés au niveau discret
Ou Fourier est nécessaire pour dévoiler le fond
Schémas d’ordre élevés Schémas compacts

Formalisme d'opérateurs
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DIFFERENCES FINIES POUR LES EDP I. GENERALITES

Soit D un opérateur linéaire agissant sur les fonctions réguliéres. Soit x;
une suite de points de  c RY.

DIFFERENCES FINIES

Schémas aux différences pour approcher D(u)(x;) (via Taylor)
APPLICATIONS

» Approximation numérique de solution d'EDO, d'EDP

» Interpolation

QUESTIONS

» Stabilité, consistance, précision, convergence
> Propriétés discretes (inégalités fonctionnelles, intégration par parties,
principe du maximum, analyse de Fourier ...)

» Mise en ceuvre efficace (solveurs rapides FFT, Multigrille, réduction
cyclique, méthodes de descente préconditionnées ...)
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DIFFERENCES FINIES POUR LES EDP I. GENERALITES

—% —f dans]0,1] (1)
u(0) = u(1) = 0. (2)

SOLUTION CLASSIQUE

u(x) est solution classique si
> u est C2([0,1])

» u est solution de I'EDP.

On montre par intégrations successives que f € C([0,1]) <= wu solution
classique. Soit alors (z;)X.; €]0,1[. Nous avons en particulier

(@) =f(a) i=1 N (3)
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DIFFERENCES FINIES POUR LES EDP I. GENERALITES

1
On pose x; = ih avec h = Ni1 Par Taylor
2u(z;) — u(wipr) —ul(wio1)

2
= —u’(x;) + %u(4) (z;) + O(h*)

2u(z;) — w(ipr) — u(xi—1)
2

72
= f(z:) + O(h?)

On définit u; ~ u(z;) par
2u; — Uil — Uj—1

h2

:f(.’L'Z),Z:]., aN) UOZO,’LLN+1:0.

SYSTEME LINEAIRE N EQS A N INCONNUES

1
Au = f, avecA:ﬁ
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PROPRIETES

> Intégration par parties discrete (ug = unyy+1 = vg = vy+1 = 0)

N N
Z(Qui — Uj—1 — ui+1)vi = Z(uH_l — ui)(vi“ — Uz)(:> A SDP)
j=1 Jj=0
N N )
» Inégalité de Poincaré discrete Zu < Z ulH
=0 =0

» Principe du maximum discret
F>0-U=A"1F>0

(propriété plus généralement vérifiée par les M-matrices)
IM”>0 M;; <0,5#7

1 ZMM >0,i=1,---,N.
j=1
— M inversible, M1 > 0.
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DIFFERENCES FINIES POUR LES EDP I. GENERALITES

CONVERGENCE

» Siu e C?: erreur de consistance
., 2u(z;) — w(wi—1) — u(Tit1
Bl = | - w (@) — 2420 (;,2 )~ ulai)
» Stabilité ¢ (inégalité d'énergie), £>° (pcp du maximum).

h2
| < 5l oo

h2
» Convergence |u; — u(x;)| < %HUM)HOO-
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VALEURS ET VECTEURS PROPRES DE A

2 .
Ai = ﬁ(l — cos(mih)), w® = (sin(imh),sin(2irh), - ,sin(N7h))T.

PASSAGE DANS LA BASE DE VECTEURS PROPRES DE A

N N
u = Z tpw® = u; = Z Uy sin(ikmh)

k=1 k=1
al N+1
Comme Y " sin(jkmh) sin(ikmh) = ——6; ; (ortho. L? discrete)
k=1
9 N

k=1

JEAN-PAUL CHEHAB (UNIV. PICARDIE) DIFFERENCES FINIES 1 AMIENS, 3 MARS 2008



DIFFERENCES FINIES POUR LES EDP I. GENERALITES

REMARQUES

» Calcul rapide des sommes : FFT

9 (1
> U 1/ sin(irx)u(x)dx
0

» Méthode de résolution directe

> f = Z frsin(ikmh)

N +1
o d
i = —
Ai
N
> u; = g Uy, sin(ikmh)
k=1
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Réduction récursive

2 2
2U2i+l — U2 — U2i42 = h f2i+l et 2ugi 1 — ugi—2 —uz; = h f2ifl

On déduit
1 2 1 2
Ui41 = i(uzz‘ + ugiyo + h” foir1) et ugi—1 = §(U2i + ugi—2 + h* foi—1)(*)

De 2ug; — U1 — UQ—1 = hzfgi on déduit

Qug; — Ugi—o — Ugive = h2(2fai + foir1 + faio1)(x*)

ALGORITHME
» On applique (**) — wuy;
> On applique (*) — u2i+1

Application récursive de (¥*) + (*)
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DIFFERENCES FINIES POUR LES EDP I. GENERALITES

REMARQUES

» Généralisable sur grille non réguliere, x; = g(ih)

» Conditionnement d'une matrice M de discrétisation d'un opérateur

d'ordre k
(o)
max; ——————
Ti+1 — T4
A)=0 s
~(4) min; \;
Exemples
> Grille uniforme : k(A) = (9(%)
> Grille " Chebyshev" k(A) = O(%)

JEAN-PAUL CHEHAB (UNIV. PICARDIE) DIFFERENCES FINIES 1



DIFFERENCES FINIES POUR LES EDP I. GENERALITES

PROBLEMES NON SYMETRIQUES

d2u d

u
—@4—0%—0 dans |0, 1] (5)
u(0) = 1,u(1) = 0. (6)
. u Ui — Ui
» schéma en amont %(.’L’Z) = + O(h)
, , du Uil — Ui 9
» schéma centré %(xl) = + O(h?)
» schéma en aval Z—Z(azz) — w + O(h)

ey s . .. .. C
Stabilité £>° inconditionnelle pour amont, sous la condition Pe = > <1

pour les autres (matrice de discrétisation est une M-matrice).
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Solution calculée par différences finies

Solution calculée par différences finies
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DIFFERENCES FINIES POUR LES EDP I. GENERALITES

DIMENSION SUPERIEURE
Domaines Parallélipédiques : on procede tensoriellement
» En dimension 2: AQId+IdQ A
» En dimension 3: Id@QAQId+I[dQRQIdQRQA+ AR IdQ Id

Matrice de -6 1D Matrice de -5 2D Matrice de -4 30

60 80 100
nz=725

JEAN-PAU

UN1V. PICARDIE)

DIFFERENCES FINIES 1



DIFFERENCES FINIES POUR LES EDP I. GENERALITES

DIRICHLET NON HOMOGENE

2u1 — ug — Uy 2u; —u — 2 U
e T e Thte
NEUMANN
du du Uy

%(O) =a. On a %(0) =a~ % donc u; = ug + ah + O(h?), on

pose up = u1 — ah dans le schéma.

PERIODIQUES

d*u 2up — Ul — U_q

Il

d?u 2up — up — un

avec u_1 = uy — @(1‘0) ~ — 2
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FORMALISME D’OPERATEURS

» Opérateur de déplacement progressif : Fu; = u;11
» Opérateur de déplacement rétrograde : F~lu; = u;_
» Opérateur aux différences progressif : 6 u; = u; 11 — u;
» Opérateur aux différences rétrograde : 0~ u; = u; — u;41
>

Opérateur aux différences centré : du; = u;y1/2 — uj_1/2

v

i .z 1
Opérateur aux différences centré : du; = §(ui+1/2 —Ui_1/2)

v

1
Opérateur de moyenne : pu; = §(ui+1/2 +ui_1/2)

ou

» Opérateur Différentiel : Du = u, = 9z
x

Voir feuille Maple
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On peut alors exprimer tous les opérateurs au différences a I'aide de F et
de son inverse.

St=E—-1,6 =1—E'doudét =Fs,

et
1 1
0=E'—E V= (BE-E), p=5(E+E?

En outre
dto~ =66t =6t -6 =6°

On peut également définir des puissances des opérateurs aux différences
o2 =5tst = E?2 —2F +1,

et de maniére plus générale
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DIFFERENCES FINIES POUR LES EDP I. GENERALITES

LA RELATION MAGIQUE E = e'P

h2
w(z+h) =u(z)+ hu'(z)+ ?u”(m) + -
h?D?  h3D3
=(1+hD+——+
2 3!
ePPu(z),

Ainsi
E — hD
et on peut définir I'opérateur différentiel D par
D =In(E)/h

E=1+6tetE=1-—¢,
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On peut écrire formellement

1
D= Eln(l—i—éﬂ
et
D= Ym(—s)
= —1In(1-— .
h
On obtient alors, en utilisant un développement formel
1 1 1 1 1
D= — (6t _ 25+t2 L 2543 _ Z5+4 Z5+5 .
N (5 25 + 35 45 + 55
ol 1, 1 g 1y
D= h<6 +2(5 +36 +45 +5

DIFFERENCES FINIES 1
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DIFFERENCES FINIES POUR LES EDP I. GENERALITES

1
Exemple : Considérons le schéma 7 (67) . Le premier terme de la

1
troncature —— o612 est
2h

Voo v 1 _ _ 1
2h5 u(z) = 2h(u(w+2h) 2u(z + h) +u(x)) = 2umh+

Suivant cette démarche, on construit un schéma d'ordre 2 progressif par
1 1
- 5+ _ 7(5+2
JOSE

soit

(e h) — u@) — & (ue -+ 20) — 2ua -+ h) + u(sc))) +1n

(—u(z + 2h) + 4u(z + h) — 3u(z)) + %hQUmx

) S =
b"_l/\
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RALITES

Plus généralement, le terme principal de I'erreur du schéma

Llew Loy l1ogg 1oy (=1 +k
N <5 26 + 3(5 4(5 + 3 o

est
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DIFFERENCES FINIES POUR LES EDP I. GENERALITES

SCHEMAS COMPACTS

But : schémas d’ordre élevés

Probléme : nb de points augmente localement =—> pb au bord
30u(z;) — 16(u(zit1) + u(wiz1)) + u(it2) + u(x—2)

—’U,”(.’L'i) — 12h2 —|—O(h4)
Idée approximation rationnelle (cf L. Collatz, 1965, S. Lele 1994)
AL fmtfia =26 fuatfia =2,
" H—l i—1 _ i+1 i—1 — % 142 1—2 3
i + o 9 h2 T b 4h2
+ /iy firs + fizs — 2.5
z+2 i+3 i—3 %
+572 +c o .

Formule de fermeture

; +0 f2+f0—2f1 fz+2.fo—3.f1
" 2 _
LhaTe = h2 BRI T
. fa+3.fo—4.f1 ta fs+4.fo—5.f1
3 6h2 4 1072 '
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PROPRIETES

Meilleure représentation des fréquences

Facilement étendu en dimensions 2 et 3

Mise en ceuvre efficace et stable (compatible avec parallele)
Adaptable sur grilles non régulieres (C-Miranville, M2AN, 1998)

Fournit une jolie application du calcul formel

vV v v Vv VY
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X 10° Realtive Spectrum for 2d and 4th order schemes
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DIFFERENCES FINIES POUR LES EDP I. GENERALITES

REMARQUE

On peut construire des schémas compacts en utilisant la solution du pb
2

12

or —u'(z;) = f(x;) donc — uW(;) = f”(2:)

2u(z;) — u(it1) — u(zi—1)

2 u® () + O(h*)

= —u”(zi) —

Ainsi

2f(xi) = f(wir1) — f(xi-1)
12

2u(x;) — u(x; — u(T;—
@) — i) Zu@io)) _ g,y

+0O(h*)
Méme pcp en dimensions 2 et 3

NSE (Liu-Wang, Ben Artzi-Croisille)
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RESOLUTION NUMERIQUE DE QUELQUES EDP

» Probleme de Poisson

—Au=f
Classique et avec trou
» Probléeme de Stokes
LA +Vp=f
—_—— u =
Re ?
div(u) =0

» Probléme de Navier-Stokes

1
—EAU + w.Vju+Vp=f
div(u) =0
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Poisson, domaine a trous

METHODE DES DOMAINES FICTIFS

—Au=f ze€Q\C
u=20 0N
u=0 oC

1
—Au—l—;xcu:f x €
u=0 090

Avec 0 < v << 1.

Angot, Bruneau, Fabrie (Navier-Stokes), Pironneau, Glowinski, Maury

JEAN-PAUL CHEHAB (UNIV. PICARDIE)
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Poisson, domaine a trous
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FIGURE: Pb de Dirichlet ds domaine troué
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Probleme de Stokes

1
div(u) =0

DISCRETISATION ET RESOLUTION

» Grilles décalées (MAC) pour avoir compatibilité des discrétisation de
la divergence et du gradient (div(grad) = A)

Ay 0 B U 2}
0 A By V | =| B
B BT 0 P 0

» Méthode d’'Uzawa : méthode de descente sur le complément de Schur

SP =G avec S= Bl A'B; + BI A;'By
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9h
—_— u u u u u
5 p
v v v
7h
> - P u p u p ou p ou p oup
v v v v v v
5h
> - P uw p uwu . p ouwu . p ou p oup
v v v v v v
3h
> - P uw p uwu . p ou . p ou p oup
v v v v v v
h
B p u p wu p u p u p up
h 3h 5h 7h 9h
2 2 2 2 2
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FIGURE: Solution du Pb de Stokes (Re=1000)
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Probléme de Navier-Stokes

1
- EAU + (u.Vu+Vp=f
div(u) =0
DISCRETISATION ET RESOLUTION
Al 0 B U F(U,V) F
> +| 0 Ay By V |+ G(U, V) = Fy
BY BT o0 P 0 0

» Point fixe ou de Newton (Uzawa partie linéaire)

> (Cas évolutif) Méthode des projections (Chorin-Temam)

JEAN-PAUL CHEHAB (UNIV. PICARDIE) DIFFERENCES FINIES 1 AMIENS, 3 MARS 2008



0.8

0.6

0.4

0.2

0.8

0.6

0.4

0.2

Isobars

0.2 0.4 0.6 0.8
Vorticity
0.2 0.4 0.6 0.8

Stream

0.2 0.4 0.6 0.8

Kinetic Energy
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CONCLUSION

> Simple
» souple : conditions aux limites variés et ordre élevé possible.

» Existence de solveurs rapides quand domaine est un pavé (FFT,
Multigrille)

» Limitation de la géométrie mais s'applique a des situations plus
tordues (Domaines fictifs)
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