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Méthodes de sous-espaces de Krylov 3

1 Quelques autres méthodes

1.1 Gradient Conjugué Généralisé

Lorsque A est inversible mais non SDP, on peut appliquer la méthode du gradient conjugué au
systeme d’équations normales

AT Az = ATb.
On dispose du résultat suivant :
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Soient povplv Y %
que

m—1

une base de Krylov de I'espace K,,(A;7°), AT A orthogonale, c’est & dire

(ATAp',p’) = (Ap', Ap’) = 0i # j.
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et 'on peut calculer 2™ de proche en proche par la relation de recurrence
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L’idée est de calculer le vecteurs de descente courant en utilisant des combinaisons linéaires des
vecteurs de descente précédents.

Algorithm 1 CGR

1: Calculer % =b— Az°. Poser p° =10
2: for k=0,1,--- do jusqu’a convergence
k A k)
3: Poser = (74’7])
kT ApF, ApF)
4: Poser zFt! = 2% 4 ap”
Poser r#t1 = ¢k — o) ApF
Arktl Apk) ]
6: Calculer ﬁ'k:—(—’,pourzz()’... k
" (Ap", Ap")
k

7: Poser pFtl =pktl 4 Z 5i,kpk
i=0
8: end for




1.2 Gradient Bi-conjugué BCG

L’idée est de construire un processus de projection sur K, (A;v') = {v!, Avl, .. A" 1pl}
orthogonalement a
L (A;79) = {wh, ATw!, - (ATY™Lwl} Tei ol = ||w!|| = 1 et (v}, w') # 0, on prendra

v! = w'. On associe au systeme Az = b le systéme dual ATx* = b*.

Algorithm 2 BCG

1: Calculer r°=0b— Ax°. Choisir 7*° tel que (r°,7*9) # 0.

2: Poser p° =10, p*0 = p*0,
3: for k=0,1,--- do jusqu’a convergence
(Tk r*’k)
4: Poser ap = ~—F—1
(Ap®,p™*)
5: Poser zFt! = 2% 4 a;p*
6: Poser r#+1 = ¢k — o) ApF
7: Poser r*Ftl = pok _ o) ATk
k+1 .k k+1
r r
8: Calculer g = _( = F )
(r", %)
9: Poser prtl = rk+l 4 g pk
10: Poser p*ktl = pohtl 1 g pek
11: end for

Lemme 2
Les suites de vecteurs (p¥) et (p**) vérifient

(r', ") = 0 et (Ap',p*I) = 0,1 # j.

Remarque 1
On retrouve CG lorsque AT = A.

1.3 CGS : Conjugate Gradient Squared

Un inconvénient majeur de BCG est 1'utilisation de AT, dans certains cas on ne sait faire que
la multiplication Ax, car A est connue seulement implicitement. Des méthodes de bigradient
sans utilsation de la transposée (Transpose Free ou TF) ont été proposés, telles que TFQMR
et BICGSTAB (voir plus bas). La méthode CGS est due a Sonneveld en 1984 (deux ans avant
GMRES) et est donc motivée par éviter I'utilisation de AT dans BCG. En reliant le résidu initial
a1l et & p’ on peut écrire

rl = d)j(A)TOet P = Wj(A)TO,
ou ¢J,7Tj S Pj et d)j(()) = 1. Ainsi
Pl = Qﬁj(AT)r*’Oet pt = Wj(AT)T*’O.

Apres un certain nombre certain de calculs de simplification, on obtient



Algorithm 3 CGS

1: Calculer 7% =0b— Ax°. Choisir 7*° tel que (r°,7*9) # 0.

2: Poser p? = u® =19,
3: for k=0,1, - do jusqu’a convergence
4 Poser « (Tk’ r9)
: k= 701 h%
(Aph, r70)

Poser ¢* = u* — a;, ApF
Poser ¢! = 2F + ay(uF 4 ¢F)

7: Poser "1 = rk — o, A(uF + ¢)
Cal ! (TkJrl T’*’O)
8: alculer =T =
ﬁk (T‘k, T*’O)
9: Poser uft! =pktl 1 5 gk
10: Poser p*t! = uf T+ B (¢F + Brp”)

11: end for

1.4 BiCGSTAB

Cet algorithme a été introduit par H. van der Vorst en 1992 ; 1l s’agit d’une variation de CGS
qui permet de limiter la propagation des erreurs d’arrondis et présente une convergence plus
rapide et plus réguliere. Il repose sur une relation de récurrence du type

) =1i(A)p;(A)r,

avec

Yi1(t) = (1 — wjt);(2).

Algorithm 4 BiCGSTAB

1: Calculer 7% =0b— Ax°. Choisir 7*° tel que (r?,7*9) # 0.

2: Poser p? =10
3: for k=0,1,--- do jusqu’a convergence
4 Poser « (Tk’ T*,O)
: k= T T —hv
(ApF, r*0)
5: Poser s =1k — a; Ap”
Ask k)
6: Poser wi = (As?, %)
F (Ask, AsF)
Poser "1 = 2% 4+ ap¥ + wys*
8: Poser rFt1 = sk — o, AsF
k+1 *,0)
r ) o
9: Calculer = () oy
B (rkzﬂﬂ*p) W
10: Poser pFtl =kt g (pF — wi ApF)

11: end for




2 Exercice

Exercice 1 (Trouver l’erreur)

m=20;

b=rand (N*N, 1) ;

toll=1.e-11;

x0=zeros (N*N,1) ;

Maxit=m;
[x,k,resid|=gmres(A,b,m,toll,x0);
lri=1:max(size(resid));
[x,R|=CG(A,b,x0,toll,Maxit);
1r2=1:max(size(R));

plot(lrl,loglO(resid),’-*b’,1r2,logl0(R),’-r’)

legend (’GMRES’,’CG’)

m=20;

b=rand (N*N,1) ;

toll=1.e-11;

x0=zeros (N*N,1) ;

Maxit=m;
[x,k,resid|=gmres(A,b,m,t0ll,x0);
lri=1:max(size(resid));
[x,R]=CG(A,b,x,t0ll,Maxit) ;
1r2=1:max(size(R));

plot(lrl,loglO(resid),’-*b’,1r2,1l0g10(R),’-r’)

legend (’GMRES’,’CG’)

Figure 1: Probleme de Dirichlet 2D. Comparaison de CG et de GMRES

Exercice 2 (GMRES versus BiCGSTAB)
On revient au probleme de convection diffusion

Ou  Ou B 9
—Au+ as + ba—y = f Dans Q =]0,1[%, (1)

u=0 sur 0f) (2)

1. Pour le préconditionnement ILU(0), comparer GMRES et BiCGSTAB, pour différentes
valeurs de a, b et N. Que remarquez-vous 7

2. Meémes questions lorsque la dimension du probleme est égale a 3.



3 Annexe

3.1 BiCGSTAB

function h, error, iter, flag, residﬂ = bicgstab(A, x, b, M, max it, tol)
// -- Iterative template routine --

// Univ. of Tennessee and Oak Ridge National Laboratory

// October 1, 1993

// Details of this algorithm are described in "Templates for the

// Solution of Linear Systems: Building Blocks for Iterative

// Methods", Barrett, Berry, Chan, Demmel, Donato, Dongarra,

//
cd
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//

Eijkhout, Pozo, Romine, and van der Vorst, SIAM Publications, // 1993. (ftp netlib2.cs.utk.edu;
linalg; get templates.ps).

[x, error, kiter, flag, residu] = bicgstab(A, x, b, M, max_it, tol)

bicgstab.m solves the linear system Ax=b using the
BiConjugate Gradient Stabilized Method with preconditioning.

input A REAL matrix

x REAL initial guess vector

b REAL right hand side vector

M REAL preconditioner matrix

max_ it INTEGER maximum number of iterations // tol REAL error tolerance //
output x REAL solution vector

error REAL error norm

iter INTEGER number of iterations performed

flag INTEGER: O = solution found to tolerance

1 = no convergence given max_it

-1 = breakdown: zrho =0
-2 = breakdown: omega = 0
kiter=1;

ndim=max(size(x));
iter = 0; // initialization

flag

0;

bnrm2 = norm( b );

if

( bnrm2 == 0.0 ), bnrm2 = 1.0; end

r = b - A*xx;
error = norm( r ) / bnrm2;
residu=|error|; if ( error < tol ) return, end

omega = 1.0;

r tld = r;

for iter = 1l:max_it, // begin iteration



rho = ( r_tld’*r ); // direction vector
if ( rho == 0.0 ) break, end

if ( iter > 1),

beta = ( rho/rho_1 )*( alpha/omega );
p = r + betax( p - omega*v );

else

p=r;

p_hat = M \ p;

v = A*p_hat;

alpha = rho / ( r_tld’*v );

s = r - alpha*v;

if ( norm(s) < tol ), // early convergence check
X = x + alphaxp_hat;

resid = norm( s ) / bnrm2;
break;

end

s_hat = M \ s; // stabilizer
t = A*s_hat;

omega = ( t’*s) / ( t’*t );

X = x + alpha*p_hat + omegaxs_hat; // update approximation
r = s - omegaxt;

error = norm( r ) / bnrm2; // check convergence
residu=[residu error|;

if ( error <= tol ), break, end

if ( omega == 0.0 ), break, end

rho 1 = rho;

end

if ( error <= tol | s <= tol ), // converged
if (s <= tol ),

error = norm(s) / bnrm2;

end

flag = 0;

elseif ( omega == 0.0 ), // breakdown

flag = -2;

elseif ( rho == 0.0 ),

flag = -1;

else // no convergence

flag = 1;

end

kiter=iter;

endfunction



