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Méthodes de calculs de I'inverse d’une matrice et applications
Exercice 1 (Cayley Hamilton et applications) n A
1. Soit A une matrice n x n inversible. On note P(z) = Z a;x" son polynéme caractéristique.

=0
(a) Montrer que nécessairement on a ag # 0.
(b) En déduire que

1 — , 1 — ,
Id=A[ = qA | == A7) A
(xea) = (G50)

Ind. On pourra utiliser le théoréme de Caley-Hamilton

(¢) En déduire que

1 n
AT = =N g AT

m
(d) Pour approcher A~! on calcule la matrice A* = Argmin ||(Z a; ATV A — 1d|)%.
a; —
7=0
i. Que vaut A* lorsque m =n 7
ii. Calculer explicitement les aj,j =0,--- ,m.

iii. Ecrire un programme Scilab
2. Méthode de Fadeev Leverrier. Soit A une matrice inversible. On considére la suite
B = Id; aj, = Trace(AB®) /k, B*+D = o 1d — ABW)

Alors si a, # 0,
1
A'=—B,

n

Programmer cette méthode.

Exercice 2 (Formule de Sherman-Morisson)
1. Soit B une matrice N x N telle que ||B]| < 1, ou ||.|| est une norme matricielle subordonnée.

(a) Montrer que Id — B est inversible, ici Id désigne la matrice identité N x N.
(b) Montrer que
(Id—B)'=1Id+ B(Id—B)™*
et en déduire que
1

<|(Id—B)™'| < =B

1
1+ 8]



2. Soient U et V deux matrices inversibles N x N telles que Id + UV soit inversible.

(a) Montrer que o . o
(Id+UV) ' =Id-U(Id+VU) 'V

(b) Soit A une matrice inversible N x N. On pose U = AU et V = BV. Montrer alors que
(A+UBV) '=A"' - A'U(Id+ BVA~'U)"'BVA!

Exercice 3 (Approximation de ’inverse d’une matrice et méthodes itératives)
1. Soit A € M, (R) une matrice inversible n x n.

(a) On décompose A sous la forme A = M — N avec M inversible.

i. Etablir 'identité
A= (M IN)A ML

ii. On construit la suite de matrices (C*));>¢ de M,,(R), par la relation de récurrence
C*H) — (M7IN)C® + M~ 0O donnée dans M, (R).

Montrer que
C(k-i—l) o A—l _ (M—lN)(C(k) _ 14—1)7

et en déduire que C'¥) converge vers A~ si et seulement si p(M~'N) < 1.
iii. Etablir I'inégalité
IO — A7 < M N|FIC© — AT,
ou ||.|| désigne la norme matricielle subordonnée a la norme vectorielle |.| (non précisée ici).

(b) On considére & présent la suite de matrices (X *))>o de M,,(R) définie par la relation
Xk —ox®) _ x® g4x*®) xOdonnée dans M, (R)

i. On suppose désormais que AX(® = XA  montrer que AX® = X*) 4 vk > 0.
ii. On pose R® =I1d — AX® k> 0. Montrer que

R(k:+1) — (R(k))Q,Vk > 07

puis que
R*) — (R(O))Qk’

et en déduire une condition suffisante pour que limg_, | R®) = 0.
iii. En remarquant que A~! — X®) = A=1R(®) montrer que

— _ k
147" = X @) < AT RO

2. On se propose maintenant de résoudre numériquement dans R” le systeme linéaire Az = b, ou b € R”
est donné. A cet effet, on considere la méthode itérative

2FD = 20 4 o By (b — Az, k > 0.

Ici (9 est donné dans R™ ; ay, est une suite de réels strictement positifs et By, est une suite de matrices
n X n.



(a) Pour simplifier, on suppose d’abord que By = B,Vk > 0. On veut calculer oy a chaque itération
de sorte & minimiser la quantité ||b — Az*)||y ot .||z désigne la norme euclidienne dans R”. On
pose 7, = b — Az®) . Exprimer r**1) en fonction de #*) puis montrer que

Ir®F0)5 = [r®3 — 20k < ABr®) 2+ ®) > o] ABr P 3.
(b) En déduire que la valeur minimale de ce polynéme de degré 2 en «y est obtenue pour

< ABr® pk) >

(< ABrk) p(k) >)2
ap =
1ABr®)|3

et en déduire que ||rFV)2 = ||r®)|2 — IABr |2
2

(¢) Que vaut rk+1) si B = A= ? On fait varier B & chaque itération, c’est & dire que on remplace
B par Bj. Ecrire 'algorithme avec parametre optimal.

3. Etude sommaire du comportement asymptotique.

(k+1) )12
(a) On suppose que la suite B *) converge vers A~!. Donner une expression de W
2
(k+1)
(b) Que vaut limy_, 4o u
75|

(c) D’apres vous, laquelle des suites By construites au 1-a) et au 1-b) permet de converger le plus
rapidement ?

4. Programmer les méthodes en Scilab.

Exercice 4 (Méthode itérative pour le calcul de I'inverse d’une matrice)
1. Pour M € M,,(R), on note

i i M} = \[trace(MTM),

i=1 j=1

1M|[r =

la norme de Frobenius de M. Soit A une matrice de inversible de M,,(R) et W une matrice symétrique
définie positive. On introduit

Fw : M,(R) — R*

M v+ Fy (M) = /trace(I — MA)TW (I — M A).

On dira que Fyy est une fonctionnelle quadratique.

(a) On rappelle que toute matrice symétrique définie positive W admet une racine carrée S vérifiant
donc W = 52, avec S symétrique et définie positive. Montrer que

Fy (M) = ||S(I = MA)|[% >0
(b) En déduire que Fyy (M) =0 <= M = A~%.

2. On désire maintenant calculer A~! en résolvant numériquement Fyy (M) = 0 et & cet effet on met en
ceuvre une méthode de gradient. On rappelle que ces méthodes permettent de calculer le minimum de
fonctionnelles quadratiques.



(a) Soit A € Ret D € M, (R). Etablir I'identité
Fy (M 4 AD) = Fy (M) — 2Xtrace((I — MA)YTWDA) + Ntrace((DA)TWDA)
On admettra que le gradient de Fyy en M est
VEy(M)=—(I—- MA)AW.
(b) On définit maintenant la méthode de gradient comme suit

MO donnée dans M, (R)
pour k=0...
MEHD) = pk) N (T — M) A)WA.

A partir de maintenant et jusqu’a la fin du probléme, on prendra W = I pour simplifier.

i. On pose R®) =T — M® A, pour tout k € N. Montrer que
R*D = R® — N\, R®) AA.
ii. En déduire que
|REHD |2 = |R®) |2 — 2X\ptrace(RFTRM AA) + A2trace(AARMTR®) A A).
iii. On calcule )\j, de sorte & minimiser ||[R*+1)||2, Montrer que

B trace(R®TRK) AA)
b trace(AAR®TR(K) AA)

et en déduire une relation entre | R*+D |2 et | R*)||2..



