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Rt~sumt~ 

Nous montrons que, darts la recherche d'une formulation du tht~or~me 
d'approximation polynomiale de Weierstrass dans le cadre de I'AIg~bre com- 
mutative, les conditions suffisantes obtenues par Cahen, Grazzini et Haouat 
s'av~:rent essentiellement les plus g~n~rales possibles. Plus pr~cist~ment, soient 
A un anneau n~th~rien et [ un id,~al propre de A t~l que A soit s~par~ pour 
la topologie /-adique. Notons ,'~ le compl~tt~ de A et C(.4, .4) I'anneau des 

fonctions continues de A dans A, muni de la topologie de la convergence 
uniforme. Les fonctions polynomiales constituent un sous-ensemble dense dans 

^ A 
C(A, A) si el seulement si le radical de I e s t  un idt~al maximal m de A 
el le localis~ Am est un anneau de dimension 1, de corps rt~siducl fini et 
analytiquemenl irrtf:ductible. 

Abstract 

We show that the sufficient conditions given by Cahen, Grazzini and 
Haouat for a version of the Stone-Weierstrass theorem in commutative algebra 
are the widest. More precisely, let A he a Noctherian ring and I a proper 
ideal of A such that A is Hausdorff with respcct to the /-adic topology. Note 

the completion of A and C(,'~, .~) the ring of continuous functions from ,4 

to A with uniform convergence topology. The subset of polynomial functions 
is dense in C(A, A) if and only if the radical of I is a maximal ideal m of 
A and the local ring A,,, is a one-dimensional analytically irreducible domain 
with finite residue field. 
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1. Introduction. 

Nous d6sirons donner une version g6n6rale du th6or~me de Stone- 
Weierstrass dans ie cadre de l'aigt3bre commutative. Commen~:ons 
par rappeler la version initiale du th6or~me de Stone-Weierstrass, 
c'est-h-dire le th6or~me d~ polynomiale: 

PROPOSITION 1.1. (Weierstrass [15], prop. B). L'anneau Iq[X] est 
dense dans l'anneau C([0, 1], IR) muni de la topologie de la convergence 

uniforme. 

Rappelons aussi la traduction p-adique: 

PROPOSITION 1.2. (Dieudonn6 [7]). Toute fonction continue d'une 
partie compacte du compl~t~ p-adique �9 de tO dans lui-m~me peut ~tre 

approch#e uniform#ment par des polyndmes ~ coefficients dans ~p. 

On peut en particulier prendre pour pattie compacte l'anneau 
des entiers p-adiques. Si i'on remplace le corps top de I~ 

d'arriv6e par un anneau topologique, Zp par exemple, on a l'~nonc6: 

PROPOSITION 1.3. (Malher [10]). L'anneau des polyn6mes 
valeurs entidres sur Z e s t  dense dans l'anneau C(Zp, r/p) des fonctions 
continues de ~.~ clans lui-m~me. 

Plus g6n6ralement: 

PROPOSITION 1.4. (Kaplansky [9]). Lorsque A est l'anneau d'une 

valuation discrbte de corps r#siduel fini, l'anneau des polyn~mes 

valeurs entidres sur A est dense dans l'anneau C(,4, ,4) des fonctions 

continues de ,4 clans lui-m~me. 

Nous nous proposons ici de remplacer l'anneau de valuation par 
un anneau no~th6rien A muni d'une topologie I-adique et de d6terminer 

les conditions sous iesqueiles il existe une approximation polynomiale 
des fonctions continues du complSt8 A, dans lui-m~me. 
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Notations 1.5. Soient A un anneau et I un ideal de A tels que 

A soit s~par6 pour ia topologie I-adique. Notons fi, le compl6t6 de A 

pour la topologie I-adique et C(fi,, ft,) I'anneau des fonctions continues 

de ,2, darts ~,  muni de la topologie de la convergence uniforme. 

Apropos de i'6nonct~ que nous avons en vue notons tout d'abord 

le r~sultat n~gatif suivant: 

PROPOSITION 1.6. Les anneaux A[X] et ,'~[X] ne sont jamais 

denses clans C(,~, f~) sauf lorsque A est un corps fini. 

D6monstration. Supposons que A[X] soit dense. L'id6al I est 

nul, sinon il existerait un 61dment non nul a de I et un entier k tel 
que a n'appartienne /l pas ~ [k; par suite, la fonction caract6ristique 

de I'ouvert-ferm6 I ~ ne pourrait ~tre approch6e /l I pros par des 

polyn6mes P de A[X] puisque P(a) appartient /~ I d/~s qu'il en est 

ainsi de P(o). Ainsi la topologie de A doit 8tre discrete el, dans ce 

cas, A[X] dense dans C(A, ft.) signifie que route application de A dans 

A est polynomiale. Soit alors c u n  616ment non nul de A; s'il existe 

un polyn6me P de A[X] tel que P(o) = o et P(c) = 1, alors c divisant 
P(c) - P(o) = l e s t  n6cessairement inversible dans A; ainsi, A doit ~tre 

un corps. Enfin, Iorsque A est un corps, route application de A dans A 
est polynomiale si et seulement s i c e  corps est fini. 

Nous disposons en revanche de la version p-adique du th6or~me 

de Stone-Weierstrass due/ t  Kaplansky [8] et nous l'adapterons ~ notre 

probl~:me au paragraphe 2 (proposition 2.6). Nous disposons aussi, 

lorsque I'anneau A est int~:gre de corps des fractions K, de I'anneau 

Int(A) = {P E K[X][P(A) C A} des polyn6mes ~ valeurs enti~res sur A 
et nous retrouverons au paragraphe 3 les conditions suffisantes obtenues, 

lorsque A est nceth6rien, par Cahen, Grazzini et Haouat [5], pour que 
Int(A) soit dense dans r ,~), h savoir que 3, soit int/~gre lui aussi 

(th6oR:me 3.3). Mais il se poun'ait qu'il existe un th6or~me analogue 

lorsque A n'est pas int~:gre, que l'on poun'ait obtenir par exemple 

en utilisant des polyn6mes h coefficients dans l'anneau total des 

fractions de A (cf. proposition 3.1). C'est pourquoi nous introduisons 
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au paragraphe 4 la notion gEnErale de fonction polynomiale ~ valeurs 
enti~res sur A, dont l'ensemble constitue un A-module (proposition 

4.6). Nous prouverons enfin au dernier paragraphe que, lorsque A est 
noethErien, si les fonctions de r ,~,) qui sont polynomiales constituent 
un sous-ensemble dense alors en fair ~ est int~:gre (thEorY:me 5.5). 

2. Variantes du th~or~me de Stone-Weierstrass. 

Rappelons i'une des versions initiales du thEor~me de Stone- 
Weierstrass: 

PROPOSITION -2.1. (Stone [14], thm I). Soit X un espace compact 

et soit C une sous-algbbre de C(X, tR). Si C contient les fonctions 
constantes et sdpare les points de X [c.-d-d., quels que soient x et y 

distincts dans X,  il existe f dans C tel que f(x)*f(v)],  alors C est 

dense dans C(X, IR). 

II revient au m~me de dire: soit X un espace compact et soit /3 
un sous-ensemble de C(X, IR) s.Eparant les points de X. Alors, toute 
fonction numErique continue sur X peut Etre approchEe uniformEment 
par des expressions polynomiales en les ElEments de /3 ~ coefficients 
reels. 

Pour obtenir des conditions suffisantes d'approximation polyno- 
miale, nous allons utiliser la version p-adique suivante du thEorY:me de 
Stone-Weierstrass. 

PROPOSITION 2.2. (Kaplansky [8]). Soit X un espace compact 

totalement discontinu et soit R u n  anneau topologique posst;dant un 

systdme fondamental de voisinages de zt;ro forint; d'idt;aux. Notons 

C(X, R) l'anneau des fonctions continues de X dans R muni de la 

topologie de la convergence uniforme. Un sous-anneau C de C(X, R) 

vt;rifiant les conditions ci-dessous est dense dans C(X,R):  (i) C 

contient les constantes (c'est-d-dire les t;lt;ments de t=l en tant que 

fonctions constantes); (ii) C st;pare les points de X au sens suivant: 
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quels que soient x et y distincts darts X,  il existe f dans C tel que 

f (x)  = o et f ( y )=  1. 

Remarque. Ces conditions peuvent aisEment ~tre remplac6es par 

ies conditions plus faibles suivantes: (i) C contient un sous-anneau Ro 

de R dense dans R; (ii) C sEpare les points de X au sens suivant: 

quels que soient z et y distincts dans X, quel que soil le voisinage U 

de o dans R, il existe f dans C tel que f (x)  appartienne ~t U et f(y) 
appartienne ~ l + U. 

Nous allons appliquer cet EnoncE dans le cas oi~ X et R sont tous 

deux le complEtE ,4 d'un anneau ncethErien A muni d'une topologie 

I-adique pour laquelle il est sEparE, I dEsignant un ideal de A. Pour 

que i'espace ,4 soit compact, ii est nEcessaire que les espaces discrets 

quotients ,4/I",4 isomorphes ~ A/ I "  soient finis, c'est-~-dire en fait 

que le quotient A / I  soit fini puisque A est suppos6 noethErien. Cette 
hypoth~:se est alors suffisante pour que ,,~ soil compact et totalement 

discontinu puisque ,4 est isomorphe ~ la limite projective des espaces 

finis discrets A / I  n. Enfin, sous cette hypoth~:se de finitude de A / I ,  les 

idEaux premiers contenant I sont en hombre fini et de corps rEsiduels 

finis, donc maximaux. 

Notation 2.4. Pour tout sous-ensemble C de C(,~,, fi,) contenant 

A, tout ideal m de A contenant I e t  tout ElEment x de fi,, considErons 
l'ensemble: 

mAC)  - ( f  e CIf(x) �9 m,4}. 

Lorsque C est un A-module, mAC)  en est un sous-A-module 
maximal vErifiant C/rn~(C) ~ A /m .  Lorsque C est un anneau, rn~(C) 

en est un ideal maximal de corps rEsiduel isomorphe ~ A/rn. 

LEMME 2.5. Si un sous-ensemble C de C(A, fia) contenant A est 

dense dans C(.4, ,4), alors, pour tout iddal m de A contenant I, les 

ensembles m:(C) sont distincts lorsque z ddcrit A. 

D~monstration. Soient x et V dans A el soil k tel que x - y  

n'appartienne pas ~ I~A. La fonction caractEristique de i'ouvert-fermE 



~6 JEAM.LUC CIRABERT 

z + I~A 6tant approch6e ~ /~ prb.s par une fonction f de O, f ( z )  et 

f (y)  appartiennent respectivement i 1 + I e t  ~ .fet ,  par suite, pour tout 

id6al maximal rn contenant 2", cette fonction f appartient ~t my(O) sans 

appartenir ~ m~(O). 

PROPOSITION 2.6. Supposons A noeth#rien et le quotient A /  I fmi. 

Soit C un anneau compris entre A et C(,4, ,4). Alors, les assertions 

suivantes sont #quivalentes: 

(i) L'anneau C est dense clans r .4). 

(ii) 

(iii) 

Quels que soient x 

l'entier ~ il existe f 

respectivement ~ In A 

et y distincts dans A et quel que soit 

darts C tel que f (x)  et f(y) appartiennent 

et 1 + I"A. 

Quel que soit l'id#al maximal m de A contenant I, les id#aux 

m~(C) = { f  s CIf(x)  E m.4} sont distincts lorsque x d~crit A. 

Ddmonstration. La proi:~osition 2.2 et la remarque 2.3 montrent 

que (ii) implique (i) et le lemme 2.5 que (i) implique (iii). Montrons 

que (iii) implique (ii). Soient x et y distincts dans A e t  n u n  entier. 

Le quotient A/1  gtant fini, r id6al  I e s t  contenu dans un hombre fini 

d ' idgaux maximaux m j , . . . ,  m,  et le radical rA de 1A est r intersect ion 

des id6aux mtA,. . . ,mo.4.  Selon (iii), pour tout i = 1, .. . ,s, ii existe 9, 

dans C tel que g,(x) appartienne h m,.4 et 9,(Y) n'y appartienne pas. 

Soient encore, pour i = !, ..., s, un ~16ment b, de A n 'appartenant 

pas h m,, mais appartenant aux autres mj .  Soit enfin g = ~b,g,, alors g 

est dans C, 9(z) appartient ~t rA et g(~) n 'y  appartient pas. 

Soit k tel que r ~ soit inclus darts I el soit h = 9 ~. Alors h est 

dans C, h(z) appartient h IA et h(y) est inversible dans ~,. Soit done 

u dans A tel que uh(y)-- 1 et soit a dans A tel que u-a appartienne 

I"A.  Alors f = (ah)" est dans C, f ( x ) =  (ah(x))" appartient :~ I"A 

tandis que f(lJ) - 1 = (ah(v)) '~ - (uh(y)) '~ = (a* - u'~)h(y) ~ appartient h 

l'id~al (a - u)/ i  lu i -m~ne  inclus dans I"A. 

COROLLAIRE 2.7. Soient 0 et D deux anneaux tels que 

A C 0 C D C C(A, A). Supposons A naeth#rien et le quotient A / [  fini. 
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Pour que C soit dense dans C(A, A), il faut  et il suffit que D l e  soit 

et que, pour tout iddal maximal m de A contenant I, l'application 

mz(D) ---, mz(D) r C = mz(C) soit bijective. 

Remarque 2.8. Bourbaki ([1], Chap. X, w ex. 24) donne un 

6nonc6 assez proche de celui de Kaplansky (proposition 2.2): si 

X est un espace compact totalement discontinu et R u n  anneau 

topoiogique poss6dant un syst6me fondamental de voisinages de z~ro 

form6 d'id6aux, alors tout sous-anneau C de C(X,R)  contenant les 

constantes et s6parant ies points de X est dense dans C(X,R).  Mais 

ici s6parer les points de X signifie seion Bourbaki ([1], Chap. IX, w 

d6f. 5): quels que soient a: et y distincts dans X, il existe f dans C' 

tel que f(z)~f(~/). Sous cette forme, l'6nonc6 est manifestement en 

contradiction avec la proposition 1.6:appliqu6 au cas oi~ X = R = A, 

d6signant un anneau nceth6rien local complet de corps r6siduel fini, 

il prouverait que AIX1 est dense dans C(.,~,/i). 

3. Conditions sums,antes. 

Nous allons utiliser la proposition 2.6 dans le cas ot~ C est 

un anneau de polyn6mes. Puisque C est contenu dans C(A,/I), ces 

polyn6mes sont aussi des fonctions qui sur A prennent leurs valeurs 

darts A e t  qui de plus sont continues. A c e  propos, Iorsque A est un 

anneau int~:gre, on conna/t les polyn~mes c~ valeurs enti~res, polyn6mes 

/~ coefficients darts le corps des fractions K de A, qui sur A prennent 

leurs valeurs darts A. Ils constituent un anneau: 

Int(A) = {P E K[XIIP(A)  C A} 

On peut avoir l'id6e d'61argir la notion en consid6rant, comme 

nous allons le faire dans un premier temps, ranneau total des fractions 

T de l 'anneau A et des polyn6mes P 6. T[X] tels que P(A) C A. 

Commenqons par deux r6sultats pr6paratoires: 

PROPOSITION. 3.1. Supposons l'anneau A naethdrien et soit T 
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l'anneau total des fractions de A. Tout polyn6me P E T[XI  tel que 

P(A)  C A appartient ~ l'anneau C(,4, ,4). 

D~monstration. Nous allons montrer qu 'un  tel polyn6me P dEfinit 

une application de A dans A uniform6ment continue pour la topologie 

I-adique, donc une application de ,,~ dans ,4 uniformEment continue. 

Si d est un ~lEment non diviseur de z~ro dans A, le lemme 

d'Artin-Rees,  applique au A-module  A et :~ son sous-module dA, 

montre i~ d 'un  entier k tel que, pour tout entier n, on ait: 

I ' ~  M dA = I"(I  j' N dA). 

Par suite, pour tout entier naturei n e t  tout 61~ment z de A, z 

appartient ~ I '~ d~:s que dz appartient ~ I ' ~ .  

Soit donc P ( X ) =  Z,p,X'  un polyn6me ~ coefficients dans T tel 

que P ( A ) C  A. Soit d u n  616ment non diviseur de zdro dans A tel 

que d P ( X )  appartienne h A[X] et soit k l 'entier correspondant d6crit 

pr6cEdemment. Soient a e t  b deux 61~ments de A et n u n  entier naturel. 

Nous allons montrer  que si a - b appartient ~ I n+k, alors P(a) - P(b) 

appartient ~t I '~. Nous avons: 

d(P(a) - P(b)) = Z,>o(dpJ(a ~ - b') = (a - b)Zi>o(dp,)(a' - b')/(a - b). 

Or, @, et (a ~ -  b D / ( a -  b) appartiennent A A; donc d ( P ( a ) -  P(b)) 

appartient ~ (a - b)A, qui est inclus darts I ~k ,  et P ( a ) -  P(b) appartient 

LEMME 3.2. Supposons l'anneau A naeth#rien et int~gre. Soit 

S = N , ( A \ m J  o~ m, ddcrit l'ensemble des id~aux maximaux de A 

contenant I. Alors lnt(A) est dense dans lnt(S-IA).  

D~monstration. L'inclusion de Int(A) dans In t (S- tA)  r6sulte de 

[4] sans hypoth~:se sur la partie multiplicative S (voir l '6nonc~ plus 

g6n~ral rappel6 en 4.9 ci-apr~s). En fait, l 'anneau A ~tant suppose 

noeth6rien, on a S -~ ( ln t (A) )=  lnt(S-~A) et donc, pour tout id6al 

maximal m de A contenant I, (Int(A)),,, = (lnt(S-IA)),~. Par suite, pour 
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tout entier k, on a I'isomorphisme: 

Int(A)/I k lnt(A) ~- Int (S-IA)/I  k lnt(S- I A) 

et donc: 

Int(S-JA) = lnt(A) + Iklnt(S-tA).  

THI~ORI~ME 3.3. Soit A un anneau intdgre ncethdrien, sdpard pour 

la topologie I-adique. Si A est un corps fini ou si le radical de I est 

un iddal maximal rn de A tel que Am, soit de dimension 1, d corps 

rdsiduel fini et analytiquement irrdductible, alors l'anneau Int(A) des 

polyn~mes d valeurs enti~res sur A est dense dans C(,4, A). 

Ddmonstration. Remarquons tout d'abord que Int(A) est bien 

contenu dans C(A, A) d'apr~s la proposition 3.1 appliqu6e dans ie cas 

oil A est int~:gre. Si A est un corps fini, ! = (o) et i'affirmation du 

th6or~:me est imm6diate compte tenu des polyn6mes d'interpolation de 

Lagrange. Supposons donc A infini. L'id6al I ayant pour radical un 

id6al maximal m, on peut remplacer I par m puisque cela ne change 
rien au compl6t6,4. Le lemme 3.2 permet de plus de supposer A local 

pour montrer ia densit6 de Int(A) darts C(A, A). L'anneau local A est 

alors de dimension 1 et le thdor~:me 3.3 rdsulte imm6diatement de la 

proposition 3.4 ci-dessous 6nonc6e par Cahen, Grazzini et Haouat [5] 

avec l'hypoth~se suppl6mentaire que la cl6ture int6grale A' de A soit 

un A-module de type fini, mais ceci est automatique db, s que A est 

r6duit (cf. Nagata [11]). Nous en donnerons une d6monstration bas6e 
sur la caract6risation suffisante de la proposition 2.6. 

PROPOSITION 3.4. (Cahen, Grazzini et Haouat [5]). Soit A un 

anneau intdgre, naethdrien, local d'id#al maximal m, de corps rdsiduel 

fini et analytiquement irrdductible. Alors l'anneau Int(A) est dense dans 

C(,4, A) oi~ ,4 ddsigne le compldtd de A pour la topologie rn-adique. 

Ddmonstration. Selon la proposition 2.6, il s'agit de montrer que 

ies id6aux m:~ = m~(Int(A)) = {P(X) E lnt(A)lP("r) E mA} de Int(A) 

sont distincts lorsque x d6crit A. L'anneau A 6tant int~:gre, la cl6ture 
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intEgrale A' de A est un anneau local (cf. Nagata [I 1]), d'id6al maximal 

m' et par suite est un anneau de valuation discr/~te. Etant aussi un 

A-module de type fini, A' a un corps rEsiduel extension finie de celui 

de A, doric fini. D'aprEs la proposition 1.4, Int(A') est dense dans 

C(fi,', ,4') oi~ ,4' dEsigne le compl6t6 de ranneau A' pour la topologie 
m'-adique (c'est aussi le compl6t6 du A-module A' pour la topologie 

mA'-adique). 

Le conducteur de A' dans A est un id6al non nul de A' donc de la 

forme m '~ etes t  un ideal de A que i'on peut supposer contenu dans m 

(sinon A' = A e t  il n 'y aurait plus de question). Ainsi: m '~ C m C m'. 

Soient x et y distincts dans A et montrons qu'il existe Q dans Int(A) 

tel que Q appartienne h m:~ et n'appartienne pas h rn v. 

Soit k tel que x - I /  n'appartienne pas /t mkA. La propri&6 de 

densit~ relative /t A' implique I'existence d'un polyn6me Q de K[X] 

tel que Q(A') C A' et approchant h rn"A pros la fonction caractEristique 

de I'ouvert-ferm6 y +m'~k.,~ de /]'. Comme re'e,4 C m,~ C .'~ et 

1+ m'%'~ C l+m,,~ C ,'~, on voit qu'en fait Q(A) est inclus dans 

n K = A et donc Q appartient h lnt(A). De plus, Q(y) appartient 

1 -,- rn'~A C 1 + mA tandis que Q(z) appartient h m'%2, c m.2,. 

Plus bri~.vement, on peut retrouver cette condition suffisante de 

la proposition 3.4 avec la proposition suivante: 

PROPOSITION 3.5. (Cahen [3]). Si A est un anneau int~gre 

nceth#rien, de dimension 1, local, d'id~al maximal m e t  de corps 

r#siduel fini et si la cl6ture int~grale A' de A est un anneau local 

d'id~al maximal m', alors l'application: 

:t ---. rn~ = {P(X) E Int(A)lP(z) E m'A'} 

est une bijection entre la fermeture topologique de A dans le compl~t# 

.4' de A' pour la topologie m'-adique et l 'ensemble des id#aux premiers 

de Int(A) au-dessus de m. 

En effet, on a dit, au cours de la d6monstration de la proposition 

3.4, que l'anneau A Etant analytiquement irr6ductible, la topologie 
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m'-adique coi'ncide sur A avec la topologie m-adique et donc, dans la 

proposition 3.5, la fermeture topologique de A n'est autre que /]. 

Exemples 3.6. a) L'anneau A = Fq[T2, T3], qui n'est pas un 

anneau de valuation, et l'id6al I = (T z) satisfont aux conditions du 

th6or/~me 3.3. 

b) Supposons que I 'anneau A soit un ordre c'est-:~-dire un 

sous-anneau d 'un corps de hombres K de rang n = [K :~] en rant que 

Z-module.  La cl6ture int6grale A' de A est I 'anneau des entiers de 

K, c 'est un 2~'-module de rang n e t a  fortiori un A-module de type 

fini. Soit m un id6ai maximal de A et A,.,, ie compl&6 de A pour la 

topologie m-adique. L'anneau A 6tant de dimension 1, pour que .,~m 

soit int~:gre il faut et il suffit qu'il n 'y  ait qu'un iddal maximal de A' 

au-dessus de l'id6al maximal m de A (cf. [12]). En particulier: 

Soit A = Z + Zv"-d. Soit m un id6al maximal de A e t  soit . ,~  le 

compl6t6 de A pour la topologie m-adique. L'anneau Int(A) est dense 

dans C(.4,,,, . ,~)  sauf s i m  est au-dessus de 2 et d - 1 (mod 8). 

En effet, si d - 2  ou 3 (mod 4), A = A ' .  Supposons donc 

d - 1 (rood 4), alors A' = Z + (1 + x,/d)/2rY. Soit p le nombre premier 

au-dessous de m. S i p  n'est pas d6compos6 dans A' (c'est-h-dire n'est 

pas au-dessous de deux id6aux maximaux distincts de A'), il en est de 

m~me pour m. Par contre, s i p  est d6compos6 darts A', il s'agit de 

savoir s i p  est aussi au-dessous de deux id6aux maximaux distincts 

de A. Or. lorsque p est impair. A'/pA' est isomorphe b. A/pA  car 

(1 + x/d)/2 - (p+ 1)(1 + x/d)/2 (rood pA') et (p+ 1)(1 + ,r appartient 

/~ A. Ainsi, s i p  est d6compos6 dans A', il I'est aussi dans A. I1 reste h 

envisager le cas or) p = 2. On sait que si d = 5 (mod 8), alors 2 est inerte 

dans A' et donc non d6compos6 (cf. Samuel [13]), par contre, si d = ! 

(mod 8), 2 est d6compos6 dans A' puisque A'/2A' ~ F2[X] /X(X + 1) 

tandis que 2 est au-dessous du seul id6al maximal m puisque 

A/2A ~- F2[X]/(X + 1) 2 (A/2A ~- Z[X] / (2 ,  X 2 - d) ~ F2[X]/(X 2 - d) 

et X 2 - d = X 2 - 1 - (X + 1) 2 (mod 2)). 

PROPOSITION 3.7. Supposons A intdgre, ncethdrien, de dimension 

1, local, de corps rdsiduel fini et analytiquernent irrdductible. Alors, 
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pour  tout entier naturel k, l 'anneau D k = { P  C K[X]I Pth) E Int(A). 

o <_ h <_ k}, anneau des polyn6mes a valeurs entidres sur A ainsi 

que leurs ddrivdes jusqu '~ l'ordre k, est dense clans C(,4, ,4). De plus, 

l 'anneau D = Ak D k. des polynBmes d valeurs entidres sur A ainsi que 
A 

toutes leurs ddriv#es, est dense dans C(A, A) si et seulement si A est 

de caractdristique p non nulle. 

Ddmonstration. D'apr6s [6], pour tout entier naturel k, I 'anneau D k 

v6rifie la condition: pour tout Q dans lnt(A), il existe un entier s tel que 

Q~ appartienne ~ D k. Par suite I 'application: mz --, ms f3 D k = m~(D k) 

est une bijection entre ies id6aux maximaux de lnt(A) et ceux de D k 

au-dessus de m. Le lemme 2.5 et la proposition 3.4 montrent que D k 

est dense dans C(A, ,,~). 

Si A est de caract6ristique p > o, alors D v6rifie la m~me 

propri6t6: pour tout Q dans lnt(A), Qp appartient ~t D puisque les 

d6riv6es de Qp sont nulles. Par contre, si A est de caract6ristique o, D 

ne peut ~.tre dense dans r ,,~). En effet, d'apr~s [6], ies id6aux ms 

et m~, sont 6gaux d~.s que z - y appartient .~ l'id6al pA. 

Remarque. La proposition pr6c6dente montre que, Iorsque A est 

de caract6ristique o, il n 'existe pas de plus petit anneau compris entre 

A[X] et lnt(A) dense dans C(.,~,,,~) puisque les D g sont denses et non 

leur intersection D. 

4. Fonctions polynomiales h valeurs enti/:res. 

Nous allons regarder maintenant s'il est possible d '6tendre le 

th6or~me 3.3 en ne se limitant plus au cas d 'un  anneau int~gre A 

et en d6finissant une notion de polynome h valeurs enti~res la plus 

g6n6rale possible, plus g6n6rale que celle envisag6e avec I 'anneau total 

de fractions dans 1'6nonc6 3.1. 11 faut d 'abord pr6ciser ce que I 'on 

entend par fonction polynomiale  sur un anneau A. 

DI~FINITIONS 4.1. 
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(i) Une fonc t ion  f d~finie sur  un anneau  A et d valeurs  dans  un 

ensemble  E est  dire po l ynomia le  s ' i l  exis te  un A - m o d u l e  M contenant  

E et un p o l y n 6 m e  P ( X )  = m o  + m i x  + ... + m a x  d ,~ coef f icients  dans  le 

A - m o d u l e  M tels que:  

f ( a )  = P(a)  = mo + a . m l  + a 2 . m2 + . . .  + a "f . ma. 

On dira a lors  que  f est  representable  p a r  le p o l y n 6 m e  P 

(ii) On dit qu 'une fonc t ion  est  d valeurs  entidres sur  A si elle est  

d~finie sur  A et p r e n d  ses  valeurs  dans  A. 

Notat ion  4.2. On notera Ent(A) I 'ensemble des fonctions 

polynomiales A valeurs enti/~res sur A. 

A priori le A-module M de la d6finition 4.1.(i) est quelconque, 

cependant Iorsque f e s t  h valeurs enti~res sur A, on a: 

PROPOSITION 4.3. Toute fonc t ion  po l ynomia l e  ~ valeurs  entibres 

sur  A est  repr#sentable  p a r  un p o l y n 6 m e  ~ coeff icients  dans  l ' enve loppe  

inject ive E du A - m o d u l e  A. 

Dt~monstration. Soit f une fonction polynomiale ~ valeurs 

enti6res sur A. Elle est repr6sentable par un polyn6me h coefficients 

m0, m~, ..., md dans un A-module M contenant A. L'enveloppe injective 

E = E ( A )  du A-module A est contenue dans l 'enveloppe injective 

E ( M )  du A-module M; donc E est facteur direct de E(M) ,  c'est-~-dire 

E ( M )  = E @ N ;  par suite, pour i = o, ..., d, on a: m, = e, + r~ oi~ e, E E 

et r~ E N. Ainsi, pour tout ~l~ment a de A, on a: 

f ( a )  = Z,a'  . m ,  = Z;a ~ �9 e, + ~.,a' . r~. 

Par hypoth~.se, f ( a )  appartient :~ A, donc ~t E et on a: f ( a )  = F.,a' .ei. 

On va donc pouvoir se limiter aux polyn6mes h coefficients 

dans l 'envelope injective E de A. Ceux-ci constituent clairement un 

A-module - et mSme un A[X]-module - isomorphe ~ E | A [ X ]  que 

l 'on peut noter E [ X ] .  Pour tout 616ment a de A, l 'application qui h un 
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polyn6me P(X)  associe sa valeur P(a) en a est un homomorphisme 

du A-module E[X] darts le A-module E. 

DiS.FINITION 4.4. On appelle polynSme ,~ valeurs entidres sur un 

anneau A tout polynSme d coefficients dans l'enveloppe injective E de 

A qui sur A prend ses valeurs dans A. 

Notation. 4.5. On notera Int(A) I 'ensemble des polyn6mes ~t 

valeurs enti~,res sur A, autrement dit: 

lnt(A) = {P(X)  C E[X]IP(A) C A}. 

C'est un sous-A-module de E[X]. 

Cette notation est en accord avec la terminologie ant6rieure 

relative au cas oil A est un anneau int~gre et oil doric renveloppe 

injective de A est son corps des fractions (cf. [2], [3]). 

PROPOSITION 4.6. L'ensemble Ent(A) des fonctions polynomiales 

valeurs entidres sur A est un A-module et on a ! 'isomorphisme: 

Ent(A) ~- In t (A) /{P(X)  C E[X]IP(A) = {o}}. 

D#monstration. Les d6finitions 4.1 ne permettaient pas de dire a 

priori que la somme de deux fonctions polynomiales h valeurs enti~res 

est encore une fonction polynomiale. Mais selon la proposition 4.3, 

les polyn6mes repr6sentants de ces fonctions peuvent ~tre choisis dans 

E[X],  si bien que la fonction somme des deux fonctions initiales 

sera repr6sentable par le polyn6me somme de ces deux repr6sentants, 

somme qui elle est bien d6finie. 

L 'homomorphisme naturel de A-modules de Int(A) dans Ent(A), 

qui est surjectif d'aprb, s ia proposition 4.3, a 6videmment pour noyau 

rensemble  des polyn6mes P de Int(A) ne prenant que la valeur o. 

Lorsque A est un anneau int/:gre infini de corps des fractions K, 

le module {P(X)  E K[X]IP(A) = {o}} est r6duit ,~ o et le A-module 

Ent(A) des fonctions polynomiales ,~ valeurs enti~res sur A n'est autre 

que I'anneau lnt(A) des polyn6mes ,~ valeurs enti~:res sur A. 
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Question. 4.7. A quelles conditions portant sur l'anneau A l e  
A-module Ent(A) des fonctions polynomiales ~ valeurs enti~res sur A 
est-il un anneau? 

PROPOSITION 4.8. Soit S une partie multiplicative de l'anneau 
A. II existe un homomorphisme naturel de A-modules de Ent(A) darts 
Ent(S-IA), module des fonctions polynomiales it valeurs enti~res sur 
S-JA. 

D#monstration. Soit f u n  616ment de Ent(A) et soit P un 
repr6sentant de f darts Int(A). Notons P~ l'image de P dans (E/A)[X]. 
Puisque P(A) C A, on a P*(A) = {o}, et donc, d'apr~:s le rappel 4.9 
ci-dessous, r image P~ de P" dans le Iocalis6 S-I(E/A)[X] v6rifie: 

(P~)(S-IA) = {o}. Comme S- I (E /A)= S - I E / S - I A ,  rimage Ps de 
P darts (S-IE)[X] v~rifie: Ps(S- IA)C S-IA.  Ainsi Ps d6finit un 
~16ment fs  de Ent(S-IA). 

Cet 616ment fs  ne d6pend pas du choix du repr6sentant P dans 
Int(A) car si Q E E[X] v~rifie Q(A) = {o}, alors, toujours d'apr~s le 
rappel 4.9, I'image Qs de Q v6rifie Qs(S-IA)= {o}. 

Rappel 4.9. (Cahen et Chabert [4], Prop. 4). Soient M un 

A-module, P un polyn6me h coefficients dans M e t  ,.,r une partie 
multiplicative de A. Si P(A)= {o}, alors l'image Ps de P dans 

(S-I M)[X] v6rifie Ps(S-I A) = {o}. 

COROLLAIRE 4.10. Supposons A naethdrien. Alors, pour toute partie 
multiplicative S de A, le S-ZA-module S- lEnt (A)= S- IA  | Ent(A) 
s'injecte naturellement dans le S -I A-module Ent(S-ZA). 

D~monstration. L'homomorphisme de A-modules: f E Ent(A) ---, 
fs  E Ent(,5'-iA) induit, par tensorisation par ,5'-IA, un homomorphisme 

de S-IA-modules: S-IA| S-lEnt(A) ---, Ent(S-IA). Montrons 

que cet homomorphisme est injectif. Soit f dans Ent(A) tel que fs  = O. 
Soit P E E[X] un repr~sentant de f :  P(A) C A e t  Ps(S-IA) = {o}. 
Le A-module N engendr6 par les valeurs de P sur A est de type fini 

puisqu'il est contenu darts ie A-module engendr~ par les coefficients 
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de P e t  que A est suppos6 nteth6rien. Soient at, a2, ..., a, dans A 

tels que P(al) ,P(a2) , . . . ,P(a,)  engendrent le A-module N. Puisque 

Ps(S-JA)  = {o}, ii existe en particulier s l ,s2, . . . , s ,  dans S tels que 

s,P(a,) = o pour i = 1,2,. . . ,r .  Posons 8 = sis2...8,. Le polyn6me sP  
v6rifie donc OPXA)  = {0}, par suite il repr6sente la fonction nulle sur 

A, autrement dit 8f  = o et l 'image de f dans S-t(Ent(A)) est nulle. 

PROPOSITION 4.11. Si q est un ideal premier de A de corps 

rlsiduel infini, alors: 

(Ent(A))q ~ (Int(A))q ~- Ent(Av) ~ lnt(Aq) = Aq[X]. 

D#monstration. Soit P u n  dl~ment de Int(A). Selon la preuve de 

la proposition 4.8, I 'image Pq de P dans Eq[X] v~rifie Pv(Aq) C A v. 

Le rappel 4.12 ci-dessous, applique[ au Av-module Eq et au polyn6me 

Pq, montre que les coefficients de Pv appartiennent /t Aq; doric 

(Int(A))q = Aq[X]. De plus, si un polyn6me P0 de E[X] v6rifie 

Po(A) = {o}, alors (Po)q(Aq)= {0} et, toujours d'apr~s le rappel 4.12, 

(Po)q = o; d'oi~: 

(Ent(A))q ~- (Int(A))q/ { P (X)  E E[XIIP(A)  = {o}} v = (Int(A))q = Aq[X]. 

Rappel 4.12. (Cahen et Chabert [4], Prop. 3). Soient M un 

A-module et P u n  poyn6me A coefficients dans M. Si tout ideal 

premier du support du A-module M a un corps r~siduel infini, alors 

le A-module engendr~ par les coefficients de P e s t  6gal au A-module 

engendr6 par les valeurs de P sur A. 

COROLLAIRE 4.13. Si q est un id#al premier de A de corps 

r~siduel infini, alors les coefficients de tout polyn6me P dans Int(A) 

appartiennent au A-module: Atq ~ = {e E El il existe s E A\q  tel que se 

E A}. Ainsi, Int(A) est indus dans le A-module A~ of, A ~ d#signe 

le A-module tqAtq~ off q d#crit l'ensemble des id#aux premiers de A 

de corps r#siduel infini. 
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En effet, d'apr~s la proposition 4.11, les coefficients de Pq 

appartiennent a Aq; les coefficients de P sont donc des 616ments e de 

E pour lesquels ii existe t C A \q  tel que e/ t  = a dans Aq, c'est-~-dire 

qu'il existe s E A \ q  tel que I'on ait s(e - ta) = o, autrement dit tel que 
s e  appartienne ~ A. 

5. Conditions n~cessaires. 

Nous allons chercher maintenant ~ quelles conditions il existe 
A A 

des ensembles de telles fonctions polynomiales denses darts C(A,A).  

Autrement dit, nous cherchons si l 'ensemble C = Ent(,~)NC(,~, .4) peut 

&re dense dans r ,,~). Pour simplifier nous ferons dans toute la suite 

I'hypoth~se suivante: 

5.1. Hypothdse: l 'anneau A est nceth~rien. 

Aiors, A est un anneau de Zariski d'id6al de d6finition /~ = 1,4, 

et I'application m---, m,,~ est une bijection de rensemble  des id6aux 

maximaux de A contenant ! sur rensemble  des id6aux maximaux de 

Question 5.2. Les 616ments de Ent(A) et ceux de Ent(fi~) 

appartiennent-ils tous ~ C(fi,, ,~)? Lorsque A est int~:gre, Ent(A) = Int(A) 

est contenu dans C(,~,,,~). Darts le cas g6n6ral, les fonctions ~ valeurs 

enti~res sur A repr6sentables par des polynomes ~ coefficients dans 

l 'anneau total des fractions de A appartiennent ~ C(,~,,4) (proposition 

3. 1). 

LEMME 5.3. S'i l  existe un sous-ensemble de C(,4, ,~) constitud de 

fonctions polynomiales qui est dense dans C(,~, ,~), alors les iddaux 

premiers non nuls de ,4 ont un corps rdsiduel fini. 

Ddmonstration. Supposons que q soit un id6al premier de fi, de 

corps r6siduel infini. Soient a et b dans ,~ tels que a - b appartienne 
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/~ q. Pour tout polyn6me P de Int(,4), Pq appartient /~ Aq[X] d'apr6s 
la proposition 4.11. Done, Pq(a) - Pq(b) appartient ~ (a - b)Aq qui est 
eontenu darts qAq et l'616ment P ( a ) -  P(b) de .~, dont l'image dans 
,,~q appartient/t q~q, est lui-mSme dans q. L'id6al q est contenu dans 
un id6al maximal et eelui-ci est de la forme m,4 oil m d6signe un 
id6al maximal de A contenant I. Alors, P(a) - P(b) appartient/t rnA- 

De mSme, si f d6signe un 616ment de Ent(,4), f ( a ) -  f(b) appartient/l 
mA. Par suite, m~(Ent(/D)= mb(Ent(A)) (cf. notation 2.4). Afortiori,  
ma(C) = tab(C), si C d6signe un sous-ensemble de Ent(fi,)n C(fi,, A). 
Or, si cet ensemble C est dense dans C(A,,4), le lemme 2.5 impose 

que a = b et done que q = (o). 

LEMME 5.4. S' i l  existe un dldment non nul b de ,4 tel que b 2 = o, 
^ ^ 

alors les fonct ions polynomiales ne peuvent  ~tre denses dans C(A, A). 

Ddmonstration. Soit b un 616ment de .4 de carr6 nul. Pour 
tout polyn6me P ( X )  = eo + e l X  + e2X 2 + ... + edX d dans Int(,4), on 
a: P(b ) -P (o )  = b.e et b.e appartient ~ ,4. L'616ment b.e est lui aussi de carr6 

nul, puisque (b.e)(b.e) = [(b.e).b].e = [b.(b.e)].e = [(b.b).e].e = [o.e].e = o. 
Soit m un id6al maximal de A contenant I, l'id6al mA contient b.e, par 
suite P ( b ) - P ( o )  appartient h mA. De m~me, si f d6signe un 616ment de 
Ent(.2.), f(b) - f (o)  appartient/l m/l. Par suite, mb(Ent(A)) = mo(Ent(A)). 

S'il existait un sous-ensemble C de fonctions polynomiales dense dans 

C(A, .4), le lemme 2.5 imposerait encore b = o. 

THI~ORI~ME 5.5. Soit A un anneau neethdrien et I un iddal de 

A. On suppose A sdpar# pour  la topologie I-adique et on note A le 

compldt# de A. S' i l  existe un ensemble de fonctions polynomiales dense 

dans l 'anneau C(A, fl) des fonct ions continues de A dans .4 muni de 

la topologie de la convergence uniforme, alors ou bien A est un corps 

fini, ou bien le radical de I est un iddal maximal m et l 'anneau 

local A n  est de dimension 1, c~ corps rdsiduel f ini  et analytiquement 

irrdductible (c.-~-d. A int~gre). 

Ddmonstration. Supposons qu'il existe un ensemble de fonctions 
polynomiales dense dans C(A, A) et que A ne soit pas un corps fini. 
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Le lemme 5.3 montre que ies id6aux premiers de A contenant I 

ont un corps r6siduel fini; ils sont done n6cessairement maximaux et 

I 'anneau quotient A / I  6rant nceth6den et de dimension o est aninien 

et fini. L'id6al I n 'est  contenu que dans un nombre fini d ' id6aux 

maximaux rnl, ..., rno. Le compl6 t6 ,4  de A pour la topologir l -adique 

est donc isomorphe au produit des compl6t6s de A pour les topologies 

m,-adiques (i = 1, ..., 8). 

Par ailleurs, toujours d'apr~s ce mSme lemme 5.3, les id6aux 

premiers non nuls de A ayant un corps r6siduel fini sont tous maximaux 

et la dimension de A est 1 ou o scion que ,2 est int6gre ou non. Si /i  

n'6tait pas int6gre, il serait de dimension o, done fini et il existerait 

un 616ment non nul b de ~ tel que b ~ = o, ce qu 'exclut  le lemme 5.4. 

Ainsi, ,2, est intb.gre. 

Or, un anneau int/~gre ne peut 6tre un produit fini d 'anneaux;  

c 'est  donc qu' i l  ne peut y avoir qu 'un  seul id6al maximal contenant 

I. Finalement,  le radical de I e s t  un id6al maximal rn de A, / l e s t  

aussi le compl6t6 de A pour la topologie m-adique et dire que /1 est 

int~gre c 'est  dire que l 'anneau Am est analytiquement irr6ductible. De 

plus, comme on r a  vu, l 'anneau int6gre local Am est n6cessairement 

de dimension 1 et son corps r6siduel est fini. 

Les th6orb.mes 3.3 et 5.5 conduisent  /~ la: 

Conclusion 5.6. Soit A un anneau n~ th6den  et I un id6al de A 

tel que A soit s~par~ pour ia topologie I-adique. Le sous-ensemble 

de C(A, A) form~ des fonctions polynomiales est dense dans C(,4,/1) 

pour la topogie de la convergence uniforme si et seulement si, ou 

bien I = (o )  et A est un corps fini, ou bien V ~ = y n  o~1 yn est un 

ideal maximal de A et A,~ est de dimension 1, ~ corps r~siduel fini et 

analytiquement i r r~uct ible .  

Et, dans ce dernier cas, on sait que l 'anneau Int(A) des polynomes 

valeurs enti~res sur A est dense dans C(A, A). 
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