Homologie a coefficients
sur des petites catégories

Serge Bouc

Cette note présente les définitions et propriétés de base de 'homologie
a coefficients sur une petite catégorie, et une liste d’exemples ot une telle
situation apparait concretement. L’essentiel est tiré d’un article de Quillen
([4]). Voir aussi [3] pour une présentation “toposique” de la cohomologie.

1. Préfaisceaux sur une petite catégorie

1.1. Définition : Pour des raisons historiques, un foncteur d’une petite
catégorie C a valeurs dans une catégorie M est aussi appelé préfaisceau sur
C a valeurs dans M. On a ainsi une notion de préfaisceau d’ensembles, de
A-modules, d’anneauz ..., suivant que M est la catégorie des ensembles, des
A-modules pour un anneau A, des anneaut...

Un morphisme des préfaisceaur est une transformation naturelle de fonc-
teurs.

1.2. Exemple : Un ensemble ordonné (X, <) est une catégorie, dont les
objets sont les éléments de X. L’ensemble des morphismes de x € X dans
y € X est de cardinal 1 si x <y, et 0 sinon.

La raison historique mentionnée ci-dessus correspond au cas ou X est
I’ensemble des ouverts d’un espace topologique, ordonné pour 'ordre inverse
de 'inclusion.

Pour cette méme raison, on définit habituellement un préfaisceau sur un
catégorie C comme un foncteur contravariant sur C. Le passage a la catégorie
opposée fait passer d’une définition a ’autre.

1.3. Catégories de préfaisceaux. Les préfaisceaux sur une catégorie C
a valeurs dans une catégorie M forment une catégorie Fonct((C). Dans le
cas o M est la catégorie des A-modules pour un anneau A, cette catégorie
est notée Fonct 4(C).

Si M est une catégorie abélienne, il est est de méme de Fonct(C) : le
noyau (resp. le conoyau) d’un morphisme f : F' — G est donné pour un objet
X de C par

(Ker f)(X) = Ker fx (Coker f)(X) = Coker fx



ou fx : F(X) — G(X) est I'évaluation de f en X.
De méme, une suite
F—-G—H

de Fonct (C) est exacte si et seulement si pour tout objet X de C, la suite
F(X)— GX)— H(X)
est exacte dans M.

1.4. Image réciproque. Lorsque ® : C — D est un foncteur entre pe-
tites catégories, la composition par ® induit un foncteur Fonct (D) —
Fonct((C). L’image du préfaisceau G par ce foncteur est notée G o @, ou
®* (@) : c’est 'image réciproque de G par ®.

Cette construction est évidemment fonctorielle par rapport a G : il y a
donc un foncteur d’image réciproque par ¢ de Fonct r(D) dans Fonct v (C).

1.5. Image directe. Dans la situation précédente, soit Y un objet de D.
Soit @]y la catégorie suivante :
— Les objets de @]y sont les couples (X, f) formés d’un objet X de C et
d’un morphisme f: ®(X) =Y.
— Un morphisme g : (X, f) — (X', f') dans ®]y est un morphisme de X
dans X’ dans C tel que le diagramme

o(x) " ox)
I\ < f
Y

soit commutatif. La composition des morphismes est la composition
des morphismes de C.
Sig:Y — Y’ est un morphisme dans D, la composition par ¢ induit un
foncteur évident de &y dans ®|y-.

1.6. Hypothese : Dans la suite, les préfaisceaux considérés seront a va-
leurs dans une catégorie M admettant toutes les petites limites inductives.

Soit alors F' un préfaisceau sur C. Si Y est un objet de D, soit
F'(Y)=lim F .
—
Dy

Sig:Y — Y’ est un morphisme dans D, alors il résulte de la composition
par g un morphisme

/ . / _ . / N 3
F/(g): F(Y) = limy F = F/(Y') = Iy F
Py Bl



tel que pour tout objet (X, f) de ®Jy, le diagramme

F(X) —— lim F
—
Dy

(1.7) ml J F'(g)

F(X) —— lim F
IXgof @1y,

ol les fleches horizontales sont les morphismes canoniques, soit commutatif.
I1 est clair que F’ devient ainsi un préfaisceau sur D, appelé image directe
de F, et noté @, (F).
Cette construction est aussi fonctorielle en F' : il y a donc un foncteur
d’image directe par ® de Fonct(C) dans Fonct (D).

2. Propriété d’adjonction

2.1. Proposition : Soit & : C — D un foncteur entre petites catégories.
Alors pour toute catégorie M, le foncteur F+— O, (F) de Fonct(C) dans
Fonct y (D) est adjoint a gauche du foncteur G — ®*(G).

Démonstration: Soit F' un préfaisceau sur C, soit G un préfaisceau sur
D, et a: ®.(F) — G une transformation naturelle. Alors pour tout objet Y
de D, il y a un morphisme

ay:ETm>F—>G(Y) :
Y

En particulier, si X est un objet de C et f un morphisme de ®(X) dans Y,
il y a un morphisme
Qy, x f F(X) — G(Y) .

Il en résulte pour tout objet X de C un morphisme
Bx = asx)xgd: F(X) = God(X) .

Sih:X — X' est un morphisme dans C, alors h est aussi un morphisme de
(X, <I>(h)> dans (X', Id) dans ®]¢(x). Donc

Pxro F(h) = aaxn xiaa0 F(h) = aaxn o lxi1a © F(h) = aex) © Lx.am)
= Go®(h)oasx)x14=GoP(h)o Bx
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car « est une transformation naturelle. Il en résulte que 3 est une transfor-
mation naturelle de F' dans G o ® = ®*(G).

Inversement, si une telle transformation 5 est donnée, alors pour tout
objet X de C, il y a un morphisme

By : F(X) = God(X) .

Alors si f est un morphisme de ®(X) dans un objet Y de D, il y a par
composition un morphisme

G(f)oBx: F(X)— GY) .
Sig: (X, f)— (X', f") est un morphisme dans |y, alors

G(f") o Bxr o F(g) = G(f') o (Go®)(g)oBx =G(f)oBx .
Il en résulte donc un morphisme
ay 1 O (F)(Y) = lim F — G(Y)
Dly

tel que ay x5 = ay olx ;= G(f) o Bx.
Sik:Y — Y’ est un morphisme dans D, alors pour un objet (X, f) de

®ly
Qy’ O (I)*(F)(k) o lX,f = Qyr©o lX,kof
= G(kof)opx

= G(k)oG(f) o Bx
= G(k)oayolxy ,
(k

et il en résulte que G(k) o ay = ay+ 0 O, (F)(k), donc que les ay constituent
une transformation naturelle de ®,(F') dans G.

Les correspondances o +— (3 et [ +— « ainsi définies sont inverses I'une de
lautre : en effet, si @ est une transformation naturelle de ®,(F) dans G, il
lui correspond une transformation g : F' — ®*(G), laquelle donne la corres-
pondance o : ®,(F) — G définie par les morphismes composés

G
PO 220X G g0 S gy
Or le diagramme suivant
l
Fx) =% i P MY Goa(x)
Dla(x)
| emw| K
l
F(x) —5 lm P G(Y)
Dly



est commutatif, car le carré de gauche est un cas particulier du carré 1.7,
et le carré de droite est commutatif si o est une tranformation naturelle.
La composée des fleches horizontales du haut est égale a ag(x) x4, €t la
composée des fleches horizontales du bas est égale a ay x . En évaluant
les morphismes de F(X) dans G(Y) obtenus en parcourant les bords de ce
diagramme, il en résulte que

Oégf,x,f =G(f)o ap(X),X,1d = QY X.f

donc que o = a.

Inversement, en partant d'une transformation naturelle 7 de F' dans
®*(G), donnant une transformation o : ®,(F) — G, la transformation
p': F — ®*(G) associée a a est donnée par

5}( = Oo(X),X,Id -
Or par construction ay x r = G(f) o Bx, donc
By = G(Id) o Bx = Bx ,

donc 3 = B, ce qui acheve la démonstration de la proposition. O

2.2. Corollaire : St M est une catégorie abélienne, et si F' est un objet
projectif de Fonctn(C), alors ®.(F) est un objet projectif de Fonct (D).

Démonstration: En effet le foncteur ®, est adjoint a gauche du foncteur
®* qui est exact. Il envoie donc un objet projectif sur un objet projectif. 0O

2.3. Corollaire : §i M est une catégorie abélienne ayant suffisamment de
projectifs, il en est de méme de Fonct(C).

Démonstration: En effet, soit C; la catégorie discrete sous-jacente a C,
c’est-a-dire la catégorie qui a les méme objets que C, mais dont les seuls
morphismes sont les morphismes identités de C. Il y a un foncteur évident

C:Cd—>C

qui envoie objets et morphismes sur eux-mémes. Un préfaisceau F' sur C, est
simplement la donnée pour tout objet X de C, d'un objet F(X) de M. Si F'
et F’ sont deux préfaisceaux sur Cy, alors

Hotpones o (F ) =[] HomM< X),F’(X))
Xeon(C

b}



Il en résulte en particulier que si F/(X) est un objet projectif de M pour
tout objet X de C, alors F' est un objet projectif de Fonct(Cy) : en effet,
un produit direct de suites exactes de groupes abéliens est une suite exacte
de groupes abéliens.
L’image directe par )¢ d’un préfaisceau F' sur Cy4 est définie pour un objet
Y de C par
Q) (F)Y) = & F(X) .

Soit

i F(X)— & s F(X)
le morphisme canonique. Alors

(Q)«(F)(h) o if(,f = if(,hof .

Soit alors pour tout objet X de C, un objet projectif P(X) de M au-dessus
de G(X), i.e. doté d'un épimorphisme

px : P(X) = G(X)—0 .

La donnée des objets P(X) définit un préfaisceau P sur Cg4, qui est un objet
projectif de Fonctn(Cy). La donnée des morphismes pyx définit un mor-
phisme p : P — (Q¢)*(G). Par adjonction, il en résulte un morphisme ¢ de
(Q¢)«(P) dans G tel que

ady Oii,f = G(f)opx
et qui est évidemment un épimorphisme, puisque ¢y o i;ld est I’épimor-

phisme py-.
Comme de plus pour tout préfaisceau G sur C

HomFonctM(C)<<QC)*(P)7G> ~ Homponct v((Cy) (Pv (QC)*(G)> ’

et comme le foncteur (Q¢)* est exact, il en résulte que (Q¢).(P) est un objet
projectif de C, ce qui complete la démonstration. a

3. Homologie

3.1. Hypotheése : Dans la suite, la catégorie M sera une catégorie
abélienne ayant suffisamment de projectifs.



Soit e la catégorie ayant un seul objet et un seul morphisme. Si C est une
catégorie, il y a un (unique!) foncteur

F:FC:C—>0 .

Un préfaisceau M sur e a valeurs dans une catégorie M est simplement un
objet de M. Le foncteur I'*(M) est le foncteur constant sur C, égal a M
partout, les morphismes de transition étant égaux a I'identité.

Inversement, si F' est un préfaisceau sur C a valeurs dans M, alors ', (F)
n’est autre que la limite inductive du foncteur F sur C.

Le foncteur de limite inductive est donc adjoint a gauche du foncteur
constant. C’est donc un foncteur exact a droite.

3.2. Définition : Soit i € N. Le i-éme objet d’homologie de la catégorie C
a valeurs dans le préfaisceau F : C — M est par définition la valeur en F

du i-éme foncteur dérivé gauche du foncteur de limite inductive sur C. C’est
un objet de M, noté H;(C, F).

Pour calculer H;(C, F'), on choisit une résolution projective de F' dans
Fonct (C)
..>P,—>... P —>F—-F—=0.

Alors H;(C, F) est le i-eme objet d’homologie du complexe

.~ 1lmP,—...— limP— lim P, —0 .
c ! c 1 c ’

En particulier Hy(C, F') = lim F"

c
Lorsque M est la catégorie des groupes abéliens, et lorsque F' est le
foncteur constant égal a Z, alors H;(C, F') est noté H;(C,Z), et s’appelle le
1-eme groupe d’homologie a valeurs entieres de C.
3.3. Lemme : Soit C une catégorie admettant un objet final. Alors pour
tout préfaisceau F' sur C, a valeurs dans M, et pour tout entier i > 1

Hi(C,F)=0 .

Démonstration: Soit ¢ un objet final de C. Alors pour tout préfaisceau
F sur C, il est clair que
lim F ~ F(c) ,

=
C



et cet isomorphisme est fonctoriel en F'. Le foncteur de limite inductive est
donc isomorphe au foncteur d’évaluation en c. En particulier, c’est un fonc-
teur exact, et ses foncteurs dérivés de rang au moins 1 sont nuls. O

3.4. Projectivité relative. Soit F' un préfaisceau sur C, a valeurs dans M.
Pour le foncteur )¢, le morphisme de co-unité n de 'adjonction de la propo-
sition 2.1 est donné pour un objet Y de C par le morphisme

ny = (Qe)« o Q)" (F)(Y) = F(Y)

tel que ny o ik , = F(f).

Ce morphisme est un épimorphisme, puisque sa composée avec le mor-
phisme sy = iy ;4 est Uidentité. Il faut noter que bien que sy soit une section
de ny pour tout Y, le morphisme 7 n’est pas un épimorphisme scindé de
préfaisceaux, car les morphismes sy ne sont pas fonctoriels en Y.

Ainsi (Q¢)* est un foncteur entre catégories abéliennes, admettant un ad-
joint a gauche (€¢),. De plus, le morphisme de co-unité est un épimorphisme :
dans cette situation, les résultats de la section 4 de [1] s’appliquent. En parti-
culier, le lemme 4.4 de [1] montre que (€2¢)* est un foncteur fidele. J'utiliserai
les notions suivantes, tirées de [1] (cf. aussi [5] 8.6.7) :

3.5. Définition : Un préfaisceau G surC est dit (Qc)*-projectif, ou projectif
par rapport a (Qe)*, s’il vérifie l'une des conditions équivalentes suivantes :
1. Le morphisme (Qc)« o (Qe)*(G) — G est un épimorphisme scindé.
2. 1l existe un objet F de Fonctp(Cyq) et un épimorphisme scindé
(Qec)«(F) — G.

3. Pour tout diagramme

G
la
A% B
pour lequel (2c)*(b) est un épimorphisme scindé, il existe un morphisme
c:G— Atelquea=boc.

Comme le morphisme de co-unité est surjectif, il en résulte qu’un objet
projectif de Fonct(C) est toujours (§2c)*-projectif.

3.6. Résolution standard. La proposition suivante est une traduction du
lemme 4.6 de [1] :

H3.7. Proposition : Tout préfaisceau F' sur C a valeurs dans M admet une



résolution
(3.8) .~ Ly — ... L1 —>Ly—F—=0
par des objets (Q¢)*-projectifs, telle que le compleze
co = Q) (L) — oo = ()" (L1) = (Q)*(Lo) = (2e)*(F) — 0

soit exact et scindé, et une telle résolution est unique a homotopie pres.

En particulier, si F' est projectif, le complexe 3.8 est homotope a la

résolution 0 — F 24 F — 0, donc il est acyclique et scindé.

3.9. Lemme : Soit G un préfaisceau sur Cy. Alors

lim (Q).(G) = @ G(X) .

C ? Xe0b(C)

Démonstration: En effet, le foncteur de limite inductive sur C n’est
autre que (I'¢).. Or

(Te)so () = (Te o Q) = (Tey)x

et de plus (I'¢,). est le foncteur de limite inductive sur C4. Donc pour tout
préfaisceau G sur Cy

lim (0c).(G) = lim G= & G(X) |

=
c o X€0b(C)

ce qui prouve le lemme. 0

3.10. Hypothese : Je supposerai désormais que M satisfait de plus
Vaziome (AB4) (cf. [5] A.4.4) des catégories abéliennes, i.e. que les sommes
directes quelconques indexées par des ensembles existent dans M, et qu’une
somme directe quelconque de suite exactes est exacte.

3.11. Proposition : Soit F' un préfaisceau sur C, projectif par rapport au
foncteur (Q¢)*. Alors pour tout entier i > 1




Démonstration: Il suffit de montrer la proposition lorsque F' = (Q¢).(G),
pour un préfaisceau G sur Cy. Soit alors pour tout objet X de C, une résolution
projective

o= P(X)— .= P(X) = B(X) > G(X)—0 .

Il en résulte une résolution
(3.12)
o= () (Pr) = o= (Q0)4(P1) = (Q)(Fo) = (2e)4(G) — 0,

puisque le foncteur (€¢). est exact, donné par

(Qe).(G)(Y) = & G(X) .

xLy

De plus les (2¢).(F;) sont projectifs, car les P; sont projectifs dans Fonct y(Cy).
En appliquant le foncteur de limite inductive sur C a la suite exacte 3.12, il
vient

o= & P(X)—..—» & P(X)—» & BP(X)— @& G(X)—0.
Xe0b(C) Xe0b(C) Xe0b(C) Xe0b(C)

Cette suite est exacte, car somme directe de suites exactes, et la proposition

en découle. O

3.13. Proposition : Soit ® : C — D un foncteur entre petites catégories.
Alors pour tout préfaisceau F' sur C, il existe une suite spectrale homologique
telle que

E2 = H, (D, Y s Hy(®ly, F)) = H,,,(C.F) .

Démonstration: En effet, le diagramme de catégories

c 2 p
e 41D
[ ]

est commutatif. Il en résulte que (I'p). o ., = (T'¢).. De plus le foncteur
®, transforme un objet projectif en un objet projectif. La suite spectrale
cherchée n’est autre que la suite spectrale de Grothendieck associée au fonc-
teur composé (I'p). o ®,. a

Les deux résultats précédents conduisent a s’intéresser au cas ou, pour
tout objet Y de D, la catégorie ®/y admet un objet final :

10



3.14. Proposition : Soit ® : C — D un foncteur entre petites catégories.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout objet Y de D, la catégorie ®ly admet un objet final.

2. Le foncteur ® admet un adjoint a droite.

Démonstration: En effet, si la condition 1) est vérifiée, soit pour tout
objet Y de D un objet final (@(Y), 77y> de ®]y. Alors ny est un morphisme

de @(@(Y)) dans Y. Dire que (@(Y), ny> est un objet final signifie que si

X est un objet de C et f un morphisme de ®(X) dans Y, alors il existe un
seul morphisme g de X dans O(Y') tel que f = ny o ®(g).
En particulier, pour Y = ®(X) et f = Idg(x), j'obtiens un morphisme

ex de X dans @(@(X)) tel que

(3.15) Idgxy = nex) o lex) -

Sih:Y — Y’ est un morphisme dans D, alors h o 1y est un morphisme de
@(@(Y)) dans Y”. 1l existe donc un unique morphisme O(h) de ©(Y) dans
O(Y’) tel que

(3.16) hony =ny o @(@(h)) .

Cette définition fait de © un foncteur de D dans C. De plus, en notant ¥y
I'endomorphisme de ©(Y') défini par Uy = O(ny) o (v, j'ai

ny o ®(Vy) =ny o q)(@(UY)) o d(co(v)) =1y ° Na(e(r)) © P(co(y)) -
Mais le produit 7 o ®(co(y)) est égal a l'identité, par I'équation 3.15.
a( o)
Donc ny o®(Vy) = ny, ce qui prouve que ¥y est I'identité de O(Y'), puisqu’il
existe un seul endomorphisme ¢ de ©(Y") tel que 1y o ®(7) = ny. En d’autres
termes

(3.17) O(ny) ocoy) = Idogyy -

L’équation 3.16 montre que les morphismes 7y induisent une transformation
naturelle du foncteur © o ® vers l'identité. De méme, les morphismes ¢ x
induisent une transformation naturelle du foncteur identité vers le foncteur
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O o ® : en effet, il s’agit de montrer que si g : X — X’ est un morphisme
dans C, alors

(3.18) @(@(g)) oex =€x/0g .
Soit Px le premier membre de cette équation, et Sx le second. Alors

na(x7) © ®(Px) = na(xr) © POP(g) o (ex) = ®(g) 0 No(x) o P(ex) = P(g) .

D’autre part
Na(x") © P(Sx) = Ne(x’) © P(exr) o ®(g) = P(g) -

L’égalité 3.18 en résulte, car il existe un seul morphisme j tel que

Ne(xn © ®(j) = ®(g) .

Les équations 3.15 et 3.17 montrent alors que © est adjoint a droite de ®.
Donc la condition 2) est vérifiée.

Inversement, si le foncteur ® admet un adjoint a droite ©, alors pour
tout objet X de C, il y a un morphisme d’unité ex : X — © o ®(X), et pour
tout objet Y de D, il y a un morphisme de co-unité ny : o O(Y) — Y. En

particulier, le couple (@(Y), 77y> est un objet de &y
Si (X, f) est un objet de ]y, alors ©(f)oex est un morphisme de (X, f)
dans (@(Y), 77y> dans la catégorie ®|y : en effet

My © <I>(@(f) o 5X> =1y 0 PO(f) o P(ex) = fomax) o Plex) = f .

Inversement, si g est un morphisme de (X, f) dans (@(Y),ny> dans la

catégorie ®ly, alors g est un morphisme de X dans O(Y) tel que f =
ny o ®(g). Alors

O(f)oex =O(ny) 0oOP(g) oex =O(ny) o €o(yv)°g9 =g .

Cela montre que (@(Y), ny> est un objet final de ®|y. D’ot1 la proposition. O

3.19. Corollaire : Soit ® : C — D un foncteur entre petites catégories,
ayant un adjoint a droite ©. Alors pour tout préfaisceau ' sur C et pour tout
entier n

H,(C,F)~ H,(D,Fo®) ,
et en particulier H,(C,Z) ~ H,(D,Z)
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Démonstration: C’est le cas ou la suite spectrale dégénere. O

3.20. Notation : Soit ' un préfaisceau sur C a valeurs dans M. Je pose
Lo(F) = (Qc)x 0 ()" (F)

et pour un entier 1 > 1

Li(F) = L (Li_l(F)> .

Il est facile de voir par récurrence que si Y est un objet de C, alors pour

tout n € N
L,(F)(Y) = & F(Xo) .
X298, 51 x, Iy

Soit dy : Lo(F) — F le morphisme de co-unité, et d,, : L,(F) — L,_1(F)
défini par
d,)y oif =¢F oF + ...
(dn)y Dy s Sy (fo)

n
.
. g (—=1)4 . s . :
— X295k, Tl T It Iy
Alors il est facile de vérifier que les d,, sont des morphismes de préfaisceaux,
et que d, od,_1 = 0. De plus

3.21. Lemme : Le complexe

Ro=.. . LF)% . B L(F)BF=o0

est une résolution de F par des objets (£2¢)*-projectifs, et son image par (Q¢)*
est acyclique et scindée.

Démonstration: Par construction, les L, (F') sont (€¢)*-projectifs, car
ils sont dans I'image de (€¢).. De plus, il est facile de vérifier que les mor-
phismes hy : F(Y) — Lo(F)(Y) et (hy)y : Ln(F)(Y) = Lya (F)(Y) définis
pour un objet Y de C par

hy (u) = it (hp)y 0" =i
Y,Id n)Y Fr— fr—
X8, 5 x vy x M8 st Iy Idy
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sont des homotopies de l'identité vers le morphisme nul du complexe

L L(FYY) B B Ly (YY) B F(Y) =0 .

En d’autre termes, le complexe (Q¢)*(R.) est acyclique et scindé. Comme
(Qc)* est exact et fidele, le complexe R, est acyclique. O

3.22. Notation : Soit n un entier naturel. Je note C,(C, F) la limite
inductive de L, (F) surC.

En d’autres termes, par le lemme 3.9

X295t x,

Les différentielles d,, donnent & la limite des différentielles o,, : C,(F) —
Cy—1(F') définies par

5, oif =it o F(fo) +...
x5k, sk, (fo)
n—1
(—1)4* . +...

fie 2 fix1 Fne
- xol8. 52, Jilicty, et Tnsiy)

(2

(=DM, .
(=1) xof0 sy

3.23. Proposition : Le i-éme objet d’homologie du complexe (C’*(F), 5*)
est isomorphe a H;(C, F).

Démonstration: Cela résulte (cf. [5] ex. 2.4.3) du fait que par la propo-

sition 3.11, le complexe <LZ(F ), di> est une résolution de F' par des objets
acycliques pour le foncteur de limite inductive. a

3.24. Une autre résolution. Soit L/ (F)(Y) le sous-objet de L, (F)(Y)
défini par Ly =0etsin >1

L(F)(Y) = ® F(Xo) ,

X 00. Instx, fny

ou la somme porte sur les suites X L f"—_>1 X, Iny pour lesquelles au
moins un des morphismes fy,..., f,_1 est égal a l'identité. Il est facile de
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vérifier que L/ (F) est un sous-préfaisceau de L,(F), et que d, (L;L(F )> -
L _(F). Autrement dit, les L/ (F') constituent un sous-complexe du com-
plexe L,(F'). De plus, le complexe L. (F)(Y) est visiblement stable par les
homotopies h,.

Il en résulte qu’en posant pour n > 0

Lo(F) = Lu(F)/L,(F)

jobtiens une résolution de F' dont I'image par (Qc)* est acyclique et scindée.
De plus Lo(F) = Lo(F), et sii > 1

L,(F)(Y) = P F(Xo) ,
X195 x, Iy
ol la somme porte sur les suites X N Xn vy pour lesquelles les
morphismes fy, ..., f,_1 sont différents de 'identité. Il est alors clair que le

foncteur L, (F) est dans Pimage de (€¢),, donc qu'il est (€¢)*-projectif. La
proposition 3.7 permet de conclure que le complexe L,(F') est homotope au
complexe L,(F). Ce qui justifie les notations suivantes :

3.25. Notation : Soit n un entier naturel, et C’n(C, F) défini par

Cu(F)= &  F(Xy) ,
X295 x,
ot la somme porte sur les suites X L f"—?1 X, telles que pour tout i, le

morphisme f; soit différent du morphisme identique.
Je note 6, : Cp,(F) — Cp—1(F) le morphisme défini par

o 0 iF = o F(fo) + ...
X295 x, x 0tk
n—1
. -
E (—1>Z€f.f. (3 +
.. _1 f7 ff7 f f _ Y
P A R Bt L L L o

(=1t
(=1) xl0 sy 7

ot g4 = 1 si g n'est pas le morphisme identique, et e, = 0 sinon.

Les considérations précédentes prouvent alors le résultat suivant :

3.26. Proposition : Les (C’n(C),F> et les morphismes 6, constituent un
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“complewe dans M, dont le i-eme objet d’homologie est isomorphe a H;(C, F).

4. Exemples

4.1. Homologie des groupes. Soit G un groupe, et o la catégorie ayant
un seul objet, et dont les morphismes sont les éléments de GG, la composition
des morphismes étant la multiplication de G.

Un préfaisceau sur e a valeurs dans les groupes abéliens n’est autre qu’un
ZG-module. Si M est un tel préfaisceau, alors

h_Hl)MZMG:Z(gng .

°c

Il en résulte que les foncteurs dérivés du foncteur de limite inductive sont
isomorphes aux foncteurs d’homologie entiere du groupe G, i.e. que pour tout
entier ¢+ > 0

Hi(eq,Z) ~ H;(G,Z) .

4.2. Homologie d’ensembles ordonnés. Soit X un ensemble ordonné,
considéré comme catégorie. Si F' est un préfaisceau sur X, pour calculer
H;(X, F), on préfere en général utiliser la proposition 3.26, ce qui revient
dans ce cas a utiliser le complexe formé des objets

N

On(X,F) = @ F(.To) 5

ro<r1<...<Tp

ou la somme porte sur les suites strictement croissantes zo < 1 < ... < x,
d’éléments de X . La différentielle est alors donnée par

n
F _ ViiF
dnolxo<...<mn = E ( 1) lro< <1 <Tip1 <. <Tp
1=0

4.3. Les catégories A[T]. Soit A une catégorie abélienne. Dans [2] I1I
§5.15, les auteurs définissent une catégorie A[T], analogue d’'un anneau de
polynomes, de la facon suivante :

4.4. Définition : Les objets de A[T| sont les couples (X,t), ot X est un
objet de A et t un endomorphisme de X dans la catégorie A. Un morphisme
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dans A[T] de (X,t) dans (X', t') est un morphisme f: X — X' dans A tel
que t' o f = fot. La composition des morphismes est celle de A.

Soit ey la catégorie ayant un seul objet, et dont les morphismes sont
I’ensemble des entiers naturels, la composition étant ’addition. Il est clair
que la correspondance qui a un préfaisceau F' sur ey a valeurs dans A associe

l'objet (F(o),F(l)) de A[T], et la correspondance qui a l'objet (X,t) de

A[T] associe le préfaisceau F' sur ey défini par
F(e)=X |, VneN, F(n) =t" ,

sont des équivalences de catégories inverses I'une de 'autre entre Fonct 4(ey)
et A[T].

Dans la section 111 §5.15 de [2], les auteurs considerent ensuite le foncteur
qui & un objet Y de A associe 'objet noté (Y*° sy ), ou Y* est la somme
directe indexée par N de copies de Y, et sy est I'opérateur de décalage a
droite. Il montrent que si Y est un objet projectif de A, alors (Y*°, sy) est
un objet projectif de A[T].

Ce résultat peut s’expliquer par le corollaire 2.2 : soit ¢ : ¢ — ey le seul
foncteur possible. Il est clair que A s’identifie & Fonct 4(e). Si Y est un objet
de A, alors il est facile de voir que @,(Y) s’identifie & (Y, sy).
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