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1. INTRODUCTION

Dans [QU1], Quillen étudie d’'un point de vue topologique et homolo-
gique I'ensemble s5,(G) des p-sous-groupes non-triviaux d’un groupe fini G.
Il montre que cet ensemble a le méme type d’homotopie que I'ensemble
a,(G) des p-sous-groupes abéliens élémentaires non-triviaux de G. De plus,
si G est un groupe de Chevalley en caractéristique p, ces deux ensembles
ont le méme type d’homotopie que I'immeuble de Tits associé.

Une question naturelle est alors de savoir se qui se passe pour d’autres
groupes. Si G est un groupe symétrique S,, et si p=2, le calcul de 'homo-
logie de 5,(G) est trés difficile dans le cas général. Je vais étudier ici les pro-
priétés topologiques et homologiques de certains sous-ensembles naturels
de I'ensemble a,(S,).

Notation. Si A est un ensemble, je note d,(A) 'ensemble des partitions
non-triviales de A dont toutes les parties sont de cardinal 1 ou 2. Cet
ensemble est ordonné par la relation “€tre plus fin que”. Si 4 est I'ensemble
{1, .., n}, je noterai d,(n) I'ensemble d,(4).

L'ensemble d,(n) peut-étre considéré comme I'ensemble des 2-sous-
groupes abéliens élémentaires non-triviaux de S, qui sont engendrés par
des transpositions.
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HOMOLOGIE D’ENSEMBLES DE 2-SOUS-GROUPES 159

La premiére partie est consacrée a I’étude topologique des ensembles
d,(n), en particulier le calcul du groupe fondamental, qui réserve une
surprise puisque le groupe fondamental de d,(7) est cyclique d’ordre 3.

Dans la deuxiéme partie, jessaierai de calculer I'homologie des
ensembles d,(n). Le premier résultat concernc le cas de 'homologie en
caractéristique nulle ou suffisament grande: les modules d’homologie sont
alors entiérement connus en tant que S,-modules, et se décomposent en
somme directe des modules de Specht correspondant a des diagrammes de
Young symétriques autour de la diagonale. En particulier, si n=2k+1, le
module d’homologie de rang maximum de d,(n) est simplement le module
de Specht correspondant au crochet symétrique (k + 1, 1%). Des considéra-
tions de dimension prouvent donc que ces modules interviennent toujours
dans Hy_(ay(Sai1))-

En ce qui concerne 'homologie entiére, les résultats seront moins précis,
ce qui tient aux outils employés: une suite exacte de modules semi-simples
fournit plus d’informations qu’une suite exacte de Z-modules. Comme le
montre le cas n=7, les modules d’homologic entiére de d,(n) ont en
geénéral de la torsion: certains sont cycliques d’ordre 3, d’autres sont des
3-groupes de rang non-borné en fonction de n. Je n’ai pas trouvé de cas ou
ces groupes ont une p-torsion pour p autre que 3, sans toutefois pouvoir
démontrer ce fait.

Jindiquerai enfin comment calculer les modules de Lefschetz des
ensembles d,(n), dont la série est connue dans I'anneau %(1) de [BO2].

Le lien de d,(n) avec s5,(S,) est précisé par le lemme suivant:

LeMME 1. Soit T,(n) l'ensemble des 2-sous-groupes abéliens élémentaires
non-triviaux du groupe symétriqgue S, qui sont engendrés par des trans-
positions, et TT,(n) l'ensemble des 2-sous-groupes de S, qui contiennent une
transposition. Alors dy(n) s'identifie a Ty(n), et Uinclusion de T,(n) dans
TT,(n) est une équivalence d’homotopie.

Dém. La premiére assertion est triviale. Pour la seconde, soit i
I'injection de T,(n) dans TT,(n). Alors si Q € TT,(n), en posant

i2={ReT,(n)| Rc Q}

il est clair que i2 n’est pas vide si Q contient une transposition. En notant
Q° le sous-groupe engendré de Q par les éléments de i<, il est clair que Q*
est abélien élémentaire: deux transpositions contenues dans Q engendrent
en effet un 2-sous-groupe, donc elles commutent.

Autrement dit, 'ensemble i€ a un plus grand élément Q°, ce qui prouve
le lemme.
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160 S. BOUC

2. TOPOLOGIE

2.1. Connexité

L’ensemble d,(1) est vide. L’ensemble d,(2) est réduit & un point, la par-
tition grossiére de {1,2}. L'ensemble d,(3) est un ensemble discret & trois
¢léments, les partitions {{1,2},3}, {{1,3},2}, et {{2,3},1}. Une
notation s’'impose

Notation. Si m est un élément de d,(n), et si p,, ..., p; sont les paires de
7, je noterai m=pg|---| pi-

L'ensemble d,(4) a trois composantes connexes: 'une formée de {1, 2},
{3,4}, et {1,2}]{3,4}, la scconde de {1, 3}, {2,4}, et {1,3}] {2,4}, ct
la troisi¢éme de {1,4}, {2,3}, et {1,4}] {2,3}. Chacune de ces compo-
santes connexes a un plus grand ¢élément (la scule partition de type 2-2
quelle contient). Donc d,(4) est homotope a un ensemble discret de
cardinal 3.

Pour n =5, jai le

LEMME 2. Sin=S5, Uensemble d,(n) est connexe.

Dém. Puisque tout ¢lément de d,(n) contient une paire, il suffit de
prouver que deux paires quelconques p et p’ sont dans la méme compo-
sante connexe: cest clair si p et p’ sont disjointes, puisque p | p’ est une
partition les contenant toutes les deux. Et si p et p’ ont un point commun,
alors puisque n2 5, il existe une paire g disjointe de p et de p’. Alors
p<plg>q<p |q>p’, et dy(n) est connexe (par arcs).

2.2. Groupe fondamental

Etant données les remarques précédentes, la question du groupe
fondamental de d,(n) n’a d'intérét que pour n= 5.

221. Lecasn=5S5etn==6
Pour n=35 ou n=06, la question est régléc par le lemme suivant:
LEMME 3. Pour n=35 ou n=06, l'ensemble d,(n) a le type d’homotopie
d’'un graphe.
Dém. Sin=35, alors d,(5) est un graphe, puisque de dimension 1.

Pour n =6, le résultat découle de la remarque suivante:

LEMME 4. Si n est pair, soit n=2k, alors I'ensemble d,{(n) est homotope
a un ensemble de dimension k — 2.
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Dém. Soit en cffet d3(n) I'ensemble d,(n) privé des partitions de type
2%=!. L'ensemble d’(n) est de dimension k —2. Soit i I'injection de d’(n)
dans d,(n). Je définis 'application f de d,(n) dans d5(n) par f(n)=nsin
n'est pas de type 28~ Et si n est de type 2!, alors il existe une unique
paire p, disjointe de toutes les paires de 7. Je pose dans ce cas
f(z)=mn| p,. Les applications i et f sont croissantes, et de plus foi=1d,
et io f21d. Donc i et f sont des équivalences d’homotopic.

Remarques. (a) Le cas n=4 étudié plus haut est un cas particulier du
lemme 4.

(b) Le lemme 3 permet de conclure que le groupe fondamental de
dy(n) pour n=5 ou n=6 est un groupe libre, dont le nombre de généra-
teurs est égal a 'opposé de la caractéristique d’Euler—Poincaré réduite de
d,(n). Je montrerai plus loin que cette derniére vaut —6 pour n=5et —16
pour n==6.

222. Lecasn=>8

Notation. Si {i, j} est une paire de {1, .., n}, je note ¢, ;(n) I'ensemble
des ¢léments de d,(n) de la forme {i, k}, {j, 1}, ou {i,k} | {j,1}, avec k,
1+#£1, j. Avec cette notation,

PROPOSITION 1. L'ensemble d,(n)—c, ,(n) est contractile.

Dém. Soit A le sous-ensemble de dy(n) formé de la seule partition
{1,2}. Alors avec les notations de [BO1], jai

e(A)={nedy(n)| ]-,n] N A est contractile} = {me dy(n) | {1,2}en}

ct ¢(A4) est homotope a 4, par l'inclusion de A dans e(A4). De méme

Sfe(A)={mnedy(n)| [n,-[ ne(A4) est contractile}

est I'ensemble des €léments de d,(n) qui contiennent {1,2} ou dont le
support est disjoint de {1,2}.

Et si 7 est un ¢lément de d,(n) qui n'est pas dans fe(A), mais qui
contient une paire disjointe de {1, 2}, alors ]-n]n fe(4) a un plus grand
¢lément, formé de I'ensemble des paires de = disjointes de {1,2}. Donc
efe(A4) est formé des éléments de d,(n) qui contiennent une paire disjointe
de {1, 2}. Et il'est facile de voir que lc complémentaire de efe(A) est égal
a ¢y »(n). D’otl la proposition.

Soit alors i I'injeetion de dy(n)— ¢, ,(n) dans dy(n). Si med,(n), je note
i, I'ensemble des 2 de d,(n) —c, ,(n) qui sont moins fins que 7. Alors:
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LeMME 5. 1. Sin={1,i} ou n={2, j}, l'ensemble i, est homotope a
dy(n—3).
2. Sin={l,i}|{2, j}, ensemble i, est homotope a'd,(n—4).

Dém. Si m={1,i}, et si Aei,, je note f(n) la partition formée des
parties de 7 qui ne rencontre pas {1,2,i}. Cest un élément de
D,=dy({1, ..,n} — {1,2,i}), car 2 contient au moins une paire disjointe de
{1,2,i} si A€i,. Inverscment, si A€ D;, je note g(2) I'¢lément de i, obtenu
en rajoutant a A la partition {1,i}. Alors f et g sont des applications
croissantes, telles que gof(2)< 2 et fog{A)=2A Donc f et g sont des
équivalences d’homotopic. D’ou I'assertion (1).

De méme pour I'assertion (2), si n={1,i}| {2, j}, et si 2€i,, je note
f(2) 1a partition de {1, .., n}— {1, 2,1, j} obtenue en enlevant a 2 les paires
{1,i} et {2, j}. Cest un élément de E; ,=d,({1,..,n}—{1,2,4, j}). Et si
AeE;;, je note g(2) la partition obtenue en rajoutant a 2 les paires {1, i}
et {2, j}. Les mémes considérations sur f ct g prouvent alors I'assertion

(2).

Le cas n > 8 est alors résolu par le lemme suivant:

LEMME 6. Soient X un ensemble ordonné connexe, et f une application
croissante de X dans un ensemble ordonné Y. Si pour tout élément maximal
y de Y, l'ensemble f” est connexe et non-vide, alors Y est connexe et le
morphisme w,(f} de n,(X) dans 7,(Y) est surjectif.

Dém. Je me raméne tout d’abord au cas ou f est injective: soit X #,Y
I'ensemble réunion disjointe de X et Y, ordonné par les relations d’ordre de
X et Y, et par les relations x<y dans X =, Y si f(x)< y dans Y. Soit g
Papplication de X +, Y dans Y définie par g(x)=f(x) si xeX et g(y)=y,
et j l'injection de Y dans X =, Y. Alors g et j sont croissantes et telles que
jeg(x)=xsi xeX, et que jog(y)=yet goj(y)=ysiyeY.

Donc g induit une equivalence d’homotopie de X *, Y sur Y.

Soit alors i linjection de X dans X, Y. Les éléments maximaux de
X, Y sont les ¢léments maximaux de Y (puisque x < f(x) dans X *,Y).
Et si y est un élément maximal de Y, alors i = f”. Le triplet X, X, 7Y, i
vérific donc les hypothéses du lemme 6. Comme de plus goi= £, il suffit de
prouver le lemme lorsque f est injective.

Le raisonnement précédent prouve également que je peux supposer que
X est une partie fermée de Y (i.c, si z€ Y, et z<x€e X, alors ze X).

Comme tout élément de Y est plus petit qu'un élément maximal y,, et
comme f7° est non-vide, il est clair que Y est alors connexe puisque X l'est.
Soit alors @ un point de X, et L un lacet de base a dans Y. En décomposant
L — X en ses composantes connexes, j'obtiens le diagramme suivant:



Puisque X est connexe, je peux pour chacun des x; choisir un chemin
dans X de a 4 x;. Jai ainsi décomposé L ecn un produit de lacets de base
a ayant un seul morceau hors de X.

Donc 7,(Y) est engendré par les lacets contenus dans X et les lacets L
tels que L — X soit connexe.

Si L est un tel lacet, j'ai le dessin suivant:

Puisque les /%" sont non-vides, je peux alors choisir pour chaque y; un
¢lément x;< p; dans X. J'ai alors décomposé L en un produit de lacets
ayant au plus deux points hors de X.

Alors si L est un lacet ayant deux points y, ct y, hors de X, avec
Yo < ¥, je¢ peux choisir x, dans X, plus petit que y,, ct j'ai le dessin suivant

163
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164 S. BOUC

¢t comme X, ), ¥, €st un simplexe de X, le lacet L est homotope au lacet
a, Xq, ¥, X), a dessiné en pointille. Alors =,(Y) est engendré par =, (X) et
par les lacets ayant un point hors de X.

Si. L est un tel lacet, et 3 son point hors de X, je peux choisir un élément
maximal y, de Y plus grand que y. En choississant x, dans X plus petit
que 3, jai le dessin suivant

?
%3
§

et le lacet L est homotope au lacet a, y,, x, dessiné en pointillés.

En d’autres termes, le groupe n,(Y) est engendré par mn,(X), et par les
lacets ayant un seul point y hors de X, qui soit de plus maximal dans Y.

Alors si pour chaque paire de points x4 et x, de X inférieurs & un élé-
ment maximal y de Y n’appartenant pas a X, je choisis un chemin ¢, dans
X de a & x, et un chemin ¢, dans X de x, 4 g, et si je note L, , ., le lacet
obtenu en parcourant ¢y, puis en montant a y, en redescendant a x,, et en
parcourant ¢y, il est clair que m,(Y) est engendré par les L, , ., et 7,(X).
(Les différents choix pour ¢, et ¢, ne modifient L, , ., que par un élément
de m,(X). Le fait de permuter x, et x, change L, , ., en son inverse. Enfin
si xo=x,, alors L, , ., cst homotope au lacet cocy, puisque xq, y est un
simplexe de Y.)
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Si L.« est Tun de ces lacets, et si x) est un élément de X plus grand
que x, et plus petit que y, alors on 5o €St homotope d Ly, «» puisque
leur différence est le lacet a, x,, xi, ¥, X, a, et puisque x,, v,, y est un
simplexe de Y. Le méme raisonnement vaut si x; > x}.

Donc la classe d’homotopie de L ne dépend que des composantes
connexes de x, et x, dans f~.

Le raisonnement précédent suppose simplement que f* est non-vide.

Si de plus f* est connexe, alors tous les L, , ., sont homotopes a
0., xo» dONC A des lacets de X, ce qui prouve le lemme.

Yapplique les lemmes précédents en prenant pour X l'ensemble
dy(n)—c; 5(n), et pour Y lensemble d,(n), ces deux ensembles étant
ordonnés pour I'ordre opposé a 'ordre considéré jusqu'ici, et pour f I'injec-
tion i de X dans Y. Alors X est contractile, donc connexe, et f” est égal a
i.. Les éléments maximaux de Y sont les paires, et /™ est contractile si n
est une paire de d,(n) — ¢, ,(n), et homotope a d,(n — 3) sinon, et ce dernier
est connexe et non-vide si n> 8. D’ou la

X0, 3y XL

L

ProrosSITION 2. Sin28, alors dy(n) est simplement connexe.

223 Lecasn=1

Dans le cas n=7, une partie du raisonnement précédent reste vraie:
I'ensemble X = d,(7) —c, (7) est toujours contractile, et si i est I'injection
de X dans Y=d,(7), alors i, est contractile si m ¢ ¢; ,(7). Si 7 est une paire
de type {1,i} ou {2,j} (avec i, je{3,..,7}), alors i, est homotope a
dy(7T—3)=d,(4), qui est un ensemble discret de cardinal 3. Et si 7 est une
partition de type {1,i} | {2, j} (avec i, je {3, ..., 7}), alors i, est homotope
a dy(7—4)=d,(3), qui est aussi un ensemble discret a4 3 éléments.

Le groupe fondamental de Y est encore engendré par =,(X), qui est
trivial, et par les LYO y.xy» O p décrit les ¢léments minimaux de Y- X
(c’est-a-dire les paires {1, r} et {2,s}), et {x,, x,} est une paire de points
(distincts) de i . Le lacet L, , ., ne dépendant que des composantes
connexes k, et k; de x, et x; dans i, je peux le noter Ly, x,.

Le groupe fondamental de d(7) admet donc un systéme générateur
indexé par de tels triplets {k,, , k,}, et pour chaque y, jai trois paires
{ko,k,} possibles. Ces générateurs vérifient des relations évidentes: jai
déja noté que

Lko.}', ky ” Lkh)', ko= 1.

Le dessin suivant prouve que

Ly ykat Lig,yra= Ly, ¥ koo
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En effet, le produit des lacets du premier membre fait apparaitre le lacet
¥ X1, 4, Xy, ¥y, qui est homotope au lacet constant.

De plus, si {I,r} et {2, s} sont deux paires disjointes hors de X, et si
{1,..,7}={1,2,r,5t 1,0}, et si je note [tu],, (resp. [tu],) la compo-
sante connexe de {1,r}|{2,s}| {¢, u} dans i(, ,, (resp. dans i, ), le
dessin suivant

montre que L.y, (1, r}. tredy € Lins, {251, []5 SONE tous deux homotopes

aulacet a, {1,r} | {2, s} | {#, u}, {L, r} | {2, s}, {1, r}| {2, s} ]| {t,v}, a, ce
qui donne la relation .

L['"]lr- {Lr} (e = L[lu];_,. {2, 5}, (rvdye

Cette relation est vraie dés que j'ai deux paires {1, r} et {2, s} disjointes.
Elle est obtenue en identifiant la composante connexe [u],, de i,y avec
la composante connexe [1u],, de iy, ;. Cette identification est clle-méme
induite par la permutation (1, 2)(r, s).

Il est ainsi possible d'identifier deux a deux les trois générateurs associés
a {1, r} &t les trois générateurs associés & {2, s}, pour r#s.

Soit alors I' le graphe dont les sommets sont les paires {1,r} et {2, s}
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(pour r, s€ {3, .., 7}), deux paires étant liées dans /" si et sculement si elles
sont disjointes. Il est facile de voir que I” est un graphe connexe (il existe
toujours une paire {2, s} disjointe de deux paires {1, r} et {1,r'}). Donc
le groupe 7,(Y) est engendré par les trois générateurs associés a l'un
quelconque d’entre cux, par exemple {1, 3}.

Or dans I il y a des cycles, qui vont donner des relations supplémen-
taires sur ces trois générateurs: par exemple, le cycle

{1,3}
{2,4} {2,6}

{1,5}

va induire sur les composantes connexes de iy, 3 la permutation déduite de
(1, 2)(3, 6)(1, 2)(5, 6)(1, 2)(4, 5)(1, 2)(3,4)= (4, 6, 5). Les trois générateurs
de n,(Y) sont permutés circulairement par cette permutation, et doivent
donc étre identifiés. Donc le groupe n,(Y) est un quotient du groupe libre
a trois générateurs «, f§, y quotienté par les relations a=f=7 et affy=1.
Ce dernier groupe est cyclique d’ordre 3, donc 7,(Y) est trivial ou cyclique
d’ordre 3. (Il se pourrait en effet qu'il y ait d’autres relations dans n,(Y)
que celles envisagées jusqu’ici.)

Pour prouver que n,(Y) est non-trivial, donc cyclique d’ordre 3, je vais
exhiber un 1-cocycle sur Y 2 valeurs dans Z/3Z: ceci revient & trouver une
fonction f(p, q) définie sur les couples de paires disjointes de {1, ..,7}, a
valeurs dans Z/3Z, telle que f(q, p)= —f(p, q) pour tout couple (p, q) de
paires disjointes, et telle que f(p, q) + f(g, r)+ f(r, p) =0 pour tout triplet
(p, g, r) de paires deux a deux disjointes.

Je passerai honteusement sous silence les nombreuses heures de titonne-
ments nécessaires a I’élaboration de la fonction f. Voici le résultat:

Le groupe Z/3Z sera le groupe multiplicatif des éléments non-nuls du
corps 4 4 éléments F,=F,(w), avec w’=w+1, de sorte que F,=
{0, 1, w, w?}. Soit ¢ une bijection de {4, 5, 6, 7} sur F,, par exemple celle
définie par

$(4)=0, ¢(5)=1, ¢6)=0, ¢(I)=0>

La fonction f est alors définie par les relations suivantes, ou a, b, ¢
désignent des éléments de {4, 5, 6, 7}

{1, a},{2,6})=
S, 3} {a, b}) = f({2,a}, {3, 8}) =/ ({2, ¢}, {a, b}) = ¢(a) + 4 (D)
SU2,3} {a,b})=/({1, a}, {3,6})=S({1, ¢}, {a, b}) = [$(a) + $(b)] "
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avec de plus f(q, p)=[f(p,q)1~", les valeurs de f(p,q) non encorc
définies étant égales a 1.

Ces définitions ont un sens car dans F,, la somme de deux ¢léments
dictincts est inversible.
Je dois vérifier que si p, g, r sont deux a deux disjointes, alors

Sp.q) flq, 1) f(r, p)=1.

Les seuls cas non-triviaux sont ceux ol J'une des paires p, g, r contient 1
ou 2, tout cn ¢tant différente de {1, 2}. En observant que f est changée en
son inverse par I'échange de 1 et 2, il reste cing cas & vérifier:

Cas 1. p={1,3}, g={a,b}, r={c,d}. Dans ce cas f(p,q)=
$a)+¢(b), flg,r)=1, et f(r, p)=[f(p,1)]17"=[4(c)+¢(d)]~". Or Ia

somme des ¢léments de F, est nulle, donc

B(a) + 4(5) = 4(c) + $(d)

ce qui prouve I'égalité dans ce cas.

Cas 2. p={1,3}, g={a,b}, r={2,c}. Dans cc cas f(p,q)=
$(a)+4(b), flg,r)=0f(r,q)]1""'=[@)+4(b)]~", et flr,p)=1, et le
résultat est vrai.

Cas 3. p={l,a}, q={3,d}, r={b,c}. Dans cc cas f(p,q)=
[4(a)+ (17", flg.ry=1, et f(r, p)=L[S(p, )17 =¢(b) + ¢(c), d'oti le
résultat par le raisonnement du cas 1.

Cas 4. p={l,a}, q={2,b}, r={3,c}. Dans ce cas f(p,q)=
¢(a)+4(b), flg r)=¢(b)+4(c) et f(r,p)=L1f(p, )]~ =¢(a)+d(c).
Comme ¢(a), ¢(b) et ¢(c) sont deux a deux distincts, les éléments f(p, q),
f(q, r), et f(r, p) le sont aussi, et sont donc 1, w, w? dans un certain ordre,
et leur produit vaut I:

Cas 5. p={l,a}, q={2,b}, r={c,d}. Dans ce cas f(p, q)=

¢(a)+¢(b), flg, r)=4(c)+¢(d), et f(r, p)=Lf(p,r)]1~" =¢(c)+¢(d). Or
[f(c)+ d(d))>=[(c)+ ¢(d)] ™", et le résultat découle du raisonnement
du cas 1.

Le produit des f(p, q) sur tout “triangle” de d,(7) est donc égal a 1. En
calculant ce produit sur le cycle {1,3}, {2,4}, {1,5}, {2,6} utilis¢ plus
haut, je trouve

JUL3YL (24)=1 f({2,4}, {1,5h=(0+ 1) =1
JULSHL (2 6))=1+0=0%  [({2,6}, {1,3)=1
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et le produit sur ce cycle est donc égal a4 w?, ce qui prouve que ce cycle
n'est pas une somme de triangles de d,(7), donc que m,(d,(7)) est non-
trivial. D’oul

PROPOSITION 3. Le groupe fondamental de dy(7) est cyclique d’ordre 3.

Le dessin suivant montre comment le triple du cycle prédédent, qui en est
le bord extéricur, peut étre triangulé dans d,(7):

13

26 24
15 47 56 15
‘ ’ 37
24 26
45
34 67
13 13

26
15

3. HoMOLOGIE

3.1. Une suite exacte

Soit A un anneau commutatif. Je vais établir ici 'existence d’une suite
exacte longue reliant les modules d’homologie réduite H,(d,(n), A),
H*(dz(n— 1), A), et ﬁ*(dz(n—Z), A). Dans le cas ou A sera un corps de
caractéristique 0 ou p > n, cette suite déterminera entiérement les modules
d’homologie H,(d,(n), A).

Soit p, I'ensemble des paires de d,(n) contenant n, et i I'injection de
dy(n—1) dans d,(n)—p,, ces deux ensembles ¢tant ordonnés par I'ordre
opposé a l'ordre standard. Alors si 7 e dy(n)— p,, 'ensemble i* a un plus
grand élément, formé des paires de 7 ne contenant pas n. Il est donc
contractile, et i est une équivalence d’homotopic, compatible avec I'action
du groupe S, _,. ~

Soit alors j T'injection de d,(n)—p, dans d,(n), ordonné pour l'ordre
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opposé. Alors j™ a un plus grand élément 7 si 7 nest pas une pairc conte-
nant n, et j™ est contractile dans ce cas. Et si = est une paire contenant n,
alors j™ est I'ensemble des ¢léments de d,(n) contenant strictement 7, qui
s'identifie & dy({1,..,n} —m), et dans ce cas, 'élément 7 est un élément
maximal de d,(n) (pour 'ordre opposé). Alors (cf. [BO11]),

LemMe 7. J'ai la suite exacte

- = Hi(dy(n—1), A) > Resg_ H(dy(n), A) > IndZ21H_((dy(n—2), A)
= Hy_i(dy(n—1), 4) > ---. (1)

En effet, les paires contenant # sont deux a deux conjuguées par S, _,.

Une autre fagon de construire la suite exacte (1) est de considérer d,(n)
comme la subdivision barycentrique du complexe simplicial dont les sim-
plexes de dimension k sont les suites (p,, ..., px) de paires de {1, ..., n} deux
a deux disjointes: le complexe de chaines réduit de ce complexe simplicial
est homotope a C, (dy(n)).

Le groupe S, opére transitivement sur les simplexes de dimension &k de
dy(n), ct lec stabilisateur Z,, , , | dans S, d'un tel simplexe est isomorphe au
produit direct de S, _,._, et du produit en couronne S, ~ S; ;.

Comme unc permutation impaire des sbmmets p,, ..., p, change lorien-
tation du simplexe (po, .., pi), je vois que le module Ci(d,(n)) est iso-
morphe & Indi’;_m;]k, ou 1, est la représentation de degré 1 de Z, ,
déduite de la signature de Sy, ,.

Pour restreindre ce module a S, _,, je dois par la formule de Mackey
trouver les doubles classes S, _,\S./Z, « +: cclles-ci dépendent de la posi-
tion relative du point # et d’une partition n de type 2**! de {1, .., n},
modulo S, _,: il y a donc deux classes, suivant que n est dans une paire
{i,n} de n ou non. Dans le premier cas, l'intersection de S, _, et du stabili-
sateur de 7 est isomorphe au stabilisateur de 7 — {i, n} dans S, _,. Dans le
second, cette intersection est égale au stabilisateur de # dans S,_,. La
formule de Mackey s’écrit alors

Res3: | Ci(dy(n))=Cildy(n— 1))@ Ind§-t & _ ((dy(n—2))
et en notant 7(C,(dy(n — 2))) le translaté du complexe C,(dy(n—2)), il est

facile de voir que Dégalité précédente conduit a4 une suite exacte de
complexes

0 C (dy(n—1))— Resgr | C,(dy(n) - Ind$r-! T(C , (dy(n—2))) =0

ct la suite €xacte (1) est la suite exacte longue d *homologic déduite de cette
suite exacte courte.
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Il faut noter cependant que le complexe Res‘;:_lf‘*(dz(n)) n'est
pas la somme directe en tant que complexe de C'*(dz(n—l)) et
Indg::; T(C’*(dz(n—-Z))), ce qui est d’ailleurs bien dommage.

3.2. Homologie en caractéristique 0 ou p>n

Soit 4 un corps de caractéristique O ou p>un. Dans ce cas, tous les
modules de Specht des groupes symétriques S,,, pour m <, sont simples,
et tous les A4S, -modules sont semi-simples. La suite exacte ci-dessus permet
par récurrence sur # de déterminer 'homologie de d,(n).

Si n=3, alors d,(n) est un ensemble discret de cardinal 3, et S; opére
dessus transitivement. Le seul module d’homologie réduite non-nul de d,(3)
est donc Hy(dy(3), A), qui est le plan de A° invariant par S,, c’est-a-dire
Ie module de Specht de S, correspondant au diagramme de Young suivant

Pour le cas n=4, la suite exacte précédente donne, puisque ’homologie
réduite de d,(2) est nulle, un isomorphisme :entre H,(d,(3), 4) et
Resg! H,(dy(4), A). Les modules d’homologie réduite de d,(4) sont donc
nuls, sauf celui d'indice 0 (j’ai déja noté que d,(4) est homotope a un
ensemble discret de cardinal 3), dont la restriction a4 S, doit étre le module
de Specht précédent. L'utilisation du théoréme de branchement
(“branching theorem™) permet de se convaincre aisément que Hy(d,(4), A)
est isomorphe au module de Specht correspondant au diagramme de
Young suivant

Pour le cas n=15, puisque d,(5) est un graphe connexe, je sais que son
seul module d’homologie réduite non-nul est celui d’indice 1. La suite
exacte précédente donne alors

il
0 - Res$ ,(d,(5), 4) - | | + + - - 0.

Puisque la fléche de droite est surjective, et puisque les modules du centre
son deux & deux ndn-isomorphes, je vois que la restriction a S; du module
H,(dy(5), A) doit étre la somme directe des modules correspondant aux
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deux crochets du centre. La scule solution par le théoréme de branchement
est que fy(dy(5), A) soit isomorphe au module de Specht associ¢ au
diagramme

Pour n =6, j'ai de méme la suite cxacte

0- a — Res$ /1,(dy(6), 4) - y -0.
||

Alors le crochet de gauche figure dans la restriction de H,(d,(6), 4) a Ss.

Donc ou bien ce dernier contient un crochet de type (4, 1?), mais dans
ce cas sa restriction contient un crochet de type (4, 1), ce qui est faux, ou
bien il contient un crochet de type (3, 1%), symétrique du précédent, et
impossible pour la méme raison, ou bien il conticnt un module de Specht
associ¢ au diagramme

dont la restriction a Sy est justement la somme des modules de Specht figu-
rant dans la suite exacte précédente. Donc H(d,(6), A) est isomorphe au
module de Specht correspondant au diagramme de Young (3, 2, 1) ci-dessus.

11 faut alors faire une hypothése de récurrence hardie: les modules de
Specht intervenant dans I'’homologie de d,(n) sont tous associés a des
diagrammes de Young symétriques (autour de la diagonale). Cette
formulation n'est pas assez précise, et yutiliserai la définition suivante,

DEFINITION.  Si D est un diagramme de Young, j'appelle diamétre de D
le plus grand entier i tel que (i, i) e D,

de sorte que, par exemple, les diagrammes crochet sont de diamétre 1, et
les diagrammes (2, 2) et (3,2, 1) de diamétre 2. Avec ces notations:

PROPOSITION 4.  Soit A un corps de caractéristique 0 ou p > n. Le module
H{(d,(n); A) est la somme directe des modules de Specht de S, correspondant
aux différents diagrammes de Young symétriques de diamétre n—2k —2.
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Remarque. Si D est un diagramme de Young symeétrique de taille n et
de diamétre d, alors n—d? est le nombre de cases de D non situées dans
le carré diagonal, ¢t ce nombre est pair, ce qui prouve que n=d (mod 2)

Dém. Je vais procéder par récurrence sur n, les cas 1< 6 étant triviaux
ou déja étudiés.

Si M est un AS,-module, alors M est semi-simple, somme directe de
modules de Specht, et je note 4, (M) (resp. 2,(Af)) la somme directe des
facteurs simples de A correspondant a des diagrammes de Young disymeé-
triques (resp. symétriques) par rapport a la diagonale. Jai ainsi défini deux
foncteurs de la catégorie des AS, modules de type fini dans elle-méme. Il
est facile de voir que ces foncteurs sont exacts, puisque Homg (4,(A),
2,(M"))=0 pour tous modules M et M’. En appliquant 4,_, a la suite
exacte (1), et compte tenu de Thypothése de récurrence, jobtiens
I'isomorphisme

4,_(Res$_ A (dy(n), A))=4,_,(Ind§-} [, _ (dy(n—2), 4)).

Les diagrammes de Young intervenant au second membre sont des
diagrammes de Young symétriques, auxquels est ajouté un sommet non-
diagonal. Ceux qui intervicnnent au premicr membre sont ceux intervenant
dans H,(d,(n), A), privés d’'un sommet.

Alors si D est un diagramme de Young intervenant dans H,(d,(n), A), ct
si je peux enlever un sommet s a D, le diagramme D — {s} obtenu doit étre
un diagramme symétrique, ou un diagramme symétrique auquel jai rajouté
un sommet (non-diagonal). Il y a alors trois cas:

(a) Le diagramme D lui-méme est symétrique.
(b) Le diagramme D est symétrique plus un sommet.
(c) Le diagramme D est symétrique plus deux sommets.

En notant ‘D (resp. 's) le symétrique d’un diagramme D (resp. d'un som-
met s) autour de la diagonale, je vois qu’il y a au plus deux sommets s de
D tels que ‘s¢ D, et que si je peux enlever un sommet s de D, alors il doit
exister au plus un sommet 7 de D — {s} tel que "t¢ D — {s}.

Alors si je suis dans le cas (c¢), en n’¢tant pas dans le cas (b), je pcux
écrire D sous la forme D=4 v {s,} U {s,}, ol 5, et 5, sont deux sommets
non-diagonaux. Si je peux enlever un sommet s a D, distinct de s, et s,, le
diagramme D’=D— {s} obtenu doit étre symétrique ou symétrique plus
un sommet.

Orpistent  po-{shufsituis)
et il y a au plus un sommet t de D’ tel que ‘t¢ D". Donc ou bien ‘s, e D’,
ou bien ‘s, e D". ST par exemple ‘s, € D', et si ‘s, #s,, alors comme ‘s, #s,,
jai ‘s, € 4 qui est symétrique, et alors s, € 4, ce qui est exclu.
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Donc ‘s, =s,, et alors D est symétrique. Donc si je suis dans le cas (c),
ct non dans les cas (a) ou (b), les seuls sommets que je peux éventuelle-
ment enlever & D sont s, et s,. Donc D a au plus deux “coins sortants”:
il est donc rectangulaire, ou du type suivant

et s, et 5, ont a ordre prés dans les positions indiquées. Comme 4 est
symétrique, ct comme les sculs sommets non-diagonaux que je peux lui
ajouter sont s, et s,, il est alors clair que s, ="'s,, et que je suis dans le cas
(a). Et si D est rectangulaire, alors 4 doit étre un carré de c6té inféricur ou
¢gal 4 deux, mais alors 1< 6, et la proposition est vraie dans ces cas la.

Je peux donc supposer que je suis dans le cas (b), et non dans le cas (a).
Alors D s’écrit D=4 u {s}, avec 4 symétrique, et s non-diagonal. Si je
peux enlever 2 D un sommet ¢ de 4, alors le diagramme D' = D — {t} s'écrit
D'=(4-{t})u{s}. Si 'seD’, alors ‘se d, donc sed, ce qui est exclu.
Comme D' doit posséder au plus un sommet u tel que ‘u¢ D', je vois que
4— {1} est symétrique, donc que ¢ est diagonal.

Le seul sommet de 4 que je peux enlever 3 D est donc diagonal. Donc
je peux enlever au plus deux sommets a D, qui a donc au plus deux “coins
sortants,” comme ci-dessus, ou est rectangulaire. Dans ce dernier cas, si D
n’est pas carré, alors 4 est vide ou réduit a une case, donc n<2. Et dans
le premier cas, puisque s n'est pas diagonal, le diagramme D est & symétrie
prés de la forme suivante

Par restriction le diagramme D se décompose alors en
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et le seul diagramme symeétrique de taille #—2 qui aprés induction
contienne l'un de ces deux diagrammes est le suivant

qui aprés induction donne la somme

et dans ce cas le diagramme ‘D doit aussi figurer dans H,(d,(n), A). Le
carré central figure alors deux fois dans sa restriction. Comme il ne peut
figurer qu'une fois dans I'induit des termes de H, _,(d,(n—2), A), il doit
donc intervenir dans la décomposition de H,(dy(n— 1), A). Soit alors d le
diamétre du carré. Par hypothése de récurrence, j’ai pour les facteurs de
ﬁk(dz(" —1), 4)

d=n—-1-2k—-2=n-2k-3

et comme dans ce cas, le carré privé de son coin diagonal est de diamétre
d—1, je dois avoir pour les facteurs de H, _ (d,(n—2), A)

d—1=n-2-2(k—-1)-2 soit d=n—2k—1

et comme ces deux égalités sont contradictoires, je suis dans le cas (a), et
H,(dy(n), A) ne fait intervenir que des diagrammes de Young symétriques.

En enlevant un sommet & un diagramme symétrique de taille n et de
diamétre d, jobtiens un diagramme non-symétrique de diamétre d, ou un
diagramme symétrique de diamétre d— 1, qui ne peut pas étre obtenu en
rajoutant un sommeét & un diagramme symétrique de taille n—2.

De méme, en ajoutant un sommet a un diagramme symétrique de taille
n—2 et de diamétre d, jobtiens un diagramme non-symétrique de diamétre
d, ou un diagramme symétrique de diamétre d-+ 1, qui ne peut pas étre
obtenu en enlevant un sommet diagonal a un diagramme symétrique de
taille .

Soit alors D un diagramme symétrique de taille n et de diamétre d. Si je
peux enlever le sommet diagonal s de D, alors D — {s} intervient unc fois
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dans Hi(dy(n—1), A) si d—1=n—2k—3, soit d=n—2k—2. Comme
D—{s} n’intervient pas dans Ind$-! A (dy(n—2), A), je vois que D
intervient une fois dans H,(d,(n), A)

Et si je ne peux pas enlever le sommet diagonal de D, mais un sommet
s non-diagonal, alors D — {s, ‘s} est un diagramme symétrique de diamétre
d, qui intervient une fois dans H, _,(dy(n—2), A) pour d=n—2—
2k —1)-2=n—k—2. Alors D—{s} intervient une fois dans
Ind$-! H, _\(dy(n—2), 4), et n'intervient pas dans H, _(dy(n—1), A).
Donc D — {s} intervient une fois dans Res$: | H(dy(n), A), et D intervient
une fois dans H,(d,(n), A).

Inversement, si D est un diagramme intervenant dans H,(d,(n), A), et si
je peux enlever le sommet diagonal s de D, alors D — {s} intervient une fois
dans H;(dz(n—l) A), et non dans Indg- '!1k_,((12(;z 2), A). Donc D
n’apparait qu'une fois dans H,(d,(n), A ), et de plus, jai d—l1=n—1—
2k —2, soit d=n—2k—2.

Et si je ne peux pas enlever le sommet diagonal de D, mais un
sommet non-diagonal s, alors D—{s} intervient une fois dans
Indg" Vi \(dy(n—2), A), et nintervient pas_dans H,(d,(n—1), 4). Ce
qui prouve que D n’apparait qu'une fois dans f1,(dy(n), 4), et que d=n—
2—2(k—1)—2=n—2k—2, d’ot finalement la proposition.

Remargques et exemples. (1) La propos‘ition 4 permet de déterminer les
indicatrices d’Euler-Poincaré réduites de d,(5) et d,(6): le module de
Specht S 19 est de dimension 6, ct le module SV est de dimension 16.

(2) Si n est impair, soit n=2k + 1, alors d,(n) est de dimension k& — 1,
et le groupe d’homologie 1, _,(dy(n), A) est simplement le module de
Specht S*+119: I crochet symétrique est le seul diagramme de Young
symétrique de diamétre 1.

(3) Si n est pair et n>=8, soit n=2k, alors d,(n) est homotope a un
ensemble de dimension k — 2, et le module d’homologie H, _,(d,(n), A) est
la somme des modules S%-AA+22872M oo 0<h< (K—2)/2,
correspondant aux diagrammes de Young symétriques de diamétre 2.

(4) Puisqu’'un diagramme de diamétre d est au moins de taille d?, le
module d’homologie H,(d,(n), A) est nul si k < (n— \/;)/2-— 1. Ce résultat
est faux sans I'hypothése sur la caractéristique de 4, comme le montre
Fexemple _

H(dy(7), F3)=F,

qui se déduit du calcul du groupe fondamental.

(5) Les tableaux de Young associés aux diagrammes symétriques de
diamétre n — 2k — 2 sont exactement ceux pour lesquels il existe une involu-
tion de type 2** ! de S, qui échange les lignes et les colonnes: il est possible
d’expliquer directement ce phénoméne.
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Je supposerai uniquement ici que A n’est pas de caractéristique 2.

Jutiliserai les résultats de James dans [JAL]. Si T est un tableau de
Young pour D, je noterai Cy (resp. L) le sous-groupe de S, stabilisant les
colonnes (resp. les lignes) de 7. Le module de Specht S? associ¢ au dia-
gramme de Young D est défini comme le sous-espace de Indj’ engendré
par les “polytabloides” e;: la scule propriété de e que jutiliserai est que
siceCr, alors 6-ep=¢,e.

Soit alors f un homomorphisme du module de Specht S” dans
C, «=Ci(dy(n), A). 11 envoie ey sur Pélément x=3 x5 de C,, la
somme portant sur le simplexes de dimension & de D,(n), et je dois avoir

0-X=¢g,X YoeCy.

Dans ces conditions, j'ai bien slir x,,=¢,x,. Comme en permutant les
sommets de s par une permutation impaire, je change le signe de s, je vois
que si o € C; stabilise s, et si je note 5, la signature de 6 comme permuta-
tion des sommets de s, je dois avoir x,=g,1,x,.

Soit i, I'involution de type 2¥*! définie par le simplexe 5. Alors si jet k
sont deux point fixes de i situés dans une méme colonne de 7, la transposi-
tion o= (j, k) est une permutation impaire de Cy, qui stabilise chaque
sommet de s. Alors ¢,= —1, mais 5,= +1. Donc si 4 n’est pas de
caractéristique 2, j’ai x;=0.

Le méme raisonnement montre que si j et kK sont échangés par i, et dans
la méme colonne de 7, alors x,=0.

De méme, si j et k sont deux points non-fixes et non échanges par i, et
dans une méme colonne de T, et si i(j) et i (k) sont dans une méme
colonne de T, alors o = (i,(j), i;(k))(J, k) est une permutation paire de C
qui induit la transposition des sommets {j, i,(j)} et {k, i(k)} de s. Donc
x,=0 dans ce cas.

Alors si f n'est pas nul, il existe un simplexe s tel que si j et k sont dans
une méme colonne de T, alors if(j) et i (k) sont dans des colonnes
différentes de T.

Dans [JA1], James utilise 'ordre suivant sur les diagrammes de Young:
si D et D' sont deux diagrammes de Young, dont les lignes sont de
longueur /,, ..., I, (resp. I{, ..., ), alors

D=aD si et seulement si Vk, [, + --- + I, <I{+ --- + 1.

James montre (Lemme 3.7 de [JA1]) que si T et T’ sont des tableaux de
Young pour D et P, et si les nombres d’'une méme ligne de D sont dans
des colonnes différentes de D', alors D <2 D',
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Le raisonnement précédent et le lemme ci-dessus, appliqué aux dia-
grammes ‘D et D, et aux tableaux ‘T et i(T), prouve alors que si f n’est
paé nul, jai

'D=aD.

Si de plus ‘D= D, alors un raffinement du lemme précédent montre qu’il
existe o€ Cp et T€ L tels qulen notant 0, la permutation induite par la
symétrie de T autour de sa diagonale, j'aie

0,=r1oi,."

Or 6i,0 ™' =iy, donc 07=1i,0, Ou encore i, =1"'076~". Soit alors
n; ; le nombre figurant a la i-¢me ligne et la j-éme colonne de T, et 7, (resp.
a;) la permutation de la i-éme ligne (resp. de la Jj-éme colonne) de T induite
par 1 (resp. ¢). Je dois avoir

. — —1 -1 -1
looMi)=1 "0re~ (n)=1 07'(”.:;'(.')_;)=f (”j,aj"'(.'))='lj,rj"aj"(i)

et comme I, est une involution, ceci prouve que tj“aj“‘ =1 pour tout j,
ou encore que 1= 0,0 "'0,. Dans ces conditions, jai O0r=0ra""01i,40,

donc finalement

Or=1i,)

ce qui prouve que 0, est de type 2**!, donc que D est de diamétre
n—2k—2, le nombre de points fixes de i,.

Jai méme un résultat plus précis: si s; est le simplexe défini par 01 (ses
orbites de longueur 2), et si x,#0, alors il existe e C; tel que i, =
0r=1i,, ce qui prouve que o(s) est égal & s, (a l'orientation prés). En
d’autres termes, ’¢1ément x est un multiple de

Xr= Y, &0(s7)
ageCr
et x, est effectivement non-nul puisque le coefficient de sy est égal 4 1 (le
seul élément de Cr qui stabilise s, est I'identité).

Je dois donc avoir f(er)=o-x,. Comme f doit &tre compatible a
l'action de S, je dois avoir f(p(er))=f(e, ) =a-p(xy)=0a- X,y pour
tout peS,, donc f(ey)=a-x, pour tout tableau T de type D.

Jai ainsi montré que si A4 est un corps de caractéristique différente de 2,
si T un tableau de Young de type D, et J un homomorphisme non-nul.du
module de Specht S? dans C(d,y(n), A), alors ‘D=2 D, et que si de plus
'D =D, alors f est un multiple de I'application qui envoie e, sur x;.

Pour vérifier que cette application définit bien un homomorphisme de
SP dans C,(d,(n), A), je dois vérifier que x; est annulé par I'annulateur
dans S, de e;. En montrant que les e, pour T tableau standard, forment
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une base de S?, James [JAI, th. 8.4] utilisc les éléments de Garnir: si B et
C sont deux colonnes adjacentes d’un tableau T de type D, si X est une
partie de B ¢t Y une partie de C, si S est le sous-groupe de S, fixant tous
les points hors de la partic Z, I’élément de Garnir G , est défini par

Gy y= Y £,0.
o€ Sxyy/(SyxSy)

La démonstration de James prouve en fait que I'annulateur de e est I'idéal
de S, engendré par les G y, lorsque X est situé dams le bas de B, et Y dans
le haut de C, et lorsque de plus XU Y est égal a4 /+1, en notant / la
longueur de B.

Il suffit donc de vérifier que Gy ,-xr=0 dans ces conditions. La
démonstration s’inspire de celle de James pour le théoréme 7.2: soit

Gy= ) &,0

c€eSy

alors Gy, y=Gy yG5; Gy, donc
Gyor xr=|XI"|Y' Gy y-xr

puisque Sy et S, sont des sous-groupes de C,. Tout revient donc a
montrer que Gy, y-X+=0 lorsque 4 =Z. Ce qui s’écrit encore

Y, &,e,p0(s7)=0.

peSxur

oeCr
Comme |XuU Y| >/, il y a deux nombres a et b dans X u Y qui sont dans
une méme ligne de T, ct donc envoyés par 8, dans une méme colonne de
T. Si a et b ne sont pas diagonaux, soit ¢=0,(a) et d=0,(b). Alors la
transposition (o(a), 6(b)) est dans S, 4, et la transposition (¢, d) dans C.
Comme p(o(a), 6(b)) o(c, d}y= pa(a, b)(c, d), et comme (a, b)(c, d) stabilise
sr en changeant son orientation, je peux regrouper dans la somme
ci-dessus les couples (p,o) et (p(a(a), (b)), o(c, d)), et les termes
correspondants s’annulent.

Et si par exemple a est diagonal, je peux supposer que ¢ = 0(b) est dans
XU, et regrouper dans la somme précédente les termes correspondants
aux couples (p, o) et (p(a(b), a(c)), ), qui s’annulent également. D’ou le
résultat dans les deux cas.

Jai finalement montré le

LEMME 8. Soit A un corps de caractéristique différente de 2, et f un
homomorphisme noii-nul du module de Specht S® dans C,(d,(n), A). Alors
‘D= D. Side plus ‘D =D, alors D est de diamétre n—2k —2 et dans ce cas

481/150,1-13
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Hom 45 (S?, Ci(dy(n), A)) est de dimension 1, engendré par I'application qui
envoie ey Sur Xr.

Il est clair dans ces conditions que I'espace engendré par,les x+ est contenu
dans le noyau de la différenticlle. Ce résultat reste d’ailleurs vrai quel que
soit A, car il est vrai si A=2Z: les coefficients des simplexes intervenant
dans la différentielle de x, doivent étre congrus a 0 modulo tous les
nombres premiers supérieurs a #, donc ils sont nuls.

Si A4 est un corps de caractéristique 0 ou p>n, les modules de Specht
sont tous simples et projectifs, ce qui prouve que leur image n'est pas dans
I'image dec la différentielle. Donc les images de ces différents modules de
Specht sont en somme directe, et j'obticns ainsi tout le module d’homologie
correspondant.

PROPOSITION 5. Si A est un corps de caractéristique O ou p>n, les
éléments x4, pour T tableau standard associé a un diagramme de Young
symétrique de diamétre n—2k —2, forment une base de H,(d,(n), A).

La proposition précédente est fausse sans 'hypothése sur la caractéris-
tique de A, comme le montre facilement I'exemple n=35, k=1, p=2, ou
moins simplement le cas n=6, k=1, p=3: dans ce cas la suite exacte (1)
s’écrit

0—> Res3] Hy(dy(7), A)— Ind$t A (dy(5), A)—> [1,(d(6), A)
— Res$! f,(dy(7), A)—> 0

et il est facile de voit que si T est un tableau de type (3, 2, 1), alors x est

la différence ¢(xr,) — ¢(xy,), o T, et T, sont deux tableaux de type (3, 1?).
Les €léments x4, pour T de type (3,2, 1), donnent donc tous 0 dans

H,(dy(7), A), égal & A, donc ils ne peuvent pas engendrer H,(d,(6), A).

3.3. Homologie entiére: Résultats partiels

Les modules d’homologie H(d,(n), Z) ont en général des éléments de
torsion: jai vu par exemple que H(d,(7), Z)=2Z/3Z. Je montrerai com-
ment ce résultat s’étend & H,(d,(3k +4), Z) pour k> 1. 1l est possible de
montrer que certains modules H,(d,(n), Z) sont nuls, et que d’autres sont
des modules de torsion non-nuls, trés difficiles a calculer explicitement.

3.3.1.- Une autre suite exacte

Soit X, le complexe simplicial d,(n) privé des simplexes contenant une
paire {1, i} ou {2, j}, pour i, j>3. Alors X, est un sous-complexe simpli-
cial de d3(n), et la proposition 1 permet d’aflirmer que X, est contractile.

Les simplexes de d,(n) — X, sont de trois types: ceux qui contiennent une
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paire {1, i} et aucunc paire {2, j}, ceux qui conticnnent une paire {2, j} et
aucune paire {1, i}, et ccux qui contiennent une paire {1, } et une paire
2,j)-

Les simplexes de dimension k& du premier type s’identifient aux simplexes
de dimension & — 1 du complémentaire {1, 2, i} de {1, 2, i}, ccux du second
type aux simplexes de dimension k—1 du complémentaire de {1,2, j}.
Enfin ccux du troisiéme type s’identifient aux simplexes de dimension k — 2
du complémentaire de {I, 2, i, j}.

La suite exacte de complexes

0 g é.:‘;u(/\,n) - 6*(d2(’1)) i C‘*(dZ(")/Xn) - 0
peut alors s'écrire

0 Cu(X,) = Cildy(n)) - ® CooldA{1,2,i})- - -

0—'C‘k—l(Xn)"’Ck—l(dz(”))—’ @ Ck—2(d2({lr Z,i})' .

e ® @ G ({12,057 D Cr_(di({1,2,j}) >0

[ N

st @ @ Ck—}(d2({192’ ”J})®® C‘k—z(dz({laz’j})_’o
1§12 %
ol les fléches entre la ligne du haut et celle du bas indiquent I'action des
différenticlles, les fléches verticales étant les différentielles ordinaires des
complexes correspondants.

La somme directe des complexes C,(d,({1,2,i}) et C,(dy({1,2,})
est ainsi un sous-complexe du complexe C‘*(dz(n)/X,,), et le quotient
par ce sous-complexe s’identific 4 la somme directe des complexes
C.(dy({1, 2,1, j}) translatés d’un degré. Comme X, est acyclique, I'homo-
logie réduite de d,(n) est identique a celle du complexe quotient d,(n)/X,,,
et les remarques précédentes conduisent d la suite exacte longue du lemme
suivant

LeMME 9. J'ai la suite exacte

o D ﬁk—'l(dz(l’u {1, 2}))"ﬁk(d2("))_' @ ﬁk—z(dz(‘ﬂ)
p=1 qg=1i}2j
p=2

) ﬁk—z(dz(PU{liz}))_’ (2)

p=1
P=2

(les indices i et j sont distincts de 1 et 2).
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3.3.2. Quelques groupes H,(dy(n))

Les groupes d’homologie H, _,(d,(2k+ 1)) et H,_,(dy(2k)) sont lcs
groupes d’homologie d’indice maximum de d,(2k+1) et de d;(2k)
(lemme 4): cc sont donc des Z-modules libres, dont le rang est égal a la
dimension des modules de Specht indiqués dans les remarques (2) et (3)
ci-dessus. Il faut noter cependant que lappllcatlon ert> X7 minduit pas
un isomorphisme de ZS, , ,-modules de S**“" sur I, _,(dy(2k +1)),
comme le montre le cas k=2.

La suitc exacte (2) permet d’autre part de trouver par récurrence certains
des groupes H,(d,(n)). Par exemple:

PROPOSITION 6. Le groupe H(d,(n)) est nul si 3k +4 <n.

En effet, la proposition résulte si k=0 du fait que ,(n) est connexe pour
n>4, et pour k=1 du fait que d,(n) est simplement connexe si n>7.
L’hypothése n>3k+4 entraine n—3>3(k—1)+4, et je peux supposer
par récurrence que H, _,(dy(n—3))=0, donc que 7, _,(dy(pu {1,2}))=0
pour p=1i ou p=2j dans la suite exacte (2).

De méme, jai n—4>3k>3(k—2)+4, donc je peux supposer
H,_,(dy(7))=0 pour g=1i|2j. La suite exacte (2) permet alors dec
conclure.

La borne ci-dessus est certainement la meilleure possible pour k. En effet:

ProrosiTION 7. Le groupe H,(d,(3k +4)) est cyclique d'ordre 3 si k> 1.

Dém. Le résultat est vrai si k=1. D’aprés la proposition 6, I'extrémité
droite de la suite exacte (2) s’écrit pour n=3k+4

O M (@)~ @ Hioildr(pOTL,2)) - Huldaf3k+4) >0

q=1i|2 g:;}
et les morphismes de gauche se déduisent des inclusions de {1, 2, 4, j} dans
{1,2,i} et {1,2,}. Ainsi, le groupe Hk(d2(3k+4)) s'identifie & la limite
inductive sur ces inclusions des groupes Hk_,(tlz(pu {1,2})) pour p=1i
ct p=2j, tous isomorphes a ,_,(d,(3k + 1)), donc & Z/3Z par hypothése
de récurrence.

Or la suite exacte (1) donne

oo = Hy _(dy(3K)) - Res g+ H,_\(dy(3k+1))>0

puisque H, _ 2((12(31\— 1))=0 par la_proposition 6. Soit f; ; (resp. g; ;) le
morphisme H, _(dy(§)) = H, _ W(da(pu{l,2})) pour g=1i|2j et p=1i
(resp. p=2j). Ces morphismes sont surjectifs par la remarque précédente,
ct de plas la pcrmutatlon (1,2)( j) induit un isomorphisme ¢,; de

Hk_l({l 2,i}) dans Hk_,({l 2,j})tel que ¢, ,f: =8,
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Finalement, la limite inductive précédente est le quotient de la somme
directe pour p=1i ct p=2j des groupes H,_,(dy(pu{1,2})) par les
rclations identifiant x et ¢, ;(x) pour tout xe [, _({1,2,i}) et tout j#i.

Alors si I' est le graphe dont les sommets sont les paires {1, i} et {2, j}
(avec i, j=3), lc sommet {1, i} étant li¢ au sommet {2, j} si i#j, je vois
que le groupe H,(d,(3k +4)) cst isomorphe a la limite inductive sur les
sommets p de I des groupes fH, _,(d>(pu {1, 2})) prise sur les morphismes
@i, pour i# j.

Or I est connexe si k2 1, et n’a que des cycles de longueur paires (c’est
un graphe biparti). Alors H,(d,(3k +4)) est le quotient d'un seul des
groupes H,_,(d,(pu{1,2})), isomorphe & Z/3Z, par les relations
déduites des morphismes ¢, ; et des cycles de 7. '

Le morphisme ¢, ; (ic déduisant de la permutation (I, 2)(i, j), je dois
donc identifier dans H,_,(d,({1,2,3})) un élément et son transformé
par un produit de telles permutations, qui sera de toutes fagons une
permutation paire.

Or si le groupe S, agit sur Z/3Z, le groupe A, y agit trivialement. Donc
il n’y a aucune relation nouvelle, et la limite inductive cherchée est bien
¢gale a Z/3Z. D’ou la proposition.

Remarque. 1l n’est pas difficile de voir, en utilisant le 1-cocycle sur d,(7)

défini plus haut, que S, agit par la signature sur H,(d,(7)), et donc qu’il
en est de méme de Sy, 4 agissant sur H (d,(3k + 4)).

Le résultat suivant est malheurcusement moins précis:

PROPOSITION 8. Si k>3, le groupe H (d,(3k +3)) est un 3-groupe fini,
annulé par 9, de rang supérieur ou égal a 3k + 2.

Dém. L’extrémité droite de la suite exacte (2) sécrit ici

@ M (dfD)~ @ Hi_(do(po {1,222 H(dy(3k +4)) 0
q=1il2j p=1i

Py (3)

et il est facile de voir que le morphisme «, se déduit de I'application qui au
simplexe (pgs - Pi—1) de Cr_i(dy(pu{l,2})) associe la différence

(pO)m,pk’p)'_(p09m’Pk’{1’2})

Soit alors T un tableau de Young dec typc (2k+2, £+1), dont
la premiére ligne s'écrit (ag, .., ax, bg, .., by). Soit ry le simplexe
{ag, bo} | ---1 {ax, by}, et yTI'élément défini par

yr= Z g,0(ry).

ceCr
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L'é¢lément y, est unc somme algébrique de 2**' simplexes: c'est une
différence de deux paires si 3k + 3 =3, un cycle de longueur 4 si 3k +3 =6,
un octaédre si 3k +3=9, etc.

LemMe 10.  Les éléments yr, lorsque T décrit les tableaux de Young de
type 2k + 2, k+ 1), engendrent H,(d,(3k + 3)).

Soit E; l'espace engendré par les y,. Je dois prouver que E, est dans le
noyau de la différentielle, et que E, engendre H,(d,(3k + 3)).

C’est clair si 3k +3 =3, puisque E; est engendré par les différences de
paires {a, b} — {a, c}, qui engendrent f,(d,(3)).

Le morphisme @, «, ci-dessus étant surjectif, il suffit de vérifier qu’il
envoie E, _, dans E,, ce qui est clair puisque si T est le tableau

4 k+3 | k+4 2k+3

2k+4 3k+3

qui donne I'élément y, de H,_,(dy({1,2}up)), pour p={l, 3}, alors
a,(yr) est égal & yr., ou T” est le tableau

4 k+3 3 k+4 2k+3 1

2k +4 3k+3 2

D’ou le lemme.

Comme dans la proposition 7, la suite exacte (1) devient ici

v o Tl ((dy(3k — 1)) 25 ResS | [, _ ((dy(3K))

Si—1

- Ind$4-1 7, _ (dy(3k —2)).

Si k>3, le module figurant a droite dans I'induction est isomorphe a Z/3Z
par la proposition 7. Donc si ye H,_(d,(3k)), je vois que 3y est dans
Iimage de f,. La suite exacte (3) indique par ailleurs que le groupe
H,(d,(3k + 3)) est comme dans la proposition 7 la limite inductive des
groupts H, _ (dy(pu {1, 2})). Etsi y, € H,_(dy(p U {1, 2})), alors I'argu-
ment précédent prouve que 3y, est dans I'image de H, _,(d5(¢)), pour tout
q contenant p, et doit donc par le raisonnement de la proposition 7 €tre
identifié¢ dans la limite inductive & tous ses transformés par le groupe
alterné.
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Or si T est le tableau

4 o | k43 | k+4 e | 2643

2%k+4 | oo | 3k+3

il est facile de voir que le 3-cycle p= (4, k + 4, 2k + 4) est tel que

rr+p(rs)+p*(yr)=0.

Si jr est I'image de y, dans la limite inductive, j’ai donc 35, = p(35;) =
p*(357), donc 95, =0. Dot les deux premiéres assertions de la proposi-
tion, puisque les conjugués de 7, engendrent H,{(d,(3k + 3)).
L’assertion sur le rang résulte alors de la suite exacte (1) qui donne la
surjection
Res$+3 Hy(dy(3k +3)) - Ind$t+2 fI,_\(dy(3k+1)) >0

k+2 S+l
et du fait que le module de droite est isomorphe a (Z/3Z)%* *2.

Remarques. (1) Pour k>3, jai Bk+3—2k—2)>3k+3,etiln’y a
aucun diagramme de Young symétrique de taille 3k +3 et de diamétre
3k+3-2k-2.

(2) Jai calculé sur ordinateur le rang de la torsion des groupes
H,(dy(9)) et Hy(d,(11)): ces deux groupes n'ont que de la 3-torsion, de
rang 8 pour le premier, et 45 pour le second. Ce dernier calcul consiste a
trouver le rang modulo 3 d'une matrice & 6584 lignes et 8960 colonnes, cc
qui a pris environ 19 heures sur un Sun 3/60, avec un programme en
langage C.

3.4. Modules de Lefschetz

Si I'homologie de d,(n) est difficile & connaitre exactement, il est par
contre facile de calculer son module de Lefschetz. J'utiliserai pour cela les
notations et définitions de [BO2], ou je définis I'anneau #(1) et Pexponen-
ticlle &xp. Je note b(S,) 'anneau de Burnside de S,,.

PROPOSITION 9. Soit 6,€b(S,) le module de Lefschetz réduit de d,(n).
Alors

Y. 8, -T"= —&xp(T—T?) dans B(1).

nz0

Dém. Si m est”un élément de d,(n), soit 7 le complémentaire de la
réunion des paires de 7. Si x est de type 2%, le stabilisateur Z, , de = dans
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S, est isomorphe au produit direct (S~ S;)xS,_ 2. D'autre part Jn, -[
s'identific & d,(7), et le module de Lefschetz réduit A3+* est égal 4 §,,_ 5.
D Y Im [

onc

5n= _Sn/Sn— Z Z Indg’;,‘ 6n—2k

k21 mnedy(n)
de type 2%
mod S,

ce qui s’écrit encore

S’l —
Z Ind(Sz~Sk)><S,,_2k 6n—2k_ - n/Sn'
k>0

En multipliant cette égalité par T" et en sommant sur #, il vient

( S Syl(Sa~ Se)- TZ")( 5 5,-T’>= -y 1"

k=0 1z0 nz0

Le facteur de gauche n’est autre que &xp(T?), et le membre de droite est
égal & &xp(T). Dol la proposition. En prenant les degrés des deux
membires, il vient

COROLLAIRE. Soit §(dy(n)) lindicatrice d’Euler—Poincaré réduite de
ds(n). Alors

n 2
Y (dy(n)) :—!= —Exp (T—%) dans Q[[T]].

Le corollaire se déduit aussi facilement du nombre de simplexes de dimen-
sion k de d,(n), égal & n!/2¥+!(k + 1)! (n— 2k —2)!, ce qui donne aussi

n!

Hmy== 3 (=D g —on

0<k<n2
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