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Inroduction

D’apres le fameux thoreme de Yu. A. Drozd ([13]), toute adfpre de dimension finie sur un corpsé&bgique-ment
clos est de type de reggentation fini, docile ou sauvage et les trois types dé&septation sont mutuellement ex-
clusifs. Les algbres de type de regsentation fini sont intensivemegtudiees dans la lirature et sont assez bien
comprises si elles sont sytmiques. La classe des alyes de type de refsentation docile est plus complepa
comprendre. Bien que &origuement il existe une bonne "par@imsation” des modules iddtomposables sur une
algebre de type de repsentation docile, en pratique il est parfois difficile de trouver une classification &@mpl
des modules inscomposables sur une telle @itge. Les algbre bi€rielles sgciales sont une classes daliges de
type de repgsentation docile pour lesquelles il existe une classification cmpes modules idtomposables,
ce qui attire des attentions depuis leur introduction.

Cette classe d’'afghres a ses origines dans les travaux de |.M.Gelfand et V.A. Ponomarev surésentgtions
du groupe de Lorentz([21]). Elle est etads depuis une vingtaine d'aw®s par plusieurs auteurs, dont Sehr
Skowraiski, Geiss, de la P&, Crawley-Boevey, Ringel.

Définition 1 Soientk un corps algbriquement clos et une algbre surk. On appelled une algbre bigrielle
speciale si elle estquivalente au sens de Morad'algebrekQ/(p) définie par un carquois avec relatiof@@, p)
qui satisfait les propétés suivantes:

(1) Chaque sommet est la source d'au plus degohits et est le but d’au plus deuadhes.

(2) Etant don@ une fécheq, il existe au plus une&cheg telle que le but dev coincide avec la source deet
gue leur conc&nationa3 ne soit pas dang), et il existe au plus unedthey telle que le but de/ caincide
avec la source de et que leur concéhationya ne soit pas dang).

(3) Tout chemin de longueur infinie contient un sous-chemin fini apparténgint

Pour cette classe d'adpres de type de refsentation docile, il existe une descriptio@gse de la classification
des modules inecomposables, i.e. les modules de type corde et les modules de type ruban ([11]).

Il est interessant de voir quels exemples classiques, par exemple, dsedgle groupe, sont des &liges
bisérielles sg@ciales. Dans [14] (voir aussi [15]), Karin Erdmann a class#iéquivalences de Morita s, les
blocsa defaut déedral sur un corps a#dpriquement clos de carécistique2. Thorsten Holm a ensuite clagsif
ces blocsa équivalences &fivees pes ([23]). |l s'aere que les bloca defaut dedral sont, modulo le socle, des
algebres biérielles sgciales. \oici leur @sultats en étail. NotonsD'(A) la caégorie drivee des complexes
borrés deA-modules (de dimension finie) pour une &bge A.

Théoreme 1 ([14], [23]) Soit B un bloc de groupe deéflaut dedral D d’ordre 2" avecn > 2 sur un corpsk
algébriquement clos de carécistique2. Soit/(B) le nombre desB-modules simplesa isomorphismes ps.
D’aprées un tieoeme de R. Brauer ([6]}(B) < 3.

(1) Sil(B) = 1, alorsB est Moritaéquivalentex kD dont le carquois avec relation @3t1.4)7 avecqg = 2" 2.
0
o . B

a? = 0= % (af)? = (Ba)

(2) Sil(B) = 2, alors la catgorie @rivee boreeD’(B) de B estéquivalentea celle de I'alg@bre D(2.4)%(c)
avecs = 2" 2 etc € {0,1} ol D(2.4)%(c) est I'algebre dfinie par le carquois avec relations suivant:



6 =0, a? = c(aBv)®, (afy)® = (Bya)®

(3) Sil(B) = 3, alors la catgorie @rivee borgeD’(B) de B estéquivalentex celle de I'algbre D (3K)%¢
avech = 2" 2 eta = ¢ = 1 ol D(3K)*"° est I'algebre dfinie par le carquois avec relations suivant:

1
ajag = agaz = agay =0
o1 Qs (ﬁlﬁg ? 53ﬁ(2ﬁ= ﬁ)zﬁl =0
a161)* = (Bzaz)°
Bl 63 (/81041)(1 — (04252)17
Ba (a3f3)° = (facra)
2 o e 3

(&%)

Remarque 2 Dans la liste des aéhres du thoeme pécedent, les algbresD(2.4)°(1) avecs > 1 ne sont des
algebres biérielles sgciales que modulo le socle. En revanche, toutes les autres le sont. Il est wmy@obl
intéressant de distinguer la égbrie é&rivee deD(2.4)%(1) et celle deD(2.4)%(0). En effet, leur cagories
derivees ne sont pasquivalentes. Ce fait att prouse premerement par M. Kauer dans sa#ie (voir [31] et
[32]). Recemment Thorsten Holm et Alexander Zimmermann ont &auve autre preuvelementaire dans [25]
en se servant desédux de Reynoldségérali€s qui sont des invariants de la&gbrie crivee pour les algbres
symetriques @finies sur un corps abpriguement clos de carécistique strictement positive ([46]).

Les algebres courtoises, introduites par |. Assem et A. Skaéwsko([3]), sont des akgpres biérielles sgciales
vérifiant des conditions de minimadit

Définition 2 Une algbre est courtoise si elle estuivalente au sens de Moridal'algébrekQ/(p) définie par
un carquois avec relation(), p) qui, a part les conditions (1), (2) et (3) dan&finition 1, \érifie en outre les
conditions suivantes:

(4) Lesélements danp sont des chemins de longueur

(5) Pour chaque @cheq, il existe au plus unedkcheg telle quea € p et il existe au plus unedthey telle
quevya € p.

En 2003, Jan Scher et Alexander Zimmermann ont moafe theoeme suivant quétablit un lien entre les
algebres courtoises et les alyres biérielles sgciales.

Théoreme 3 ([44, Theorem 1.1]) Soitl une algbre bigrielle sgiciale eth un A-module sans auto-extensions
non-triviales (app& module rigide). Alors I'algbre des endomorphismes stable Efid ), qui est par éfinition

le quotient de 'alg@bre des endomorphismes Exid{) divisée par I'iceal engendr par les endomorphismes se
factorisant par des modules projectifs, est unelalg courtoise.

Comme un corollaire, ils ont obtenu uesultat surprenant:



Corollaire 4 ([44, Corallary 1.2]) La classe des algres courtoises est stable sousgsivalences&fivées.

Il existe d’autres liens profonds entre les préfigss homologiques des &igres biérielles sgciales et des
algebres courtoises. Dans [40] (voir aussi [43]) C. M. Ringel a mogtre 'alggbre epetitive d’'une algbre
courtoise est une adpre bigrielle sgciale. Ce thoeme est un ingdient de la preuve du corollairegaedent.
Un theoeme de D. Happel jouegalement unale dans cette preuve. Pour unedge A, désignons padmod
la cakgorie stable dont les objets sont léanodules et dont I'espace des homomorphismes avfi N) entre
deux A-modulesM et N est le quotient de I'espace des homomorphismes fHdh N) par le sous-espace des
homomorphismes se factorisant par des modules projectifs. D. Happel ([22]) éémjometta ca@gorie @rivee
D’ (A) peut s'identifie une sous-cagorie triangLe pleine de la cabrie stable? Amodde son algbre epétitive
RA et que c’est unéquivalence ssil est de dimension globale finie.

Etant doni@ la classification des blogs defaut dédral dans Teoeme 1, il sera une question @messante de
voir si Theoeme 3 est vrai sur tous les bloasdefaut dedral vu que les akpresD(2.4)%(1) avecs > 1 ne
sont des algbres bigrielles sgciales que modulo le socle. Une detmie question est que si laponsea la
premere question est oui, quelles aliyes courtoises apparaissent-elles commedhatg des endomorphismes
stable End (M) pour M un module sans auto-extensions sur un blog defaut dédral? D’apés un ésultat de
Keller-Vossieck [33](aussi de J. Rickard [37]), deux&ddges syratriques ayant leur cagiories @rivées borges
équivalentes ortgalement leur cagories stablesquivalentes. Comme €beme 3 ne concerne que la&gorie
stable, il suffit de traiter les classe®duivalences des bloaskfaut dedral,a équivalencesétivées pes. C'esta-
dire que I'on n'a besoin de congiter que les akgres explicikes dans Téoreme 3. A titre d’exemple, Alexander
Zimmermann a calcéldans [45] le casioA = kA, avecA, étant le groupe alteénd’ordre 12, dont le carquois
avec relations esb(3KC) 111,

Cette these est une continuation de ses travaux. On montre ge@drhe 3 est vrai sur tous les bloazsEfaut
diédral et on classifie toutes les aliyes courtoises qui apparaissent commedlatg des endomorphismes stable
End, (M) pour M un module sans auto-extensions sur un Bldefaut dédral. Voici le tleogme principal:

Théoréme 5 Soit A I'une des algbres suivantesD(1.4)7 avecqg > 1, D(2A4)%(c) avecs > 1 etc € {0,1} et
D(3K)*" aveca = 1 = coub > 1. Soit M un A—module tel que EXt(M, M) = 0.
1. L'algébre des endomorphismes stable Efid') est une algbre courtoise.
. Le module rigideM a au pluss facteurs directes irstomposables non projectifs non isomorphes.

2
3. L'algébre End (M) a au plus deux facteurs directes&omposables.
4

. Tout facteur directe insccomposable de EndM ) est Moritaéquivalentea 'une dess5 algebres courtoises
et chaque algbre appafi

Pour la liste des 65 addpres courtoises, voirdhoné du tteoeme 4.0.5 dans le chapitre 4 de la partie | (Page). La
table suivante donne @ci£ment le nombre des a@bres courtoises obtenue pour chaquelaig (ou bloc)A.

algebre (ou bloc)A | nombre des akpres courtoises obtenues
D(1A)! 0
D(1A)4,q > 2 0
D(2A4)(0) 4
D(2A)(1) 4
D(2A4)%(0), s > 2 7
D(2A)%(1),s > 2 7
DKL 23
DBV b > 2 65




iv

Une congquence de cette classification est qu’un nomlimite, plus péciment 65, d’algbres courtoises
apparaissent. Ceci ésionnant. Ceésultat est Ba un probéme poé par O. lyama dans ICRA XI qui demande s'il
existe une algbre artinienne telle que I'on puisse trouver une indinie modules ineEcomposabled/; telle que
pour tousi, j, Exty (M;, M;) = 0. D’aprés [26], ce proléime a uneé@ponse negative pour les alges biérielle
speciales, puisqu’elles sont de dimension de @spntatior< 3 ([17]). Nos calculs donnent unépgonse agative
pour les blocs defaut dedral (vu que les akpresD(2.4)%(1) avecs > 1 ne sont pas des agres biérielles
spéciales). On montre de plus qu'il existe au pgis facteurs inécomposables non projectifs non isomorphes
dans un module rigide, c’est-dire qu’il existe une borne sapeure, plus grciments, du nombre maximal des
facteurs inécomposables non projectifs non isomorphes dans un module rigide.

Dallleurs, les alg@bres obtenues ont des pra@is particuleres. Bien que si le nombre des modules simples
est fixg, il existe un nombre fini d’akgpres courtoisesy équivalences de Morita @s, le nombre des agres
courtoises avec au pléssommets est plus grand q6& d’'une part et d’autre part, les abres courtoises peuvent
&tre certes de type de ré&sentation docile. Par exemple, le carquois de Krone€ker e, qui est une algbre
courtoise, est de type de régentation docile. Or, on constate que toute$lealgebres courtoises obtenues sont
de type de ref@sentation fini, car il n’existe pas cordes de type ruban ([15, 1.8.1. LEMMA]). Ces giepisont
liées, peuktre,a la nature des bloas defaut dedral. Ce sera un@c¢he ulérieure d’exploiter les liens entre ces
proprietes et la téorie modulaire des blocs et d’essayer d’intéter les algbres courtoises qui apparaissent ou
plutdt qui n'apparaissent pas.

La partie Il de cette thse est consaeea une approche de calculer les sommets des modulésantbosables
sur un2-groupe dédral. Notre esultat principal de cette partie €ston& dans Pro@me 5.5.8 dans lequel on
conjecture une forme explicite de

Ind%, M(C) = kG @xr, M(C)

ou
G = Don = (z,yla? =e=y?yzy=a"1)

est le groupe didral d’ordre2™ avecn > 2, ou Ty = (22,y) = D,.—1 €st un sous-groupediral d’ordre2”—!

et au M (C) est un module de type corde stify. Plus peciement, soiC = C1Cs - - - C,, avec lexC; étant ses
segments (Bfinition 1.2.3 de la partie 1), onédinit un ordre sophisticeiselon leur longueurs sur I'ensemble des
segment§Cy, Cy,--- ,Cy} tel que 'on puisse comparer deux segments voisins (véfirition 5.5.1 pour les

détails). Alors on fabrique une nouvelle corfle= C,C5 - - - C), surkG telle que
(1) Pour toutl < i < n, C; est directe (resp. inverse) €3 est directe (resp. inverse).
(2) SiC; < Ci_1,Cip1, alors|Cy| = 2|Ci|—1;siC; > Ci_1,Cyyq, alors|Cy| = 2|C;|+1; sinon,|Cy| = 2|C.

(3) SiC; > Ci—1,Ci41, alorsC; commence pa8 (donc termine aussi paf) ol 3 = 1 + yz est la feches
dansD(1.4)7 avecq = 2"~ 2 qui est le carquois avec relations k6.

Nous pensons que le suivant est vrai.

Probleme 6 )
Indg, M(C) = M(C)

Dans le deuwdme chapitre de la partie Il, on montre cet isomorphisme pour des cordes pamtiseln utilisant une
méthode constructive. Nous remarquons que si ce probétait effectivemenétablie en gréral, cela donnerait
une formule @réral pour le sommet d’un module iedomposable de type corde sur2igroupe dedral.



Fournissons maintenant un guide de lecture de cette these.

Dans la partie I, le premier chapitre est de natuiimrinaire. Apes avoir fie des notations dans Section
1.1, on donne la notion d’addpre bigrielle sgciale dans Section 1.2 et @tudie les formes possibles des rela-
tions sur une algbre bigrielle sgeciale dans Section 1.3. Dans Section 1.4, @eritlla classification des modules
indecomposables sur une telle alige. Un ti@oeme tes utile de W. Crawley-Boevey est&itlans Section 1.5.
Section 1.6 commence par unetbe introductiora la theorie d’Auslander-Reiten et oredrit concetement les
suites d’Auslander-Reiten et le carquois d’Auslander-Reiten d'uribedgbi&rielle sggciale. Cette section ter-
mine par unettude des cordes minimales des composantes dezyige duea C. Geiss ([20]). Dans les deux
dernkres sections de ce chapitre, on rappelle &ssiltats de Karin Erdmann et Thorsten Holm concernant la
classification des bloas cefaut dedral et on écrit les carquois d’Auslander-Reiten de ces blocs .

Le deuxeme chapitre contient une preuve dédleme de Jan Scber et Alexander Zimmermann &iti-
dessus. Agrs avoirénoné le ttfeoeme (Section 2.1), oetudie d’abord les formes explicites d’'un morphisme qui
se factorise par un module projectif Embmposable. Section 2.3 contient deux lemmes qui rectifient et etampl
les lemmes 3.2 et 3.3 de [44] et lardonstration modiéie de Toeme 3([44, Theorem 1.1]) est esqé@sdans
Section 2.4.

Nos calculs occupent le troésne chapitre et le quagrine chapitre de cette partie.

Dans la prengre section du chapitre 3, on esquisse la&tfiatde calcul. Etant doBgrun bloca defaut dedral,
on cherche d’abord tous les moduleséondmposables qui sont rigides. Pour cela, le carquois d’Auslander-Reiten
est un outil organisateur. On regarde chaque composante de son carquois d’Auslander-Reiten et y localise les
modules rigides. Comme tout module de type ruban admet une auto-extension n@e skinée par la suite
d’Auslander-Reiten commencant par lueme, on n’a besoin de consigr que les modules de type corde. Pour
une corde’,

Exty (M (C), M(C)) = 0 <= Hom, (QM (C), M(C)) =0

et
End, (M (C)) = Hom, (M (C), M(C)),

notre probéme est donc de calculer I'espace des homomorphismes stable entre deux modules de type corde. Pour
cela, on va utiliser le thoeme de W. Crawley-Boevey(€beme 1.5.1) qui dcrit de fagon combinatoire une base

de I'espace des homomorphismes entre deux modules de type corde &dcatider probkmea montrer qu’un
morphisme est projectif ou non. On en donne de®r@d simples dans Section 3.2 qui permet de voir quand

un morphisme ne se factorise par aucun module projectif. Quand iEessgaire de prouver qu’un morphisme

se factorise par un module projectif, on construit souvent explicitement une factorisation par un module projectif.
Ayant trouwe et locali€ dans le carquois d’Auslander-Reiten tous les modulécimtiposables rigides, on cherche

tous les modules rigides qui p@sent plusieurs facteurs iedomposables. Soi/ = @, M (C;) un module

rigide. Alors

Exty (M, M) = 0 <= Exty (M(C;), M(C;)) = Hom, (QM (C;), M(C;)) =0,V1 < 4,5 <n

et
End, (M) = (Hom, (M(C;), M(C;)))1<i,j<n

On rencontre de nouveau lache de calculer I'espace des homomorphismes stable entre deux modules de type
corde.
Les algbresD(1.4)? avecq > 1, aborees dans Section 3.3, sont facikegraiter et les&sultats principaux
sont Proposition 3.3.1 et Proposition 3.3.2.
Le carquois d’Auslander-Reiten de I'éllgre D(2.4)!(c) avecc = 0 est compos d’une infini€ del-tubes,
un 3-tube non egulier et une composante de tyzsél,g (Proposition 3.4.1 ). Téoeme 3.4.2 montre qu'il ex-
iste deux types de modules rigides: les trois modules au bo@ttdbe (qu'on appelle de quasi-longueyrcf.



Vi

Définition 1.6.5) sont de typé et les trois modules just au-dessus des modules deitgpet de typeii (qui

sont de quasi-longuedn. Proposition 3.4.3 calcule les possiliktquand on peut avoir un module rigide de la
forme M, & M, avecs,t € {i,ii} (on dit que ces modules sont de ty(set)) et le ©sultat final est contenu dans
Théorme 3.4.4 dans lequel on calcule les carquois avec relations éesedgles endomorphismes stables de tous
les modules rigides.

Le carquois d’Auslander-Reiten de I'é&igre D(2.4)%(c) avecs > 2 etc = 0 est compos d’une infinié de
1-tubes, urB-tube non égulier et une infiné de composantes de tyiels> (Proposition 1.8.6). Téoeme 3.5.2
énonce qu'il existe trois types de modules rigides: les trois modules de quasi-lofigdens le3-tube sont de
typei, les trois modules de quasi-longudusont de types et les modules de typi: sont les syzygies d&/ («)
contenus dan€ (o) U Q(Q2(«)) qui sont deux composantesgulieres de typ&ASS (pour un modulel/ ou une
cordeC, on noteQ (M) ou Q(C) la composante qui le contient) . La preuve de d&othme 3.5.2 est achée
par une &ries de propositions 3.5.3, 3.5.4, 3.5.5 et 3.5.6. Surtout la preuve longue de Proposition 3.5.6 est
reporéea la fin de Section 3.5, qui s&dompose en la proposition 3.5.12 et les lemmes 3.5.13- 3.5.28. Ensuite
modules rigides: plusieurs facteurs et leur &lgres des endomorphismes stables.dseiitat final estésuné dans
Théoeme 3.5.11.

L'analyse des algbresD(2.4)%(c) avecs > 1 etc = 1 est analogué celle deD(2.4)°(c) avecs > 1 ¢ = 0.

Les algbresD(2.A4)%(c) avecs > 1 etc = 1 ne sont pas bésielles sgciales et les arguments sont donc plus
compliges mais restent en gros le€mes. Dans le cas des algesD(2.A4)%(c) avecs > 1 etec = 0, les

lemmes 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3 et les propositions 1.4.6, 1.6.11 soahtesés clefs. On donne la forme mod@ié

de ces assertions, respectivement dans les lemmes 3.6.1, 3.6.2, 3.6.3 et les propositions 4.1.5 et 4.1.6 de Section
3.6.1 et 3.6.2. L'analyse des algresD(2.4)%(c) avecs > 1 etc = 1 utilise ces assertions modiés.

Le carquois d’Auslander-Reiten de I'aélgre D (2.4)! (c) avece = 1 est compos d’une infini€ del-tubes, un
3-tube non égulier et une composante de tmém ( Proposition 3.6.6 ). Téoeme 3.6.7 montre qu'il existe
deux type de modules rigides: les trois modules de quasi-londudans le3-tube sont de typé et les trois
modules de quasi-longuelrrsont de typei. Le résultat final est contenu dans&deme 3.6.8 dans lequel on
calcule les carquois avec relations deshlgs des endomorphismes stables de tous les modules rigides.

Le carquois d’Auslander-Reiten de I'a&igre D(2.4)%(c) avecs > 2 etc = 1 est compos d’une infinié de
1-tubes, ur-tube non égulier et une infing de composantes de tygel>>. (Proposition 3.6.9). Téo®me 3.6.10
énonce qu'il existe trois type de modules rigides: les trois modules de quasi-lorigdens le3-tube sont de type
1, les trois modules de quasi-longudusont de typei et les modules de typg: sont les syzygies d&/ («). et le
résultat final estnon& dans Teoreme 3.6.11.

Section 3.7 rappelle les calculs de Alexander Zimmermann pouebaégD (3/C)111 ([45]).

Le quatreme chapitre est conséca I'étude de l'algbre D(3K)*%! avech > 2. Les calculs sont assez
volumineux et augmentent largement la taille de cegséh(comparer la taille de ce chapitre avec celle de tous les
autres chapitres).

Le carquois d’Auslander-Reiten de(3/)%*! avech > 2 est compos d’'une infinié de 1-tubes, deu3-
tubesQ-stables, une composante n@guliére de typeZ A% contenantS; (aussiP. et Ps), une composante non
réguliere de typeZ A contenantSy (aussiSs et P;) et une infinie de composanteggulieres de typ& A 1l
existe8 types de modules irkomposables rigides (€beme 4.1.1). Les quatre premiers types sont les modules
de quasi-longueud ou 1 dans les deuf-tubes ai les typesl et3 sont de quasi-longuedret al les type< et4
de quasi-longueut. Le typeb (resp le types) sont les syzygies d’'une certaine corde qui forment Qrerbite
dans les deux composantégulieres de typ& AL Q(aq) U QQ(ae) (respQ(f2) U 2Q(52)) . Le typeT7 (resp.
type 8) sont tous les modules dans la composap(s;) (resp. Q(S2)) non eguliere de typeZ A contenant
Sp (resp. Ss). Proposition 4.1.4 montre que tous les modules da($;) U Q(S2) sont rigides. Dans cette
proposition, on construit, pour chaque morphisme, une factorisation par un module projectif, qui est gafois tr
compligwee. La fin de Section 4.2 (Proposition 4.1.10 et Lemmes 4.1.11- 4.1.21 ) est @aiséampreuve de
Proposition 4.1.9 qui montre qu'’il n’existe plus de modules rigides dans une compadsgmlieére de typeZ A%

autre quel(az), QQ(a2), Q(B2), NQ(B2).



Vii

Section 4.3ttudie les modules rigidess deux facteurs. Leésultat de cette section pekire esuné par le
graphe suivant:

1 2 5
AN
7 8
/
3 4 6

Dans ce diagramme, un trait reliant deux nombres;j signifie que deux modules de type respectivemestt

j napparaissent pas comme facteurs dans un module rigide; s'il n’existe pas de traitsiretigntin module

de typei avec: étant dans la premare ligne et un module de typeavec; étant dans la troieme ligne sont
indépendants , i.e. tout morphisme entre ces deux modules se factorise par un module projectif5t6)est
impossible d'apgs Lemme 4.2.11 et Lemme 4.2.20 et 4.2.22 montren{5itié) et (6+7) sont impossibles. Les
lemmes 4.2.12- 4.2.28udie les possibilits (i+j) pouri € {1,2,--- ,6} etj € {7,8} . Prenons, par exemple, le
cas(1+7) qui pos&de une configuration épiale. Dans un module de tyfe+7), disonsM; & My, ou M; (resp.

M) est un module de typg(resp. de typ&). SiM; = M (), alors M7 se situe dang),, ., Q5" sdiag(S1)

ou sdiad S;) est la diagonale de nord-ougssud-est passant péy et all 25"sdiag(S;) est la diagonale obtenue
par teplacer sdia@5;) de 3n pas vers le @té gauche. Voir le graphe suivant (les points noirs sont les positions

possibles dé/):
SN\ NN
NSNS NS
/\/\/\/\/\

\/\/\/\/\/

/\/\/\/\/\

\/\/\/\/\/
NN LN

Les autres cas ont des configurations similaires. Le(€#8) est traie dans les lemmes 4.2.24- 4.2.26 et la
proposition 4.2.27 dont les preuves sont comdiegl SiM; = M (C) € Q(S1), alorsMs = QM (D) € Q(S2)
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Le premier chapitre de la partie Il commence par des rappels sur |&sespations modulaires des groupes
finis (Section 1.1). Et puis, on calcule les sommets des modulésantposables respectivement sur les groupes
cycliques (Section 1.2), le groupe de Klein (Section 1.3), le grouperdi d’ordres (Section 1.4) et les groupes
diédraux d’ordre™ avecn > 4. Dans les sous-sections 1.5.2 et 5.5.3, efinit I'ordre eténonce Prol@me 6.

Dans le deux@me chapitre, on&leloppe une &thode constructive pouesoudre Prokime 6. Les notions de
suite incependante et de suite igendante canonique sont introduites dans les deux @resnsections. Aps
avoir prepae des propétesélementaires de I'ordre (Section 1.3), on traite des cas particuliers dans les sections
qui restent.
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Chapter 1

Algebres bigrielles speciales

1.1 Carquois avec relations

Fixons un corps. Un carquois@ = (Qo, @1, s,t) consiste en la dor@e d'un ensemble deommets),, d'un
ensemble déleches);, d'une applications : Q1 — Qg qui associea une feche lasource et d’'une application
t: Ql — QO le but

Chague sommet € )y peutétre consiéré comme un chemin de longueur nulle, @ef. Un cheminC' de
longueum > 1 dansQ estde laform& = a9 - - - a,, aveca; € Q1 pourtoutl < j <netals(a;i1) = t(ay)
pour toutl < j < n — 1(on dit quea; et ;4,1 sont composables). On pose”) = s(aq), t(C) = t(a,) et
s(e;) = i = t(e;). Un chemin de longueur infinie est une suite infinie éeliks - - o, v, 11 - - - telle que toutes
deux feches successives soient composables.

L'algebre des cheminis() est I'espace vectoriel ayant base I'ensemble des chemins de longueur finie (y com-
pris les sommets les chemins de longu@&umuni de la multiplication donge par la concéhation des chemins:
pour deux cheminé’ et D, le produitC - D estC'D, sit(C) = s(D) et est nul sinon.

Une représentationV’ de Q est la donie d'un espace vectori®l (i) en chague sommeéte @, et d'une
application lireaireV () : V(i) — V(j) pour toute feche(a : i — j) € Q1. Soientl et deux repésentations
de@, un morphismef : V' — W est la donie d’'une application ligairef (i) : V(i) — W (i) en chague sommet
i € Qo telles que pour toutedthe(a : i — j) € Q1, 0naitf(j) o V(a) = W(«) o f(i). On voit facilement que
la cakgorie des ref@sentations d€ estéquivalentes celle desQ-modulesa droite.

Il existe un module simple, netS;, correspondar& chaque sommeéte Qq, qui associe I'espace nal tout
sommet diferent dei et I'espace de dimensiohai. Il existe aussi en chaque sommet un module projectif
indecomposable

P; = e;kQ = ©y0)=ikC

et un module injectif indcomposable
Lj - @t(c):ikC.

On designe pakQ™ I'id éal dekQ engende parQ,. Un ideéal I est admissible s'il existe un entier> 2 tel
que (kQ*T)™ C I C (kQT)2. Unerelation est une combinaison iaire de chemins de longebr 2 de néme
source et de @me but, i.e. une relatioR = >°7_, \;C; ou pour toutl < j < n, \; € k* et au lesC; sont
des chemins tels que pour tout< j < n, |C;| > 2, s(C;) = s(Cy) ett(C;) = t(Cq). Soit p un ensemble
de relations tel que I'idal (p) engende parp soit admissible. Le quotiert/(p) est ditl'algebre cfinie par le
carquois avec relations@, p). Une repésentatiorl” de (Q, p) est une ref@sentation dé&) dont les applications
linéairesV («) aveca € ) Vvérifient les relations contenues dansEvidemment, une repsentation déq), p)
(de dimension finiegquivauta unk@/(p)-modulea droite (de dimension finie). SU®), p), le module simples;
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en chaque sommete @, reste le eme et le module projectif irdomposable
Pi=ekQ= Y kCCkQ
s(C)=i

qui est une somme mais pasagssairement une somme directe. Dans la suitecginsouvent? = 0 qui signifie
queRr € (p).

Dans cette thse, on ne consigle que les refsentations de dimension finie, i.e. les egantationd/ telles
qued o, dim V(i) < +oo.

Exemple 1.1.1Soit k£ un corps algbriguement clos de carécistique2. Prenons le group®, = Z/2 x Z/2.
L'algebre de group&V;, est isomorphe l'algebre @finie par le carquois avec relations suivant (voir par exemple
[5, chapter 4, section 4.3]), @D (1.A)! :

a?=0=paf = fa
Une repésentatiorl/ de ce carquois avec relations est donc un espace vedtgriede dimension finie) et deux
automorphismes ligairesV (o) etV (3) tels queV (a)? = 0 = V(B)? etV(a) o V(8) = V(a) o V().

Exemple 1.1.2 Soit & un corps algbriqguement clos de carécistique2. Soit A4 le groupe altera d’ordre12.
L'algebre de groupé A, est isomorphea I'algebre @&finie par le carquois avec relations suivant([15, V2.4.1

COROLLARY]), not D(3K)% 11
1
Q10g = a3 = i3] — 0
a1 as B1B3 = B3f2 = P21 =0
3 3 a1 = Bzaz
! 3 Bron = a2
B2 azf3 = Bz
2’ = e 3

Qa2

1.2 Algebres bigrielles speciales

Définition 1.2.1 Un carquois avec relatior(g), p) est dit bigriel sgecial s'il satisfait les propéites suivantes:
SB1 Chaque sommet est la source d'au plus degothits et est le but d’au plus deusdhes.

SB2 Etant doni une fecheo, il existe au plus unedches telle quet(a) = s(3) et queas ne soit pas dan&)
et au plus une &éichey telle quet(y) = s(«) et queya ne soit pas dan&).

SB3 Tout chemin de longueur infinie contient un sous-chemin fini apparténant

Soit A une algbre. On appellel unealgébre bigrielle sgecialesi elle esgéquivalente au sens de Moréd'algébre
définie par un carquois avec relatiof€g, p) qui est bigriel sgecial.

Pour une algbre bigrielle sgeciale A, le carquois avec relatior{§), p) est cfinie de fagon unique. L'a&pre
kQ/{p) est son algbre basique([20] ou [5, Chapiter 4, Section 4.1]) et on dit @Qep) est le carquois avec
relations assoéia I'algébre A.
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Dans la suitep™ désigne I'ensemble des chemins le plus petit tel quediament dep est combinaison ligaire
de chemins contenus daps.
Comme dans [42, Section 2], oéfthit deux fonctionsr, e : Q1 — {—1, 1} telles que les conditions suivantes
soient \erifiees
(1) Si« etg sont deux ®ches diferentes avet{«) = t(3), alorse(a) = —e(0).
(2) Si« etg sontdeux fches diferentes aveg(a) = s(3), alorso(a) = —a(8).
(3) Sia etp sont deux Bches telles quga) = s(3) eta3 ¢ pt, alorse(a) = —a(3).
(4) Soiti un sommet tel gu’il y existe une unique&¢he entranter et une unique 8che sortantg. Alors si
af € pt, définissons: (o) = o (3).
Remarque 1.2.1Les deux applications et ¢ se definissent localement, i.e. leur valeurs en un sommet sont
indépendantes de celles en un autre sommet.

Pour cifinir la notion de corde, introduisons le carqu@isassoct a un carqois) = (Qo,@1). On pose
Q, = QoetQ, = Q,UQ;"' ol Q;* est 'ensemble desdthes inverses formelles ' aveca € Q;. Les deux
fonctionss ett s’étendent su€); ! par la cfinition s(a~!) = t(a) ett(a~1) = s(a) pour touta € Q;. On pose
par synétrie auss{a ')~ = . Désignong* := {C|C ouC~! € pt}.

Définition 1.2.2 SoientA une algbre bigrielle sggciale et @, p) son carquois avec relations.

(1) Pour chaque sommét € (o, on cEfinit deux cordes de longuelr 1(; ) et1; _;) avecs(l(; ) =
t(1(;,w)) = 4 pour toutu € {—1,1}. On posa’agalemenl&}l) = 1(,-1)-

(2) Une cordede longeurn > 1 est un chemin su@, disonsc;cs - - -c,, de telle sorte que les proptés
suivantes soientérifiees:

Stl t(c;) = s(cip) pourtoutl < i <n — 1.
St2 ¢; # ¢} pourtoutl <i<n—1.
St3 Pour tous etj tels quel <i < j <n,ciciy1---¢j € p+

L'entier n est par éfinition la longueur d&&' = cy¢z - - - ¢, NOEE|C| = n. Définissonss(C) = s(c¢;) et
t(C) =t(cp) tC =t et

L'ensemble des cordes tlengueur> 0 est noéeSt.

Exemple 1.2.2'algébreD(1.4)! dans Exemple 1.1.1 est une @lge bigrielle sggciale. Sur cette atpre,a3~!
est une corde, en revanche ne I'est pas, puisquas € p™. On illustre souvent une corde de longueuen
utilisant un graphed,, ;. On dessine un trait de nord-ou@ssud-est qui &signe une #8che directe et un trait de

0
nord-esta sud-ouest qui@signe une #che inverse. Par exemple3~! estillustée par \* /5 .
0

On peutétendre les deux fonctiomset e surSt comme suit:
(1) o(1(,u)) = uvete(l,,)) = —u pour toutu € {—1,1}.
(2) Pour une chea, o(a™!) = ¢(a) ete(a™) = o(a).

(3) SiC = cics -+ - ¢, €St Une corde de longuewr0, o(C) = o(c1) ete(C) = e(ep)-
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SoientC et D deux cordes de longueur strictement positives telleg U= s(D). Le produitC' D est cfinie
si leur concanationC D est encore une corde. Pour une cofdde longueur> 0, on c&finit 1(,¢y,,)C = C si
o(C) = upouru € {—1,1} etCly ) = C sie(C) = —u. Sinon, le produit d’'une corde arbitraire avec une
corde de longueur nulle n’est pasfihi.

Remarque 1.2.3Si C et D sont deux cordes (possiblement de longueur nulle) telle€qasoit une corde, alors
t(C) = s(D) ete(C) = —a(D).

Définition 1.2.3 On dit qu'une cord&” = ¢; - - - ¢, de longueur strictement positive est directe (resp. inverse) si
tous lesc; sont dang); (resp. tous lesg; dansQfl). On se sert souvent deetriture suivant€ = C1Cy - - - C,

ou les cordes”; sont directes ou inverses et telle que pout ¢ < s — 1, C; est directe (resp. inverse) €5j 1

est inverse (resp. directe). Les sous-cordesont appedessegmentsle C'.

Définition 1.2.4 Une cordeC' est detype rubarsi toute puisance strictement positive@est cfinie et siC n’est
une puissance d’aucune sous-corde stricte. L'ensemble des cordes de type ruba@n®st not

Exemple 1.2.4Sur l'algebreD(1.4)* dans Exemple 1.1.1,3~! est une corde de type ruban.
On dispose de deux relationduivalencex~ surSt et ~,. surBd.
~ identifie une corda son inverse et

~, identifie une corde de type rub@h = cic; - - - ¢, & toutes ses rotationse; 1 - - - cpc1 -+ - ¢i—1 €t leur
inverses.

Deéfinition 1.2.5 Unealgébre de cord@st une algbre bigrielle siiciale telle que dans son carquois avec relations
(Q, p), toutélement dang soit un chemin.

Définition 1.2.6 Un carquois avec relations est dit courtois s'il esebiil sgicial et s'il \erifie en plus les condi-
tions suivantes:

G1 Lesélements dang sont des chemins de longuebr
G2 Pour chaque dichen, il existe au plus unedcheg telle queas € p et au plus une @ichey telle queya € p.

Une algbre esttourtoisesi elle estequivalente au sens de Moridal'algébre @finie par un carquois avec
relations qui est courois.

Lemme 1.2.5([42, Lemma 2.1]) Soifd une algbre courtoise. SI' et D sont deux cordes telles qug”) = s(D).
Alors
G1' CD estune corde ssi(D) = —e(C).

On se sert souvent d’uréeriture s@ciale pour un carquois avec relations qui est courtois.

Exemple 1.2.6
«
. e €
B

Dans cet exemple, les points verticaugauche reliant et a signifie quefa = 0, a8 = 0 est indiquee par
les points verticaug droite relianty et 3 et la ligne pointileea droite dans la boucle veut dire ggfe= 0.
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Exemple 1.2.7

Dans cet exemple, la seule relation @st= 0 (comparer avec I'exemple @edent).

1.3 Relations sur une algbre biserielle speciale
Soit A = kQ/I une algbre bigrielle sigciale.

Définition 1.3.1 Une relation de la formé&' = 0 avecC' un chemin de longueur 2 est dite unezéro-relation
une relation de la formaC — uD = 0 avecA, u € k*, etC, D deux chemins de longueur 2 est dite une
relation binomiale une relationd"_, A\;C; = 0 estminimale si pour toute partie strictd C {1,2,---,n},
2 jes NG #0

Notre objectif est de montrer la proposition suivante:

Proposition 1.3.1 Soit R = ZZ:1 A Cy, = 0 une relation minimalew pour toutl < u < n, A\, € k* etadiles
C, sont des chemins de longueur2. Alorsn = 1 ou2, i.e. R est une 2ro-relation ou une relation binomiale.

Cette proposition permet de choigiun ensemble foriade £ro-relations minimales et de relations binomiales
minimales tel qud = (p). On a besoin d'un lemme.

Lemme 1.3.2 Soienta, 8 € @ telles ques(a) = s(3). SoitE le cycle orieng (i.e. un chemin dont la source et
le but cancident et qui n'appartient pasl) de longueur minimale tel que sa preéme feche soitx et F' le cycle
oriené de longueur minimale tel que sa prene feche soifs (E et F' sont uniques s'ils existent §cea I'axiome
SB2 de [Efinition 1.2.1). Soity (resp.d) la dernire feche deF (resp. deF). Etant dong C un cycle orierié de
premere fecheq, alors

(i) Siya #0,C = E*® une puissance dg avecs € N*
(i) Siya=0etég #0,C = EF*° avecs € N*
(i) Siya=0eté3=0,C = EFE--- danslequeF et I apparaissent de facon altém

Déemonstration SoientE = a3 -+ a,, C = (1 B €tF =~ -y, aveca; = B = a, a, = 7,71 = B et
Y. = 0. Alors il existel < s < n,m tel que pour tout < i < s, a; = ;. Sis < n,m, alors posong := a, =

Bs, On anasy1 # 0 etnBsy1 # 0. Commea,, 1 # [si1, cela contredit 'axiome SB2 deéinition 1.2.1. On
obtients = n gracea la minimalié deE et doncC' = EC; pour un chemirC;. Supposons qug’; | > 0.

(1) Siva = a,oq # 0, commeyBui1 = BnfBus1 # 0, Bny1 = a. Alors en comparant; et E, on obtient
C = E?Cy. Si|Cs| > 0, alors la premére feche deCs est encorev. Une Ecurrence suiC| montre que
C = E* pour certain entier positi.

(2) Supposons quea = a,a; = 0. Alors commeyS,+1 = Gnfn+1 # 0, Bny1 = B. Laxiome SB2 assure
queC; = F'Cs. On distingue ensuite deux cas.

(2.1) Supposons qués = ~v,71 # 0. En utilisant la r@me néthode que celle de (1), on montre que
C:1 = F* et par congéquent qu&s’ = EF'*.
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(2.2) Supposons qués = v, 71 = 0. Si|Cy| > 0, alors comme B4 ut1 = Bntubnturt # 0, Bngut1 =
a. L'axiome SB2 assure qué, = EC5. Si|Cs| > 0, alorsfs,14+1 = 8 eton aCs = FCy. On
obtient par ecurrence qu€’ = EFE - - - dans lequeF et F apparaissent de facon altém

O

Preuve de Proposition 1.3.1Supposons que > 2 et queC,, # 0 pour toutl < u < n. on va montrer que c'est
une relation binomiale.

On peutecrireR = 37" \,Cy 4+ 31—, 11 AuCy 0OU lesC, avecl < u < m ont meme prengre feche et
ou lesC, avecm + 1 < v < n ont meme prengre feEche diferente de celle d€';. Gracea I'axiome SB2, pour
toutl < u < m et pourtoutn + 1 < v < n, C, etC, n'ont pas de Bches communes. On peut supposer que
|C1] < -+ < |Chp] et que|Cry1| < - -+ < |Cyl quittea reordonner les chemins en question.

Supposons quer > 2.0n va en éduire une contradiction.

Soienty (resp. ) la dernere feche deC; (respD;). Alors tous lesC,, avecl < u < m ont méme derrére
flechey et tous le<”,, avecm + 1 < u < n ont meme derrére feched. Comparong”; etCs. On aCsy = C1CY
avecC} un cycle orieré de sourcg = ¢(C1). Soita la premere feche de’, et soitE le cycle oriené de longueur
minimale de prengre fechea. On aC) = ECY. Sila dernére feche deF estd, alorsCy = Cy ECY et D, ont
méme feched. C’est une contradiction. On a moatdonc que la derare feche deF esty. D’apres le lemme
précedent, il existe des entiers positfs = 0 < s5 < --- < s,, tels queC, = C1E*+ pour toutl < u < m.
Constatons quéa = 0 et que pour touin + 1 < v < n, C, E = 0. Soits le plus petit entier positif tel que
C1E?® = 0. Notre hypotlese assure que> 0. Alors pour toutv > 2, C, E5~! = 0 et on obtient que

0=RE*!= Z)\uCuEs‘l + Z A\C,ES™ 1 =\ C E5 !

u=1 v=m-+1

Cela contredit la minimali des. C’est une contradiction. On a trogwune contradictioa la conditionm > 2 et
cela implique donen = 1. Similairement, — m = 1. La relation est bien une relation binomiale minimale.

O

Désormaisgtant dong une algbre birielle sgeciale A = £Q/(p), on suppose toujours quesoit compoé
de £ro-relations minimales et de relations binomiales minimal&lars tout chemin dang™ est soit une &ro-
relation soit un terme d’une relation binomiale minimale.

Lemme 1.3.3Soit C' un chemin tel qu&s € (p™) — (p). Alors il existe une relation binomiale minimale de la
forme \C' — uD avec), u € k* et D un chemin de longueus 2.

Démonstration C’estévident gacea la convention quge soit compog de 2ro-relations minimales et de relations
binomiales minimales.

1.4 Modules indecomposables sur une afgpre biserielle speciale

Dans cette section, fixons une elge bigrielle sggcialeA = kQ/(p). On va ccrire les modules irtompo-
sables surd. Pour les @monstrations techniques, on renvoie le lec&(89] [11, Section 3] ou [5, chapter 4,
section 4.11] .

Soit d’abordA une algbre de corde. On vaédrire les modules irfetomposables de type corde et de type
ruban qui forment une liste congik des classes d’'isomorphismes des modulécomposbales sur une alye
de corde.
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(1) SoitC = 1(;,,) aveci € Qo,u € {—1,1} une corde de longueur nulle. Alors ogfahit M (C) = S;, le
module simple correspondant au sommet

(2) SoitC = ¢ycz - - - ¢, Une corde de longueuwr > 1. SoitQ¢ le carquois de graphe sous-jacent, :

C1 Cc2 C3 Cn—1 Cn
€o el €2 €n—1

€n

ou lesey, - - - , e, sont des sommets (norécessairement défents) dans), tels quee;_1 = s(c;),e; =

t(c;) pour toute fechec; € QUQ; * avecl < s < n etal le trait marqeé parc; est une fche directe (resp.
inverse) ssi; I'est. Le moduleM (C) a pour espace sous-jacent I'espace vectoriel de base les sonements
avecO < i < n et I'action est donée par posetses_; = e Si ¢, est directe, et;le; = e, 1, Sic, est
inverse et nul sinon. On voit clairemehf(C) ~ M (C~1).

Exemple 1.4.1Soit k£ un corps al@briguement clos de caéaisque2. Regardons le carquois avec relation
(Q, p) suivant (comaprere avec celui dans Exemple 1.1.1):

(O
« . Ié]
?=0=0%af=0=pa

On voit facilement que c’est une &lgre de corde. Prenons une corde, par exenfples o5 ta. En
utilisant la notation introduite dans Exemple 1.2.2; est de la forme

€o €1
« @
€1 €3
ol lese; sont tous le seul sommet La repésentationV/ (C) est I'espace vectorieb?_, ke; avecke; = k
pour tout) < i < 3 et I'action est donae par

aleg) = er,aler) = 0,a(es) = e3,ales) =0

et
Bleo) = 0,8(e1) = 0,(e2) = e1,B(e3) =0

Dans la pratique, par abus de notation, on illustre souvent aussi ce module par
0 0
B
0 0

(3) SiC = cic9 -+ - ¢, Une corde de type ruban. QuitieemplacelC par son inverse ou une de ses rotations,
on peut supposer qug soit une feche inverse. Sol¢ le carquois de graphe sous-jacent:

€0
5N
€n—1 €1

Cc2

€2

Ja

763
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Comme ci-dessus,_1 = s(cs), es = t(cs) et 'aréte margée parc; esta droite sic; est directea gauche
sinon. SoitV, ) ou V est un espace vectoriel @1 ¢ : V — V est une application ligaire indcomposable.
On désigne patM (C,V, ) le module qui associa un sommet € Q, I'espaced. _;V; avecV, = V et
I'action est donie par éfinir

Q) ¢s: V,_1 — V, estlidentig, sil < s <n — 1 et sic, est directe,
(2) c;':V, — V,_; estlidentig, sil < s <n — 1 etsic, estinverse,
3) cfll Vo =Vo — V,_1 esty

Exemple 1.4.2Prenons encore l'atibreA dans Exemple 1.4.1. On a vu q@e= a3~ ! est une corde de
type ruban. Le carquoi@ est de la forme

[e3
_

_

B

€0 €1

Soit (V, ) ou V est un espace vectoriel el @ : V — V est une application liaire indecomposable.
Alors le moduleM (C, V, ¢) est I'espace vectoriély & V; avecl, = V = V; tel quea y agisse comme

0 Id 0 ¢
{O 0 }etﬂcomme[o 0

Remarque 1.4.3Si le corps de bask est al@briquement clostant doné (n, \) avecn € N* et A € k*,
on écrit souventM (C,n, \) au lieu deM (C,V, ) avecV = k™ et = J,()\) ou J,(A) est le bloc de
Jordan.

Théoreme 1.4.4([11, page 161, Theorem])

Les modulesV/(C) pourC € §/ ~ etlesM (C,n, \) pourC € B/ ~, etavecn € N* et A € k* forment une
liste compéte des classes d'isomorphismes des modulé&omdpo-sables sur une alye de cordd définie sur
un corps algbriqguement clos.

Pour l'algebre bigrielle sgecialeA, soit.J I'ensemble des sommetsel queP; le module projectif indcompo-
sable correspondant au sommesst injectif et non-&riel, i.e. il existe au moins deux suites de composition pour
P;. NotonsI = €, ; Soc(P;) qui est un i@al bilaéral deA. L'algébre quotientd = A/I est alors une afgre
de corde. Sion note irffl) 'ensemble des classes d’'isomorphismes des modulésamdposables sur une alge
', alors indA) = ind(A) U {P;,i € J}. Voir [15, 11.1.3] pour les @étails.

Définition 1.4.1 Dans un carquois avec relatiofi@, p), on dit qu’'un chemirC' ¢ (rho) est maximale droite
(resp.a gauche) s'il n'existe pas dexihes € @, telle queC s ¢ (p) (respBC & (p)) .

Si (@, p) est un carquois avec relations qui esébislle sggciale, une corde directé est maximalé droite
(resp.a gauche) s'il n’existe pas de&tihe3 € Q; telle queC3 & (p*)(respBC ¢ (p™)). Une corde inversé€' est
maximalea droite (respa gauche) s'il n’existe pas dedtihes € Q; telle queC 3~ & (p*)(resp8=1C & (p™)).

Constatons que dans une relation binomiale minimale- pD (voir Définition 1.3.1), les chemin§' et D sont
tous maximawa droite. Soit € QQy. Onétudie les formes possibles du module projectificmmposablé;.

Cas 1 Supposons qu'il existe une seuledhe de source Il existe un unique chemin directe maximalelrdte,
note C, gracea I'axiome SB3 de Definition 1.2.1. On montre glieest une corde. En effet, 6l n’était pas
une corde, alor€ € (p*) — (p), d’apres Lemme 1.3.3, il existe une relation binomiale minimele— p.D
avec\, u € k* et D un chemin de longueur 2. Or, en ce moment, comme cette relation est minimale,
C et D ont de prenires feches diferentes et il existe donc deuxdhes diferentes de source C'est
une contradiction. On a moitmqueC est une corde et donc que est une corde maximake droite et



Modules indécomposables sur une algébre bisérielle spéciale 10

aussi un chemin maximal droite. SoitC' = « - - - «,,. Alors tout chemin de sourceet qui n'appartient
pasa (p) est de la formev; ---a; avec0 < s < n. Alors on en @duit queM (C) = > kes =
Yemokleoon -+ as) = 30 p)—; kD = P;, ol {e;} estla base d&/(C) construite dans Section 1.4. Ce
cas est illust par le graphe suivant:

%
[ ]

Ce moduleP; est ditun module inécomposable projectif urésiel et C' est le chemin maximal d&;.

Cas 2 S'il existe deux feches de source alors il existe deux chemins directes maximaegroiteC' et D de
sourcei. Gracea I'axiome SB2( et D n'ont pas de fiches communes.

Cas 2.1Sit(C) # (D), alorsP; = M(C~1D). En effet, on peut montrer que les deux chentihet D sont
des cordes et donc qu& ! D est une corde. Car sinon, alatsD € (p™) — (p) et il existe donc une
relation binomiale minimale de la formeC' — uC”’ avec), u € k* etC, C’ deux chemins diffrents.
C’est impossible, puisque les deux chemins maximawkoite C’ et D ont méme premére féche
et different buts et cela contredit SB2. Soiéht= oy ---«, etD = (3 ---f,,, alors tout chemin
de source et qui n'appartient paa (p) est de la formey; - - - a5 avecO0 < s < noupf; ---(; avec
0 <t < m. Celamontre qué’; = M (C~'D). Ce cas peudtre illusté par le graphe suivant:

N\

Dans ce cag, et D sont des cordes maximalaslroite et aussi des chemins maxin@atioite. Comme
P; n'est pas injectif, on dit qué’; estun module indcomposable projectif non injectif noa+eel et
qgueC et D sont les chemins maximaux d&.

Cas 2.2Sit(C) = t(D), alors il existe\, . € k* tel queAC — uC’ € p* — p. En effet, d’apes Lemme 1.3.3,
C fait partie d’'une relation binomiale minmal — . C’, alorsC’ = D, puisqu’ils ont n&éme prenére
fleche et sont tous maximaaxdroite. Dans ca ca§; et D ne sont pas des cordesigf = kD. On
peut visualiser le module iddomposable projecti®; comme suit:

Dans ce casP; est aussi injectif. On dit qu®&; estun module inécomposable projectif-injectif non-
sériel et queCijjet D sont les chemins maximaux d&. Constatons que bien qu& ne soit pas un
module de type corde, R&let P, /SocP; le sont. En effet, sU' = ajan - - - o, €D = By - - - By, @lOrs
RadP;, = M((OéQ s an)(ﬁg v ﬂm)il) eth/SOle = M((a1 oo an_l)*l(ﬂl e ﬁm,—l))- Dans ce
cas,C et D sont des chemins maximauaxdroite et les cordes; - - - a,,_1 €t 81 - - - B—1 SONt des
cordes maximalea droite et les cordes; - - - «, €tfs - - - 3, sont des cordes maximalagjauche.
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Remarque 1.4.5Soit A une algbre bigrielle sggciale syngtrique. Alors le but et la source de tout chemin max-
imal C' d’un module in@écomposable project® sont le neme sommet, car SGB) = P/Rad P) ([5, Theorem
1.6.3)).

Définition 1.4.2 Soit A une algbre bigrielle sgciale auto-injective. L'auto-injectivétimplique que dans les
discussions ci-dessus, le cas 2.1 est impossible.(5eitC,Cs - - - C,, avec les segments; pourl < i < n. On
va cefinir le premier syzygy d€’, qui sera ndte, par abus de notation,

Q(C)=D=DyDy DDy
ou D, avecO < i < n + 1 sont les segments de ou de longueur nulle.
Cas 1 ( estinverse ef’,, est directe Alors on posgDy| = 0 = |D,,+1| et on demande les conditions suivantes:

(i) C;'aD; etC2D; " sont les chemins maximaux d& ¢, ol « est une certainedthe.
i) Pourtouti € Ztelque3 < 2i —1 < n —3,C;.5,Ds;_1 €tCy D5 sont les chemins maximaux de
2i—1 21
PS(sz)'
(iii) C;_lan_l etC, 3D, ! sontles chemins maximaux d&c,) ou 3 est une certainedthe.

Cas 2 ( est directe eC,, est directeOn pose alor$C,, 1| = 0 et on demande les conditions suivantes:

(i) Si Py, estunigriel,alors|Do| =0 etC; D' estle chemin maximal dB(cy)-
(i) Si Py(c,) est non-6riel, aDy et OlDl_1 sont les chemins maximaux d&c,)ou « est une certaine
fleche.
(i) Pourtouti € Z tel que2 < 2i < n — 3, C3;' Da; €t Cy;41 D5, sont les chemins maximaux de
Py(coiin):
(iii) C;_lan,l etC, 3D, ! sontles chemins maximaux @&, ou 3 est une certainedthe.

Cas 3 est inverse eC,, est inverse. Alor€—t = C; 1. C’l_1 vérifie les conditions du cas 2 et ogfahit
QC) = (1))~

Cas 4 (' est directe e, est inverse. On demande les conditions suivantes:

(i) SiPyc,) estunigriel, alors|Dy| = 0 etC; D * estle chemin maximal d&;c,).

(i) Si Py(c,) est non-griel, aDy et ClDfl sont les chemins maximaux d&c,) ol « est une certaine
fleche.

(i) Pourtouti € Z tel que2 < 2i — 1 < n — 2, Cy;' Da; €t Cy;41 D54, sont les chemins maximaux de
PS(021+1)'

(iii) Si Py, estunigriel, alors|D,, ;1| =0 etC; 1D, estle chemin maximal dBc,)-

(i) SiPy,) estnon-riel, 3D, |,

fleche.

etC, ! D,, sontles chemins maximaux @&(c, ) ou 3 estune certaine

Proposition 1.4.6 SoitC = C, - - - C,, une corde sud qui est une algbre bigrielle sgciale auto-injective. Alors
Q(M(C)) = M(Q(C)) ou 2(C) est cefinie dans Bfinition 1.4.2.

Démonstration Les modules projectifs ifstomposables posdent deux types, qui correspondent respectivement
aux cas 1 et cas 2.2 dans la description des modules projectfsanmbo-sables doae au ébut de cette section,
puisqueA est auto-injective. Le cas 2.1 est impossible en ce moment.
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L'assertion @coule de la construction d&C'. Soit
C=-Cj 10011050
avecC) directe. On visualizé//(C) sous une base; } comme suit:

€ij1 €ijta
~ ~ ~ ~
61;].7171 eij71+1 eij+171 ei]‘+1+1
€ij_o+1 €i;—1 €i;+1 €ijia—1
N - ~ e ~ ~
Cij_» €1, €ijyo

ole;, ,,e;, 41, ,€i,—1,e;; correspond au segmefit. L'enveloppe projective dé/(C) est de la forme
P =& Pyc,) ® Pyoy0) @

ou les modules projectifs itomposable®, ¢, et Pyc,, ) sont de la forme

61].71
-~ ~
€i;_1—1 €ij_1+1
€ij_o+1 €i;—1
— ~
=~/ _ 1 ~/ /
ij—2 = Jij—2 €, = fZ;
~ ~
fij—2+1 fijfl
fij—l*l fi]’—l*‘rl
~ -
fij_
et
i1
- ~N
Cijp1-1 Cijpatl
€ij+1 €ijra—1
~ ~
~I " =~/ _ /
i, = Ji; Cijpa = fij+2
~ —
fijJrl fij+271
fi]’+171 fij+1+1
~N -
fij+1

L'application surjectiveP® — M (C) envoie respectivement

7 ~ ~ ~ ~ ~ ’
eij,gﬂ Cij_ot1y " 5€i;_1—1,64;_1,€i; 141, ,€i;—1, eij

en
eijfza eij,2+17 e 761']',1—17 eij,1 ) eij,1+17 e aeij—la eij
et envoie respectivement

~11 ~ ~ ~ ~ ~ ~/
eij ) eij+17 T eij+171; eij+17 eij+1+17 T eij+2717 eij+2
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en
Ty TCiH1 5 T =1 "€ TC L s T =1y T 6y
Le noyau deP — M (C) est de la forme
o @kfi 1B Bkfi, 1 Okfi, @ fi, 1D Bkfi, 1 ®k(f] + ) Okfiy1 @ BEkfi 1@

1j—2
kfij+1 D fij+1+1 O---D kﬁfijJrzfl D---
Alors on visualis€) M (C') comme suit:

. &+
N ~ ~ e
fij_at1 Jij—1 fij+1 fijra—1
fijoim1 fijoa41 fijri—1 fijirt1

~ ~ ~ -
Jija fijin

Cette pésentation donne I'isomorphisrigl/ (C') = M (QC).

1.5 Morphismes Explicites

Suivant Crawley-Boevey ([12]), on veedrire les morphismes entre deux modules de type corde. On utilise les
notations de Jan Saber ([42, Section 3]).

Définition 1.5.1 Soit C' une corde. Noton®(C) = {(D,E,F)|D,E,F € St,DEF = C}. Un éléement
(D, E,F) € P(C) est une donee dequotient explicitesi les deux conditions suivantes soBtiiée:

(1) ID|=00uD = dyd,---d, avecd,, € Q7"

(2) |[F|=00UF = f1fy--- fr, avecf; € Q1.

Constatons qu’une doée de quotient explicite donne un morphisme surjectif canonldy€) — M (E). La
corde E avec ce morphisme surjectif est dit un quotient expliciteCle Lensemble des dores de quotient
explicite deC est noé faqC).

Un élément(D, E, F) € P(C) est une donge desous-corde explicitai les deux conditions suivantes sont
satisfaites,

(1) |ID|=00uD = dyds - - -d, avecd,, € Q1
(2) |F|=00uF = fifs-- fm avecf; € Q7.
Evidemment, si I'on dispose d’'une dammnde sous-corde explicite, on a un morphisme injectif canonique
M(E) — M(C).

La sous-corde avec ce morphisme injectif canonique est dite une sous-corde explicte d&ensemble des
donrees de sous-corde explicite @eest noé sulfC').

Si C1, Cy sont deux cordes, une paif€D1, E1, F1), (D2, Eq, F»)) € fac(Cy) x subl(Cy) est admissible (de
CiaCy)siE; ~ Ey ie. By = E;oulE; = E;l. L'ensemble degpaires admissibleslie C; a Cs est
note A(Ci,Cs). Poura = ((D1, E1, F1), (D2, Eq, F»)) € A(Cy,C3) , on cEfinit un morphisme canonique
fa : M(C1) — M(C5), appeé morphisme explicitecommeétant le compads
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qui peutétre visualig par

Eq - -

SN _ T = e

1%

Dans ce morphismey; ou E; est appeie lecceurde ce morphisme explicite.

Théoreme 1.5.1([12, page 261, Theorem]) Soiefit etC, deux cordes. Les morphismgspoura € A(Cy, Cs)
forment une base de Han(M (C4 ), M (C2)) en tant qu’espace vectoriel.

L'ensemble des morphismes explicites est stable par composition.

Lemme 1.5.2 Soientf, : M(Cy) — M(Cs) et f, : M(Cy) — M (C5) deux morphismes explicites. Alors le
compog f;, o f, estégalement un morphisme explicte ou le morphisme nul.

Définition 1.5.2 Soita = ((D1, E1, F1), (D2, Eo, F3)) € A(C1,Cs) . On dit quea (ou f,) est orienke si
E, = FE5. Le morphismef, estunilatéral a gauche(resp. a droite) s'il est orierét et|D,| = | D3| = 0 (resp.
|F1| = |F3| = 0). Le morphismef, est unilaéral s’il est unilagérala gauche oa droite. Il esfaiblement unilaéral
siaou((Dy, Ey, Fy), (Fy ' By, Dy 1)) est unilagral. Lesa et f, sontbilatérauxs'ils ne sont pas faiblement
unilateraux.

Soita = ((Dy, E1, F1), (D2, E2, F3)) € A(C1,Cs) . Sia est orieng, on @finita(l) = a = a(r). Sia nest
pas oriente, c&finissons
a(l) = (F ', E{ ", D1), (D2, Bz, F»)))

et
a(r) = (D1, Ex, F), (Fy L Ey Y Dy ).
Evidemment
a(l) est unilaéral < « est faiblement unil&ral < a(r) est unilaéral.

Le lemme suivant &crit le comportement de composition de morphismes explicites faiblemeniéuauat

Lemme 1.5.3 Soientf, : M(C1) — M(Cs) et f, : M(Cs) — M(C3) deux morphismes explicites faiblement
unilateraux tel qu'aucun des deux ne soit un isomorphisme aygc= ((D,, E1, F1), (D}, Ey1, F3)) etb(r) =
((Dy, By, Fy), (D3, Es, F3)).

(i) Si faq) €t fu(r) sont unilaérauxa gauche (respa droite), alorsfy(,) o fo«) est unilaérala gauche (resga
droite) etf, o f, est donc faiblement unilatal.

(ii) On suppose quéCs| > 0. Si f,() est unilaérala gauche et sf,, est unilaérala droite, i.e.|D;| =
|Dy| = 0 et|Fy| = [Fs5| = 0, alorsfy,y o f,(;) est faiblement unil&ral ssi

Cl = E1,03 = Eg,Cg = E1E2 et|E1 ﬂE2| =0
Ce cas exceptionnel pegétre illusté comme suit:

Ey B,

S faw s Jo(r) /
Ey / Ey S
Cl = E1 CQ = ElEQ Cg = E2
ou fuqy (resp. fi(r)) est l'injectionévidente (resp. la surjectigdvidente) et a le point noir est&; N E; qui
correspond au modules simpe
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Démonstration La premere assertion est triviale. Pour la dezmie assertion, on distingue des cas suiyant
et |E2|

(1) Si|Ey| = 0= |Ey|, alorsEy N Ey = ¢, puisqueCs = E1Co Es et|Ch| > 0 et doncfyiy o foqy = 0.

(2) Si|E,| > 0et|Ey| =0, alorsEy N Ey # ¢ <= E; = Cy. Dans ce cagFy| > 0, car sinonCy = Ey, f,q)
serait un isomorphisme. On peut visualiser la situation par le graphe suivant:

FEy Eo
3 Ja@) E, By Jo(n) Fy
Wi
& Cs C3

ou E est le point noir. Le comp@sfy(,y o fo(;) €st donc un morphisme bikal, puisquel; | = [Ca| > 0
et|F1| > 0.

(3) On utilise un argument similiare que celui dans (2) pour le celd| = 0 et|Es| > 0.
(4) Supposons maintenafit | > 0, |E2| > 0 et|E; N Es| > 0.

(i) SiE) C E», alorskE, = Cs ety N Ey = Ey. On a alors comme dans (2) gues| > 0, puisquefy
n'est pas un isomorphisme. $j. o f,) est faiblement unil&ral et commer;| > 0, on devrait
avoit | D3| = 0. C’est une contradiction. Le morphisnfg, o f,(;) est donc bilaral.

(i) Le méme argument s’applique au cBs C F.

(i) Supposons qu&, ¢ Es et queE; ¢ E;. Alors si|Ey N Es| > 0, fu) © faq) est bilaéral, puisque
|E1 — (E1NEy)| > 0et|Ey — (E1 N EL)| > 0. Si|E; N Ey| =0, onaalors qué's = E7 E>, comme

illustré:
C, — f
Ey FEo
On obtient facilement quéy,,y o f,;) est unilaéral ssi|F1| = |D3| = 0. Mais dans ce cas, on a

forcementC; = E; etC3 = E,. On est bien dans le cas exceptionnel.

O

Remarque 1.5.4Dans le cas exceptionel du lemme 1.5.3,0na
Extl (M(Cs), M(Cy)) # 0,
puisqu’on dispose d’'une suite exacte courte non s&nd

(fary,9)"
-5

0 — M(Ch) M(C) @ 5 8 ar(cy) — 0

ou S est le module simple correspondanE; N E5 et a les morphismed/ (Ch) 9 Sets s M(Cs) sont
respectivement le morphisme surje@ifident et le morphisme inject#vident.
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On vaétudier les sous-cordes explicites et les quotients explicites d’'une corde.

SoitC = C,Cqy1---Cp aveca,b € Z eta < b telle queC; est directe (resp. inverse) s8j,; est inverse
(resp. directe) pour tout < ¢ < b — 1, i.e. lesC; sont les segments d&. Soita < s < t < b. On cefinit
Cls,y = Csq1---Cy. Onnote aussty, ;) = Cs N Cyyq. Pour le module simplé = M(CY, 5), On notes sa
position dang”, notes = Pog:(.5) et pour une cord& C C, tel que|E| > 0, on note Pas(E).

Proposition 1.5.5 Une sous-cord® C C' est une sous-corde explicite €3iest parmi les sous-cordes suivantes:

(1) une sous-corde de la forn@®,C,;; -+ C;—1Cy aveca < s < t < betC, C Cy,C; C C telle que
|Cs| > 0 < |Cy] et verifiant
() siC; estdirecte, alor€’, # (s, sauf sis = a.
(i) siC, estinverse, alor§’, = C,
(iii) siC, est directe, alor€, = C;
(iv) siC, estinverse, alor€); % Cy, sauf sit = b.
(2) une sous-cordé’, c C, poura < s < btelle que
(i) si C, est directe, alore’, = C;C‘S pour une autre sous-corde, dont la longueur est strictement
positive sis # a
(i) si C, estinverse, alorg’, = C‘SC; pour une autre sous-corde, dont la longueur est strictement
positive sis # b

Déemonstration La suffisance estvidente.

Pour la recessi, Supposons d’abord qU®| > 0. SoitC le premier segment tel qué€’s N D| > 0 et soit
C; le dernier segment d€' tel que|C; N D| > 0. Posons, = C,NDetC, = C,ND. Sis < t, alors
D = C‘SCsH ...C, et on est dans le cas 1. Commé&(D) s'injecte dansM (C), il est facile de rifier les
conditions (i)-(iv). Sis = ¢, alorsD = C, et les deux conditions du cas 2 sont faciéesérifier. Supposons
maintenant quéD| = 0. Alors il existes tel queD = C; N Cs41 et en plusCy est directe eC;, est inverse.
Cs = C,D vérifie la condtion (i) du cas 2.

Dualement, les quotients explicites admettent une description:
Proposition 1.5.6 tout quotient explicite est parmi

(1) une sous-cord€,C,, 1 ---C;,_1C; aveca < s < t < btelle que|C,| > 0 < |C,| et verifiant
(i) siC, estdirecte, alor§, = C,
(ii) siC; estinverse, aloré’, # Cy saufsis =a
(iii) siC, estdirecte, alor€, # C, sauf sit = b
(iv) siC, estinverse, alor€, = C;

(2) une sous-cord€, C C, poura < s < btelle que

(i) SiC; est directe, alorg’
positive sis # b

C.C’, pour une autre sous-cord#, dont la longueur est strictement

(i) Si Cs est directe, alore’; = C;C‘S pour une autre sous-corde, dont la longueur est strictement
positive sis # a
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Définition 1.5.3 Soit f : M(C) — P un morphisme d'un module de type cordé(C) vers P un module
indécomposable projectif-injectif norésel . Le morphismef est aussi dit un morphisme explicite, iest le
compog d’'un morphisme explicte d&/ (C') a Rad P) avec I'inclusion canonique Ra8) — P.

Soitg : P — M(D) un morphisme d’'un module i@omposable projectif-injectif noresel P vers un
module de type cordd/ (D). Le morphismey est aussi dit un morphisme explicite, sest le compos de la
surjection canoniqu®& — P/Sod P) avec un morphisme explicte d&/Soq P) a M (D).

Remarque 1.5.7 Soit A une algbre bigrielle sgeciale auto-injective. Tdéporeme 1.5.1 peut setgéraliser. Sion
a un morphism¢ : M (C) — P avecP un module inécomposable projectif-injectif norésel, alorsf factorise
par radP), car sinonf serait surjectif et dond serait un facteur directe d&/(C), ce qui est absurde. On
obtient donc qug’ est somme de morphismes explicitéxdts dans Efinition 1.5.3. Il en est de &me pour un
morphismey : P — M (D).

1.6 Carquois d’Auslander-Reiten d’'une algbre biserielle speciale

Dans cette section, Oresume desésultats connus sur le carquois d’Auslander-Reiten d’'unebadgbi&rielle
speciale.

1.6.1 Rappels sur la tieorie d’Auslander-Reiten

On rappelle dans cette sous-section des rudiements dedadtd’Auslander-Reiten, pour legils, on renvoie
le lecteura [5, chapter 4] and [4]. Fixons un corps @ltgiquement clog et A une algbre de dimension finie sur
k.

Définition 1.6.1 Un morphismef : M — N de A-modules est dit projectif s'il se factorise par un module
projectif.

Pour une algbreA , onécrit Amod pour la catgorie desA-modulesa gauche (de dimension finie stix. La
caiégorie stabledmodest la catgorie ayant les Bmes objets quamod et dont I'espace des morphismes dAm
module) vers un autreV, note Hom, (M, N), est par éfinition le quotient de Hom(M, V) par le sous-espace
desmorphismes projectif§.e. les morphismes factorisant par des modules projectifs).fSgitmorphisme dans
Amod , onécrit f son image dandmod

Remarque 1.6.1Si A est une algbre auto-injective, la cagorieAmodest une cagorie trianguéde de foncteur de
translation[1] = Q~* (voir [22, Chapter 2, Section 2]). Dans ce cas, on a les formules suivantegasisuvent
dans la suite:
Exty (M, N) = Hom, (QM, N) = Hom, (M,Q"'N)
Extl (Q"M,Q"N) = Ext} (M, N)
Hom, (2" M,Q"N) = Hom, (M, N)

guelques ce soient deukmodulesM et N et pour toutn € Z.
Définition 1.6.2 Etant don@& un morphisme dd-morphismef : M — N entre deux modules i@tomposables,

ce morphisme est dit iductible s’il n’est pas un epimorphisme sdmd un monomorphisme sciadkt pour toute
factorisationf = g o h, soitg est un epimorphisme sci@aoith est un monomorphisme sciad
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Définition 1.6.3 Une suite exacte courte — X — Y — Z — 0 est dite une suite d’Auslander-Reiten si elle
n'est pas scinge et si elle @rifie la condition suivante:

(AR) Pour tout morphisméX — X'’ qui n'est pas un monomorphisme said existe un morphismg’ : ¥ —

X' telqueh’ o f = h.

ou équivalentement,

(AR’) pour tout morphisme : X — X’ qui n’est pas un epimorphisme sc@dl existe un morphisme’ : 72’ —

Y tel queg o v’ = w.

Théoreme 1.6.2Soit A une algbre de diemnsion finie sur un corpsAlors
(i) Pour tout module inecomposable’ non projectif, il existe une suite d’Auslander-Reiten terminantfpar
(i) Pour tout module indcomposable’ non injectif, il existe une suite d’Auslander-Reiten commengantpar

Onécrit X = 77, appet le translat d’Auslander deZ. SimilairementZ = 7= X. L'opérationr (resp.7 !
est cefinie sur 'ensembles des moduleséedmposables non projectifs (resp. non injectifs).
Si A est une algbre syngtrique, il existe une description simple de

Lemme 1.6.3 Si A est synétrique, alors = Q2.

On a la formules &s importante dua Auslander et Reiten.

Théoreme 1.6.4 (La formule d’Auslander-Reiten) SoientM et N deux A-modules inécomposables. Alors
Exty (M, N) = DHom, (N, 7M)
ou D = Hom( , k) et au 7 est le transld d’Auslander-Reiten.

Le theoeme suivanétablit les liens entre la notion de morphismedtuctible et celle de suite d’Auslander-
Reiten.

Théoreme 1.6.5Etant dong une suite d’Auslander-Reitén— X ER y%z-o,

(i) Les morphismes i&ductibles commencant par sont de la formeX L.y’ ot Y’ est un facteur directe de
Y. disonsY =Y’ @ Y"” etau f = [f, f]* pour certainf”.

(i) Les morphismes i&ductibles finissant paf sont de la form&” £ Z ol Y est un facteur directe dg,
disonsY =Y’ ' @ Y" etalg = [¢', g"]* pour certairy”.

Pour les modules irstomposables projectif-injectifs, il existe des suites d’Auslander-Reiten canoniques.

Lemme 1.6.6 Soit P un module in@écomposable projectif-injectif. Alors il existe une suite d’Auslander-Reiten
de la forme suivante:
0 — RadP — RadP/SocP @ P — P/SocP — 0

Introduisons maintenant le carquois d’Auslander-Reiten qui joue un role important dans les@Eshile
classification dans la &orie des ref@sentations.

SoientX etY deuxA-modules ekcrivonsX = &X; etY = &Y avec tous les; etY; indécomposables.
Fixons de telles @&compositions ekcrivons tout morphismg : A/ — N de la forme de matricéf;;| ou f;; :
X; — Y;. Leradical de Hom (X, Y') est par éfinition 'espace

R(X,Y) ={f: X — Ylaucun deg; n'est pas un isomorphisrie
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SoitR*(X,Y) =", R(Z,Y)R(X, Z). Evidemment pouX etY indecomposables, un morphisrfie X — Y
estinéductible ssif € R(X,Y) etf ¢ R?(X,Y). Dans ce cas, le quotient (X, Y) = R(X,Y)/R?*(X,Y) est
I'espace des morphismeséductibles. Notons

a(X,Y) =dimglrr(X,Y)

Définition 1.6.4 (i) Le carquois d’Auslander-Reitefi(A) est le carquois dont les sommets sont les classes
d'isomorphismes$X] des modules inecomposables et dont le nombre defles déX] a[Y] esta(X,Y).

(i) Le carquois d’Auslander-Reiten stalilg(A) est le sous-carquois d& A) en supprimant tous les modules
77 5P et tous lesr®(I) pour touts € N ou P est incecomposable projectif etlo/ est indecomposable
injectif.

Le translag d’Auslander-Reitem établit un automorphisme de chague composanie, ()

En geréral, le carquoi$’s (A4) est union disjointe des composantes connexes. Il existecoretne de Christine
Reidtemann qui decrit la structure des composantes du carquois d’Auslander-Reiten stable.

Théoreme 1.6.7([38]) Soit@ une composante connexe Bg A). Alors il existe un arbre direct€ et un groupe
admissible d’automorphismé&s C AutZT tels que) = ZT'/11. La classe d'arbr& est uniqued isomorphismes
pres etll est uniquea conjugaisons dans AUl pres.

Dans cette thse, on va rencontrer des composantes de type suivantes:

QD T=A,=c ° ...00. Sill =1, alorsZ A, estla forme

\VAVAVANE
AVAVAV
\VAVAVAN
AVAVAV
\VAVAVAN
/NN
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Soitll = (7°) avecs € N — {0}. Alors ZT/II est dit uns-tube Un exemple d&-tube

@ T=7=0c0--

(3) La composant&A,,, peutétre visualige en identifiant le sommet en position m) pour tout(n, m) € Z?
au sommet en positiofn + p, m + ¢) dans une composante de typde.

Définition 1.6.5 Une composante de tyf#e4, ouZ A, /7" est appédequasi-€rielle. Les modules I'extremite
pos&dent laguasi-longueuf). Un module est de quasi-longueus'il apparat dans le terme interadiare dans une
suite d’Auslander-Reiten commencgant par les modules de quasi-longuelret s’il n’est pas de quasi-longueur
n—2.

1.6.2 Suites d’Auslander-Reiten

A partir de cette sous-section, on fideune algbre bigrielle sgciale. On introduit des notations due€hristof
Geiss([20, Section 3]).
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Définition 1.6.6 Soienti € Qo etu € {—1,1}. NotonsS; ,,) = {C € St|s(C) = i,0(C) = u}. On césigne par
U(i,u) 'unique corde directe de longueure maximale daps,), et parV(; ., 'unique corde inverse de longueur
maximale dansS; ).

(1) PourC € S(iy — (Vi }»

c) = { Ca 'Wis(a),—o(a)) » Si Ja € Qtelle queCa~! soit une corde
, 0UC = DBViyp),—e(p)) avecs € Qy

On c&finit par ecurrence’[n] = (Cn — 1])[1] pourn € N*.
(2) PourC € S(;,u) — {U(i,u) } €N posant
= ey A
On c&finit par ecurrence”|—n| = (C[—n + 1])[—1] pourn € N*
(3) PourC € Sgiuy — {Viz b
e = { U(;(la)7_g(a))ag , zi‘ Elaf Q_lltelle gueaC' soit une corde
, ouC = V(t(ﬁ)_’ie(m)ﬁD avecs € (;
On c&finit par €currencédn]Cn] = [1]([n — 1]C) pourn € N*.
(4) PourC € 8, u) — {U;,} en posant

10 = { V(;(lﬁ) 76(;5))5710 ., si 38 € Q telle queB—!C soit une corde

N — 771
D , ouC = U(s(a),fa(a))aD aveca € (1

On c&finit par ecurrencd—n|C = [—1]([—n + 1]C) pourn € N*,
Remarque 1.6.81l existe un morphisme iéductible canonique d&/ (C) a M (C[1]) qui se @finit comme suit:
(1) S'ilexistea € Q) telle queCa ! soit une corde, alors I'injection canonique
M(C) = M(Ca™'Us(a),—o(a)y) = M(C[1])
est iréductible;
(2) SiC = DBViyp),—e(p)) avecs € @1, alors la surjection canonique
M(C) = M(DBViy(8),~e(8))) = M (D) = M(C[1])
est iréductible.
On peut @finir similairement les morphismeséductibles canoniques
M([-1]C) — M(C), M(C)— M(C[1]) et M(C[-1]) — M(C).

Remarque 1.6.9La définition piecedente posslent un caraete local, i.e. sC = C; - - - C,, une corde avec les
C; étant ses segments, alors

(1) si[1]C, existe, alorg1]C = ([1]C1)Cs -+ - Cy,
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(2) si[-1]C existe, alorg—1]C = ([-1]C1)Cy -+ - Cy,

(3) siC,[1] existe, alorC[1] = Cy - - - Cp—1(Cy[1))

(3) siC,[—1] existe, alorC[—1] = Cy - - - Cr, -1 (Cr[-1])
Théeoreme 1.6.10([11, Page 172, Proposition])

Soit A une algbre bigrielle sgiciale. Alors
(1) Soit P un module projectif-injectif indcomposable. Alors

0 — RadP — P ® RadP/SocP — P/SocP — 0

est une suite d’Auslander-Reiten.
(2) Pour toui € @4, il existe une suite d’Auslander-Reiten
—1 -1 _
0= MV —etan) = MV —econ® Utst@),—o(a)) = MUs(a),~o(a)) = 0
(3) SipourC € St — {V(g_’u) 11 € Qo,u,v € {—1,1}}, le moduleM (C) n’est pas injectif, alors

0— M(C)— M([1]C) & M(C[1]) — M((1]C)[1]) = 0

est une suite d'Auslander-Reiten dans laquelle les morphismesé&famsalans Remarque 1.6.8.
(4) SoientC' une corde de type ruban,e N* et \ € k*. Alors il existe une suite d’Auslander-Reiten.

0— M(Cn,A)— MCn—-1,\)eMCn+1,\)— M(C,n,\)—0
ouM(C,0,)) :=0.

Lemme 1.6.11Soit A une algbre bigrielle sggciale syngtrique. SoitC' une corde telle qué’[1] soit cefinie.
Alors Q(C[1]) = (QC)[1].

Démonstration SoientC = Cy ---C,, etQ(C) = D = DoDy -+ DDy 1.

Cas 1 C,, est directe.Alors d'apres la construction d@C (Définition 1.4.2),|D,,.1| = 0. Soita € @, telle que
CraD; ! soit un chemin maximal d€; ¢, ).

Cas 1.1S'il existes € Q telle quet(3) = t(C,,) ete(B) = —e(C,), i.e. 8 est la feche de but(C,,) et qui est
différente de la derare fleche d€,,, d’apres DEfinition 1.6.6,

Cl] = Cy -+ Cuf™ Uts(p),~o(9))
et d'apes CEfinition 1.4.2, on voit bien que
Q(C1)) = Do - Dna™ ' Us(a),~a(a)) = DI = (AC))[1]
Cas 1.2S’iln’existe pas de@iched € @, telle quet(5) = ¢(Cy) ete(5) = —e(C,,), alors d’apés Definition 1.6.6,
Cly=0Cy---C,
sionécritC,, = C!y avecy € (Q; et on a aussi que
Q1] = Do+~ Dpa™  Us(ay,—o(a))-

En fait, |U(s(a),—o(a))| = 0, car sinon, il existerait unedthes de méme source que et le module
indecomposablé’,,) = P, serait non-ériel. C'esta-dire qu'il existe deux éches de but(v), ce
qui contredit notre hypottse. C’est une contradiction. On a méntionc que

Q(C)[1] = Do+ Dpa™! = D[1] = ((C))~".
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Cas2 C, estinverseSionécrit D,, = D, o aveca € Q1, alorsD,, 1 = Viy(a),—c(a))- EN C€ Moment,
Q0 =D = Do+ DyaVis(a), ()

et donc
D[1]=Dqy--- D).

Cas 2.1S'il existe € Q telle queC,,3~! soit encore une cordalors d’apés DEfinition 1.6.6,
Cl1] = Cr++- CuB™ Uis(s),-o(8)-
On va montrer qugC,, ' D;, est un chemin maximal dg,,, et donc que
Q(C[1]) = Dy -+ D}, = D[1] = (AC))[1].

En effet, comme,; ' D], « est un chemin maximal d&,,,), 8C,, ' D,,oe = 0, alors3C,; ' D}, contient
un chemin maximal dé, s, et il suffit de montrer qu&C;,; ' D}, & (p) . Notonsu = s(«a), i = s(3)
etj = t(v). La situation peuétre visualiée comme suit:

ND;,
u @
\j
LacordeC;, 1 D!, n'est pas le chemin maximal d&, terminant pat”,, 1 D/ , car sinon(,, ' D! o € (p),
ce qui est absurde. Le chemid@’; * D!, est contenu dans ce chemin maximal et d66¢ 1 D!, & (p).

Cas 2.2 S'il n’existe pas de #iche, disong, telle queC,, 3! soit encore une cordalorsC,, = Vit(7),—e(+)) S
onécriveC,,_1 = C;,_,v, D'apres la construction d@C, D, 11 = Vi4(a),—¢(a))- ON va montrer que
|D.,| = 0 etdonc queD,, = «. En effet, si|DJ,| > 0, écrivonsD!, = D!/ avecd € Q. Regardons la
cordeC;; 1§ C C,, D! a. Comme pour toutediche3 € Q; telle quet(3) = s(C,,), on a3C, 1§ = 0,
alorsC;, ' est un chemin maximal dg, s, et doncO = C,, ' D, 2 C,; 4, ce qui est absurde. On a
mont queD,, = «. Alors

(QC)1] = D[1] = Do+ Dy_y = (CI1])

1.6.3 Carquois d’Auslander-Reiten d’une algbre biserielle spéciale

On rappelle desésultats de Karin Erdmann et Andrej Skovvski ([18]) qui cecrivent les formes possibles des
composantes du carquois d’Auslander-Reiten stable pour uabralgi€rielle sgciale auto-injective.

Théeoreme 1.6.12([18, 2.1 Theorem]) Soih une algbre bigrielle speciale auto-injective. Alors pour le carquois
d’Auslander-Reiten stablg, A, les conditions suivantes somjuivalentes:

(i) T'yA aune composante de tyﬁeip’q

(i) T'sA estinfinie mais n’a pas de composantes de B/fge
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(iii) 1l existe des entiersn, p,q > 0 tels quel';A soit union disjointe den composantes de typﬁflpyq, m
composantes de ty[#®A.. /(P), m composantes de ty[#A . /(79) et une infinie de composante de tubes
homognes.

(iv) A estde croissance polynomiale.

Remarque 1.6.13D’apres [13], une algbre A est de type de repsentation docile si, pour toute dimensigril
existe un nombre fini del — k[X]—bimodules®);, avecl < i < ny qui sont de type fini et libre en tant que
K[X]—modulea droite et qui satisfont la condition suivante: toutes les classes d'isomorphismdsndedules
indecomposables de dimensidisauf un nombre fini sont de la fornig ®x7 k[X]/(X — ) pour certaim € k

et pour certainl < i < ny. Soitu4(d) le nombre minimal de bimoduled; satifaisant la condition ci-dessus.
L'algebreA est dite de croissance polynomiale s'il existec N tel quep 4 (d) < d™ pour toutd > 1.

Théoreme 1.6.14([18, 2.2 Theorem]
Soit A une algbre biserielle speciale auto-injective. Alors pour le carquois d’Auslander-Reiten Btalkes
conditions suivantes soafjuivalentes:

(i) T'sA aune composante de tyf@el°

(i) T'sA est union disjointe d’un nombre fini de composantes de Bpe, /(™) avecn > 1, une infinié de
1-tubes et une infift de composantes de tygel 2.

(i) A n’est pas de croissance polynomiale

1.6.4 Composantes de typ&A>;
Définition 1.6.7 Une composante du carquois d’Aulander-Reiten@gtiliere s’elle ne contient aucun projectif ni
injectif.

Dans une composante de typa >, les suites d’Auslander-Reiten sont de la forme (voiedibtme 1.6.10(1)
et (2))
0— M(C)— M([1]C)® M(C[1]) = M([1]C[1]) = 0

ou
0 — RadP — P @ RadP/SocP — P/SocP — 0

pour P un module projectif-injectif. On illustre souvent une composante stable deZge contenant une
cordeC' comme suit (en ajouta@ventuellement des modules projectifs ou injectifs si cette composante n’est pas
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reguliere):
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Remarque 1.6.15Une composante stable de typa > contnenant une cordg est éguliere ssi pour touts, t) €
72,
dim; M ([s]C) + dim M (C[t]) = dimp M (C) + dim M ([s]C[¢]

ou bienéquivalentement

~—

|[sIC + |C[E]| = [Cl + |[sICt]]
Définition 1.6.8 Soit@Q une composante de ty#eA. et soitC une corde dang. Alors on pose
diag(C) = {[n]C : n € Z}
qui est une diagonale passant paet les cordeg’[n] avecnZ forment une sous-diagonale passant@anote
sdiagC) = {C[n] : n € Z}.
En 1998, Christof Geiss a mogtte tteoeme suivant :

Théoreme 1.6.16[20, Section 4 Corollary] Soik une alg:bre de corde. Alors toute composargguliere de type
ZAZ contient un unique module de dimension minimale parmi tous les modules de cette composante..

Il a pu aussi donner un céite pour qu’une corde soit la corde minimale d’'une composante eegule typeZ A%S.

Proposition 1.6.17 ([20, Proposition 3]) Soienk une algbre de corde &f' une corde. Les conditions suivantes
sontéquivalentes:

(i) M (C) estle module de dimension minimale dans une composante&egde typeZ A

(i) Pour tousi, j € Z, C(Z,j) = [i]l(s(C),—a(C)) -C- 1(t(C),e(C))[j] est defini.

On cereralise le tkoeme de Geiss aux agres biérielles sgciales .
Proposition 1.6.18 Soit A une algbre bigrielle siciale. SoitQ) une composante de ty[#A% telle qu'aucun

module projectif et aucun module injectif ne soit contenu dams dansQ2Q. Alors Q contient un unique module
de dimension minimale. Cette corde est appebrde minimalele Q.
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Démonstration La condition assure qu@ est une composantéguliere de I'algbre de cordel correspondante
(voir la fin de Section 1.4) . Alors le @oeme de Geiss s’applique.

O

D’aprées cette proposition, I'ensemble des composa@tete typeZ A telle qu'aucun module projectif ni
aucun module injectif soit contenu da@sni dans2Q est en bijection avec I'ensemble des cordes minimales
modulo la relation dquivalence qui identifie une cordeson inverse.

1.7 Blocsa défaut diedral
On cite d’abord le fameux #o®eme suivant

Théoreme 1.7.1(Bondarenko-Drozd [7] ) Soiert® un groupe fini e& un corps infini de caraétistiquep. Soit
B un bloc dekG. Alors

(1) B estde type de repsentation fini ssi son groupe defdut est cyclique.

(2) B est de type de repsentation docile sgi = 2 et son groupe deé&laut est dédral, semi-cédral ou de
guaternion grérali.

(3) Dans tous les autres caB,est de type de repsentation sauvage.

Théoreme 1.7.2(R. Brauer [6]) Un bloca defaut dédral sur un corps aldpriquement clos de carécistique 2
admet au plus trois modules simplassomorphismes ps.

Dans [14], Karin Erdmann a introduit la classe deshlgs de type dédral comme uneégéralisation des
blocs des algbres de groupa cefaut dedral.

Deéfinition 1.7.1 [14, 2.1 Definition] SoitA une algbre. Elle est de type &lilral si
(1) A estde type de repsentation docile, syatrique et inécomposable.
(2) La matrice de Cartan dé est non-singuére.

(3) Le carquois d’Auslander-Reiten stalileA est compos des composantes suivantes: une irdide 1-tubes,
au plus deuxs-tubes, et tous les autres composantes non periodiques sont de classeZgthre

Dans [14], Karin Erdmann a clas&fies alg@bres de type édrala équivalences de Morita s et elle a dorre
une liste d’al@bres en terms de carquois avec relations. Pour sa classification, voir [14] ou [15]. @resset
a la classificatiora équivalences deraes pes duea Thorsten Holm ([23]). Onékignera paD®(A) la caggorie
dérivée des complexes bdrs deA-modules de dimension finie pour uneelgeA sur le corps de base

Pour une algbre possdant un unique module simpke,isomorphismes ps, la notion cBquivalence derie
s'indentifiea celle d’equivalence de Morita (voir par exemple [41, Corollary 2.13]). Donc ungbtéfaut dédral
d’un seul module simple sur un corps @lgiquement clos de carécistique 2 est Morit@&quivalentea kD pour
D le groupe de @faut dedral. Son carquois avec relations £5tl.4)? avecq = 2"~ 2.

0
! . 16

o’ =0=p%(ap)? = (Ba)?
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Pour les blocsa cefaut dedral possedant deux ou trois modules simples, la notiequivalence derige ne
s'indentifie plusa celle déquivalence de Morita. Plusguisment, Thorsten Holm a moaties tleoemes suiv-
ants:

Théoreme 1.7.3([23]) Soit k£ un corps alg briqguement clos de carécistique 2. Soitd un bloca défaut dédral
d’ordre 2™ avecn > 2 qui posséde deux modules simple&,isomorphisme @s. Alors il existes = 272
etc € {0,1} tel que la catgorie @rivee desA-modules soitquivalentea celle desD(2.4)*(c)-modules, @
D(2A)%(c) est I'algebre @finie par le carquois avec relations:

Y8 =0, a® = c(afy)®, (afy)® = (Bya)®

Remarque 1.7.4(1) Dans la liste des alpres du thoeme pecedent, les algbresD(2.4)%(1) avecs > 1 ne sont
des algbres biérielles sgciales que modulo le socle. |l est un perbke inéressant de distinguer les egories
dérivees deD(2.4)%(1) et deD(2.4)°(0). En effet, leur catgories @rivees ne sont pasquivalentes. Ce fait a
eté proue premerement par M. Kauer dans sae (voir [31] et [32]). Rcemment Thorsten Holm et Alexander
Zimmermann ont trou& une autre preuvelémentaire dans [25] en se servant désitk de Reynoldséagéraliss
qui sont des invariants de la égorie drivee pour les algbres syratriques @finies sur un corps adpriguement
clos de caraétristique strictement positive ([46]).

(2) Dans le tkoeme pecdent, la constante € {0,1} n'est pas connue. Il est un préohe ouvert de
déterminer st = 0 ouc = 1.

Théoréme 1.7.5([23]) Soit k& un corps algbriquement clos de carécistique 2. Soitd un bloca defaut dedral
d’'ordre2™ avecn > 2 qui pos&de,a isomorphismes ps, trois modules simples. Alors la egbrie &rivee des

A-modules esequivalentea celle desD(3K)%"-modules avea = ¢ = 1 etb = 2"~2, oll D(3K)%b< est
l'algebre @finie par le carquois avec relations.

1
a1 = asag = agaq =0
a; as (ﬁlﬁ% T ﬁ?ﬂ(gﬁ: 5)251 =0
a161)® = (Bsas)°
o (Br01)" = (s
B2 (a3f5)® = (Bac)®
2 e " e 3

(&%)

1.8 Carquois d’Auslander-Reiten des blo@ déefaut diédral

On s'interesse dans cette sectiardonner le carquois d’Auslander-Reiten deshlgsD(1.4)? avecq > 1,
D(2A)%(c) avecs > 1 etec € {0,1} et D(3K)1! avech > 1.

Lemme 1.8.1([18, 4.7 Corollary])

(i) LalgebreD(1.4)? avecq > 1 est de croissance polynomiale gsk 1.
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(i) LalgébreD(2.A)%(c) avecs > 1 etc € {0,1} est de croissance polynomiale ssk 1.
(i) LalgebreD(3K)" %! avech > 2 est de croissance polynomiale sk 1.

En combinant avec oreme 1.6.12, Thoeme 1.6.14, Lemme 1.8.1 e€bnition 1.7.1, on obtient

Proposition 1.8.2 ([15, 11 7.3 LEMMAY])
Le carquois d’Auslander-Reiten d&(1.4)? avecq = 1 est compos de

e une infini€e de 1-tubes

e une composante de tyf#d;,

Proposition 1.8.3 ([18, 4.7 Corollary])
Le carquois d’Auslander-Reiten stable B¢2.4)*(c) avecs = 1 etc € {0, 1} est compos de

e une infinié de 1-tubes
e un3-tube non egulier

e une composante de tyfed; s

Proposition 1.8.4 ([18, 4.8 Corollary] ou [15, 11.7.4 LEMMA])
Le carquois d’Auslander-Reiten stable B¢3/C) %! avech = 1 est compos de

e une infini€é de 1-tubes
e deux3-tubes eguliers

e une composante de tyfeds ;

Proposition 1.8.5 ([5, Chaptre 4, Section 4.17, Page 164] ou [15, 1.7.4 LEMMA])
Le carquois d’Auslander-Reiten d&(1.4)7 avecq > 2 est compos de

e une infinie de 1-tubes.

¢ une infinié de composante de ty@eA>2.

Proposition 1.8.6 ([18, 4.7 Corollary])
Le carquois d'Auslander-Reiten d&(2.4)°(c) avecs > 2 etc € {0, 1} est compos de

e une infini€e de 1-tubes.
e un 3-tube.

e une infini€é de composante de ty@ede.

Proposition 1.8.7 ([18, 4.7 Corollary])
Le carquois d’Auslander-Reiten de(3K)*!1 avech > 2 est compos de

e une infinie de 1-tubes.
e deux 3-tubes.

¢ une infinie de composante de ty@e1>.
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Dans Chapitre 3 et 4, on va calculer castement les composantes fdras des modules de type corde dans
les carquois d’Auslander-Reiten de cesehiliges. La rethode est la suivante:

On cherche d'abord les suites d’Auslander-Reiten de terme igtare inécomposable, car ce sont les
extremidites de tous les-tubes (s'ils existent) et eventuellement les entitts de certains 1-tubes. Ces suites
pos®dent une forme simple, i.e. pour chagufieq, il existe une suite d’Auslander-Reiten d@endans (2)
de Theoeme 1.6.10. Et puis on peut calculer d’autres composantes en utilisaoefte 1.6.10. Pour les
composantes de tyfieAZ2, on cetermine toutes les cordes minimales en utilisant Proposition 1.6.17.



Chapter 2

Theoreme de Jan Schoer et Alexander
Zimmermann

2.1 Enon& du theoreme principal

Dans ce chapitre, nousvisons la preuve (avec des modifications mineures)é&lugime de Jan Scber et Alexan-
der Zimmermann qui seé la base de nos travaux dans cetéesth

Définition 2.1.1 Un moduleM sur une algebrel est dit rigide, si Ex} (M, M) = 0.

Rappelons d'abord le &oeme principal:

Théeoreme 2.1.1([44, Theorem 1.1]) SoifA une algbre bigrielle sggciale etM un A-module rigide. Alors
End, (M) est une algbre courtoise.

Ce theoreme posde une corésjuence surprenante:
Corollaire 2.1.2 ([44, Corallary 1.2]) La classe des alyes courtoises est stable sousgsivalences &fivees.
Il existe une @réralisation facile du thoeme principal.

Proposition 2.1.3 Soit A une algbre auto-injective stablemeequivalentex une algbre bigrielle sgciale auto-
injective B, i.e. leur cakgories stables somguivalentes en tant que égories triang@es. Alors pour tout
A-module rigideM, End, (M) est une algbre courtoise.

Démonstration Soit le fonctuerF’ : Amod — Bmod qui établit I'equivalence. Alors commd et B sont auto-
injectives, Ext, (M, M) = Hom,(QM, M) = Hom, (M[-1], M), ou [1] = Q' est le foncteur de translation
dansAmod On en @duit que Ex§ (M, M) = 0 <= Exty(FM, FM) = 0.

O
Corollaire 2.1.4 SoientA et B deux algbres auto-injectives. Si leur égpries érivées sonéquivalentesF :
DP(A) = D*(B), alors unA-moduleM est rigide ss M est rigide et End(M) = End, (FM).

Démonstration D’apres un tieome de Jeremy Rickard([37]), ugguivalence entre les &afories érivees de
deux alg:bres auto-injective induit uréguivalence entre leur @&gories stables. Ce corollairédhit imnédiate-
ment de la proposition pradente.

O

Fixons dans ce chapitre une alge bigrielle sggcialeA = kQ/(p).

30
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2.2 Morphismes projectifs

On vaétudier en @tail le compoé de deux morphismes explicit¢s: M(C) — Petg: P — M(D) ou C et
D sont deux cordes etlioP est un module projectif ifecomposable. On suppose qu'aucun fles g n'est un
isomorphisme.

Consicerons d'abord le castoP est unigrielle de forme)M (R) pour R une corde. La situation peétre
illustrée par le graphe suivant:

R2 S
o LN Y\SJ’W
1
D

c P

C]_ Rl

Dans ce graphe, = C; R,Cs ou C est de longueur nulle ou termine par urecfie inverse etoC; est de
longueur nulle ou commence par unecthe directeD = D;,.5, D5 ou D, est de longueur nulle ou termine par une
fleche directe et D, est de longueur nulle ou commence par ugetfe inverse eP = M (RyRy) = M (S251)
avecRyR; = 535; et i Ry, Ry, S, 51 sont directes. Le morphismg est de coeuR; et g de coeurS,. Le
compog g o f est nul siR; N S, = ) et est le morphisme explicite de codéy N S, si Ry NSy # (). Ce compos
est faiblement unil&ral ssi

(i) Si|R1NS2|>0,R C RiRy = Syet|Cy| =0=|Dy
(i) Si|R1NSe| =0,|C1| =0=|Dz|ou|Cs| =0=|Ds| = |Ry|
En effet, supposons d’abord que; N .S2| > 0. Alors
(1) g o f estunilaérala gauche s§iC;| = 0 = |D;| et R; NSy = So. On en @duit queR; = Ry Ry D S et

f
donc quef est surjectif. Commé” est projectif,AM (C') = P et cela contredit I'hypotlse quef ne soit pas
un isomorphisme.

(2) g o f estunilaérala droite ssiCy| = 0 = |D3| et R; NSz = Ry. On en @&duit queSs = S251 D R; et
M(S2) = P.

(3) M(C) Lps M (D) = M(D~!) nest pas unildral, puisquéR; N Sa| > 0.
Supposons quik; N Ss| = 0. Alors

(1) g o f est unilagérala gauche ssiC;| = 0 = |D1.S2|. On en @duit queR; = R R»
f

2 Sy et donc que

=

f est surjectif. CommeP est projectif, M (C)
isomorphisme.

P et cela contredit I'hypotlse quef ne soit pas un

(2) g o f estunilaérala droite ssjRCs| = 0 = | Ds|.
(3) M(C) Lps M (D) = M(D™!) est unilaérala gauche sgiC;| = 0 = | D,|.

@) M(C) L P % M(D) = M(D") est unilaérala droite ssjR;Ca| = 0 = |Ds|.

Soit P un module inécomposable projectif non injectif noérgel. Alors on visualise la situaticd I'aide du
graphe suivant:
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Cy R So
R S 2
f R = R g Dy RyN Sz Do
4 1 S

Dans ce graphe, = C; R, Cs ou C; est de longueur nulle ou termine par urecfie inverse etoCs, est de
longueur nulle ou commence par urécthe directe etioR; estinverse, eD = D, R,.S2 D» ou D, est de longueur
nulle ou termine par une&the directe etioD,, est de longueur nulle ou commence par uaetfe inverse, & =
M(RyR2S) = M(R}R,S>S,) avecR, Ry = R| R, etS = 5,5, ol les cordesk; ', Ry ', Ry Ry, S, 51, o
sont directes et ou S; peutétre vide mais pas toutes. Le morphisyhest de coeuR; et g de coeurR, ' S,.
Le compog g o f est nul siR; N R, = () et est le morphisme explicite de cogdy N R, si Ry N R, # (). Ce
morphisme est faiblement unié@tl ssi

(i) Si|RiNRY >0,R S R Ry=Ryet|Ci|=0= D]

(ll) Si ‘Rl n R/Q‘ =0, (Rl - Ri1Ry = RIQ et|C1R1| =0= |D1|) ou |Cl‘ =0= ‘D2|
En effet, supposons d’abord g, N R| > 0. Alors

(1) g o f estunilaérala gauche ss§iC;| = 0 = |Dy| et Ry N R, = Ry.

(2) go f estunilagrala droite ssiCs| = 0 = |S2D4| et Ry N R, = RY,. On en @&duit queR; = R, R}, D Rj.
C’est impossible car ifff) = M (R;) est un sous-module de.

(3) M(C) L P % M(D) = M(D~") nest pas unilaral.
supposons quigk; N R,| = 0. Alors
(1) g o f estunilaérala gauche s§C1 R1| = 0 = | Dy|.

(2) g o f estunilaérala droite ssjCy| = 0 = |R,S2D5|. Cela montre quér; = R} R}, qui est impossible, car
2 1442
im(f) = M(R;) estun sous-module de.

(3) M(C) Lps M (D) = M(D~1) est unilaérala gauche s§(C; R;| = 0 = |R,S2D5|. Cela montre que
R, = R} R}, qui estimpossible, car ifif) = M (R;) est un sous-module de.

4) M(C) Lps M(D) = M(D~') est unilaérala droite ssiCy| = 0 = | D1, car M (R} R}) n’est pas un

sous-module dé.

Soit maintenanP un module inécomposable projectif-injectif norésgel. Dans ce cas, voir le graphe suivant:

Ry /N S2 Ry /NSh W
CQ 4, == i D 1 .D 2
RIN_S

!
1

Cy
Rl Sl Rl Sl

C P D
Dans ce graphe, = C1R,5,C> ou C; est de longueur nulle ou termine par uriecfie inverse etioC, est
de longueur nulle ou commence par urezfe directe etwles cordesr; et Sfl sont directesD = Dy R, S} Do
ou D, est de longueur nulle ou termine par urecfie directe etw D, est de longueur nulle ou commence par
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une fkche inverse. Les cordéd, R, ', R}, R, 1, S, 82,9171, S sont directes eR;, S1, R}, S; peuventtre
de longueur nulle. Le morphisnmyeest de caeuR;.5; etg de coeutR}S5.

On distingue les cas suivants:

Cas LRy NR,=0=5 NS5, Alorsgo f =0.

Cas 2:|RiNRLH =0,51NS5 = 0. Alors|R1| > 0 < |Ry| etgo f estle morphisme explicite de cagfar N R}
qui est de longueur nulle. Le compogo f est unilaéral @ gauche) s§iC;| = 0 = |Dy|.

Cas2 Ry N R, =0,]|S; NSy =0.Alors|S;| > 0 < |Sy| etg o f le morphisme explicite de coe§f ' N S,
qui est de longueur nulle. Le comp@ogo f est unilaéral @ droite) ssjCz| = 0 = | Da|.

Cas 3:|R;y N R, = 0 = |S1 N SE|. Alors g o f estla somme des deux morphismes explicites de coeur (de
longueur nulle) respectivemeft N R), etS; N S5. Le premier morphisme est uniéatl ssijCy| = 0 = | D, | et
le deuxéme l'est ss{C3| = 0 = |D2|. La situation @ les deux sont tous unikxtaux peugtre visuali€e comme

.\/ﬂ<>a/\g (%)

ol Ry N R} est repéseng par un point noir, eb; N .S, par un point blanc.

Cas 4iR; N R,y > 0,51 NS, = 0. Alors g o f est le morphisme explicite de caeldf N R,. Ce morphisme
est bilaéral puisqueR; N R,| > 0 et|Ry| > |R1 N Ry| < |RS|.

Cas4:R,N Ry =0,|5,N S| > 0. Alors g o f est le morphisme explicite de costir N S5. Ce morphisme
est bilaéral puisquésS; N S5| > 0 et|Sy| > |S1 N S,| < |S5].

Cas 5:|R; N Ry > 0,151 NSy = 0 Alors g o f est la somme des deux morphismes explicites de coeur
respectivemenR; N R, et.S; N.S,. Le premier est bild@ral, géce au fait que son cceur est de longueur strictement
positive, et le deuxime est unildtrala droite ssiCz| = 0 = |Dy|.

Cas 5 |Ry N Ry| = 0,]S5N S| > 0. Alors g o f est la somme des deux morphismes explicites de coeur
respectivemeni; N R, et.S; N .S). Le premier est unil&ral @ gauche) ssiCy| = 0 = | Dy | et le deuxéme est
bilateral, géce au fait que son cceur est de longueur strictement positive.

Cas 6:|Ry N Ry| > 0,|S5, N S1| > 0. Alors g o f est la somme des deux morphismes explicites de coeur
respectivemenk; N R, et.S; N S, tous les deuktant bilataux.

Remarque 2.2.1Les discussions de 6 cas ci-dessus donne le fait suivant: sbiedt(C) — Petg : P —

M (D) deux morphismes explicites avétun module inécomposable projectif-injectif noégel. Alors le com-

po< g o f est un morphisme explicite ou somme de deux morphismes explicites. Ces nouveaux morphismes
explicites sont bil&raux ou faiblement unilataux de coeur de longueur nulle et leur cceurs sont disjoint&l’'un
l'autre.

Remarque 2.2.2Soit f : M(C) — M (D) un morphisme explicite projectif de coelirqui est une corde directe
ou inverse. Alors les discussions ci-dessus implique qu'il existe un modweangposable projectiP et deux
morphisme expliciteg : M (C) — Peth: P — M(D) telsquegoh = f+ f' pour f’ étant un autre morphisme
explicite de coeur disjoint de celui deou le morphisme nul. En effet, comnfeest projectif, il existe un module
projectif P = @P; avecP; des modules inecomposables projectifs et des morphismes M (C) — P; et
hj: Pj — M(D)telsque)_; hjo f; = f. Les morphismeg; eth; peuvent scrire en somme de morphismes
explicites en vertu du #foeme de Crawley-Boevey (Boeme 1.5.1) et saggéralisation Remarque 1.5.7. Sans
perdre de gréralite, on peut supposer que les morphisme®t h; sont explicites. D’apgrs Remarque 2.2.1,
hj o g; estun morphisme explicite ou somme de deux morphismes explicites de coeur disjoint. Corareatdiff
morphismes explicites sont Bairement indpendants, alors il existe yrtel queh; o g; = fouhjog; = f + f

tel que le coeur d¢’ soit disjoint de celui de'.
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Plus gréralement, sf : M (C) — M (D) est projectif, alors il existe des modules&@mdmposables projectifs
Py, Py, -+, P, et des morphismes explicitgs: M(C) — P; eth; : P, — M(D) avecl < i < r tels que pour
toutl <i <r, h;og; = fi + fir1 €th,. 0 g. = f, ol lesf; sont des morphismes explicites distincts non nuls
deM(C)aM (D) avecf, = f. En effet, d'apes ce qui pecede, il existe un module istomposable projectif
P, et deux morphisme expliciteg : M(C) — P, eth : P, — M (D) tels queh; o g1 = f1 + f2 pour f» étant
un autre morphisme explicite de cceur disjoint de celufde- f ou le morphisme nul. Sfs = 0, c’est fait. Si
fa # 0, alors il existe un module irtomposable projectiP. et deux morphisme expliciteg : M (C) — P,
eth : P, — M(D) tels quehs o go = fo + f3 pour f3 étant un autre morphisme explicite de cceur disjoint de
celui de f> ou le morphisme nul. Commg est projectif, on construit paécurrence une suite finie de modules
indécomposables projectif3; avecl < ¢ < r et des morphismes explicites: M (C) — P; eth; : P, — M(D)
avecl <i < rtelsquepourtout <i<r, h;og; = f; + fir1 €th, o g. = f. oulesf; sont des morphismes
explicites non nuls dé/(C) a M (D) avecf, = f. Sl existel < i < j < rtel quef; = f;. Alors on peut
supprimer les module®;, P11, - -- , P;_; et les morphismes explicites : M (C) — P; eth, : P, — M(D)
aveci < s < j — 1. Ce qui reste &rifie encore les conditions et on peut supposer donc qug Emnt distincts
deuxa deux.

Lemme 2.2.3Soit f : M (C) — M (D) un morphisme qui factorise par une somme de modulésmuposables
projectif-injectifs non-griels. Alorsf est combinaison ligaire de morphismes bittaux et de morphismes faible-
ment unilaéraux de coeur de longueur nulle.

Démonstration |l suffit de traiter le cas o f factorise par un module projectif-injectif iBdomposable. Ecrivons
f=hogoug: M(C)— Peth: P— M(D) pourun module indcomposable projectif-injectif norésel P.
Le theoeme de Crawley-Boevey (Boeme 1.5.1) implique queeth sont combinaisons lgaires de morphismes
explictes. Le morphism¢ est donc somme de comp@ssikja discués dans les 6 cas ci-dessus. Ce leméeodle
de Remarque 2.2.1.

O

Remarque 2.2.4Ce lemme remplace Lemma 3.1 de [44], qaglige I'existence des morphismes urilaux de
cceur de longueur nulle. Nous allons en donner un contre-exemple dans Remarque 3.7.2.

2.3 Deux lemmes péparatoires

Donnons d’abord une prog@te importante.

Proposition 2.3.1 ([44, Proposition 3.7]) Soif,, : M(C1) — M (C2) un morphisme explicite. Si on suppose que
Exty (M (C2), M(C1)) = 0, alorsf, = 0 ou f, est faiblement uniléral

Le lemme suivant est une version stable deotame de Crawley-Boevey (Eoeme 1.5.1).

Lemme 2.3.2 Soientf; : M(C) — M(D),1 < j < [ tous les morphismes explicites difents tels que; # 0
pour toutl < j < [ dans_Hom (M (C), M(D)). Sion suppose EXt(M (D), M(C)) = 0, alors lesf; avec
1 < j < lforment une base de HopdM (C), M (D)) en tant qu’espace vectoriel.

Démonstration D’'aprés Proposition 2.3.1, le§ sont faiblement unil&raux. Supposons que\; f; = 0, ou les
A, ne sont pas tous nuls. Notofis= X\, f;. Alors il existe des constantgs € k* et unA-module projectifP =
Zézl P(i) avecP (i) indécomposable projectif pour touét des homomorphismes= [¢1,--- ,¢] : M(C) — P
eth = [hy, -,y : P — M(D) tels quef = hog. Le compo&X\;f; = f = hog = u; >, h;og;.
On peut supposer que lgs et h; soient des morphismes explicites en vertu déottme de Crawley-Boevy
(Théoeme 1.5.1) et saigéralisation (Remarque 1.5.7). D’&wRemarque 2.2.2;0h; est un morphisme explicite
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ou somme de deux morphismes explicites. Dans le premiergeas;; = 0. Dans le deume casgcrivons
gi o h; = fo + fp» pour deux paires admissiblestb. Alors si l'un desf, et f; est projectif, 'autre I'est aussi. On
poseJ I'ensemble des indiceistels queh; o g; est un morphisme explicite dy o g; = f, + f» avecf, et f;, tous
projectifs. Orecrit} S \;f; = >° pihiogi = 3 ey pihiogi+ 305 pihiogi- Alorsy -, ; pihiog; = 0, puisque
les morphismes explicites sont &airement indpendants. On peut donc supprimer tousiés), g; et h; pour
i € J. Maintenant ce qui nous reste sont les factde(g projectif-injectifs non-ériels tel quey; o h; = f/ + f7,
ou aucun deg; et f;’ n'est projectif. En ce moment, comme; A; f; = >, wihi 0 g = >_,; wi(fi + f'), chaque
f; estégalea certainf; ou f;. Commef; est faiblement unlétral, Remarque 2.2.1 implique qye = f/ ou
f; = [/ est faiblement unil&ral de coeur de longueur nulle. On admettre pour 'instanétdadation suivante:
supposons qu'il existeet j tels queg; o h; = f; + f' etg; o h; = fi + f] avecf; = fietf]' # fi'. Alors
I =o.

Supposons que; # 0. Il existed; tel queh;, og;, = f;, + f{’ avecf] = fi. Sif] estlundesf;,1 <j </,
alors commef;, et fi’ sont faiblement unil&raux, on est dans la situation (*) de Section 2.2. Or, dans ce cas, on
a une suite exacte courte non-s@ediont les morphismes santidents

04\/—><>@oo—>/\—>0
C

D

Dans cette suite, le terme integdiare est somme directe &#¢:) avec les deux modules simples qui correspondent
respectivement aux cceurs ffe et f//. On en esulte que ExX{(M (D), M(C)) # 0. C'est une contradiction. Si
fi, nest pas parmi leg;, il existei, tel queh,, o g;, = fi, + fi. tel quef; = f' etavecf;, un autre morphisme
explicite. La cclaration montre qugf;,| = 0, alorsC' est de la forme

[} [}
\ / N
dans lequel le premier point noir est le coeurfde= f; et le deuxime est celui dg,. D est de la forme

/ \/

dans lequel le premier point noir est le coeurfieet le deuxéme est celui d¢;,. Si f;’ est I'un desf; avec
1 < j <1, alors commef;! est faiblement unileral,C est de la forme

[ ] L] L]
dans lequel les points noirs sont respectivement le caefif dg et f;’ et D est de la forme

NN
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dans lequel les points noirs sont respectivement le ccefif dé/ et f;’. En ce moment, il existe une suite exacte
courte non scinée

N N NN

ou les modulesSs, S; et Sz sont respectivement les modules simples correspondant aux cceffrs flg et f;' .
Cela implique que EX{(M (D), M(C)) # 0, ce qui est absurde..
En utilisant la éclaration, on montre paecurrence qu'il existe des enti@ksio, - - - , i, tels queh;, o g;, =
i+ fil,1<u < soulesf] etf sontdes morphismes explicites éifénts de cceur de longueur nulle avec
;. = fi.. pourtoutl <u<s-—1 et all aucun deg; ,1 <r <s— 1n'estparmilesf; pourl < j </letque
i€ {f1,---, fi}. En ce moment, commg’ est unilaérala droite,C' est de la forme

[ ] [ ] [} [ ] [ ] [ ]
dans lequel le ueme point noir est le cceur ¢ pourl < i < s etle dernier point noir est celui g¢’. D est de
la forme

NN NN

dans lequel le ugme point noir est le cceur ¢ pourl < u < s et le dernier point noir est celui d¢’. En ce
moment, il existe une suite exacte courte non-seingimilaired celle ci-dessus.

0 — M(C) = S1<ucsPlin) @ (Pr<ucs+154) = M(D) — 0

dans lequel les modules simplég pourl < u < s + 1 correspondent respectivemnet aux cceurgide - - , f;.
et f/ et les morphismes sont des morphisraelents. On aurait donc que ExtV/ (D), M (C)) # 0, ce qui est
absurde.

On montre maintenant leédlaration. Supposons le contraire, |B| > 0, oU E est le coeur d¢,. LesP(i) et
P(j) sont de la forme

Ry R}

E S FE S’

P(i) P(j)

Commel|E| > 0 et ER; et ER) sont des cordes, I'axiome SB2 implique gg C R} ou R} C R;. On peut
suppose?; C R}. Si R, = R}, alorsP(i) = P(j) eton af, = f.. En effet, supposons ifp;) = M(ER151)
etim(g;) = M(ER,;S7)ouS; € S 2 S1. OnécritC = C1ER,5,Cs etC = C1 ER,51C5 ou Cy (aussiCs)
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est de longueur nulle ou commence par ugete directe. On a alor$;,Cy = S1C%, cela impliqueS; = S,
car sinon, on peut supposgr C S, alorsS; est suivie d’'une #che directe danS;C5 et d’'une feche inverse
dansS;CY. C'est absurde. On a moétdonc queR; # R} et doncP(i) 2 P(j). Supposonsé&k maintenant que
R} = R1R;; avec|Ry1| > 0. Ce cas pelktre illusté comme suit:

ou C = C1ER1R1151Cy avecS] C S, ou C; est de longueur nulle ou termine par unecfie inverse etio
(5 est de longueur nulle ou commence par uketfe directe. Cependant, on voit que dans celgasg; est un
morphisme explicite de coelif, car en ce moment i(g;) = M (ER;). Cela contredit notre hypodlse, car on a
supprine tous les morphismes de ce type.

O

Remarque 2.3.3Ce lemme remplace Lemma 3.2 de [44], dans lequel il manque la condition dé dellExt.
Cette condition est pourtanénessaire comme montre un exemple dodans Remarque 3.7.2.

Lemme 2.3.4 Soientf,, : M(C1) — M(Cs) et fy, : M(C2) — M (Cs5) deux morphismes explicites unigatuxa
gauche tels qug, # 0 # f,. Si on suppose qu€’z| > 0 et que EXL(]V[(C,»),M(CJ-)) =0, pourl <i,j <3.
Alors f, o f, # 0 entrainef, o f, # 0.

Démonstration Supposons qug, o f, = 0. On va montrer qug, = 0 ou f;, = 0.
Supposons
a= ((DlaElvFl)v (D27E1aF2))

et
b= ((D/27E27F2/)a (D33E27F3))

avec|D,| = |Ds| = |Dj| = |Ds| = 0.

Cas 1:|Ey|=0et|Ey| =0

Dans ce casE; = E,. Comme|E;| = 0 et|Cy| > 0, E; est suivi d’'une Rche inverse danS,; comme
|Eo| = 0 et|Cs| > 0, E5 est suivi d’'une fche directe danS,. Vu queE; = E», c’est absurde. Ce cas est donc
impossible.

Cas 2:|Ey| =0et|Ey| >0

Comme diferents morphismes explicites son#airement indpendants, d'aps les discussions dans Remar-
que 2.2.2, on peut trouvé? un module inécomposable projectif et deux morphismes exlicites\/ (Cy) — P
eth: P — M(Cs) tels queh o g soit f, o f, ou la somme d¢g;, o f, avec un autre morphisme explicife.

Cas 2.1 P projectif unisriel.

Alorshog= fy,0 f,.
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Ol 02 C3

Ry &m fi Es

e
Fyy
\ R2 /
R’
P

Dans ce graphe, les points blancs sBht Les segments epaix soAt. Limage deg estM (R;) et im(h) ~
M(R;l). EcrivonsC; = E, R, F;; ou Fy; est de longueur nulle ou commence par uaehk directe(s = > Fy
ou Fy est de longueur nulle ou commence par ugete directe e€’3 = E5F3 ou F3 est de longueur nulle ou
commence par unegithe inverse.

Si|R;| = 0, alorsP = M (Ry), ker(h) = 0 etk est injectif. On compar®, ' et E, dansCs. Si F» C R;*,
fa factorise parP via M (Cy) — M(Es) — P = M(R3) LA M(Cs3). Si R;l C FEy, By = Rglﬁ—lEgl avec
B e Q, etP = M(R,") estun sous-module de (Cs). f, factorise paP via M (Cy) 2 P« M(Cy).

Supposons maintenant qu&,| > 0. Soit B; = aR;; oU « est une fche directe. Alors on pedécrire
C1 = E1aR1 Fi1Fi14, OU Fy; est directe ou de longueur nulle et 675 est de longueur nulle ou commence par
une feche inverse. Comparois et R, '

SiE, C Ry', alorsa™'Ey € o 'Ry' C (RyR;)~! est encore une corde et donc'Cy = o 'EyF,
I'est aussi puisquéy, est de longueur nulle ou commence par ugehe directe. On obtient qug factorise par
TM(C3) via

B Fy

M(Ol) — M(Oé) — TM(CQ) — M(CQ)
ou les deux premiers morphismes sont evidentsudedroiseme est le compésdes morphismes &ductibles
TM(Cs) = M([-1])C3][-1]) — M([-1]C3) — M(C>). Comme la formule d’Auslander-Reiten donne que
Hom, (M (Cy),7M(Cs)) = DExty (M (Ca), M(C1)) =0

on a alors qug, = 0. C’est une contradictioa I'hypothese du lemme.

Si R;l C E,, alorsk, = R2_1E21E22 avecEs; inverse de longueur strictement positive &tfy, commence
par une feche directe ou est de longueur nulle. |[Ebi| > 0, car M (R;) est un sous-module d&/(C3). Le
morphismef, est projectif via

M(Cy) 2 P — M(Ry) — M(Ch)

Cas 2.2P non-griel projectif non-injectif

C 1 CQ C13

fo SN
— E2 — E2
El\_ E

Fy

I3



Deux lemmes préparatoires 39

Dans ce graphe, les points blancs sbnjui est Eduita un point et les segments epaix séht C; = F1 Fy ou Fy
est de longueur nulle ou commence par ugetfe directe(C; = E5F5 ou Fy est de longueur nulle ou commence
par une feche directe e€s = E5F3 ou F3 est de longueur nulle ou commence par ukehk inverse. Et puis
P = M(LiLyR Ry) avecL; ', Ly, Ry, R, directes. Le coeur dg, estE; et celui def, estFs. im(g) = M(L;)

Cas 2.2.1:|L;| = 0.
Comparons; et Ly LoRy. Si Fy g L, Ly, alorsM (Es) est un sous-module d@ et f, factorise parP via

M(Cy) — M(E5) C P25 M(C3)

SiLiL, C Es C Li1LsR;, alors commeF; est de longueur nulle ou commence par uielfe inverse,
Ey = L1Ls>R,, alors f, factorise parP, carécrivonsF, = Fy1 Fsy avecky; directe et @ Iy, est de longueur
nulle ou commence par uné&fihe inverse. On a que, F>; C R, R, et quef, estle compos

M(C) % P — M(EyFy) — M(Cy)

SiEy = LiLyRia~ ' Ey; ol estune fche directe, dans ce cadg,(L; Lo Ry ) est un sous-module de (Cs).
On obtient quef,, est projectif via

M(Cy) 2 P — M(LiLyRy) — M(Cs)

Cas2.2.2]Li| >0
EcrivonsL; = L1~ ! aveca € Q1 et di L est de longueur nulle ou est inversergt= LleH ou Fi,
est de longueur nulle ou commence par ugelfe directe. Comparoiis R; et Es.
SiE, C LyRy,alorsa ' Ey C o~ 'Ly R, estune corde etdorc ! Cy, = o~ ' E, F, 'est aussi. Le morphsime
f factorise par M (C5) via
M(Cy) = M(a™b) < 1M(Cq) — M(Cy)

On obtient comme avant qyg = 0 a I'aide de la formule d’Auslander-Reiten.
Supposons qué&, 2 Ly R;. Si|Ry| > 0, alorsa~'E est une corde, et dorc 'Cy, = a1 Ey F; I'est aussi.
Le morphsimef, factorise parM (Cs) via

M(Cy) — M(a™Y) < rM(Cy) — M(Cs)

On obtient comme avant qug, = 0 a l'aide de la formule d’Auslander-Reiten. Supposons fjag = 0.
EcrivonsE, = Lo Fs1 Eoy avecEs; inverse et & Es, est de longueur nulle ou commence par ugehe directe.
Si |Ey| = 0, o 1E est une corde, et done !Cy, = o 'E,F; I'est aussi. Le morphsimg, factorise par
TM(CQ) via

M(Cy) — M(a™t) — 7M(Cs) — M(Cy)
On obtient comme avant qug = 0 a l'aide de la formule d’Auslander-Reiten. 8i2;| > 0, M (L) est un
sous-module dé7(Cs) et f, factorise parP via

M(Cy) P— M (L) < M(Ch)

Cas 2.3: P projectif-injectif non ériel
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o) Cs Cs

—» c/_\i fb E2

AN A

Ry 52

3

P

Ry S
P

Dans ce graphe, les points blancs st le cceur defy, et les segments noir sSohk, le cceur def,. Cy = E1 Fy
ou Fi est de longueur nulle ou commence par ueeht directe(Cs = FE,>F» ou F» est de longueur nulle ou
commence par unegthe directe(Cs = E5F3 ou F3 est de longueur nulle ou commence par ugehk inverse.
DansP, les chemins maximaux soR: R; et S».S;. L'image img = R1.S; ou I'on peut supposer quér; | > 0 et
queR,; = E1R;. En ce cas, I'image de ne peut pagtre simple, car sinoho g = 0. NotonsR; = aR;; aveca
une feche et} = R;.51 F1; ou F; est de longueur nulle ou commence par uaetfe directe . inh = M (R2S3)
ou S3 C S95].

Supposons d'aborR;;| > 0. Comparons?, Sz et Ey. Si By C RyS3, a1 E; est une corde et~'C; I'est
aussi. Le morphisme explicitg, factorise parrM (C5) et la formule d’Auslander-Reiten enire quef, = 0.
Supposons’, 2 RpS3. Si|S3| > 0, alorsa~!E; est une corde et (), I'est aussi. Le morphisme explicite
f. factorise parr M (C5) et la formule d’Auslander-Reiten entree quef, = 0. Supposon$Ss| = 0 etécrivons
FEy = RyE. Ess avec Es; inverse et a Ey, est de longueur nulle ou commence par ugete directe. Si
|E91| = 0, alorsa~! E, est une corde et~ C, I'est aussi. Le morphisme explicitg factorise parM (C») et la
formule d’Auslander-Reiten enfiree quef, = 0. Si|E»;| > 0, alorsM (Rs) est un sous-module de (C») et f,

factorise patP via M (C1) % P — M(Ry) — M(Cs).

Supposons quiki1| = 0 et queR; = a. Maintenant comparong, et Ry Ss. (i)Si Es ; R, alorsa—1C,
est une corde et comme ci-dessus, on utilise la formule d’Auslander-Reiten. [} SiF>; C R2S3, commeFs
est de longueur nulle ou commence par ueete inverseF; = RyS3. Alors écrivonsFy = Fyp Fay avecFy
directe et & F»2 commence par unegthe inverse ou est de longueur nulle. NotSps= S; N S3, alorsécrivons
S3 = 53154 etCy = FEyFy = RpS3154F5 Fos. On voit queR,.S3154F51 est un quotient explicite d&. Le
compog M (Cy) % P — M(RyS515,F») — M(C5) est la somme d¢, avec un morphisme de coefifFy;,
not f.. Commef, # 0, f. # 0, alors Proposition 2.3.1 et Remarque 2.2.1 impliquent fuest faiblement
unilateral de coeur de longueur nulle. En ce moment, on objfat, | = 0 = |Fyy| = |Fas|, C1 = R1S1 = aSi,
Sy = S5 etCy = RyS,, mais dans ce cas, on a une suite exacte courte norésc{ndmme dans la preuve du
lemme 2.3.2)

0— M(Ol) — M(El) @P@M(S4F21) — M(CQ) — 0

dans lequel les morphismes s@vidents. On en&tuit une contradiction au fait que EXtV (Cy), M (C1)) = 0
(iii) Si Fy = RyS;a~ ' Ey, aveca une feche directe. Notong. le morphisme explicit@vident de coeuss N .S,
tel queh o g = f, + f.. Maintenantf. est bilaéral puisqueRy| > 0 < |a ! Eq| et d’apes Proposition 2.3.1,
fe = 0. On en @&duit quef, = 0.

Cas 3:|E1| > 0et|Ey| =0
Ce cas se@montre de rame fagon que Cas 2.
O

Remarque 2.3.5Ce lemme remplace Lemma 3.3 de [44], dans lequel il manque la condition dé daBigroupes
Ext' et la condition|C;| > 0. Nous allons en donner un contre-exemple dans Remarque 3.7.3.
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2.4 Preuve du tleoreme principal

Pour le preuve modigie du tleoreme principal, il suffit de remplacer Lemma 3.1 de [44] par Lemme 2.2.3, Lemma
3.2 de [44] par Lemme 2.3.2 et Lemma 3.3 de [44] par Lemme 2.3.4. Le reste de la preuve de Proposition 3.4 et
de Theorem 1.1 de [44] se transforaé&identique.

On esquisse ici la preuve duatveme principal.

Soit M = @©M, avec lesM; indecomposables tel que ExtM, M) = 0. Comme tout module de type
ruban admet une auto-extension non triviale, i.e. la suite d’Auslander-Reiten commencant gambyi-on peut
supposer que led/; = M(C;) sont tous des modules non projectifs de type corde. On peut supposer en plus
que lesM; sont non-isomorphes deaxdeux,a équivalence de Morita ps. Soit3 'ensemble des morphismes
explicitesf : M(C;) — M(C;) tel quef # 0. Proposition 2.3.1 implique que Il&éments de53 sont tous
faiblement unilaéraux. Lemme 2.3.2 montre qi= {f : f € B} est une base de ERd)/). Cette base se
comporte multiplicativement, i.e. soiefitg € B, alorsf o g = 0 ou f o g € B. On peut calculer le carquois avec

relations de l'alg@bre End, (M). Les sommets sont les applications identiq&&C;) 14 M(C;) et les feches
sont lesf € B qui ne sont pas de la formgo h en tant qu'applicationshfy en tant que #iches) aveg et h
non inversibles danB. On montre ensuites les axiomes pour unéktg courtoise (Bfinition 1.2.6) en utilisant
Lemme 2.3.4 et le fait gétant dong un morphisme explicite oriemunilagral, alors il est unild@rala gauche ou
a droite et il n'existe pas une troggne direction.




Chapter 3

Blocsa defaut diedral |

3.1 Strategie

L'objectif de ce chapitre et du chapitre qui le suit est de class#ié@guivalences de Morita s, les algbres
courtoises qui apparaissent comme Effl pour A/ un module sans auto-extensions non triviales4un bloca
défaut dedral sur un coprs afpriquement clos de caracistique2.

En vertu de Proposition 2.1.4, il suffit de cortsidr les classes @quivalences des bloésdefaut dedral,a
équivalences &fivees pes. D'apes Section 1.7, la cagorie d&rivee d’'un bloca cefaut dedral esgequivalentea
celle de I'une des akgpres suivantesD(1.4)? avecqg > 1, D(2A4)%(c) avecs > 1 etc € {0,1} et D(3K)1b:1
avech > 1. Dans la suite, on vatudier en é@tail ces algbres. Constatons que chacune des cesbedg est,
modulo le socle, une alpre bigrielle sgiciale dont la classification des modulesGodmposables est connue
(voir Section 1.4). C'est ce point qui permet d’acheveilehie de la classification.

Etant dongé une telle algbre, on cherche d’abord tous les module€awmposables qui sont rigides. Pour
cela, le carquois d’Auslander-Reiten est un outil organisateur. On ragarde chaque composante et y localise les
modules rigides. Comme tout module de type ruban admet une auto-extension n@e stonée par la suite
d’Auslander-Reiten commencant par lueme, on n'a que besoin de cortsidr les modules de type corde. Pour
une corde’,

Exty (M(C), M(C)) = 0 <= Hom, (QM (C), M(C)) =0

et
End, (M (C)) = Hom, (M (C), M(C))

notre probéme est donc de calculer I'espace des homomorphismes stable entre deux modules de type corde.
Pour cela, on va utiliser le #oeme de Crawley-Boevey(Eoeme 1.5.1) qui dcrit une base de I'espace des
homomorphismes entre deux modules de type corde etauhiliét ke probkmea montrer qu’un morphisme explicite

est projectif ou non. On va donner des &rés simples dans la prochaine section pour montrer qu’un morphisme
explicite est non projectif. Quand il estcessaire de prouver qu’un morphisme explicite est projectif, on construit
souvent explicitement une factorisation par un module projectif.

Ayant trou\é tous les modules igdtomposables rigides, on cherche ensuite tous les modules rigides guitposs
plusieurs facteurs irfetomposables. Comme un facteur projectif devient nul danségaaé stable et comme on
s'intéresse classifier les akpres des endomorphismes stabdegquivalences de Morita s, on peut supposer
gue les facteurs iritomposables sont non projectifs et non isomorphétapek la plus difficile est de trouver les
modules rigides deux facteurd/ = M (C4) @ M (Cs), car on rencontre de nouveau d&he de montrer que

Exty (M(Ch), M(Cs)) = Hom, (QM (C1), M(C3)) =0
et que
Extly (M (C2), M(C1)) = Hom, (Q2M (Cs), M(C1)) =0

42
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Une fois que c’est fait, il sera facile de trouver les modules rigaphis de2 facteurs, car sM = @7, M (C;)
est un module rigidan facteurs inécomposables non projectifs et non isomorphes, alors

Exty (M, M) = 0 <= Ext} (M; ® M;, M; ® M;) =0,¥1 <4,j<n

Soit M = &M (C;) un module rigide. D’aprs Proposition 2.3.1, tout morphisme explicite non projectif de
M(C;) aM(C;) est faiblement unil&@ral et cela permet deeterminer une base de Ep@dV/ (C;), M (C;)). Soit
B I'ensemble des morphismes explicites faiblement ugikaix non projectifs entre 1eg/ (C;). Alors B = {f :
f € B} est une base de ERd)/). On peut calculer le carquois avec relations de &aig End (1) dont les

sommets sont les applications identiquésC;) 4 M (C;) et dont les ®ches sont leg € B qui ne sont pas de la
forme hg en tant que #ches ¢ o h en tant qu’applications ) avecet b non inversibles dans.

3.2 Préeliminaires

Cette section contient des lemmes simples mais fortement utiles, car on rencontre souverétegdel#terminer
si un morphisme devient non nul dans laéggdrie stable.

SoitA = kQ/{p) une algbre bigrielle sgcialeauto-injective CommeA est auto-injective, il existe deux type
de modules projectifs ifstomposables: les modules @mmposables projectif-injectifs ubisels et les modules
indécomposables projectif-injectifs nokrgels. Constatons que dans les deux cas(Bpest un module simple
(voir Section 1.4).

Lemme 3.2.1 Soit A une algbre bigrielle sgciale auto-injective. Soif : M(C) — M (D) un morphisme
explicite entre deux modules de type corde tels qu’aucun des deux ne soit projectif.

(1) Sile compog So¢M (C)) — M(C) — M (D) n'est pas nul, alorg = 0.

(2) Sile compos M (C) — M (D) — M(D)/Rad M (D)) n'est pas nul, alorg # 0.

Démonstration On montre (1), la preuve de (8fant duale. Sf = 0, alors il existe un module projectiP =

> P(j) et des morphismes explicitgs : M (C) — Rad P(5)) eth; : P(j)/Sod P(j)) — M(D) tels quef =

>~ hjonjog; oun; estle composRadP(j)) — P(j) — P(j)/SoqP(j)). Comme pour touf (Remarque 2.2.1),
7n; est la somme d'au plus deux morphismes explicites; n; o h; est la somme d’au plus deux morphismes
explicites. Comme les morphismes explicites sorédinement indpendants, il existetel que f soit un facteur
de g; o n; o h;. Comme So€P(i)) est simple, Sad’(i)) C Ker(n;) et comme le comp@sSo¢M (C)) —
M(C) £ Rad(P(i)) a pour image contenue dans (@)), le compog So¢M (C)) — M (C) £ Rad(P(i)) %
P(i)/Sod P(7)) est nul, et dong’ = 0, ce qui est absurde.

O

Lemme 3.2.2 Soit A une algbre bigrielle sgciale auto-injective. Soiet = C1Cy---C,, etD = D1Ds -+ - Dy,
deux cordes. Soif : M (C) — M (D) un morphisme explicite de coefir qui est une corde directe de longueur
strictement positive. Supposons giieC C; et £ C D; etécrivonsC; = EC] et D; = D}E. Si D;EC; ne
contient aucun chemin maximal (voiréfinition 1.4.1), alorg = 0.

Démonstration Si f = 0, alors d'apes Remarque 2.2.2 il existe un module projectificomposablé” et deux
morphismes expliciteg : M (C) — Peth: P — M(D) telsquego h = f + f' avecf’ un autre morphisme
explicite ou le morphisme nul. On va montrer gl EC; contient un chemin maximal. On distingue deux cas.
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Si P est unigriel, la situation peugtre illustée comme suit.

"

ol im(g) = M(EC]) avecC; C C; etauim(h) = M(DJFE) avecD? C D}. On voit donc queD}ECY
est un chemin maximal (éme une corde maximale) et on eeddit queD; EC; 2 D7 EC]" contient un chemin
maximal, cela contredit les conditions.

Si P est non-griel, on visualise la situation comme suit:

o IN L

ou D?ECY et F sont les deux chemins maximaux 8e ot im(g) & M (ECY R) avecR C F etC} C C! etal
im(h) = M(SDJ E)) avecD’ C D’. On voit donc queD; EC; contient le chemin maximab’ ECY'.

0O

Lemme 3.2.3 Soit A une algbre bigrielle sgciale auto-injective. Soif : M(C) — M (D) un morphisme
explicite de coeu avec|E| = 0. Supposons qu& = C; N C;4; (i.e. Pog:(E) = ¢ voir sa cefinition avant
Proposition 1.5.5) e = D; N D,11(i.e. Pog(E) = j). Notons

Ci=Cja ', Ciy1 =BC},,,D; = Djy,Djp1 =06 "D,
ou «a, 3, etd sont des Bches (directes). Sitous lgg, o, 73 et 3 sont dans l'idal admissiblgp), alorsf # 0.

Démonstration Si f = 0, alors il existe un module projectif iBdomposable® et deux morphismes explicites
g: M(C) — RadP) eth : P/SodP) — M (D) tels quef soit un facteur dg o np o h ol np est le compos
Rad P) — P — P/SodP). Or,comme dans la preuve du lemmé&gadent, il existe une corde C C; ou
F C Ci41 qui contientE et une sous-cordé' C D; ou G C D;41 qui contientE tel que, par exemple, si on
suppose qué’ C C; etG C D; (les autres castant similaires), alor&F ~! est un chemin maximal. Comnt@
termine pary et F'~! commence pat, ya & {p).

3.3 Cas d'un seul module simple
A partir de cette section, on suppose @usoit un corps algbriguement clos de caracistique2.

Un bloca cefaut dedral avec un seul module simpkejsomorphismes ps, eséquivalenta kD ou D est le
groupe de dfaut (voir [41, Corollary 2.13])). On distingue deux cas.

Casl:D=Vy=0Cy x Cy
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Le carquois avec relations @&, estD(1.4)? avecqg = 1.

- (O

o® =0= 0% aff = fa

Proposition 3.3.1Si D = V; = Cy x (3, alors tout moduleM non projectif surkV, = D(1.A)! vérifie
Exty (M, M) # 0.

Démonstration Le seul module indcomposable projectif est

s 0 4

/N
kG=Py= 0 0
N/

0’8

Le carquois d’Auslander-Reiten d&(1.4)! est compog d’une infinié del-tubes homognes et d’'une composante
de typeZ A, (voir Proposition 1.8.2). On calcule cogtement ces composantes.

La cordea3~! est I'unique corde de type ruban siif1.4)!, modulo la relation céquivalence-,., et il existe
donc, pour tout\ € k*, unl-tubeQ(a3-1, \) compo& des modules de type ruban(a3—1,n, \) avecn € N*.
D’apres Theoeme 1.6.10 (2), les suites d’Auslander-Reiten de terme irigiaire indccomposable sont

0— M(a) — M(aB 'a) — M(a) — 0
et
0— M(B) — M(Ba"'f) — M(8) — 0

Les modules\/ («) et M () forment donc les exémites de deux-tubes: la composant@(«) formé des modules
de type cordeM ((a3~1)"«) et la composant€)(3) formés des modules de type cordé((Ba—1)"3) avec
n € N.

Il est facile de voir que tous les autres modules de type corde sont de la Adiifies—1)")(= Q"(k)) ou
M((a™13)") (= Q "(k)) avecn € N* ol k est le module simple de dimensidravec I'action triviale deG.
D’apres Theoeme 1.6.10 (3), Ces modules appartiennent aux suites d’Auslander-Reiten suivantes:

0— M((aﬂfl)n) N M((aﬂ*l)nJrl) ® M((aﬂfl)n+1) N M((aﬂfl)’”z) =0

et
0— M((ailﬁ)n) — M((aflﬂ)’rﬂrl) o M((aflﬁ)nle) _ M((aflﬂ)n+2) =0
On obtient donc que ces modules forment une composante d&#pe

Ok Q7 N(k) k Q'(k) Q2(k) -

_— _—

Comme les modules dans lédubes admettent des auto-extensions non triviales, il suffit de cresitks
modules2™ (k) avecn € Z. Or,

Exty (2" (k), Q" (k)) = Exty (k, k) = Hom, (2" (k), k) # 0
car il existe une surjection
1 —1 8 O «
Bk)=Ma B)= "/ \" =»S =k
0 0

qui n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
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Cas 2: D un groupe didral d’ordre2™ > 8
Le carquois avec relations de estD(1.4)7 avecq = 22,

QQ

a?=0= 3 (af)? = (Ba)?

Proposition 3.3.2 Soit A = D(1.4)7 avecq > 2. Alors tout A-module non projectif admet des auto-extensions
non-triviales.

Avant de donner la preuve de cette propsoition, @crit la premére syzygy d’un module de type cordé(C).
Le seul module projectif inscomposablé D = P, est de la forme

5
0
0
0

Q

0
a

dont les deux chemins maximaux s@nt3)? et (Ga)?. SoitC' = C1Cs - - - C,, une corde avec le§; étant ses
segments (Bfinition 1.2.3). On vaécrireQC = D = DyD; --- D,, D, 41 ol lesD; avecO < j < n+ 1 sontles
segments dé ou de longueur nulle (voir Proposition 1.4.6).

(1) C4 estinverseAlors |Dy| = 0, D est directe efD;| = 2¢ — 1 — |C4] (constatons que $| = 2¢ — 1,
alors|D;| = 0 et D, sera le premier segment d#&). De plus siC; commence paw—* (resp. 371), D,
commence pat (resp.s).

(1) C, estdirecte Alors |Dy| = 2q — 1 et Dy est directe.D; est inverse etD,| = 2q — |C4]. De plus siCy
commence pad (resp.3), D, commence pati (resp.3), i.e. Do = a(fa)?~! (resp.Dy = B(aB)771).

(2) Pourl < i < n, |D;| = 2q — |C;|. SiC; est inverse et commence par! (resp.371), D; est directe et
commence pap (resp. ). SiC; est directe et termine par (resp. 3), D; est inverse et termine par!
(resp.a™1).

(3) C, estdirecteAlors|D,, 11| =0, D,, estinverse etD,,| = 2¢ — 1 — |C,,| (constatons que §,,| = 2¢ — 1,
alors|D,,| = 0 etD,,_; sera le dernier segment d&. De plus siC,, termine parx (resp.5), D,, termine
para~1! (resp.371),i.e. Dy = (a(Ba)?~1)~! (resp.Dy = (B(aB)?~1)71).

(3) C, estinverseAlors|D,, 11| =2q —1etD,; estinverseD,, estdirecte e{D,,| = 2¢ — |C,,|. De plus si
C,, termine pair—! (resp.5~1), D, 1 termine pa ! (resp.3~1).

Démonstration Le carquois d’Auslander-Reiten de(1.4)? avecq > 2 est compos d’'une infinie del-tubes
homogenes et d’une infinét de composantes de tyfielS (voir Proposition 1.8.5). D’agrs Theoeme 1.6.10 (2),
les suites d’Auslander-Reiten de terme intédiaire indecomposable sont

0— M((aB)" o) = M((aB)* o™ (aB)™ ) — M((af)""a) = 0
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et

0 — M((Ba)T™'8) — M((Ba)"™ ' B)a" ! (Ba)?™18)) — M((Ba)"'5)) — 0
Donc M ((aB3)4 1) (resp.M ((Ba)?~1/3)) forme I'extremite d’'un1-tubeQ((aB)4 1) (resp.Q((Ba)?~1f3)).
On va montrer que pour une cor@e= C,C5 - - - C,,

Ext,y (M(C), M(C)) = Hom, (2! (M(C)), M(C)) # 0

(1) Cy est inverse etCy| < 2¢ — 1. Alors QC = D = DyDs--- D, avec D, directe de longueur
2q — 1 —|D4| > 0, alors le morphisme explicite

M(D) = M(10,0(p,)) D1 Dm) = M(10,0(D,))) = So = M(19,0(c1)) = M(L0,0(c;)C1---Cn) = M(C)

n'est pas projectif, d’ags Lemme 3.2.3, car; et D; ont méme prenére feEche et leur compésest nulle.

(2) C; est inverse et de longueeg — 1. Supposons que ExtM (C), M(C)) = 0. Si|Cq| > 1 0oun = 2,
alors)(C) = D1D,--- D,, vérifie les conditions de (1), i.e. le premier segm@ntest inverse et de longueur
2q — |Cy] < 2q — 1, et on a forément

Exty (M(C), M(C)) = Exty (QM(C), QM (C)) # 0.

On a donc queCsy| = 1 etn > 2. PourQ(C) = Ds--- Dy,11, |D2| = 2¢ — 1 et D, est inverse. Alors par
'argument de (1) ci-dessus appligqa2C, on obtient quéD,| = 1 et D a au moins deux segments, car sinon,
I'argument ci-dessus enire que

Exty (M(C), M(C)) = Exty (M (C), Q2 M(C)) # 0.
Cela entraine qué€’s est de longueu2q — 1. On a recessairement que> 4, puisque sh = 3,
C = (ap)"ap(af)"

ou
C = (Ba)™ fa (Ba)?'p,

C est contenue dansletubeQ(aB)?~1a) (ouQ((Ba)?~13)). On obtient par&currence qUECy; 1| = 2"~ —1
et|Cs;| = 1 pour touti > 1. Cela implique quéC| = +oco qui est absurde.

(3) C; est directe etCy | < 2¢ — 1. Alors Q~1C vérifie les conditions de (1), cdd; est inverse et de longueur
2q—1—|Cy] <2¢—1.

(4) C, estdirecte efC';| = 2¢ — 1. On raisonne comme dans (ii), mais au lieu de regardet&s, » > 0, on
examineQ"C,n < 0.

3.4 D(2A)%(c)aveck =1letc=0

Rappelons I'algbreD(2.4)*(0).
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Y8=0, a® =0, afy = fya
Les fonctionss ete sont cfinies comme suit (voir Section 1.2):

a| B |y
ol 111
el 1111

Proposition 3.4.1 (voir Proposition 1.8.3) Le carquois d’Auslander-Reiten stabl®dA4)*(0) est compos de
e une infinié del-tubes
e un3-tube non egulier
e une composante de tyfed; ;

On va calculer conétement les composantes fares des modules de type corde.
Les modules projectifs iftomposables sont (voir Section 2.2)

0 1
ﬁ/ \a \V
1 0 0 .
Py= 71 | B P = AN
0 1 0 4
N7 \
0 1

CommeP; est projectif-injectif, selon Teoeme 1.6.10(1) il existe une suite d’Auslander-Reiten dont le terme
intermédiaire ne contient qu’un facteur iadomposable non projectif:

0—>Ra((Pl)—>P169Ra((P1)/SOC(P1)—>P1/SOC(P1)—>0, (1)

0 1
. \ 0 \
ol RadP,) = 0 etRadP;)/Soq P ) = \ etP;/SodP;) = 0
AN 0 AN

1 0
D’apres Theoeme 1.6.10(2), les suites d’Auslander-Reiten de terme ifggiaire ind.composable sont

0— M(V(g}_l)) — M(V,

ol U, 1) = M(Uq,-1)) = 0
0
0 AN
N 1 N\ PR 1 0
ou M(‘/(O,—l)) = 1\ = M(U(O,—l)) etM(‘/(Ov_l)Oé U(Q)_l)) = \0/ AN 1
0 AN
0

0— M(11,—1)) = M(1a,—1y87 Ugo,1y) = M(B ' Uo,1)) = M(U,1)) = 0 (2)

\ B /N \
ou M(1y,—1)) = S1, M(B~ Up,1y) = 1 0 etM(Ugp,1) = 0

0— M(Viy) = MV o) =MVgyy ™) = M(1g, 1) =0 (3)
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1 1
N AN
1) = 0 MV o) = 0 1 etM(1y,—1)) = Si. La premere suite
AN AN
0 0
appartient unl-tube etM (U _1) forme I'extrémite de cetl-tube, puisque

ou M (V@

TM(Uq,-1)) = @M (U, 1)) = M(V(Sﬁl,l)) = M(Ugo,-1))

Les deux derrdres suites avec celle induite par donnent les modules I'extrémité d’'un3-tube. On pose

[y
o

AN
C = 0 s D= 1(1’1) et EF= 0
AN AN
0 1

Alors (pour les notations, voir &inition 1.6.6)

On montre facilement, en utilisant Proposition 1.6.11, QU€[n]) = D[n], Q(D[n]) = E[n] etQ(E[n]) = CIn].
Alors les notations ci-dessus, les suites d’Auslander-Reiten deviennt

0— M(E)— ME[])e P, — MC)—0
0— M(D)— M(D[1]) - M(D) —0
0— M(C)— M(C[1]) - M(C) =0
Il existe des suites d’Auslander-Reiten de la forme
0 — M(Cln]) - M(C[n—1]) ® M(D[n — 1]) — M(D[n]) — 0
0 — M(D[n]) = M(D[n—1]) ® M(E[n —1]) — M(E[n]) — 0
0 — M(E[n]) = M(E[n—1]) ® M(C[n —1]) — M(C[n]) — 0
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pour toutn > 1. Toutes ces suites d’Auslander-Reiten forment I'unigutelbe dans le carquois d’Auslander-
Reiten. Sa forme est

;M(D[Q])

M(C[2]); - e M (E[2])

M(C))e e M(E[])& P

N\
M(C)e oM (E)

La seule composante contenant les modules raiogigues est une composante de tﬂ)éLg > Sy =
M(1(,—1)). Saforme est

/ /
T M) T M@y T
\ _— T —— T /
M(1(,-1)[—2]) Py M([1]1(o,—1)[—1]) M([2]1(0,-1))
(10,—1[—1]) M([1]1¢0,-1))
\ _—— oy T _—— v ) T /
M([-1]10,—1)[-1]) So = M(1,-1)) M([1]1¢0,—1)[1])
([=1]1¢0,-1)) M (1,—1)[1])
\ . (0,-1) — . (0,—1) — //
M([-2]1(0,-1)) M([-1]10,—1[1]) Py M (1, —1)[2])
ou
0 0
looll= /0 tenl= 17 o loonBl= 17 o
(0,-1) 0 ) (0,-1) y, N ) (0,-1) Y
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et

0 1
AN /
[—1]1,—1[1] = 1 < 0 = Q1,—-1))s [—=1]10,—1)[3] = 1¢0,—1)
0

Dans cette composante ndrguliere,
[1]10,~1y 5] = [i = 1o,~1y[j + 3]
pouri, j € Z et donc c’est une composante de tyhé, ;. En effet, on a vu qué-1]1¢g,_1)[3] = 1(o,—1) €t donc

[i]10,—1)l3] = []([= L0,y B[] = [i — 1L(o,—1y 7 + 3]
On a aussi que
Q[i]10,~1yJ]) = li = 11(o,—1y[j + 11,
en effet, d’apes Proposition 1.6.11,

i = Ulo,—n)[j + 1] = [([=1]1 0,1y D] = (2L 0,-1))) 3] = Q([]10,-1) [4])

Théoreme 3.4.2Soit M un module inécomposable sub(2.A4)'(0). Alors Exty (M, M) = 0 ssi M est un
module de quasi-longeur (voiréinition 1.6.5)0 ou 1 dans le3-tube. En outre, sM € {M(C), M (D), M(E)},
onaEnd (M) = ketsiM € {M(C[1]), M(DI[1]), M(E[1])}, on obtient End (M) = k[e]/€>.

Démonstration Chaque module dans ldstubes admet une auto-extension non triviale et on n'a besoin que de
consicerer les modules de type corde.
Pour les modules dans la composante de Be 3, grace aux formule§]1 o, _1)[j] = [i — 1]1(0,—1y[J + 3],
Qi1 0,—nli]) = i = o, —pli + 1] et ([i]10,-1)ls]) = [i = 1L,-1)[j — 1] quelques soient j € Z, il
suffit de regarder les moduléd (1o, _1)[1]) et M (1, —1)[2]).

1 0
PourM = M(1o (1)) = ~ QM= X\ . Onvoitque
0 1

0 1
Exty (M, M) = Hom, (QM, M) =Hom,( \ , ~/ )#0,

PN
0 1
car le morphisme explicité—K - — n'est pas projectif, d’agrs Lemme 3.2.3. Notons ici les parties en
1 0
L]

case sont le cceur du morphisme explicite. Nous utiliserons souvent @&tieds de frsentation.

0
VRN
PourM = M(1¢,—1)[2]) = 1 0 , QM = Sy. Alors
O/ AN
1

Extly (M, M) = Hom, (So, 1 0 ) #0,
/
0 1

car il existe a une injectioévidente qui n’est pas projectif d’ags Lemme 3.2.1.

Il restea traiter le3-tube. Commé(C[n]) = D[n], Q(D[n]) = E[n] etQ(E[n]) = C[n], il suffit de regarder
Exth (M (Cln]), M(C[n])) = Hom, (M (D[n]), M(C[n])) pourn € N.
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@)

(ii)

(iii)

(iv)

V)

awamwwwwmwwwm:mmf\>ﬂan

0
n’existe pas de morphismes explicites du premier module au &exiOn voit aussi que Epdi/ (C)) =

1
End,( X\ 0 ) = k, car il n’y pas de morphismes explicites 8&(C) a lui-méme autres que l'idenét

Sin =1,
Exty (M (C[1]), M(C[1])) = Exty (M (D[1]), M (D[1])) = Hom, (M (E[1]), M(D[1])) = 0

0
0 7N\
car il n’existe pas de morphismes explicitesdéFE[1])) = N\ aM(D[1])= 1 0 . L'algébre
0 N
1

des endomorphismes stable Eid/ (C[1])) estk[e] /€2, cara part I'identi€, il n'y existe que le morphisme
explicite
[ 1

N \

0 1 — 0O r T
L _
- ./ NV
n
qui n’est pas projectif d’ag@s Lemme 3.2.1 et orévifie quec? = 0.

Sin = 2, le morphisme explicite

(IR 1 0
0 \___I /N
f:MD(2)= A N\ 1= M(C[2]) = 0 1 0
17 o, AN \
- 1
L _ 9

n'est pas projectif, d’a@s Lemme 3.2.1, puisque Sdc(D|[2])) N M(D[2]) EN M(C12]) n’est pas nul,
ou n est I'inclusion canonique de SQY (D[2])) a M (D|2]).

Sin = 3, le morphisme explicite

57T 1 0
AN /] --37 N
Fomop) =17 Yo L —mey= o 1 o
[N
L _0_
n f

n’'est pas projectif, d'a@s Lemme 3.2.1, puisque Sd¢(D[3])) — M (D]3]) = M(C[3]) n'est pas nul,
ol 7 est I'inclusion canonique de SQW/ (D(3]) a M (D[3)).

Sin = 4, le morphisme explicite

r=-==-=0 -
| /N 1 r 0”1 1
0 1 0 N 7N/
1 L _0_ _ _ _ 11 N/
L _0_ _ _ _ 1

n'est pas projectif, d’'ags Lemme 3.2.1.
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(vi) Sin > 5etn =2moda3, alors le morphisme explicite

o 1 0\
AN /
M(D[n]) = “ " L 0,— M(Cln)) = *o\jf
0 L0

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

(vii) Sin > 5etn =0 mod3, alors

I 1 0
0 N— - o7 AN
MDR)= ~ A N /1 =>MCh)= 10 e
1L 0 1 AN
L _0_ 1
n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
(viiiy Sin > 2etn =1 mod3, alors
-0 7 0
N N
0 0 1 r 0”71 1
L _0_ _ _ _ a1 N |
L _0_ _ _ _

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

Proposition 3.4.3 SoientM et N deuxA-modules inécomposables sans auto-extentions.

(1) (i+i) Si M et N sont tous les deux de type (i), alors Exb @ N, M @& N) = 0ssiM = N.

(2) (ii+ii) Si M et N sont tous les deux de type (i), alors Exi/ & N, M @& N) = 0ssiM = N.

(3) (i+ii) Si M est type (i) etN de type (i), alors EX{(M @ N,M @& N) = 0 ssi il existei € Z tel que
M = QiS; et (N = QY (M(C[1])) ou N = Q{(M(D]1]))

Démonstration Pour I'assertion (1), on a vu que Ext\V (C), M(C)) = 0;
Exty (M(C), M(D)) = Hom, (M(D), M(D)) # 0,
car M (D) nest pas projectif;
Exty (M(C), M(E)) = Hom, (M (D), M(E)) = Hom, (S1, M (E)) # 0,

0
AN
car il existe une injectiodvidente des; a M (F) = 0 qui n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
AN

1
Pour I'assertion (2), on a vu que Extv (C[1]), M(C[1])) = 0;

Exty (M (CI1]), M(D[1])) = Hom, (M (DI[1]), M (D[1])) # 0,
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car M (D[1]) n'est pas projectif;
Exty (M (C[1]), M(E[1])) = Hom, (M (D[1]), M(E[1])) = Hom, (S1, M(E[1])) # 0,

car le morphisme explicite

il
AN 0
M(D[1]) = 1 L0 — M(E[1]) = \0

1

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
Pour (3), gacea la periodicitt des modules dansdetube, on peut supposéf = S;. Alors on voit facilement
que

0

Ext) (51, (C1])) = Hom (51,92~ M(C]) = Hom, ($1. M(E[) = Hom, (51, . ) =0
1
Extl (S1, M(D[1])) — Hom, (S1, 2~ M(D[1])) = Hom, (S5, M(C[1])) = Hom, (S1, 0 1)=0.
\O/
0
Extl (S1, M(E[1])) = Hom, (1, @~ M (E[1])) = Hom, (S1, M(D[1])) = Hom,(S1, 17 0 ) #0.
AN
1
/0\
Ext, (M(C[1)), 51) = Hom,y (QM(C[1]). S,) = Hom, (M(D[1)), 1) = Homy (1~ 0 . S)=0.
AN
1
Extl, (M (DI1]), 1) = Hom, (QAZ(D[1]), $1) = Hom, (M(E[L]), 1) = Hom, (- s)=0
1
Extt, (M(E[1]), $1) — Hom, (QM(E[L]), S1) = Hom, (M(C[1]), S1) = Homy( 0 1, 81) £0.
N/
0

L'assertion (3) en écoule.

Théoréme 3.4.4Soit M un module sans auto-extensions non-triviales/3(.4)(0). Alors
(1) M a au plus deux facteurs directes@@mposables non projectifs non-isomorphes.
(2) End, (M) est indecomposable.
(3) End, (M) estéquivalente au sens de Mor#éid'une desjuatrealgébres suivantes:

11 e 12 o
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II5 .<7.

Déemonstration L'assertion (1) est une coeguence imradiate de la proposition peedente.

On peut supposer que les facteurs directegéndthposables non projectifs dé sont non-isomorphes, puisque
on s'interessea classifier les akpres des endomorphismes stablegquivalences de Morita s. SiM est
indécomposable, alors on peut appliqueEdieme 3.4.2, i.e. sM est de type (i), alors End M) = k; si M est
de type (ii), alors Eng (M) = k[e]/€2.

Si M a deux facteurs directs iedomposables, alors d'ag Proposition 3.4.3 I'un est de type (i) et l'autre (ii).
On peut supposer

1 0
AN VRN
M=S®eMCC[])=5® 0 1 ou M=S,eMD[1])=5® 1 0
N/ AN
0 1
Dans le premier cas, notons
1
(L !
p Mo
MECI)= 0 18, MCO)= o [1>8
N N
0 0
M(C[1]) | \ol 1 S MO \0 T
= — = I
-- N
0 0 4

Aucun de ces morphismes explicites n’est projectif en vertu de Lemme 3.2.1. On voit facilement que
Hom, (M (C[1]), $1) = ka @ kg, Hom, (51, M(C[1])) = 0,

End, (M(C[1])) = kld ® ke End,(S1) = kld

Il est faicle de voir que? = 0 et on \érifie quea o € = 3 en tant qu’applications et donc que = 3 en tant que
fléches. On obtient donc que Ef(d\/) est isomorphé I'algébre 115.

I15 .é. €
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Dans le deuxme cas, notons

0 0
situp = o . s Smom=1" o

1 N

0
/ _
MD1)=1 4 0 L M(D[1]) = 1 \1_0 1
AN [N
1 L oL
Aucun de ces morphismes explicites n’est projectif en vertu de Lemme 3.2.1. On voit facilement que

Hom, (S1, M(D[1])) = ky @ kd, Hom, (M (D[1]),S1) =0
End, (M (D[1])) = kId @ kn, End,(S:) = kld

Il est faicle de voir que?? = 0 et on \érifie quen o v = § en tant qu’applications et sonc gye = § en tant que
fléches. On obtient donc que Efd\/) est isomorphé I'algébre 114.

114 o$o n

3.5 D(2A)%(c) avecs > 2etc=10

B
«a ) °
0 ~ 1

Y8=0, a® =0, (afy)* = (Bya)®

Proposition 3.5.1 (Proposition 1.8.6) Le carquois d’Auslander-Reiten stabl®¢&4)%(0) avecs > 2 est com-
po< de

¢ une infinié del-tubes

e un 3-tube non égulier

¢ une infinié de composantes de tyfel°

On cEfinit d’abord les deux fonctions et e (voir Section 1.2).

a| B |y
ol 111
el 111




D(2A)%(c) avecs > 2etc=0 57

Les deux modules projectifs iBdomposables ont la structure suivante:

0 1
AN N
1 0 0,
v | B AN
0 1 0
al B NG
0 0 1
\ \ \
P0: : et P1: .
| | AN
0 0 1
Y | a \
1 0 0,
v | B AN
0 1 0 5
N \
0 1

Dans Py, les deux chemins maximaux &bnition 1.4.1) son{3y«)® et (af3v)*® et la corde(ya3)® est le seul
chemin maximal dé’,. CommeP; est projectif-injectif, il existe une suite d’Auslander-Reiten de la forme suivante
selon Tleoeme 1.6.10(1):

0— RadPl) — P @RadPl)/Soc(Pl) — Pl/SO((Pl) — 0 (1)

ou RadP;) = M((afpvy)*tap), P1/SodP) = M((yaB)*~1ya) et RadP)/Sod P1) = M ((afp7)* ta).
Les suites d’Auslander-Reiten de terme intédiaire indecomposables sont (€beme 1.6.10)

e 0 — M(V_ ) (V
avecV! ) = U( = (Bya)* !By

e 0— S =M(1q, )) — M(1,—1y87 U0,1)) = M(B~ U0,1)) = M(U,1y) — 0 (2)
avecU (g 1) = (afv)* 'af

0.1 Uo,-1)) = MUgp,-1)) = 0

o 0— M(Vgi) — M(V, (01)7 "aoy) =MV ™) = S =M(1g, 1)) =0 (3)
avecv(gl) (yapB)s~

Le moduleM (U, _1)) se situea I'extrémite d’'un 1-tube, carr(U,—1)) = Q*(U(o,—1)) = Vgll = U(g,-1)-

)

Les modulesSy, M (U,1)) etM(V( ) forment I'extémite d’un 3-tube. On notd/ = U 1),V = Vo, 11) et
S = 1(1,—1). On peut visualiset/ etV comme suit

0 1
0 0
&

U= A et V= \
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Nontons quel/[1] = (afBy)*la, V(1] = (yapB)* tyay™t, S[1] = B~ (aBy)* 'aB qui ont les structures

suivantes:
1
0 N
\¢ 0
0 N
N 0 4
1 ~ \
N\ 1
\
Up) = 0 v =
.. ’ \
\0 1\7
N\ 0 1
0 \* z
0
0
ﬁ/ \QO
1
\[3
1
\’Y
0
S = h
N
0 «
b 0
\ﬁ

Avec ces notations c-dessus, les suites d’Auslander-Reiten (1), (2) et (3) deviennt
0— MU)—MU[l)® P — MV)—0

0—8 — M(S[1]) = MU) —0
0—-MV)->MVI)eM{Un-1]) -5 —0

Dans le3-tube, (pour les notations, voirddinition 1.6.6), en utilisant Proposition 1.6.11, on montre QUE [n]) =

Vin], Q(Vn]) = S[n] etQ(S[n]) = U[n] et les suites d’Auslander-Reiten sont
0> MUn]) - MUmn-1)dMVn-1)— MVIn]) —0

0— M(V[n]) = M(V[n - 1]) & M(S[n - 1]) — M(S[n]) — 0
0 — M(S[n]) = M(S[n - 1)) © M(Uln —1]) = M(Uln]) — 0
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pour toutn, > 1. Ce3-tube est de la forme

o M(U[2)

N\
oM (U[1])®d P,

A
M(V)e oM (U)

Théoréme 3.5.2Soit M un module inécomposable sub(2.4)*(c) avecs > 2 etc = 0. Alors M est rigide ssi
il est parmi les modules suivants:
() M(U),M (V) etSy, i.e. les modules de quasi-longuéufDéfinition 1.6.5) dans 18-tube.
(i) M(U1)), M(V[1]) etM(S[1]),i.e. les modules de quasi-longudutans le3-tube.
(i) Q"(M(a)),neZ
Pour les modules de type (i). ERtlV/) = k et pour les modules de type (ii) et (iii), ERtM ) = k[e] />

On cemontre ce thoreme par uneésie de propositions.

Proposition 3.5.3 SoientM et N deux modules dans Betube ci-dessus.

(1) Exty(M, M) = 0 et End,M = k pour M € {M(U),M(V), S}, i.e. les modules de quasi-longueur
dans le3-tube

(2) Exty (M, M) = 0 et End,M = k[e]/e® pour M € {M(U[1]), M(V[1]), M(S[1])}, i.e. les modules de
quasi-longueut dans le3-tube.

(3) Extly (M, M) # 0 pour M autre que les six modules ci-dessus.
(4) (i+i) SIM,N ¢ {M(U),M(V),S:}, EXty(M@& N,M & N)=0< M ~ N.
(5) (ii+i)) SiM, N € {M(U[1]), M(V[1]), M(SA)}, Exty(M © NN M & N) =0 M = N,

(6) (i+ii) SiMy € {M(U),M(V), S} etM, € {M(U[1]), M(V[1]), M(S[1])}, Exty (My® My, My & Ms) =
0 < Ji € Ztelque (M; = Q'S; et My = QH(M(V[1]))) ou (M; =2 Q'S et My =2 QY (M(S[1])))
SiM; = Q'S et My = QY (M (V[1])), End, (M; & M) estisomorpha I15.
SiM; = Q'S et My = Q(M(S[1])), End, (M; & M-) estisomorphe 114.
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Démonstration Comme ce3-tube est(2-stable, pour les trois modules deéme quasi-longueur, il suffit d’en
consicerer un.

(1) Exty(S1,S1) = Hom, (M (U),S;) = 0, puisque TopM (U)) = Sy 2 S;. L' égalie End, (S;) = k est
évidente.

(2) Tout morphisme explicite de

QM(S[1])) = M(U[1]) = M((aBy)* " a)

vers
M(S[1]) = M8~ (apy)* ' ap)
est de coeufa37)'a3 avecl < i < s — 2 et factorise pair, via
M(U[1]) = Py — M((yaB)™") — M(S[1])

On obtient donc
Ext}y (M (S[1]), M (S[1])) = Hom, (M (U[1]), M (S[1])) = 0

Montrons que Eng(M (S[1])) = k[e]/€%. En effet, le morphisme explicite
5 O 0

B/ \© B

a J 0 1 0
\6 B

! |

L
n'est pas projectif d’agrs Lemme 3.2.1 et forme avec l'idegtitine base de EndM (S[1])). Car tout autre
morphisme explicite dé/(S[1]) a lui-méme est de coelir37) a3 pour0 < i < s — 2 et factorise paP; via

M(S[1]) » M((apy)" " af) = Pr > M((yap)™*") — M(S[1])
(3) On va montrer que EX(S[n], S[n]) # 0, pourn > 2. Constatons que
S[2l = 57 (aB) e = 57U

et que

Q7S] = V2] = (vaB)* lyay I B aB) T aB = y(afy)* T ay T BT (aBy) T aB = VU3

On en &duit queS[n] = 371U[n — 1] et Vin] = 4U[n + 1] pourn > 2.
Le morphisme explicite

M(S[n])) = M(B~'U[n —1]) = M(U[n —1]) — M(U[n]) — M(U[n + 1]) — M(yU[n + 1]) = M(V[n])

n'est pas projectif en vertue de Lemme 3.2.1, puisqud Bd®S|[n])) — M (S[n]) — M(V[n]) n'est pas nul.
Dans ce compds les deux morphismes

M(U[n —1]) — M(U[n)) et M(U[n]) — M(U[n + 1))
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définis dans Bfinition 1.6.6 sont itductibles.
(4) On avu que EX{(S;, S1) = 0;

Exty (S1, M(U)) = Hom, (S1, Q7' M(U)) = Hom, (81, 51) # 0
carS; n'est pas projectif;
Ext (S, M(V)) = Hom, (S1, Q"' M(V)) = Hom, (S;, M(U)) # 0

car il existe une injectiokvidente de5; a M (U) qui n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
(5) On a vu que EXt(M(S[1]), M(S[1])) = 0;

Exty (M (S[1]), M (U[1])) = Hom, (M (S[1]), Q™' M (U[1])) = Hom, (M (S[1]), M (S[1])) # 0
car M (S[1]) n’est pas projectif;
Exty (M (S[1]), M (V[1])) = Hom, (M (S[1]), 2" M (V[1])) = Hom, (M (S[1]), M(U[1])) # 0

car il existe une surjectiodvidente de\/(S[1]) a M (U[1]) qui n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
(6) on peut supposéevl = S;. Alors il est facile de voir que

Exty (S1, M(U[1])) = Hom, (1, M(S[1])) # 0, Exty(M(U[1]), S1) = Homy, (M(V[1]), S1)
Exty (S1, M(V[1])) = Hom, (S1, M(U[1])) = 0, Exty(M(V[1]),S1) = Hom, (M(S[1]), S1)
Exty (1, M(S[1])) = Hom, (S1, M(V[1])) = 0, Exty(M(S[1]),S1) = Hom, (M (U[1]), S1)

ou les deux prengires iregali€s decoulent de Lemme 3.2.1 et les quatres darsegaliEs sont vraies en regardant
les socles et le€tes. On en&duit les possibilesAy & My = S; & M(V[1]) ouM; & My = Sy & M(S[1]).
SiM; = 51, My, = M(V[1]). Notons

e

0
0
0

!
L_k'v
0 «
\
0
&
1
Sy« M(V1]) = M((yvaB)* 'yay™") = N
N
s
0o 1
\(8/7
et
1
0
\a
0
&
1
Sy« M(V[1]) = M((vaB)* tyay™) = h
N
1
0o 1
G )__l
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et
=i
1 1
RN N
N O\a
0 0
N N
1 1
M(V]) = N L M(V[L]) = N
\ \
1\7 l\v
0 1 ol 1!
N/, N/
0 0

Lemme 3.2.1 implique qug, g,n # 0. On voit que

Hom, (51, M(V[1])) = 0 et Hom, (M (V[1]),51) = kf ® kg

En plus
End,(M(V[1])) = kLd & kn,

car tout autre morphisme explicite dé(V/[1]) a lui-méme est de ccelitya3)'ya avecl < i < s — 2 et factorise
par P, via 4
M(V[1]) < Py = M((Bya)™) = M(V[1).

On \érifie quen f = g et on obtient que End M & N) estisomorphé 'algébre 115.

; f . Tl

QuandM; = S1, My = M(S[1]), notons

«

2N
-
L 0
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et
0
ﬁ/ \©
1 0
\ﬁ1
\’Y
, 0
Sy L M(S[1]) = \
N
O «
AN
"y
_
L

Similairement on montre que
Hom, (S1, M(S[1])) = kf" @ kg', Hom,(M(S[1]),51) =0

et
End, (M(S[1])) = kId & ke

On \érifie quef’e = ¢’ et on obtient que End(M & N) est isomorphé I'algébre 114.

!

On traite maintenant les composantes de B@eS.

Proposition 3.5.4 Pour tout modulé € Q(Q2Sy) U Q(So), Extly (M, M) # 0.

Démonstration Comme ces deux composantes s@rsomorphes, tout module dady25) U Q(Sy) est un
syzygy de certaid ([n]1¢,_1)) pourn € Z. On va montrer que pour toutc Z,

Exty (M ([n]1,-1)), M([n]1¢,-1))) # 0
Sin > 1,

()10, —1y = (Bya) 1 8y)La)™ = (Bya)* ' By) ta)" HaBy) "Dy~ 157 a

et on obtient que
Q[n]1(0,-1)) = ((Bya)* ') ") HaBy) =~y

On voit donc que le morphisme explicifé(M ([n]1,—1))) — M([n]l,—1)) N'est pas projectif en vertu de
Lemme 3.2.1.

Sin <0,

[n]1(0,-1) = ((Bya)* ' Bya~t)™"
et
Q[n)1(0,-1)) = ((Bya)* ™ Bra™h) ™" (Bya) ' By((vaB)* ~ ya)

On voit donc que le morphisme explicife(M ([n]1,—1y)) — M([n]1,—1)) N'est pas projectif en vertu de
Lemme 3.2.1.

L'in égali& Ext, (Sp, So) # 0 estévident gacea I'existence de.
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Proposition 3.5.5 PourM € Q(a) UQQ(a), Exty(M, M) =0 < M = Q'(M(«)) pour certain € Z. En plus,
si tel est le cas, End M) = kle]/€>.

Démonstration Supposons d’abord que> 3. On n’a besoin de consdder que les cordgs]a avecn € Z.
(1) n=0.Q(a) = (vaB)*va((yaB)*~1y)~! et donc Tog (M («))) = S; & S;. on a donc que

Exty (M (), M () = Hom, (2(M (@), M () = 0

(2) n = 1. Le morphisme explicite
QUM ([Ja)) = M((vaf)*~") — M(ya) = M([]a)
n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

3) n=>2.
[na = [n —2]((afr)*'aB) ! fra) = Ca™' fya

Q([nla) = D(ya(fra)*2) L = D(Bra)?*a "ty
pour des corde€’ et D. Alors le morphisme

Q(M([n]a)) = M(D(Bya)*"*a™'y ™) = M(a™'y™1) = M(ya) — M(Ca™'fya) = M([n]a)

n'est pas projectif d’agrs Lemme 3.2.2. Ce morphisme explicite est ill@gtar

r - -1
! 7/1\
I, 0
L/ !
; N
QM ([2)a) = Va — M([2]a) = N
0 0
B [ al
4 LNy
'y
0

En effet, le segment d@(M ([n]a)) contenant le coeur e§Bya)?~*a~1y~! et celui deM ([n]a) estBya.
Selon Lemme 3.2.2, si ce morphisme etait projectif, la cgrter)?~*a~1y~1 3! contiendrait un chemin
maximal, ce qui est absurde.

@) n=-1.[-1la=p"taet
Q[~1a) = a(Bra)* H((yaB) 1y
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Le morphisme explicite de ccefSp

A1
|_O_ko¢ 1
0 0
\5

QM ([~1)a)) = 0 = M=) = /5N

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3.

(5) n = —2. Alors [-2]a = (yaB)* tyay 187 a et Q[—2]a = 7 (aBy)*ta((yaB)*~1y)~L. Le mor-
phisme explicite d&)M ([—2]a) @ M ([—2]«) de coeurSy

A1
0 1 \
)—ﬁJ\“ / 0
170, 0 \
N

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3.
(6) Sin < -3,
[nJa = Day™'57 a et Q([n]a) = Eay™ 67 (af)" a((yaB) 1)~
Le morphisme explicite d@M ([n]a) a M ([n]a) de coeurSy
0]
f[ﬁ"‘ /
. 1 0 5 0
\

/
~
0 1 0 0

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3.
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Supposons maintenant gsie= 2. On voit facilement qué2—'a)~! = [2]a[—1] et donc que pous, t € Z,
Q7 ([slaft) = [s)([2la[-1) 7 [t = (2 + tla[-1+ )~
Il suffit donc de ne constter que les cordds)a avecn € N.
(1) n=0.Q(a) = yapya(yaBy)~! etdonc TopQ(M(a))) = S; @ 5.
Exty (M (a), M (a)) = Hom, (M (e)), M () = 0

(2) n = 1. Le morphisme explicit€ (M ([1]a)) = M (yaB) — M (ya) = M([1]e) n'est pas projectif en vertu
de Lemme 3.2.1.

(3) sin = 2, le morphisme explicite

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
4) sin =3, [3]a = (273(a))"t. Comme ce que I'on a mor@dans (1), le modulé/ ([3]«) est rigide.

(5) sin = 4, le morphisme explicite de coetir

0 r
/aN /y SO0
0% 1. 0 5 ™
/ N 0 v
3 a / \
1 0 1 B 0
QM (4a)) = /-y — M([4)a) = Y \@
0 T I
1 ~ 0 0
/a [N
0 0 )
/ L
1 B

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

(6) Pourn > 5, [n]a = Ea~'Bya~ 'y 187 ta 1 8ya etQ([n]a) = F(aBya) 1 Bya~ly~! avecE et F des
cordes. Le morphisme explicite de coaur

0
0 4 - JNP
o\ / 0 1
0 1 'y 0 _J / \’Y
/ﬁ AN 0 1 8 0
QM ([n]a)) = 1 0 — M(nlo)= G /) e
/5 1.0 0
" 0 NN
N /a L0,

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.
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Proposition 3.5.6 Soit C' une corde minimale autre que Alors pour toutM € Q(C), Exty (M, M) # 0.

On reporte la preuve de cette propositiampértir de Proposition 3.5.12)vers la fin de cette section.
Compte tenu de$ propositions pecedentes, Teoeme 3.5.2 estvidente. On calcule ensuite les eliges des
endomorphismes stables.

Ext4(MO& N, MO N)=0< M =N
Démonstration On va montrer que
Hom, (2" (M(a)), M(a)) = 0 ¢ n € {~2,1}
et on en éduit donc que
Exty (Q" (M () ® M(a), Q" (M(a)) ® M(a)) =0<n=0
1 vy
(1) CommeN~2(a) = 0 ., 1,ilestévident que Hom(Q ?(M(a)), M(a)) = 0, car il n'existe pas

N
0

de morphismes explicites d&2(M (o) a M («). L égali€

v

Hom, (Q'(M(a)), M(a)) = Exty (M (a), M(a)) =0
est ceja monteée.

(2) Sin > 1, le morphisme explicite

3 |_0 1
2n —1 /1 \a I 0 o
O (M(a) == M([=n+ 1B aB)[-n+1])= - | 0,5 =M@=

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
(3) Sin > 2, le morphisme explicite
Q2 (M(a)) = M(CByay™ '8 aBD) - M(a)
avecC et D des cordes n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
/a0 N
O = N O\ o M(a) = O\

B
R
0 e
(4) Le morphisme explicite
P (M(a)) = M((afy)* ' alaBy)' %) - M(a)

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
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(5) Sin > 2, le morphisme
Q2 (M(a)) = M([=n + 28~ (aB7)*a(aBy)'=*B)[—n +2]) - M(a)

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

(6) Le morphisme explicite
Q! (M(a)) = M(((8y2)"8) " (aBy)""aB) — M(a)

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

(7) Sin > 1, le morphisme explicite
Q21 M(a) = M(Jn — 1]((B7a)"~*(@f7)* " a)fn — 1)) — M(a)

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

Proposition 3.5.8 (i+iii) Si M; est de type (i) efi/5 de type (iii). Alors
Exty (M, @ M3, My & M3) = 0 < Ji,n € Ztel que(M; = Q'M(U) ouM; = Q'M(V)) et Mz = Q> M(a)

En plus siM; = Q'M(U) et M3 = Q3" M («), End, (M; & Mj3) est isomorphe I'algebre 115 et siM; =
QM (V)etMsz = Q3" M («), End, (M; & M;) estisomorphé I'algebre 114.

Démonstration |l est facile de voir que
Exty (M(a), M (U)) = Hom, (M (), S1) = 0 = Hom, (M (), M(U)) = Exty (M(a), M(V))
car il n’existe pas de morphismes explicitesMé«) & 51 ni de M (a) a M (U).
Exty(M (), S1) = Hom, (M (a), M(V)) # 0

car il existe une injectioevidenteM («) — M (V') qui n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1. On obtient
aussi que

Exty (M (V), M(a)) = Hom, (S1, M(a)) = 0 = Hom, (M(V), M (a)) = Exty (M (U), M ()
car il n’existe pas de morphismes explicitesfiea M (a) nide M (V) a M («).
Exty (S1, M(a)) = Hom, (M (U), M (a)) # 0

car il existe une surjectioavidenteM (U) — M («) qui n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1. Comme les
modulesM (U), M (V'), S; sont geriodique de priode3, on obtient le esultat voulu.
Calculons maintenant EndQ (M (V) & Q3"+ M (a)) = End, (M (V) & M(«)). Notons
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0
M(O() _ L_Ka - a
0

69

0

1
L9

Le morphisme explicitef n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1ge¥- 0 # ¢ gracea Lemme 3.2.3. On

obtient que

Hom, (M(a), M(V)) = kf & kg et End,(M(a)) = kId & ke

On a vu que Hom(M (V), M(«)) = 0 et End, (M (V)) = kId. On \erifie queef = ¢ et on obtient donc que
End, (M («) ® M(V)) estisomorpha I'algebre 115.

:
° ° €
; 112

Calculons maintenant EndQ*"+ M («) @ Qi(M(U))) = End, (M («) ® M (U)). Notons

o
|

L Op
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0
P
1

Le morphisme explicitg’ n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3e# 0 gracea Lemme 3.2.3. On obtient
que
Hom, (M (U), M(a)) = kf' @ kg’ et End,(M(«)) = kId @ ke

On a vu que Hom(M («), M(U)) = 0 et End, (M (U)) = kId. On \érifie quef’e = ¢’ et on obtient donc
End, (M(«) ® M(U)) estisomorphé I'algebre 114.

!
7 212

Extl (Ma @ Mz, My @ M3) =0 < Ji,n € Ztel queMs = Q' (M (U[1])) et M5 = Q>+ (M (a))

ettel est le cas, End M, @ Ms) est isomorphé I'algebre 116.
Déemonstration |l est facile de voir que
Exty (M (a), M(U[1])) = Hom, (M (a), M(S[1])) = 0, Exty(M (e), M(V[1])) = Hom, (M (a), M(U[1])) # 0

Exty (M(a), M(S[1])) = Hom, (M (a), M(V[1])) #0, Ext'(V([1], M(a)) = Hom(S[1], M (a)) # 0

Ext' (M(U[1]), M (a)) = Hom, (M (V[1]), M(a)) = 0, Ext'(S[1], M(a)) = Hom(U[1], M (a)) # 0
On obtient donc que pouv/, de type (i),

Extly (M (a) & Mo, M(a) & Ms) = 0 < M, = M(U1]).
Si on note

0] 0
e:M(a):L& — M(a) = N
0 L0
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On voit que
Hom, (M(U[1]), M(a)) = kf & kf', Hom,(M (), M(U[1])) = kg & kg’

End, (M (a)) = kId ® ke, End,(M(U[1])) = kId & kn
On \erifie quefg’ =1, fe = f',eg = ¢',g9f = 0 eton aaussiqugg = g o f = 0, carg o f factorise par? via

O

Proposition 3.5.10 (i+ii+iii) Si M, est de type (i))M- de type (i) etM; de type (iii). Alors Ext,(M; & M, @
M3, My & My @ Ms) =0 < Ji,n € Ztels que(M; = QI (M(U)) ouM; = Q{(M(V))), My = Q{(M(U[1]))
et Mz = Q3" T{(M(a)).

SiM; = QY M(U)), My = Q{(M(U[1])) et M3 = Q3" (M («)), End, (M7 & Ms & Mj3) est isomorph@
N12. etsiMy = QUM (V)), My = QY (M (U[1])) et M3 = Q3" +(M(«)), End, (M & My & M3) est 11113.
Démonstration Proposition 3.5.9 montre qu'il existen € Z tels que

My = QY (M(U[1])) et M3z = Q¥ (M(a));
Proposition 3.5.3 montre que &l, = Q'(M (U[1])), alors
My = Q' (M(U)) ou My = Q' (M(V));

Proposition 3.5.8 montre quéf; = Q¢(M (U)) ou M; = Q{(M(V))) et Mz = Q3"+ (M («)) sont compatibles,
c’est-a-dire que leur somme est encore rigide.
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Regardons maintenant EpthV; @ M, @ M3). Supposons d'abord que; = M (U), My = M(U[1]) et
M; = M(«a). Regardons les morphismes explicites introduits dans la preuve de Proposition 3.5.9:
fiMy=M(U[l]) » Ms = M(a), g:Ms=M(a)— My=M(U])
€: M3 =M(a) = Mz =M(a), n:My=M(U[L]) — Mz = M(U[1])

et notons
I My =MU) > M(x)

qui est le morphisme explicit¢’ introduits dans la preuve de Proposition 3.5.8 et
h:My=MU)— My =M(U[1])

qui est le morphisme ieductible deM/ (U) a M (U[1]) et qui engendre Hom(M (U), M (U[1])).
Proposition 3.5.9 montre que 'agre End (M (U[1]) @ M («)) est 116

f
T T e €
: :
i 9 i1

Proposition 3.5.3 montre que I'agre End, (M; & M>) est 114

et Proposition 3.5.8 montre que I'éigre End, (M; & Ms) est 114
l
[ ] () €
) 110

On \érifie quehf =l etn = feg. cela montre que 'akpre End (M; & Ms @ M) est 1112

Lautre casM, = M(V), My = M(UJ1]) et M3 = M («) se fait similairement et on obtient que I'algre
End, (M, ® M, ® Ms) est 1113.

On arrive au thoreme principal de cette setion gésume ce que I'on a moktci-dessus.
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Théoreme 3.5.11Soit M un module sans auto-extensions non-triviales/3(#.4)°(0) avecs > 2. Alors
(1) M a au plus trois facteurs ieBdomposables non-projectifs non-isomorphes.
(2) End, (M) est indecomposable.
(3) End, (M) estéquivalente au sens de Mor#id'une desr algebres suivantes:

1 e 12 e

4 o— .o

5 e«—— o

116 L : .‘
12 e— . @ : o.
N13e<«— o: . o‘

Maintenant on montre Proposition 3.5.6. Cerdt d’abord les cordes minimales.

Proposition 3.5.12 SoitC = C,Cs - - - C,, une corde. Sila cord€' est une corde minimale, alors

74

(1) C; commence par I'une degfthesy, o', 3ouy~! etC, termine par 'une deséchesy, o=, 37! ou

v
(2) Sin>2,|C1],|Cr| <3s—3;sin=1,|C| <3s—4.
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Démonstration Si C; est directe et commence paralors|[1]C| < |C|(voir Définition 1.6.6); siC; est inverse
et commence pab—1, alors|[—1]C| < |C|; si C,, est directe et termine pat, alors|C[—1]| < |C]; si C,, est
inverse et termine pay—!, alors|C[1]| < |C|. Cela montre la écessi de (1).

Supposons que > 2. Si|C;| = 3s—1, alors siC; estdirecte|[1]C| < |C| etsiCy estinverse|[—1]C| < |C|.
Si |C,| = 3s — 1, alors siC,, est directe]C[—1]| < |C| et siC,, est inverse|C[-1]| < |C|. Supposons que
|C1| = 3s — 2. Alors siC; est directe, alor§’; commence patw etC; = (a3v)*ta; si C; estinverse, alor€’;
commence pat ! etC; = ((af7y)* 'a)~L. CarsiC; était directe de prerare feches, alorsCy = (Bya)*~ 13
et commet(3) = 1, n = 1; si C; était inverse de prerdie fechey™!, alorsC; = ((ya3)*~1y)~! et comme
s(y)=1,n=1.0r,5siC; = (aBy)* ta, [1]C = vC1Cy - - - Cy, = y(aBy)*taCy - - - C,, et donc|[2]C| < |C
siCy = ((aBy)*ta)™L, [-1]C = B71C1Cs - - O = B H(aBy)* La) L0y - - - €, et donc|[-2]C| < |C].

Supposons que = 1. On peut supposer que soit directe. S|C| = 3s — 2, alors siC' est directe[1](C[—1])
n'existe pas et st est inverse|—1](C[1]) n’existe pas. S|C| = 3s — 3, alorsC = (Bya)*~ 1 ouC = (afy)* 1,
mais on erifie que(Bya)* L, (aB7y) ™ € QQ(So).

O

SoitC' = C; une corde minimale que I'on peut supposer directe. Alors é®fa proposition @aedente '
est parmi les cordes suivante:

(aBy),1<i<s—2; (afy)'a,0<i<s—2; (Bya),1<i<s—2; (Bya)'fy,1<i<s—2

Constatons qu@Q(a) = Q((aBv)* 2a), puisqueQ((aBy)*~2a) = [-2]a~!. Cela implique que I'on n'a
besoin de cons&ter que les cordes minimales suivantes

(@By)',1<i<s=2, (afy) e, 1 <i<s—3, (Bya),1<i<s—2, (fya)'By,1<i<s—2
Lemme 3.5.13S0itC' = (a3y)" avecl < i < s — 2. Alors pour toutM € Q(C), Exty (M, M) # 0

Démonstration Il suffit de consi@rer les moduled/(C[n]) avecn € Z, puisque tout module darg(C') est un
syzygy d'un certain/ (C[n]) avecn € Z. Proposition 1.4.6 et Proposition 1.6.11 montre que

QM (Cln]) = M(QC[n]) = M((2C)[n])

On va utiliser souvent implicitement ce fait dans la suite.
Sin =0, ‘
QC = (yap) " tya((Bye) ™ 7 By) 7!

et le morphisme explicite d@M (C) a M (C') de coeupiy

]
I
|

0 |O

J - :
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n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2. En effet, suivant les notations de ce lemm&3=2.2y, C! =
((afy)* "1~ D = (afy)'aet D;-ECfl = (afy)taBy(aBy) ==t = (aBv)*~! ne contient aucun
chemin maximal.

Sin > 0, QCn] = (yaB)* " tva((aBy)s~") 13D avecD une corde et le morphisme explicite @d/(C[n])
aM(C[n]) de coeurnrfy

g
0
‘ /ar\ \(x
1, | 0 [ 0
\ ! T N
0 o I 1 | 1
AN \O/,Y | \7
; U 0
N / \
1 : N .
AN -
O/ \—0____7
NG \
N O/Q 0,
\7 s | AN I
N2 | 0
0 Lo - - 4

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.
Sin < 0,C[n] = (C[-1])[n + 1] = (afy)ay L E etQCn] = (yaB)*tya((Bya)*~"1By) " taF avecE
et F' des cordes. Le morphisme explicite d@/(C[n]) a M (C[n]) de ceeupBya

O [e%
_____ AN
1 el " 0‘ o 0 B
\ ! PN \
0 . | 1 B .. 1 ,
AN | 7y \ AN
0 5 [ 0 \ 0
\1 l()/a | AN
_____ | .
\ k . .
: 0
N / Ny - -
I 0 5
N / RN !
o, 17 I D
\* ! \ |
0 [ 0 1
| NV
0
[ o
n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.
a

Lemme 3.5.14SoitC' = (a3y)'a avecl < i < s — 3. Alors pour toutM € Q(C), Exty (M, M) # 0

Démonstration Il suffit de consi@rer les moduled/(C[n]) avecn € Z, puisque tout module darg(C') est un
syzygy d'un certainV/ (C[n|) avecn € Z.
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Sin =0, QC = (yaB)* Iva((vaB))*~i~1y)~! et le morphisme explicite d@ M (C) a M (C) de coeurya

O\a
1
v 0
N oon N
& | ya ¥
0 8 | 0 ’Yl \0
AN I 7 a I \
AN -
N 1 B — N
) 0
AN / \
1 . . 0 I
N e
« (AN |
\0/7 I 0 !
[ N
[ |

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2. En effet, suivant les notations de ce lemmé&Z3:2.2¢, C! =
((Bya)*="7287) 7%, D} = (aBy)''aB et D{EC; ™! = (afy) " tafya(Bya)*~"23y = (af)*~" ne contient
aucun chemin maximal.

Sin > 0, C[n] = (aBy)iay™ 1D etQCn] = (yaB)* tya(Bya)*~i~1py)lak avecD et E des cordes.
Commes —i — 1 > 2, le morphisme explicite d@M (C[n]) a M (C[n]) de coeuBya

0\a
1’Y " O‘a Oﬁ
N ' VRN \
0 | 15\... 1’Y
\* | 7 | N
0 5 | 0 \ 0
\1 |0/a | AN
_____ J .
N k . .
: 0
\ / S
1, 0 *05 B
AN / AN !
0 17 I BV
\* ! \ |
0 | 0 1
| NV
Lo _ 0,

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.
Sin = —1, C[-1] = (aBy)iaB et QC[-1] = (yaB)* 1ya((aBy)*~*~1)~1. Le morphisme explicite de
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QM (C[-1])) aM(C[-1)) de ceurns

T
I Y
a 0
1 | 0 | a
\ ./ [ \0
0 . )_1_ﬁ_4 N
AN ~ 1
0, 0 N
AN / 0
1 : N AN
\ a g
: 0 Yoo -
AN /a NG [
L 0 0
AN / B
0 17 [ N
\* Lo L
0

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.
Sin < —1,Cn] = (C[-1))[n + 1] = (aBy)tatF etQC[n] = (vaB)* ya((aBy)* 1) "1 3G avecF
etG des cordes. Comme— ¢ — 1 > 2, le morphisme explicite d@M (C[n]) & M (Cln]) de cceuBya

rT T T T 5
| /al\ 0\04
1 . | 0 [ 0
\O \ 1/6 [ \ﬁ
\ [
\Oé | /'Y | 1\'7
0
5 E 0
AN / \
1 : N .
\ / .
: KR
AN
N 0/a 0,
N Y, [ AN |
0 1 B | 1 S
N ! NV
0 L____Y
n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.
a

Lemme 3.5.15Si C' = (Bya)'fv avec) < i < s — 2, alors pour tout\/ € Q(C), Extly (M, M) # 0.

Démonstration On consi@re les corde€’'[n] avecn € Z, puisque tout module dan@(C') est un syzygy d'un
certainM (C[n]) avecn € Z.
Sin >0, C[n] = (Bya)!ByD ou |D| = 0 ou D commence pat ' et

QCn] = (Bya)* ' Bya™ E = (Bya)' Bya(Bya)’ ™ *fya™ B
avecFE une corde. Alors le morphisme explicite

QM(Cln]) — M((Bya)'By) — M(C[n])
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n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
Sin < 0, C[n] = (Bya) Ty LF etQCn] = (Bya)* 1Bya"tG = (Bya) T (Bya)* = 2B3va~1G avecF
et G des cordes. Alors le morphisme explicite
QM (Cln]) — M((Bya)™) — M(C[n))

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

Lemme 3.5.16Si C = (Bya)’ avecl < i < s — 2, alors pour tout\ € Q(C), Exty (M, M) # 0.

Démonstration On consigére les corde&’[n] avecn € Z.
Sin >0, C[n] = (B8ya)D ol |D| = 0 ou D commence pay—* et

QC[n] = (Bya)* ' fya™E = (Bya)' (Bya)* " 'fya ' E
avecFE une corde. Alors le morphisme explicite
QM (C[n]) - M((Bya)") — M(C[n])

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
Sin < 0,C[n] = (Bya)'BF ol |F| = 0 ou F commence pafa ! et

QC[n] = (Bya)* ' B1G = (Bya)' Bya(Bya) ™ "2pyG

avecG une corde. Alors sii = —1, le morphisme explicite

QM (C[n]) - M((Bya)'B) — M(Cn))
n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1 et si —1, le morphisme explicite
QM (C[n]) — M((Bya)'By) — M(C[n])
n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
O

SoitC = C1C5 - - - C, une corde minimale avec > 2. Supposons d’abord qu&; soit directe. Alorg’; est
parmi les cordes suivantes:

(afy) 1<i<s—2; (afy)'a,0<i<s—2; (Bya)L£-1<i<s—2; (Bya)' ByL£-0<i<s—2

Comme dans une composaiipéC’), on n'a besoin de considerer les cordgs] dont les premiers segments
sontCy. Dans la suite, on va traiter toutes les cordes nemogliques qui ne sont pas daf$S,) U QQ(Sp) U
Q(a) U QQ(«) et dont les premiers segments sont parmi les cordes ci-dessus, i.e. les cordésiodigyes
C =(Cy---C, telles queC; soit parmi les cordes

(@B7)',1<i<s—1; (afy)'a,0 <i<s—2; (Bya) £-1 <i<s—1; (Bya) fy£-0<i<s—2
D’apres Proposition 1.4.6)C = D = DyD1 - - Dy Dy 1 1.

Lemme 3.5.17 SoitC = C; - - - C,, une corde nonériodique qui n’est pas dai¥.Sy) UQQ(Sp) UQ (a)UQQ(«).
SiCy = a, alors Exty (M (C), M(C)) # 0.
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Démonstration Supposons que EX(M(CLM(C’)) = 0. NotonsQC = D = DgD;y---Dpy1. Alors Dy =

(yaB)*'yaetDy = ((Bya)* ' By)~".
Si|Dy| > 1,i.e. Dy = afDj) avecD) une corde, alors le morphisme explicite de caede M (D) aM (C)

- o
\ RN
0, 1 0, 5
N /’y |__J\
NG /.
1 0 0”7 ...
N / BN V.
E : L _ 0y
N /
1 0
\ /s
0, 1
\* /
0 Y

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1. On obtient donclgple= a et Cy = ((Bya)*~13y)~L. Si
D3 # ((Bya)*=1By) 7, alorsCiCy = a((Bya)*~13vy) "t = Dy D3CY avec|C)| > 0. Le morphisme explicite

M(D) = M(DyD1D3D3 -+ Dy y1) — M(DyD3) — M(DyD3C4C3 -+ Cy,) = M(C)
n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1. On édudt queD3 = ((8ya)*~13v)~! etdonc queTs = a.
On montre paré&currence que pour que EXtV/ (C), M(C)) = 0, Co;_1 = a etCoy = ((Bya)*~13y) !
pour tout; > 1. Cela signifie qu& serait une corde infinie, ce qui est absurde.

O

Lemme 3.5.18SoitC' = C - - - C,, une corde nongriodique qui n’est pas daf}.Sy) UQQ(Sp) UQ(a)UQQ(«).
SiCy = (afy)’ avecl < i < s — 2, alors Ext, (M (C), M(C)) # 0.

Démonstration CommeQC = D = DyD;---D,41 0U Dy = (yaB)* lya etdi D; = ((aBy)*~4) 71, le
morphisme explicite de coeur3y de M (D) a M (C')

')
| 0
/a\ \a
1 ~ I 0 | 0
N I /ﬁ I \ﬁ
Oa | 1 | 1
AN \O/,y | \'Y
_ 0
\ / \
1 : N
\ :
0/ \>07777j
NG |
N O/a 0,
\”/ Y | AN |
B | 1 [
o, 1 : \v/
AN /’Y 0
0 I |

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.
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O

Lemme 3.5.19SoitC' = C; - - - C,, une corde nongriodique qui n’est pas daf¥ .Sy ) UQQ(Sp) UQ (a)UQQ(«).
SiCy = (afy)*~1, alors Ext, (M (C), M(C)) # 0.

Démonstration Constatons qUEC = D = DyD; --- D,,1 avecDy = (ya3)* " 1yva et Dy = (afy)~ L.
SiCy = a~!, alorsDy = (Bya)*~!By. Supposons que ExtM (C), M(C)) = 0. SiCs # (Bya)* !By ou
(C5 = (Bya)*~13y etn = 3), alors

DiDy =~y '3 o (Bya)* T By =471 BT CaCs Dy
ou D}, est de longueur nulle si = 3 et est directe si > 3. Le morphisme explicite
M(D) = M(y '3 CoC3D,D3 - Dy y1) — M(CyC3) — M(C1Cy---Cy) = M(C)

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1. On obtientique 3 etCs = (Bya)*~!3v. Donc D3 = a~ 1. Si
Cy # a1, alors
C2C3C, = o (Bya)* ' Bya™'C
avec|Cy| > 0 et
D1Dy D3 =~ 17 (Bye)* Bya !
Le morphisme explicite
M(D) — M(a"*DyD3) = M(CyC3a™") — M(C)

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1. On obtient@ye= o—'. On montre par&currence que pour que
Extl (M(C), M(C)) =0, Co; = a~ ' etCy_1 = (Bya)* By pour touti > 1. Cela signifie que serait une
corde infinie, ce qui est absurde.

SiCy # a1, alors pour que le morphisme explicite 8#&(D) a M (C')

1 0\0“
\ 0 s
0, \
\ 1
0 4 \
\ 0
1 \
\ . :
o g
: 0
\
\ VN 0
1 0 PPN \
v 1*5—4 0,
\ _
\" 1 g
0 N /|
O

ne soit pas projectif, il faut qU€:| > 3s—2, d’apres Lemme 3.2.2. $5| = 3s—1, alorsCy = ((yaf)*~1ya)~!
etn = 2.Alors , 4
C = (af) (vap) " tya) ™" = (af) " aby((vaB)* ya) ™
et
D = (yaB)* tyay 167 a7lp

Le morphisme explicite

M(D) — M((vaB)* 'yay 167 ™) = M(apy((yaB)* " ya)™t) — M(C)
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n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.|Gj| = 3s — 2, i.e. Co = ((aBy)* ta)~!, alorsDy = 3. Si
|Ds| < 3s — 2, alorsCy = D3C% avec|C4| > 0 et donc
C1Cy = (afy)'((@B)* ')~ = (afy)'aDa D3 Cy
Le morphisme explicite
M (D) = M(DyD1D3D3 -+ D,y 1) — M(DyD3) — M((aB7y) taDyD3C5Cs - - - C,,) = M(O)

n’'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.|Bg| = 3s — 1, i.e. D3 = ((vaB)*"1ya)~t, alors|Cs| = 0 et
n=2.
D = DyD1 Dy D3 = (yaf)* 'ya(aBy) ™ By((vaB)* 'va) ™! = [-2]a” ! [-2] € Q(«)
Si|D3| =3s — 2 D3' = (afy)* 'a = Cia. Le morphisme explicite
M(D) = M(DyD1Dya™*C; Dy -+ Dyy1) — M(Cy) < M(Cy---C,) = M(C)
n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

O

Lemme 3.5.20SoitC = C; - - - C,, une corde nonériodique qui n’est pas dalgi.Sy) UQQ(Sp) UQ (a)UQQ(w).
SiCy = (afBy)'aavecl <i < s— 2, alors Ext,(M(C), M(C)) # 0.

Démonstration CommeQC = D = DoD; --- D, 11 avecDy = (yaB)* tya et Dy = ((Bya)*~~1py)~t. Le
morphisme explicite de coerya de M (D) a M (C)

O [e%
_____ AN
1, " 0! 0 5
\ ' VRN N
0, ! I 1,
N\ | - | N
0 5 [ 0 \ 0
\1 |0/a ! AN
,,,,, | .
\ k . .
: 0 .
\1 0/ \—0____j
v B
N / N !
o, 17 I D
\* ! \ |
0 | 0 1
! N
L____0
n'est pas projectif, d’agrs Lemme 3.2.2.
a

Lemme 3.5.21SoitC' = C; - - - C,, une corde nonériodique qui n’est pas dai}.S,) UQQ(Sp)UQ(a)UQQ(«).
Si € est directe et commence patelle que|C; | < 3s — 3, alors Ext, (M (C), M(C)) # 0.

Démonstration CommeD, = (3ya)*~1 3y = Cy D}, avec|D}| > 0, le morphisme explicite

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
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O

Consicerons maintenant les cordés= C - - - C,, avecn > 2 non geriodique qui ne sont pas da@g.Sy) U
QQ(Sh) U Q(a) UNQ(«) telle queC; soit parmi les cordes suivantes:

(@f) ™ 1<i<s—1 ((@f7)'a) ,0<i<s =2 (Bya) ™ 1<i<s—1; ((Bya)'fy) " 1<i<s—2
Lemme 3.5.22SiC; = o, alors Ext, (M (C), M(C)) # 0.
Démonstration Supposons que ExtM(C), M(C)) = 0. Q(C) = Dy---D,y1 avecD; = (yaf)* 4.
EcrivonsCy; = GE pour une cordés.
SiCy # (Bya)®*~18y, alorsD; = ED} avec|D}| > 0. Le morphisme explicite
M(D) = M(EFDy--- Dy 1) - M(E) — M(C,8ECs---Cy) = M(C)
n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1. On a nédonc quesy, = (Bya)*~1By. Sin = 2, alors
C =10y = a ' (Bre)* By = 1 [1] € Q(So)
etonadonc que > 2. SiCs # «, alorsCs = aC% avec|Cs| > 0.
CoC3 = (Bye)* ' ByaCy = B(yaf)*~'va~'Cy = BD1 D2 Cy

Le morphisme explicite de coeli; D, de M (D) a M (C)

0 5
/a\— ________________ _|
0 1,
n- - - - T~ 7 AN !
NG ! o !
| 0 | [ AN [
| N | | 0 |
| 0 3 \ ! N I
[ \1 \ [ [
[ [
: N\ : - | h |
U
| \ [ N\ [
[ N [ [ 1 [
| 1, 0 4 | \ |
| IR | 0\@ |
Lo 0_ [ 0 -
| \ﬁ |
! 1 07
| NN
Lo ____ ____ 0_

n’est pas projectif, d’agrs Lemme 3.2.1. On obtient donc qlie = o—'. On montre par&currence qué€'y;_; =
a1 etCy = (Bya)*~1 3y pouri > 1. Cela signifie qu& ' serait de longueur infinie, ce qui est absurde.

Lemme 3.5.23SiC; = (afy) “avecl < i < s — 1, alors Ext,(M(C), M(C)) # 0.
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Démonstration Alors D = (Bvy«)*~i~!3y et le morphisme explicite d&/ (D) a M (C)

0 5

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3.

Lemme 3.5.24Si C; = ((aB7)'a) ! avecl < i < s — 2, alors Ext, (M (C), M(C)) # 0.

Démonstration C; = ((afy)ia)™t = a !y ((apy)"taB) ! et D; = yaBy(aBy)*~i=2. Le morphisme
explicite de coeutye de M (D) a M (C)
7o, 0
\ ! 7o\
0, 0
N 1 s

|

|

|

L__O_\B y
7

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.

Lemme 3.5.25Si C; = /3, alors Ext, (M(C), M (C)) # 0.
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Démonstration D; = (Bva)*~! et le morphisme explicite de coels de M (D) a M (C)

n'est pas projectif, d’agrs Lemme 3.2.3.

Lemme 3.5.26Si C; = (Bya)'~*, alors Ext, (M (C), M(C)) # 0.
Démonstration Sin = 2 etCs = (afy)* la, alorsC = C,Cy = (Bya)'~5(aBy)* a et
QC =D =ryay™' = [1]afl] € Q(a)

SiCy = (afy)*taB, alorsn = 2 etQC = ya et le morphisme explicite de coeyr de M (D) a M (C)

0 0

- -
W
|

\
0 \
\
|

O _ L
n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
Supposons quEs;| < 3s — 1 et quen > 2. On peutécrire D, = v~ 1371 E avecE une corde. SjE| > 0,

Cy = (Bya)'=® = EC| avec|C]| > 0. Le morphisme explicited/ (D) = M(yay '~ ED3---Dyy1) —
M(E) — M(EC{C;y---Cy,) n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2. |Bj = 0, alors le morphisme
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explicite de cceufy de M (D) aM(C)

O (03
1/6 N
0
/0/,
1 0! 0
N N /
0 17 —
\* /
Y
0 0
1/5
0
(o
0

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3.

O
Lemme 3.5.27Si C; = (Bya) * avecl < i < s — 2, alors Ext, (M (C), M(C)) # 0.
Démonstration D; = (yaB)*~*~tya et le morphisme explicite d&/ (D) a M (C) de coeurya
T a
1 /
NG | L8 N
[ 0 [ /
| N\ 0o’
Lo_ _ O_Kﬁ 0/(1
1
\ < :/
AN 0
s - - il
0 .. | /7 |
NS 0
0 I 7 [
O _
n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.
O

Lemme 3.5.28Si C; = (Bya)By avecl < i < s — 2, alors Ext, (M (C), M(C)) # 0.
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Démonstration D; = (Bvya)*~*~! et le morphisme explicite d&/ (D) a M (C) de caeurS

0]
L_KB
1

\ .78
0 /
\* 0

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3.

3.6 D(2A)%(c)avecs > letc=1

3.6.1 Lemmes @s modifes
Regardons la structure des elgesA = D(2.4)%(1) avecs > 1.

16 =0, a® = (afy)® = (Bya)®
Le module projectif indcomposable
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est un module de type corde uaiel et le module projectif inescomposable déte S, est
Py=keo®kBDEBYDEBya D --- ® k(Bya)* 'y D ka® kaB ® kafy® - @ k(afy)* Laf @ ka®

ou ka? = k(aBy)® = k(Bvya)*. On peut visualiseF,, comme suit

ou Py

o~ 7

ka?

Constatons que les chemins maximauxfjesont(5ya)®, (afvy)® eta?. Notons qued = A/SocPy = A/ka?
est une algbre de corde. Led-modules inécomposables sont donc ldsmodules inécomposables €. On
regarde RadP) et Py /So.

Rad Py) = kB ® kBy @ kByad --- k(ﬁ’ya)s_lﬁw S ka® kol Pd kafbyd--- k(aﬁ’y)s_laﬂ @ ka?

Constatons quén — (Bya)*~y)a = a? — (Bya)® = 0 et donc on visualise sa structure comme suit:

kg k(a = (Bya)*~"5v)
vl 18 ‘1 (\)5
kB kap K
" N
kBya kapy 0 0
| | | |
| i ou L = M((aB) al(Bva) A
k(Brya)*~! k(afy)*~! 0 0
Bl | o B | o
k(Bya)* 18 k(afy)*~la a0
v | B 0 1
k(Bya)*~t By k(aBy)*top N7
o~ o2 /n, 0
(0%

Si on notet la classe d'urélementz dansP, /Sy, alors

Po/So = keg ® kB @ kBy © kBya @ - - k(Bya)*~1 By © ka @ kaf © kafy @ ---k(afy)*~laf
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On visualiserP, /S, comme suit

8 k‘eo &
k3 ka ’8/ 0 NS
v s 17 o
kB kaf v | B
. il O
kB kaBy 0 0
Py = ‘ ‘ ou ! = M(((Bye) " By) " (@B)* )
| | | |
k(Brya)sT k(apy)>! S0
Bl la
_ 1 0
k(Bya)s=1p k(aBy)s—ta 7 K
vl |8 0 1
k(Bya)s—1 By k(aBy)s—tap
On voit que le compdsRad Py) — Py — Py/S, est la somme des trois morphismes explicfies- 05 + 03
I 0 Iy 0 Iy 0
b (\) M \0 } ‘(\)' 1/ \“@ } ‘—Or‘ 1/ \0
1o T | 0 Y | Lyl 0 1 | |
I \ 0l \ I 111 \ \
101 0 |(\)| \1 0 101 (\) [ \1| 0 0 (\) }
1 L0 o ! o 0, ! 0 0
LT s i et T :
o 0 1l i 0 o! | il 0 0 i i
1 \ N \ L1 ol \ ‘
11 0 |(\]| (\) 1 101 (\) |(\)| 1 0 (\) (\)
By N 0o AR | 0! ! 1 0
"O—K L 0 Ly 1, 0 1 B \
/ 0 1 N 0 1 N fo 1
0 (Bl 0 [ 0 [

Pour cette algbreD(2.4)°(1) avecs > 1, on modifie les lemmes de la section 3.2 .

Lemme 3.6.1Soit A = D(24)%(1) avecs > 1. Soitf : M(C) — M (D) un morphisme explicite entre deux
modules de type corde tels qu’aucun des deux ne soit projectif.

(1) Sile compoé So¢M (C)) — M(C) — M (D) n'est pas nul, alorg = 0.

(2) Sile compog M (C') — M (D) — M(D)/Rad M (D)) n’est pas nul, alorg # 0.

Démonstration On montre (1), la preuve de (2fant duale. Sf = 0, alors il existe un module projectif =

> P(j) et des morphismes explicitgs : M(C) — Rad P(j)) eth; : P(j)/SodP(j)) — M (D) tels que

f => hjon;og;oun; estle composRadP(j)) — P(j) — P(j)/SoqP(j)). Comme pour touf , n; est

la somme d’au plus trois morphismes explicitgse 71, o h; est la somme d'au plus trois morphismes explicites.
Comme les morphismes explicites sonéirement infpendants, il existetel quef soit un facteur dg; on; o h;.
Comme SotP(i)) est simple, SadP(i)) C Ker(n;) et comme le comp@sSocM (C)) — M(C) £ Rad(P(i))

a pour image contenue dans $B¢i)), le compogé So¢M (C)) — M(C) £ Rad(P(i)) % P(i)/SodP(i)) est
nul, et doncf = 0, ce qui est absurde.
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Lemme 3.6.2Soit A = D(2.A4)%(1) avecs > 1. SoientC' = C;Cs---C,, etD = D1D5--- D,, deux cordes.
Soit f : M(C) — M(D) un morphisme explicite de ccedir qui est une corde directe de longueur strictement
positive. Supposons qué C C; etE C D; etécrivonsC; = EC] etD; = D’ E. Si D} EC; ne contient aucun
chemin maximal (voir Bfinition 1.4.1) ou contient?, alorsf # 0.

Démonstration Si f = 0, alors il existe un module projectif iBdomposabldé’; aveci € {0,1} et deux mor-
phismes explicites : M (C) — Rad P;) eth : P;/S; — M (D) tels quef soit un factuer déon;og. Sii =1, P,
est unigriel et ce cas até traié dans la preuve de Lemme 3.212; EC; contient le chemin maximgha3)°. Si
i = 0, en regardant les structures de R&g et P/ Sy, on voit queD’; EC; contient(a37)* ou (8y«)*, mais elle
ne contient jamaia2. En effet, si on combine dan% la corde Infg) C Rad P) et la corde de Irth) C Py /S,
alors le graphe obtenu ne contient pés

O

Lemme 3.6.3Soit A = D(2.A4)°(1) avecs > 1. Soitf : M(C) — M(D) un morphisme explicite de coedir
avec|E| = 0. Supposons qu& = C; N C;41 (i.e. Pog(C) = i voir sa dfinition avant Proposition 1.5.5) et
E = D; N Dji(i.e. Pog(D) = j). Notons

/7 —1 / / —1 7y
Ci = C’ial 7Ci+1 = QQCZ-JFI,DJ‘ = Djag,Dj+1 =0y Dj+1

ou lesw; sont des fches directes. Sitous lega, asaq, asas etayas sont dans l'i@al admissiblep), alors

f#0.

Démonstration Si f = 0, alors il existe un module projectif iBdomposable® et deux morphismes explicites
g: M(C) — RadP) eth : P/SodP) — M(D) tels quef soit un facteur dg o np o h ol np est le compos
RadP) — P — P/SodqP). Or,comme dans la preuve du lemmeégedent, il existe une corde C C; ou
F C Cj41 qui contientE et une sous-cordé C D; ouG C Djy; qui contientE tel que, par exemple, si on
suppose qué’ C C; etG C D; (les autres caétant similaires), alor&F ~! est un chemin maximal. Comngg

termine paiv; et F~1 commence pati;, aza; € (p).

3.6.2 Syzygies

Dans le cas de I'akpreD(2.4)%(0), on calcule souvent les syzygies de modules de type corde. Le point crucial est
les proposition 1.4.6 et 1.6.11. On va montrer dans cette sous-scetion qu&sdf(1) avecs > 1, si on garde

la définition deQXC' dans Cefinition 1.4.2, Proposition 1.4.6 reste vraie pour les cordes autres que les €nfles
et(T[n])~! avecn € Nou T = (Bya)~13, i.e. ceux dans le-tubeQ(T(. Il en résulte que Proposition 1.6.11
rest vrai pour les cordes autres que les cofides et (7'[n])~! avecn € N, puisque cette proposition ne concerne
que la éfinition deQC et celle deC[1].

Proposition 3.6.4 Soit A = D(2.4)%(1) avecs > 1. SoitC une corde autre que les corde®] et (T'[n])~! avec
neNouT = (Bya)~1By. Alors QM (C) = M(QC) ol QC est cefinie dans Bfinition 1.4.2.

La demonstration de cette proposition occupe tout le reste de cette sous-section.

Proposition 3.6.5 Soit A = D(2.A4°(1) avecs > 1. SoitC une corde autre que les cordgl] et (7'[n])~* avec
n € N. Alors Q(C[1]) = (QC)[1].
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On utilise des notations dans la preuve de Proposition 1.4.6. Supposos spieune algbre bigrielle
speciale. SoitlC' = ---C;_1C;C;4+1Cj42 - - - une corde suf avecC; directe. On visualize// (C) sous une base
{e;} comme suit:

€i;_4 Cijta
~ ~ ~ ~
eij7171 eij71+1 eij+171 eij+1+1

eij72+1 eij*l eij+1 eij+2*1

~N ~ ~ e ~ e
Cijs €i; Cijia

L'enveloppe projective dé/(C) est de la formeP = --- & Py(c,) @ Py(c;,,) © -+ ou les modules projectifs
indécomposable®;¢;) et Pyc,, ) sont de la forme

€i;_y
~ ~N
e’ij_l—l eij_1+1
€i;_at1 €i; -1
— ~
S _ 1 =5l !
eij72 — Jij 2 eij - Jiy
~ -
fij—2+1 firl
fij 11 fi; a1
~ -
fij s
et
i1
- ~
€ijyr1—1 €ijr1+1
€i;+1 €ijia—1
-~ ~
S 1 =/ _ !
Ci; = i Cijre = Jijpo
~ —
fij-i-l fij+2—1
fij+1—1 fij+1+1
~N -
fij+1
L'application surjectiveP® — M (C) envoie respectivement
~I1 ~ ~ ~ ~ ~ ~/
eij_27 6ij_2+17 Tty e’ij_l—lv elj_l ’ e’ij_l—‘rla T eij—l? eij

en

€ij2>Cijatly """ 5 €1 —1,Ci5_ 15 €ij_y 41577 Ciy—1, Gy
et envoie respectivement

é;/j s Cijtls 5 iy —15 €y Cigy 1y €1, é;j+2
en

TGy TCiH1 " T =1 € TG s TG a1y T 6y

Le noyau deP — M (C) est de la forme
o @kfi 1B Bkfi, 1 Okfi, @ fi, 1D Bkfi, 1 ®k(f + ) Okfiq1 @Bk 1 @

ij,Q



D(2A)%(c)avecs > letc=1 92

Efior ® fijr1 @ ®kfij 01 @
Alors on visualise&Q M (C) (= M (QC)) comme suit:

.. i
~ PN ~
fij72+1 fijfl fij+1 fij+2*1

f’l‘j—l*l fij—1+1 fi]’+171 fij+1+1

~ -
fisa

On va utiliser cette @sentation d’une base pof/ (C') méme si poulC' une corde sur 'algbreD(2.4)°(1))
avecs > 1.

Maintenant on se place sur I'élgreD(2.4%(1)) avecs > 1.

Regardons d’abor#,. Pour simplifier la pgsentationp, est illustée par le graphe suivant:

el e}
7|
€2
o
€3

Les quotients explicites d&) /Sy = M (((8ya)*~18y) "L (aBvy)*tap) sont de laform& 1 D avec(Bya)* 18y =
CC' et (aBy)*~taB = DD'. On montre qu&dM (C~1D) = M(Q(C~'D)) pour C~'D # T—!. Notons
|C| = uet|D| =v. AlorsC~1D # T~ implique quev > 0 ouu < 3s — 1. Siv > 0, alors

QM(CT'D) =key1 @ - @ kess—1 ® kegs D kel & Del,y
qui est illustée comme suit:

Cut1 ot
\ s

/
8u+277 61;+2

€3s—1 ehe 1

~ —~

/
€3s = €34

Cette pésentation donne l'isomorphisneV (C~1D) = M (Q(C~1D)).
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Siv=0etu<3s—1,QM(C7ID) = keyy1 @ -+ ® kegs_1 @ kegs ® keh,_; @ --- @ €} qui estillustée
par le graphe suivant:

Cette pésentation ne donne pas l'isomorphisthe/ (C D) = M (2(C~1D)), puisquev + 1 > 2. En revanche
si on change’; ene} — e;;_1, on constate que(e] — ess—1) = €5, — e3s = 0 etfB(e] —ess—1) = €h, etle
présentation suivante donne I'isomorphisme voulu.

/
€1 —€35—1
| B
/
€2
e
Cu+1 6-/3
\ \

e /
35—3 €353
B o

!
€352 €35_o
7| |8

€35—1 ehe 1

= .
€3s = €34

On montre maintenant la proposition 3.6.4.

Soit C' une corde directe di#rente dg3ya)*~13y. Sis(C) = 1, commeP; est un module de type corde,
QM (C) =2 M (QC) estévidente.

Supposons que(C) = 0. Alors C € (Bya)*~ !By ouC C (aBy)*~taB. Cette corde est donc un quotient
explicite deP et le fait queQlM (C) = M (QC) aéte deja monté ci-dessus.

SoitC = C; - -- C,, une cordeéin segments avee > 2 surD(2.A4)%(1). Posonf2C' = D = DyD; -+ Dy 1.
On peut visualiser une base@a/ (C) en forme d&2C = D = Dy D - - - D,, D,,..1 comme suit (voir les notations
introduites au @but de cette sous-section):

. I .
~ PN e
fij—at1 i fis+1 fijia—1
Jij -1 fi; a1 fija—1 fijza41

~ - ~ e
fij—l fij+1
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Cette pésentation ne donne pas 'isomorphismé (C) = M (2C) = M(D). Eneffet, siD; = ((8ya)*~18y) 71,
alorSaf{j = fi,_, etsiD; 1 = (Bya)*~' By, a|Ol’Sozfi’; = fi,..- Onva modifier cette base pour que ce soit une
base deV/ (D) a condition queD ¢ Q(T'), ce qui donne l'isomorphism@M (C) = M (QC).
Pour les corde®; telles queD; # (Bya)*~ 13y, ((Bya)*~1By) L. Ce n'est pasécessaire de les modifier.
Supposons qu®); soit un segment tel quB; = (Bya)* =By ouD; = ((Bya)*~13v)~!. Supposons d’abord
gue I'on ne soit dans aucune des deux situations suivantes:

(1) D; estle premier segment d2 et D, est inverse.
(2) D; estle dernier segment de et D; est directe.

Alors par synétrie, on peut supposer qu#& soit directe. On en&buit que|D; 1| > 0. On distingue des cas.
Supposons d’abord que; soit le premier segment de.

fit—l

~
ﬁfit—l“rl .

) e
. /
fu—l i+1
Ve

’Y\ «a
fi,

Dans ce diagramme, la ligne indsxpara signifie queaf;, , = f;,. On sait quexf;, , = f;,. Si|Diga1| > 1,
alorsg3f;,+1 = 0. Onchangef;, , enf;, , —fi, 41 etdonca(f;, , — fi,+1) = fi, — fi, = 0€tB(fi,_, — fi,+1) =
fit—1+1'
firor = firtn

~

B firoi+1 .
. e

Ji—1 Jivt1

"/\ /a
fic

"
41

On a gk le probéme pourD;. Si|D;41| = 1, alorsi; + 1 = ;41 etI’€ément en cette position eﬂg+1 +
avecO(f! ) =0etal(f! )= fi.

Tt41 Tt41

fit—l
\
A fit—1+1 .
' ’ "
f??f,—l Gp41 + it+1ﬁ
ORI ™~
fit .

Sion changef;,, , enf;, |, — f{m, alorsa(fi,_, — i’m) =fi,— fi,=0etB(fi,_, — ;M) = fi,_,+1- Ona
régle le probéme pourD,.

fit—l - z'/lﬁ
~
fit71+1

f / 1
ip—1 4 Tt41 tt41g
it -
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Supposons maintenant gy ne soit pas le premier segmentBe Si | D,1| > 1, alorsg(fi,+1) = 0.

+

1t1 211

o \\
fir1—1 B fi i1 .

~
Ji—1 Jiv+1
AN 7

fi ©
Dans ce digramme, la ligne index para signifie queaf;’ = f;,, mais paa( iy + i 1) fi,- len estde
meme pour des diagrammes similaires dans la suite. alors on cffiange- f;' enf; +f/' — fi,+1. Alors

alfi, + fil = fior1) = fieova + fi, = fir = fii 1

et
IB(fzt 1+fzt 1 fit+1):0+fit—1+1 +0:fit—1+1

ai/t 1 + 7«1 1 __fit-‘rl
_— T~
fira—1 B fiat1
fiier o Jin
AN /(X
fi,
S| |Dt+1‘ = 1,

“ o
firoi—1 B fi .

ip—1+1

/ "
fit71 Gt41 + it+lﬁ
N
T “a ...
1t

alors onchang¢;  +f/ enf/  +

Tt—1

— fi,+1- Alors

ltl

a(f1/1+f f71+1):fit—1—1+fit 7f7;t, :fi{,_l—l

et
ﬁ(th 1+fzf 1 fi/t-‘rl):O+fit—1+1+0:fit—l+l
Cela egle le probdme pourD;.

/ /
it—1 + Zt 1 fit+1
_— T~
fit,—l—l “ B fit—l"l‘l
o fitfl Zt+1 + 1t+lﬁ
'y\ ~
fit

On traite maintenant les deux cas exclus (1) et (2). Comme ils sont &yigoes, on peut supposer gk
soit le premier segment de et queD, soit inverse.
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Si|Diy1| > 1, alorsaf;, = fi,_,.

A
@ - o
Jivi—1 Jivt1
~
%_1+1 Jit2
~ AN
fin 7

On changef;, 1 en fi,+1 + fi,_,. Cela egle le probdme pourD; ., cara(f;, + f{’) = fi,+1 + fi,_, €t
B(fiy+1+ fir_y) = fi,+2 + 0= fi, 12 puisquedf;,_, = 0.

g fi, H 1,
- ~
fit—171 fit+1 +fit_/g
'yfit—l"l‘l fit+2
-

N
fiy

Supposons quiD; ;1| = 1. Si D, est le dernier segment de,

! 2
1t 1 o

~ ~
«
fir_1—1 A fit+1

%14—1
-

fit—l K

alors il suffit de changef;,., enf;, ., + fi,_,-

/ 1
B8 it+ it o
~
firoi—1 fivr + fiy

o fitfl"!‘l
-~

fit—l
Supposons qué;., ne soit pas le dernier segment be

’ "
it42 + Tt42

/ \

Fivint .

/ i
iy flt+1+1
-~

it o

« - ~
fit—l_l o fit+1

%NLI
~

fit—l 7

On changéD, , eny ajoutant terma termeD;, i.e. onchang¢;, ., enf, . +fi,_., fi, .41 €nfi, 1+ fio_ 41,

/ " ; o 1"
T fit+2*1 enfit+2*1+fit71+7;t+27it+171’ itto ippo? Si |Dt+2| < 3s—1, enf = fit+2+ it+2+fit71+it+27it+1
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et, si|Dyo| <3s—1L,enf=f  +f  +f +1

Tt42 it

!
/ N\
fit+2*1 + fit71+7;t+27it+171 o
3 7/, + z/,/ a fit+1+1 +fit_1+1
~ ~ —
Jivoi—1 Jiver T Jiiy

Yy fitfl"!‘l
-

fit—l

Si|Diy2| < 3s — 1, alors celaggle les prol#mes.
Si|Dy1o| = 3s — 1, un probeme supg@mentaire apparait. Caglement en position,,» estf;, , + f;/,, +

ity2
i+ fi et
a(fi/t+2 + z'/:+2 =+ fz/t + fzI:) = fit+1 + fit+2+1 + fit—l + fit+1 = fit+2+1 + fit—l 7& fit+2+1

Si Dy, estle dernier segment deou si| D, 3| > 1, commes(f;,_,) = 0, il suffit changerf;, ., y1 enf;, .1+
fi,_,- Supposons qugD, 3| = 1 et queD;.3 ne soit pas le dernier segment fle Alors on ajoutea D; 4

la suite D; termea terme i.e. on changg, ; enfi, ., + fi, s fi, 5+1 €N fi g1 + fi, 41, -+ firu—1 €N
! 11 H ! 12
fit+4*1 + fit—1+it+47it+371 eton Chang it4a [y S |DS+4| <3s—1, enfit+4 + Qgta + fit71+7;t+47it+3 et,

Si|Dstq| =3s—1, enf{t+4 + [ LS

Ttta

On montre paré&currence que ce processus €&ren un nombre fini 8tapes, ca€ ¢ Q(T'). Notre modifi-
cations fournissent alors une base éaiblit un isomorphism@M (C) = M (QC).

3.6.3 D(2A4)'(1)
Rappelons I'algbreA = D(2.4)'(1).

18=0, a® =0, afy = fra
Les modules projectifs irecomposables sont (voir Section 2.2)

0 1

ﬁ/ \a \’Y
1 0 0
Py= 71 | B P = AN
0 “/1 0 4
N \
0 1

NotonsA’ = D(2A4)*(1). Alors A/Sy = A’/S} ol S} est le module simple dd’ en somme®. Le carquois
d’Auslander-Reiten stable dé& a la néme structure que celui d&.

Proposition 3.6.6 Le carquois d’Auslander-Reiten stable B¢2.4)! (1) est compos de
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e une infinié del-tubes
e un 3-tube non egulier
e une composante de tyfed; ;

Suivant les notations de la sous-section 3.6.2= (3v. D’apres Thkeoreme 1.6.10(2), il existe une suite
d’Auslander-Reiten de terme inteediaire indecomposable

0— M(T)— M(T[1])) - M(T)—0

Cette suite appartieatun1-tube etM (7') forme I'extrémité de ceti-tube, puisque M (T') = Q> M (T) = M (T).
Constatons que sur cette algeA = D(2.A)!(1), on voit directement que

QM (By) = M(Bya ", 1,1)

qui est un module de type ruban et quétablit un isomorphismes detubesQ(T) etQ(Ta~*,1). En revanche,
sur l'algebreA’ = D(2.A)1(0), QM (Bv) = M(Bv) et est un automorphisme dutubeQ(T).

On voit facilement que la composar@gT’) est forneé des moduled/(T'[n]) pourn € N. D’aprés Proposi-
tion 3.6.4, toute cord€’ satisfaisanC ¢ Q(T') vérifie queQM (C) = M (QC).

Théoreme 3.6.70n pose

1 0
N AN
C - 0 5 D - 1(1’1) et E - 0
AN AN
0 1

Soit M un module inécomposable sub(2.4)'(1). Alors Ext, (M, M) = 0 ssi M est un module de quasi-
longeur0 ou 1 (voir Définition 1.6.5) dans 18-tube. En outre, sM € {M(C), M (D), M(E)}, Endy(M) = k
etsiM € {M(C[1]), M(D[1]), M(E[1])}, End, (M) = k] /¢*.

Théoréme 3.6.8Soit M un module sans auto-extensions non-trivialesi3(.A)*(1). Alors

(1) M a au plus deux facteurs directes@dmposables non projectifs non-isomorphes.

(2) L'algebre End (M) est une algbre indkcomposable.

(3) L'algébre End (M) estéquivalente au sens de Morital'une desquatre algebres suivantes et chaque
algebre appara’it.
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Pour les preuves de ces deugrdiemes, on copie les preuves de€bieme 3.4.2 et de T@oreme 3.4.4 pour
I'algebreD(2.4)%(0), dans lesquelles on remplace Lemme 3.2.1 par Lemme 3.6.1, Lemme 3.2.2 par Lemme 3.6.2
et Lemme 3.2.3 par Lemme 3.6.3. Dans ces deux preuves, on montre parfois qyéeMoa), M (D)) = 0 pour
certaines corde§' et D, mais on constate que dans tous les cas il n'existe pas de morphismes explidifé€'tle
aM(D).

3.6.4 D(2A4)°(1) avecs > 2
Rappelons l'algbreA = D(2.4)°(1) avecs > 2.

18=0, o® = (afy)® = (Bra)®
Les modules projectifs iretomposables sont

1
B \7
1 0
71 AN
0 0
a| \ﬁ
0 1
\ AN
Py = : et P = .
\ AN
0 1
Bl N
1 U
71 AN
0 0 5

[0

NotonsA’ = D(2.4)°(0) avecs > 2. Alors A/S, = A’/S|, ou S|, est le module simple dd’ en somme®. Le
carquois d’Auslander-Reiten stable dea la méme structure que celui d¢.

Proposition 3.6.9 Le carquois d’Auslander-Reiten stable B¢2.4)! (1) est compos de
e une infinié del-tubes
e un3-tube non égulier
¢ une infini€& de composante de ty@eA2>

Les remarques suivant Proposition 3.6.6 restent valables. En fait, suivant les notations de la sous-section 3.6.2,
T = (Bvya)*~13y. Dapres Tleoeme 1.6.10(2), il existe une suite d’Auslander-Reiten de terme idttiaine
indecomposable
0— M(T)— M(T[1]) - M(T) -0
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Cette suite appartierit un 1-tube etM (T') forme I'extrémite de cetl-tube, puisquerM (T) = Q>M(T) =
M(T)). Constatons que sur cette @lge A = D(2.4)!(1), on voit facilement que

QM (Bv) = M(Bya~',1,1)

qui est un module de type ruban et quétablit un isomorphismes detubesQ (7)) etQ(Ta~1, 1). En revanche,
sur lalgebre A’ = D(2.A4)1(0), QM ((Bya)*~1By) = M((Bya)*~13y) et est un automorphisme ditube

Q(T).
On voit ai#ment que la composangT") est forneé des moduled/(T'[n]) pourn € N. D’aprés Proposi-
tion 3.6.4, toute cord€’ satisfaisanC ¢ Q(T') vérifie queQM (C) = M (QC).

Théoreme 3.6.100n notell = (afB7y)* 'af,V = (yaf)* 'yaetS = 1 _y). SoitM un module inécomposable
surD(2.A)%(c) avecs > 2 etc = 1. Alors M est rigide ssi il est parmi les modules suivants:
(i) M(U),M (V) etSy, i.e. les modules de quasi-longuéufDéfinition 1.6.5) dans I8-tube.

(i) M(UL)),M(V[1]) et M(S[1]), i.e. les modules de quasi-longududans le3-tube.

(i) Q"(M(a)),neZ
Pour les modules de type (i). ERtiV/) = k et pour les modules de type (ii) et (iii), EReM ) = k[e] />
Théoréme 3.6.11Soit M un module sans auto-extensions non-trivialesi3(#.4)°(1) avecs > 2. Alors

(1) M a au plus trois facteurs iedomposables non-projectifs non-isomorphes.

(2) End, (M) est indecomposable.
(3) End, (M) estéquivalente au sens de Moréiaune deg§ algebres suivantes et chaqueétge appafia
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N13e«—  o: : o

Pour les preuves de ces deugdiemes, on copie les preuves degbieme 3.5.2 et de Tdoreme 3.5.11 pour
l'algebreD(2.4)%(0), dans lesquelles on remplace Lemme 3.2.1 par Lemme 3.6.1, Lemme 3.2.2 par Lemme 3.6.2
et Lemme 3.2.3 par Lemme 3.6.3. Dans ces deux preuves, on montre parfois qu'un morphisme explicite est
projectif qui factorise paF,. Bien que lesP, sont differents pour l'algbre D(2.4)%(1) et I'algebre D(2.4)%(0),
on verifie les factorisations pd?, restent les rdmes en utilisant la description de com@os

(Ra((PO) — Py —» PO/SO) =01+ 07+ 03

donree dans la sous-section 3.6.1.

3.7 D(BK)*aveca=b=c=1

LalgebreD(3K)1 1! est
1
10y = pvg = Q3] = O
ay as B1B3 = B3f2 = P2/ =0
B 3 (181)® = (Bza3)*
! ¥ (Bron)® = (azf2)°
B2 (a3f5)¢ = (Baa)®
2 e e 3

a2

Ce cas @té calcué par Alexander Zimmermann dans [45]. Voici sésultat;

Théoréme 3.7.1Soit M un module suD(3K)%"¢ aveca = b = ¢ = 1 tel que Ext, (M, M) = 0. Alors
1. M aau pluss facteurs directes irstomposables non projectifs non isomorphes.
2. End, (M) a au plus deux facteurs directe @mmposbles équivalences de Morita @s.

3. tout facteur directe intcomposable de EndM ) est Moritaéquivalentéi 'une de<23 algebres suivantes et

chaque algbre appafia
11 o 12 o

1k Y
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12

14 04>0
15 0470

ML e . .
mz2 e . ou .
M3 e o g .o
M4 o e

15 o . °
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1 Y S ' .‘ i
VT e el o e e
1

/7 N\
Remarque 3.7.2Pour cette algbreD(3K)" 51, Py = 2 3 . Alors le morphisme
N/

1
2 3 1
M(C): N/ —»5®&S3— / N\ :M(D)
1 2 3
est projectif, car il factorise pdp, via
1
2 3 LN 2
N /S =P =2 3 > /N
1 N/ 1 3
L1 |

mais il est somme de deux morphismes non projectifs qui sont faiblemeniéunauatde coeur de longueur nulle:

[¢ o1

2 3 1 2 3 1
=0 ir{ N et N AL, N
R s T

En effet, sif est projectif, alors d'a;s Remarque 2.2.2, il existe un moduleéndmposable projecti? et deux
morphisme expliciteg; : M(C) — Petf, : P — M(D) tels quefy o f1 = f + f' pour f’ un autre morphisme
explicite de cceur disjoint de celui deou le morphisme nul. On avidemment que® = P; et quef’ = g.
Commef +g =0, f =0 <= g = 0. Or, sig est projectif, il existe un module igdomposable projecti’ et
deux morphisme explicitegy : M(C) — P’ etg, : P’ — M (D) tels quegs o g1 = g + f” pour f” # f un
autre morphisme explicite de cceur disjoint de celujtleu le morphisme nul. On voit quB’ = P; et donc que
/" = f, Ceci est une contradiction et on eediiit quef et g sont non projectifs.
Cet exemple contredit Lemmas 3.1 et 3.2 de [44].

Remarque 3.7.3Dans Lemme 2.3.4, les conditiofG,| > 0 et Ext, = 0 sont récéssaires.

(1) Si|Cs] =0, alors le compads

B zga
3 1%52;*{\
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1
2 N 2
N =P =|2 3 > / N\
3 1 AN 1 3
1

mais aucun des deux morphismes explicite$r sont projectifs en vertu de Lemme 3.2.1.

factorise parP; via

(2) S'il n’existe pas conditions de nuliitde Ext, notons
I S N > S
h: A XN 1= \ V
3L L
et

51
2 3 1
g:=\ — /N
1 2] 3

Alors h est non projectif en vertu de Lemme 3.2.1 et on a néod#ns la remarque @edente que n’est
pas projectif, mais leur compe$ dans (1) est projectif. Constatons que

1 1 2 2
Extty| ~ N, ~ N |=Hom, (S, ~ N\ |#0
2 3 3 1 3 1
car le morphisme explicite
2
Sl% /
s 1L
n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

Remarque 3.7.40n va traiter 'algbre D(3/C)"*! avech > 2 dans le prochain chapitre. 8i> 2, la situation
devient beaucoup plus complige, car

(1) Lalgebre D(3K)1%! avech > 2 n’est pas de croissance polynomiale (Lemme 1.8.1).

(2) Le carquois d’Auslander-Reiten de(3k)">! avech > 2 est plus compligé celui deD(3K)"1!. La
composante de tygBA; 3 dans le carquois d’Auslander-Reiten B¢3K)1! devient une infinik de com-
posantes de typBAX dans le carquois d’Auslander-Reiten B¢3/C) > avech > 2.
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Algebres courtoises et bloca defaut
diedral Il

Dans ce chapitre, on traite I'agre D(3K)%"¢ avecb > 2 eta = ¢ = 1. Rappelons l'algbre D (3K)®%.

1
ajap = agaz = azay =0
g Qs (ﬁlﬁé T ﬁsﬁ(QﬂZ 5)2& =0
11 4= 303 ¢
61 63 (61041)(1 _ (04252)17
B2 (a3f3) = (Bacra)"
2 o e 3

(&%)

Voici le theoeme principal de ce chapitre.

Théoréme 4.0.5Soit M un module suD(3/C)1*! avech > 2 tel que Exty (M, M) = 0.
1. M a au pluss facteurs directes ifstomposables non projectifs non isomorphes.
2. End, (M) a au plus deux facteurs directe @mmposbles équivalences de Morita s.

3. tout facteur directe ifetcomposable de EndM ) est Moritaéquivalenteh 'une des55 algebres courtoises

et chaque algbre appaii&
11 e 12 o

1 o~ .o
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VI7

4.1 Modules indecomposables rigides

Dans cette section, on cherche tous les modules rigidésamposables sup(3k) ! avech > 2.

~

2 3
Introduisons des notations.&ignons par \" la corde(az(2)" " tay, par  \"~ la corde(Baz)’ ! Bs,
2

2 3
par \ lacorde(asf;)’ " etpar \ lacorde(3:a2)"!. Graphiquement, ce sont les cordes de la forme
3 2

2 3 5
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3\ﬁ2 2\042
2 2 3 3
2 2 .. 3 3 5
3 2
NG \
2 3

Notre resultat principal est

Théoreme 4.1.1Soit M un module inécomposable sub(3K)*! avech > 2. Alors M est rigide ssi il est
parmi les modules suivants:

1 3 2
1 N, N, N
2 1 3
1 3 3 2 2 1
@ N 7/ N, N/ N7, NN
2 1 1 3 3 2
2 3 .1
@ N, N, N
1 2 3
2 3 . 3 . 1 1 2
4 N /N7, N7/ N N/ N\
1 2 2 3 3 1

2 1
G N / N\ )neZ
3 2

2 3
6 Q" ("N / N\ )nez
1 2

(7) les modules dans la composante de tpE> contenantSy, disonsQ(S1)
(8) les modules dans la composante de tpE> contenantSs, disonsQ(S2)
Pour les modules/ de type (1) (3) (7) (8),Engl(M) = k, et pour ceux de type (2)(4)(5)(6), EptV ) = kle]/e?

Définissons les deux fonctiomset e (voir Section 1.2).

ar | B |as | Bo| az | B3
ol 1l -1 11 1 -1
el 1 1) -1 -1 1 1

Proposition 4.1.2 (Proposition 1.8.7) Le carquois d’Auslander-Reiten/i@k)!:*! avecb > 2 est compos de
e une infinié de 1-tubes
e deux3-tubes)-stables.

e une composante noAguliere de typeZ A contenantPs, P; etS;
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e une composante noAguliere de typeZ A contenantS,,Ss et Py
¢ une infinié de composanteggulieres de typ& AL

Les modules projectifs iretomposables sont

1 2 3
/N /N /N
Pr=2 3, Pbhb=1 3 et Ps=1 2
/ N/ N/
1 2 3

Les suites d’Auslander-Reiten de terme intédiare in@composable sont (voir Boeme 1.6.10(2))

1 3 3 3 3 2 2
00— N — N /_N — N —0, 0—- N — N /_N — N —0
2 9 A 1 1 1 A3 3
2 2 1 1 2 2 3 . 3
0— N —- N /. N — N —=0 0= N —= N /,N — X —0
3 3 P9 2 1 2
3 3 .1 1 1 1 2 2
0— N — \ /al\ - N =0, 0— N — X\ /a2\ - N —0
2 3 3 1
Comme
1 3 3 2 1
Q \ N, Q N\ = \ et AN = \ ,
2 1 1 3 3 2
les trois modules \. , N\ et \" formentlextemitt d’'un 3-tube-stable. De r@Bme, les trois modules
2 1 3
2 3 1 o )
N, N\ et X\ formentl'extemite d'un autre 3-tub&-stable. Si on pose
1 2 3
1 3 2
C= N ,D= N ,E= N\,
2 1 3
2 3 1
C’'= N ,D= \",E= \ |,
1 2 3
alors
1 3 3 2 2 1
C’[l]: AN ,D[l]z AN ,E[l]: N/ N\
2 1 1 3 3 2
) 2 3.0 3.1 ) 1 2
C'll= N~ ~ N7, D[]= "/ \ ,E= \ / \
1 2 2 3 3 1
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pour toutn € N. D’apres Tteoeme 1.6.10, il existe des suites d’Auslander-Reiten de la forme: pour teu¥,

0 — M(C[n]) — M(C[n+1]) ® M(D[n - 1]) — M(D[n]) — 0
0 — M(D[n]) — M(D[n +1]) © M(E[n —1]) — M(E[n]) — 0
0 — M(E[n]) — M(E[n+ 1)) & M(Cln —1]) = M(C[n]) — 0

ou on utilise la convention
M(C[-1]) = M(D[-1]) = M(E[-1]) = 0.

Ces suites d’Auslander-Reiten forment les d8tixbes(2-stables suivants:

oM (D[2])

o M(E[2])

\
M(C)e o M(E) M(C')e

Lemme 4.1.3 Soit M un module dans les deixtubes ci-dessus. Alors
(i) SiM estde quasi-longuedr(voir Définition 1.6.5), i.e.
M e {M(C), M(D), M(E),M(C"), M(D"), M(E')},

alors Ext, (M, M) = 0 et End, (M) = k.

(i) Si M estde quasi-longuedr i.e.

M € {M(C[1)), M(D[)), M(E[1]), M(C'[1]), M (D'[1]), M(E'[1])},

alors Ext, (M, M) = 0 et End, (M) = kle]/€>.

(iii) Si M est de quasi-longuens 2, alors Ext, (M, M) # 0.

1 2
Démonstration (i). Il suffit de regarded = N\ ouM = \ ,puisque
2 1

Exty (M, Q' M) = Exty (M, M) et End,(Q'M) = End, (M),

oM (E'[2])

oM (E'[1])
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1
pour tout moduleV/ et touti € Z. On montre lecad/ = \ , l'autre casetant similaire.

2
1 1 1 1 1 3 1
Exty( N , N\ )=Hom,Q[ ~ ], N\ )=Hom,( \ , N\ )=0
2 2 2 2 1 2
: . : o3 1
car il n’existe pas de morphismes explicites de. vers \
1 2
Le fait que End, (M) = k est aussévident, ca@ part I'identig, il n’existe pas de morphismes explicites de
1
N alui-méme.
2

1 3
(i) Comme dans (i), on peut supposer gue= \  \ . Le seul morphisme explicite
2 1

3 Mo 1 3
oM ="~ A\~ M= NN
1 3 2] 1

est de cceuf,, comme illusté dans les deux modules, mais il est projectif car il est le cognpos

1
3 2 \ 1 3
N/ N =P =3 2(—| \ \
1 3 N 2 1
1

On obtient donc que
Exty (M, M) = Hom, (QM, M) = 0.

Calculons End (M). A part I'identite, il existe un autre morphisme explicite ##£a lui-méme, noé e,

M

1 3 1 3

TN /TN = N N

2 1 2

Ce morphisme n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3 et forme avec I'&lanttbase de EndM).
(iii). Si n > 2, regardon€’[n] etQCn] = D[n],

1 3

Cnl= ~ / N - \°/
T
Dinl= N\ / \" A N /1
1 3L _2 _

En effet, si on pose
1 3 3 2 2 1
Ci= N ,0Cy= , ,C3= N ,Ci= , ,Cs= N, Ce= /
2 2 1 1 3 3

et si on @finit que pour toutn € Z, C,,, = C,,» pourm =m’ mod6 etm’ € {1,2,3,4,5,6}, alors

Cn) = C1Cy - Cony1, Dln] =C3Cy---Copis
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et la partie en boite dan3[n] est
Cr-++Copgz = C1- - Ogps.

On a donc un morphisme explicite
M(D[n]) — M(C7 e an+3) = M(Cl cee anfg) — M(C)

qui n'est pas projectif, d’'ags Lemme 3.2.1. On obtient donc que

Exty (M (C[n]), M(Cln])) = Hom, (M (C[n])), M (C[n])) = Hom, (M(DIn]), M(Cln])) #

Il existe deux composantes naggulieres.
La premere composante est celle contenéint= M (1(,,1)). Sa forme est

121

]

M([1]1(1,1)[-2]) M([2]1,1)[-1])

M(1a,1)[-2]) M ([1]1¢1,1)[=1]) M([2]1(1,1))

M(L¢10)[-1]) P, M([1]1¢1,1))
M([=1]1¢1)[-1]) M(1(1,1)) M([1]1,1)[1])

M([-1]1(1,1)) Ps M (11,1[1])

M([=2]1(1,1)) M([—1]1q,1)[1]) M(1(1,1)[2])

ou
T[] /3\~ Lan[—1] 1\ N/3 1) = N/2\ [—1]1 = 2\N/l
anpltl= , 0 tanl=l= s Wlay = L an= N,
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L'autre composante est celle contenépt= M (13 1)).

/\
\/
a
é/
\
\/

(—2]1(3,1) M([-1]1,1[1]) M(1(31)[2])
(0]
2 3 2 1
1(3)1)[1] - / \ 5 1(3’1)[—1} == \ / 5 [1]1(371) == / \ 5
3 1 1 3
1 3 2 1 3
[—1]1(371) == \ 2 / 5 [1}1(3)1) [—2] = \ 3 / 5 [2]1(371)[—1] == 1 / \ 2

Proposition 4.1.4 Soit M un module inécomposable dan@(S;) U Q(S,). Alors on a Ext (M, M) = 0 et
End, (M) = k.

Avant de donner la preuve de cette proposition, introduisons des notations. Posons

w
w
[y
—_

2 2
Ci= / ,C= \N7,C3= , ,C4= N\ ,Cs= , ,Cs= \
1 2 2 3 3 1

w

et deéfinissons que tout € Z, Cs = Cy pours = s’ mod6 ets’ € {1,2,3,4,5,6}. Alors

2
/S\N Cl/ \Cz /1\ C3/ \C4 /N C5/ \Ca
P;=1 2 = N , Pp= 2 3 = N eth, = 3 - 1 = N~/
\3/ Cy Cs \1/ Ce Ch \2/ Co Cs

Constatons que tout chemin maximal dans les modules projectésontposables est com@ode deux cordes
C;C;13 pouri € {1,2,3,4,5,6} (ou on prend les indices moduty).

Lemme 4.1.5 Supposons qu€’ = C;C;41---Ciyy, aveci € Z etn € N. Alors D = Q(C) est de la forme
suivante:

(i) siC; etC;y, sontinverses, alor® = C;y4--Ciynta.

(i) siC;etCyy, sontdirectes, alor® = C;1 o+ Cippyo.
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(iii) siC; estinverse ef’;,, estdirecte,alorssi=1,D=C;NC;y1etsin>2,D=Ciyg- - Ciinia.
(iv) siC; estdirecte eC;,, estinverse, alor® = C; 0 Ciqpyq.

Démonstration Il suffit de regarder les structures des modules projectifédnthposable®; avecl < i < 3 et
ce lemme est une cobguence imradiate de Proposition 1.4.6.

O

Posons

et cefinissons que touh € Z, C;, = C/,, pourm = m’ mod6 etm’ € {1,2,3,4,5,6}. Alors

3
\ \ /N 5,
P2=3 1 = ,P1:2 3 = etP?,:l - 2 =
/ / % N\
3

Constatons que tout chemin maximal dans les modules projectésongposables est com@ode deux cordes
CiCj s pouri c {1,2,3,4,5,6}. Comme d’habitude, on prend les indices modiilo

Lemme 4.1.6 Supposons quée’ = C7 . C% ., - C}avecj € Zetm € N. Alors D’ = Q(C’) est de la
forme suivante:
(i) siCi,,, etC} sontinverses, alor®’ = C7 o s,
(i) siCy,,, etC; sontdirectes, alor®’ = C’ .,y Clypig
(i) siC?,,, estinverse e€’; estdirecte, alors s =1, D' = C}, , NCletsim > 2, D =C%, 5 Chpy.
(v) siC’,,, estdirecte eC’; estinverse, alor®’ = C"%,, ., ---Cj .

Démonstration |l suffit de regarder les structures des modules projectifednthposable®; avecl < i < 3 et
ce lemme est aussi une cégsience imradiate de Proposition 1.4.6.

O

Preuve de Proposition 4.1.4 Comme les deux composantes séntsomorphes, on n’a besion que de traiter
Q(S1). Commer = Q2 pour une algbre syngtrique et par corggjuent,

Exty (tM, M) = Ext! (M, Q> M) = Ext' (M, M),

il suffit de regarder les module®/ (1(;,1)[n]) avecn > 0 et les modulesV/ ([m]1, 1)) avecm > 0, puisque
tout module dans ces composantes est un syzygy d’un certain module de laMbftpe,)[n]) avecn > 0 ou
M([m]1¢,1y) avecm > 0.

Consicerons d'abord les moduled (1(,,1)[n]) avecn > 0.

3 2
1) Sin=0,M =5,etQM = ~\  .llIn'existe pas de morphismes explcites{@&/ versM et donc
1

Exty (M, M) = Hom, (QM, M) = 0.
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3
(2 Sin=1,M =M(1ay)[1]) = ~ \" etQM = Ss. llnexiste pas morphismes explicites Qé/ vers
1 2
M. On en @duit que

Ext (M, M) = Hom, (QM, M) = 0.

(3) Pourn > 2,
1(1,1)[“] =C=010y---Cyy

et donc
QC =D =C5Cq -+ - Copta,

d’'apres Lemme 4.1.5. Les cordéset D sont de la forme
3 1 2 3 1 2 e
C= / N/ N/ N/ N/ N/ N/
1 2 3 1 2 3 1

2 3 1 2 3 e
D= , N / N/ N/ N/ N/
3 1 2 3 1 2

J'affirme que le coeur d’'un morphisme explicitefdg/ (C') = M (D) versM (C') est parmi
3
{51,52,53,([32042)Sﬂ2 = . ,avec0<s< b*?}
2

En effet, d’apes les descriptions des sous-cordes explicites (voir Proposition 1.5.5) et des quotient explicites
(voir Proposition 1.5.6), les sous-cordes explicite€dsont

(i) Si,852,553

a 2
@iy ) aveca € {2, 3} qui est une sous-corde explicite de\. et qui est de longueur strictement
2

positive.
(i) Cps,p = Csq1---Cravecd < s <t < 2nets,t paires.
. a . a . .
(iv) ) Cgsis---Cravec) < 6s+2 <t <2nettpare,as - ) est une sous-corde explicite

de

\ etestde longueur strictement positive.
2

et les quotients explicites de sont

(I) 51732753

3 3
(i) - avecb € {2,3} qui est un quotient explicite de \. et qui est de longueur strictement
b 3

positive.

(iii)y Dpgy = Csy1---Cyavecd < s <t < 2n+ 2tels que ou biens( ¢ soient impaires) ou biens (= 4 et
t soit impaire) ou bieng soit impaire et = 2n + 2).
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3 3
(iv) Cs--- Cets1 ( > avech < s < 6t +2 < 2n + 2 tel ques soit paire ous = 500 - estun
b b

3
quotient explicite de X\ et est de longueur strictement positive.
3

Comme le coeur d’'un morphisme explicite 5 D) a M (C') esta la fois un quotient explicite d&/ (D) et
une sous-corde explicite def (C), on voit facilement 'affirmation.

3
Etant dongé un morphisme explicite d&/ (D) a M (C) de coeul S202)?B2 = . avecd < s < b—2,

on le factorise paP; via

3
S
3 1 . 2
MD)= /N7 /N = N
. 2 3 oo
S
2
.. d
N| S

1 2 3
\ = /N = M(C)

3 1 2

2

ou l'intersection des deux boites daRg est(G2a2)® 02 =

Soit f : QM — M un morphisme explicite de caelir = S; pouri € {1,2,3}. Notons s = Pog,(E) et
t = Pog:(E), alorss estimpairet est paire et + 3 = ¢ modb.

() Sis <t+ 3, alorsf estle compos
M(D) = M(Dyy,g) — I(M(Dyy,g)) = M(C—sq3,) — M(C)

ou I(M(Dy,s)) est I'enveloppe injective dé/ (D4 ) qui est aussi projectif, puisqué est une
algébre auto-injective voire sy@atrique. En effet,

Diy)=C5++ Cs €t Cip_yi34 = Crsia - Ci.

Commes +3 =tmod6, (t —s+4)+4=5mod6 ett +2 =s—1mod6. CommeC;_,,4 est
inverse e, est directe, Lemme 4.1.5 implique que

QC—sy3.) = UCtos—4---Ct) = Cu—sqaypa - Crya = C5 - Cs1 = Dy sy

La situation peuétre visuali€e comme suit:

Cli—st3, = CFHV \ / \\ / \ / \C:

Dy = VNS NS\ S "
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(i) Sis>t+ 3, alorsf estle compos
M (D) — M(Ds 2n+2)) = I(M(D(s 2n+2])) = M(Cltt12n+3-5) — M(C)

ou I(M(Dys,2n42))) est I'enveloppe injective d&1 (D, 2,427) qui est aussi projectif, puisqué est
une algbre auto-injective. En effet,

Disonti2) = Csq1 - Copga € Cppyyoniz—s) = Cry1- - Cryongz—s-

Commes+3 =tmod6, (t+1)+4 =s+2mod6 et(t+2n+3—s)+2 = 2n+2mod6. Comme
Cyyq estinverse e€;1 5,135 est directe, Lemme 4.1.5 implique que

QC 142n13-s) = UCri1 -+ Cryangs—s) = Cy1yra Clganiz—s)s2 = Csr2 - Conga = Digy12n19)-

La situation peuétre visualie comme suit:

ct, 1 t+2n+3—s
C[t,t+2n+3—s] == :/ \ / \ / \\ / \C e
E

Dis on12) = b;:rl\\/\/ \/\Czn+2

Consicerons ensuite les modulé¢ = M ([m]1(,,1)) avecm > 0.

2
4) Sim=1,M= ", ~ ,alorsQM = S,. Il n’existe pas de morphismes explicites@&/ = S, a M
3 1

et donc Ex}, (M, M) = End, (QM, M) = 0.

() Sim > 2, m]l31) = C' = (5, ---C] etdoncQC’ = D' = Cy,,,,---Cy d'apres Lemme 4.1.6.
D’apres les descriptions des sous-cordes explicites (voir Proposition 1.5.5) et des quotient explicites (voir
Proposition 1.5.6), le cceur d’'un morphisme explicite€de (C’) = M (D’) versM (C") est parmi

2
{Sl, 52, Sg, ((agﬁg)sag)_l = - ,avec0 <s< b— 2}.
3

Etant don@ un morphisme explicite d&/ (D’) a M (C’) de coeur

2

((04252)3052)71 = . ,avec0<s< b— 2,
3
on le factorise paP; via
——
2 2
AN 3 \ N |
3 | 3 1
\ %L \
3 AN 3
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2
ou l'intersection des deux boites daRs est((az32)°a2) "t = - | avec0 < s <b— 2.
3

Soit f : QM — M un morphisme explicite de coetir= S, pouri € {1,2,3}. Notonss = Posy/ (E), i.e.
E =C,, ,NC,dansD’ ett = Pog»(E), i.e. E = C{,, N C}] dansC’, alorss est impaires est paire et
s+ 3 =t mod6.

(i) Sis <t+ 3, alorsf estle compos
M(D') - M(Dy, yy) = I(M(Di, 4)) = M(Cpyy_13)) — M(C)

ou I(M(DfsA])) est I'enveloppe injective dé/(Dy, 4) qui est aussi projectif, puisqué est une
algébre auto-injective. En effet,

Es,4] = Cfe U Cé)’ et C[/t,tfs+3] = C; T 1‘{75+4‘

Commes +3 =¢mod6,¢t+2=s—1mod6 et(t — s +4) + 4 =5mod6. CommeC] estinverse
etC]_, 5 estdirecte, Lemme 4.1.6 implique que

QC[/t,t—s+3] = Q(Ctl o Cposy3) = tl+2 T Cét—s+4)+4 = ;—1 T C&% = fs—1,5]'

La situation peuétre visuali€e comme suit:

C[/t,tferS]: ft// \/\ /\/\Cé*s+4

N N AVIERNVAN

(i) Sis>t+ 3,alorsf estle compos
M(D") — M( E2m+2,s]) — I(M( E2m+2,s])) - M(C[/tfs+2m+3,t]) — M(C")

ol I(M (D!

(2m-+2,5)) €st 'enveloppe injective d&/ (D
de M (

am+2,5) dUI est aussi la couverture projective

C[/t—s+2m+3,t])’

/ _ / ! ! !
D[2m+27s] - C2m+2 T Cs+1 et C[t—s+2m+3,t] - Ct—s+2m+3 U Ct+1-

Commes+3=tmods, (t—s+2m+3)+2=2m+2mod6et(t+1)+4 = s+ 2modé.
CommeC;_,  ,,,. 3 estinverse e€’; | estdirecte, Lemme 4.1.6 implique que

/ _ ! / / i _ / v
QC[tfs+2m+3,t] - Q( t—s+2m+3 """ t+1) C(tfs+2m+3)+2 T C(t+1)+4 - C2m+2 T Vs+2 T C[2m+2,s+1]‘

La situation peuétre visualie comme suit:

szs 2m+3 C; 1
Cft—s+2m+3,t}: : +/ \ / \ / \/ \:
E

s *
Df2m+2,s]: +/\/ \/\ //:f
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On a monté donc que EXf(M, M) = 0 pour toutM € Q(S1)UQ(2S;). On montre ensuite que EpdM) =
k pour toutM € Q(S1) U Q(2S1).
Consicerons d'abord les modules = M (1, )[n]) avecn > 0.

(1) Sin =1, alorsM = S, et End,S; = k estévidente.

(2) Supposons que > 2 et notonsC' = 1(; 1)[n]. En utilisant les descriptions des sous-cordes explicites et des
quotients explicites ci-dessus, le cceur d’'un morphisme explicife (i€) vers M (C) est parmi

3
{81,859, 89, (Bac2)’By = . avec) < s <b—2}.
2

3
Comme ci-dessus, un morphisme explicite de c(8ut)0: = .  factorise patPs.
2

Soit f : M — M un morphisme explicite de coefit = S; aveci € {1,2,3}. Notonss la position deF
dans la sourcé€’ ett celle dans le buf’, alorss est impairet est paire et + 3 = ¢t mod 6.

(i) Sis < t, f estprojectif via
M(C) - M(Cy,q) — I(M(Clo,5))) = M(Cp—s-1,4) — M(C)

ou I(M(Cp,s)) est I'enveloppe injective dé/(CYo ) qui est aussi projectif, puisqué est une
algébre auto-injective. En effet,

C[O,S] = Cl t Cs Et C[t—s—l,t] = Of,—s e Ct'

Commes +3 =tmod6,¢t —s —1 =2mod6. CommeC;_, est inverse ef’; est directe, Lemme
4.1.5 implique que

QCp— a1 = UCyg-+-Cp) = Ci_yya-Crya = Ci -+ Co1 = Clo.s1]-

La situation peuétre visualie comme suit:

Gea= " NS\ SN SN

_ C1 * E
Clog = SN NS N\
(i) Sis > t,alorsf estle compos
M(C) - M(C[S,Qn]) — I(M(C[S,Qn])) - M(C[t,t+2n+1—5]) — M(C)

ou I(M(Cis,20])) est I'enveloppe injective d&f (C, 2,)) qui est aussi la couverture projectif de
M (C ¢4+2n+1—5)), PUiISquUeA est une algbre auto-injective. En effet,

Cls2n) = Cst1++Cop € Cly yroni1-g) = Cry1 - Criony1—s-

Commes +3=tmod6, (t+1)+4=s+1mod6et(t+2n+1—s)+2=2nmod6. Comme
Cyyq estinverse e€;1 5,115 est directe, Lemme 4.1.5 implique que

QM(C[t,t+2n+175]) = Q(Ct+1 t Ct+2n+lfs) = C(t+1)+4 e 'C(t+2n+175)+2 = Cs+1 - Cop = C[s,2n]-
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La situation peuétre visualie comme suit:

o t+2n+1—s
Cltt4onti—s) = :/ NN\ /\/\C+ .
E

ANV AN

Consicerons maintenant les modulgés = M ([m]1(,,1)) avecm > 0.

D[S,QTL] =

(38) Comme ci-dessus, notods' = [m]1(; 1). En utilisant les descriptions des sous-cordes explicites et des
quotients explicites ci-dessus, le cceur d’'un morphisme explicife €”") vers M (C’) est parmi

2
{51,852, 80, (22)°as = ~  ave® < s <b-—2}.
3

2
Comme ci-dessus, un morphisme explicite de c@aufs)*as = . factorise patPs.
3

Soit f : M(D) — M (C) un morphisme explicite de coefir= S; aveci € {1, 2,3}. Notonss la position
de E dans la sourc€” ett celle dans le bu€”’, alorss est impairet est paire et + 3 = ¢ mod 6.

(i) Sis < t, f est projectif via
M(C") — M(C[Is,o]) - I(M(C[/s,o])) - M(C[,t,t—s—l]) — M(C")
oul(M(Cy o)) estl'enveloppe injective d&/ (C( ) qui est aussila couverture projectived&Cy, , ).

Cls,0) =Cs---Cy et C[/t,t—s—l] =C;---Cy_,.

Commes + 3 = ¢t mod6,t+2 = s — 1 mod6 ett — s+ 4 = 1 mod6. CommeC] estinverse ef’;_,
est directe, Lemme 4.1.6 implique que

QC[/t,tfsfl] = Q(C{ e 'Céfs> = £+2 T éfs+4 = 0;71 T Ci = C[/sq,o]-

La situation peuétre visualie comme suit:

Cltms—1) = ,C/ VANV AVANE

[ ] ’
_ E C1
Cor= "N/ N/ N\ N\
(i) Sis > t,alorsf estle compos
M(Cl) - M(C[IQm,s]) - I(M(C[IQm,s])) - M(C[/t+2m+lfs,t]) - M(Cl)

ou I(M(szm,s])) est I'enveloppe injective d&/ (C| ) qui est aussi la couverture projective de

[2m,s]
M(C[It+2m+1—s,t] )

/ v / / v /
C[zm,s] - sz e Cs+1 et C[t+2m+175,t] — Yt42m4l—-s T VYi+l-
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Commes + 3 =tmod6, (t+2m+1—s)+2=2mmod6et(t+1)+4=s+2mod6. Comme
Cliomy1_s €Stinverse e}, | estdirecte, Lemme 4.1.6 implique que

QM(C[/t+2m,+1—s,t]) = Q(C£+2m+1—s e C£+1) = Cét+2m+1—s)+2 T Cét+1)+4 = Cém e C;+2 = C[Qm,s-{—l]'

La situation peuétre visuali€e comme suit:

Ciiomtis Cii
C[/t+2m+1—s,t] = o / \ / \ / \ / \ .Jr
E

Cloany = NS NSNSt

2
La composante contenaif(as) = \  estde forme

w

M([1]az)[-2] M([2]az)[-1]
M (or2[—2]) M ([1]az[-1]) M([2]az)
M (arz[—1]) M([1]az)
M([—1]az[-1]) M(az) M ([1]e2[1])

ot

2 1
Proposition 4.1.7 Soit M € Q(as) UQQ(az). Alors Exty (M, M) = 0ssiM = Q" < N /N ) ,n € Z.
3 2

Dans ce cas, End M) = k[e] /€%
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Démonstration Comme ce sont des composantes de B/ge°, il suffit de regarder les modules dans la diagonale
M = [n] (2\3> pourn € Z.
Comme Ext, (M, M) = Hom,, (QM, M), il faut calculer Hom, (QM, M).
(1) Sin=1,0M = M((az82)""2az)™1).

3
/ _
Sib =2, il s'injecte dansM = 1 ¥2 1
N
L _3
Sib > 2, alors le morphisme explicite
T 3
(A / _
OM= 3 | —->M=1 ¥2 R
ST AN
2 L _3
n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.
(2) Sin=2,
2 3
/ AN
M = M([2)az) = 3 tlj 2 ;
AN
3
alors
] 2 2
oM = /4N 7 avec 7 =((asBs)"2as)" "
2 3 3

Sib = 2, le seul morphisme d@M vers M est celui de coeus$; illustré dans les deux cordes, mais ce
morphisme est projectif via

3
1 2 /N7 /N \
OM =, N / —-P=1 3= M=13 1 2
2 3 AN
2 3
Cela signifie que i = 2, M ([2]a) est un module rigide et donc
2 1
QM ([2lag) = M(a2[1]) = N / N\
3 2
I'est aussi (En effet, ¢ = 2, 2 est un auto-morphisme dg(«s)).
Sib > 2, le morphisme explicite
ool L2
M an o /N / -
= 1 3 — =3 1 2
20 N
2 3 3,

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.
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(3) Sin > 3, le morphisme explicite

1 2 3
/NN /N

'3 1 2
oM=mnh-3 AN /N T )-oM=@n-3]2 3 1 2
1 2 3 \73—'
2]
n'est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3 (Ici on aéutiiplicitement Proposi-
tion 1.6.11).

(4) Sin = —1, le seul morphisme explicite
2 ! 2 3 2
QM([~1az) = N7 N 27 s M([Flas) = TN N
3 2 i3

factorise parP, via

N/ N v —=P=1
3 2

/ AN
3
2 1 2 ‘ 3
£

On obtient donc que

est rigide.

(5) Sin < -2, alors le morphisme explicite

1 3 2 3 2 1 [2]
Q(M([n]ag)):[n-i-Q]( Yot N, \3>—>M([n]a2)=[n+2]< NN \2//L

12 1

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3.

2 1
End, ( N/ N ) est engendr par I'identi€ et
3 2

IBY
2 1 2 1
e:mN N = TN s N
S T M)

qui n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3.
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3
La composante contenabf(3;) = \  estde forme

2
M ([1]B2[-2]) M ([2]B2(-1])
M (32[—2]) M([1]52[-1]) M ([2]52)
M(Ba[-1]) M ([1]B2)
M ([-1]B2[-1]) M(32) M ([1]52[1])

ou

2 3
Proposition 4.1.8 Soit M € Q(3:) U QQ(B2). Alors Exty (M, M) = 0ssiM = Q" ( N/ N ) ,n € Z.
1 2
Dans ce cas, End M) = k[e]/€2.

La preuve de cette proposition est exactementdamque celle de Proposition 4.1.7.

Proposition 4.1.9 Soit M un module inécomposable nongpiodique qui n'est pas dans
Q(51) U Q(S2) U Q(az) UNQ(a2) UQ(B2) UQQ(B2).
Alors Extly (M, M) # 0.
La preuve de cette proposition occupe tout le reste de cette section.

2 3
Soit A, I'ensemble des sous-cordes de.™ etde \" quiestdelongueuc n. Nontons
3 2

A-l={Cc':CecA,)}.

Proposition 4.1.10 SoitC = C,Cs - - - C,, une corde. Alors st est une corde minimale, alors
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(1) Sin > 2, alorsC, etC,, appartienneni Ay, o U A;bl_Q.
(2) Sin=1,C € Ay_3U Ay 5

Démonstration SoitC' = C; - - - C,, une corde minimale d’'une composantgulieres de typ& A%S.

Suppsons d'abord que > 2. Si C; est directe et commence par l'une dexcfesaq, 51, as, 33, alors
I[1]C| < |C|; si Cy estinverse et commence par 'une désfiesy; *, 3, !, a3 !, 851, alors|[-1]C| < |C|; siC,
est directe et termine par I’ une desdhesy,, 81, as, 03, alors|C[—1]| < |C]; siC, estinverse et termine par 'une
des fechesa; !, 871, a3 ', 85 1, alors|C[1]] < |C|. SiCy est directe efCy| = 2b — 1, i.e. C; = (a262)
ouCy = (Baca)?~1 3, alors|[1]C| < |C|; si C; estinverse efCy| = 2b — 1, i.e. C; = ((a2f2)" tag)~ 'o ou
Cy = ((Bea)?~1p2) 71, alors|[-1]C| < |C]; si O, est directe efC,,| = 2b— 1, i.e. C; = (agﬁg)b las ou
C1 = (Boaz)?~15,, alors|C[-1]| < |C|; si C,, estinverse elC,| = 2b — 1, i.e. C; = ((a2(2)" taz)~! ou
C1 = ((Baaz)?163:2)71, alors|C[1]| < |C|. Cela montre quél, Cy, € Azp—2 U AL 5.

Supposons maintenant gue= 1. On peut supposer que soit directe. Si

C € {ay, B, a3, B3, (2f2)" ag, (B202)" "' Ba},

[1]C nexiste pas. SC = (apB2)?" ! ouC = (Baca)?~12}, [1]C[—1] n'existe pas. On endtluit queC €
Asy_5 U AL . Cela ackve la @monstration.

La preuve de Proposition 4.1.9 seampose en un&se de lemmes.

Soit d’abordC une corde minimale directe ou inverse. On peut supposer qu’elle soit directe aeittplacer
C parC~1.

On voit facilement le lemme suivant qui permet de ne cagidque les cordes minimales de longu€ur— 1

Lemme 4.1.11Si C = est une corde minimale de longuéuc b — 1(resp.l > b — 1), alorsQ(Q(C)) = Q(C”)
ou C’ est une corde minimale de longuéleE=2b—1 —2 > b — 1(resp.l’ =2b—1—-2<b—1).

Déemonstration Supposons qué€ soit directe et commence pas, I'autre casetant analogue.
SiC = (af32)'ay de longueut = 2i + 1 avec0 < [ < 2b — 2, alorsQC = D = D; D, avec

D, = (azﬁz)b_lag et Dy, = ((a252)b—i—1)_1.

Alors QC = [-1](C") avecC’ = ((az2f32)""*"2aq)~! qui est une corde minimale de longuelr— 2i — 3 =
20 —1—2.

SiC = (af;)" de longueul = 2i avecl <[ < 2b— 2, alorsQC = D = Dy D, avecD; = (a32)" tas
et Dy = (B2(aef2)~71) 7L Alors QC = [-1](C’) avecC’ = ((a32)?~%~1)~! qui est une corde minimale de
longueur2b — 2 —2 =2b—1 — 2.

O

Lemme 4.1.12Si C = (ay/32)'ay est de longueur = 2i + 1 avec3 <1 < b — 1, alors tout module\l € Q(C)
vérifie Exty (M, M) # 0.

Démonstration Constatons que les conditions signifient ¢gue 4.
I suffit de regarder les module¥ ([»]C) avecn € Z, puisque tout module dans cette composante est un
syzygy d’un certainV/ ([n]C') avecn € Z.
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Sin > 1, alors comme&b — (I +1) — 1 > b—1 > 3, le morphisme explicite

_ P 3
2! N/ N
L/ 1 2
B N
QM ([n]C)) = , M([n]C) = 3
% o~
3 AN
L _3
2 o
de cceur \ n’estpas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.
3
Sin <0, alors
_ 2
ool /N
L/ 3
MY = 1 B = M(nO) = - A
. ) N
L _3

2
de coeur \  n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.
3

0O

Lemme 4.1.13Si C = (az32)* est de longueur = 2i avec2 < | < b — 1, alors tout modulé/ € Q(C) vérifie
Exty (M, M) # 0.

Démonstration Comme dans la preuve du lemmeégrdent, on regarde les module$C avecn € Z et on trouve

3
un morphisme non projectif d@(M ([»]C)) a M ([n]C) de cceur \
2

O

Lemme 4.1.14Si C = (B2a2)' 3, est de longueur = 2i + 1 avec3 < [ < b — 1, alors tout modulé\l € Q(C)
vérifie Exty (M, M) # 0.

Lemme 4.1.15Si C = (B2a2)* est de longueur = 2i avec2 < I < b — 1, alors tout modulé/ € Q(C) verifie
Exty (M, M) # 0.

Ces deux lemmes sont vrais par sy#tre.

Soit@Q une composante de ty[@eA réguliere qui est diférente de

Q(S1), Q(S2), Q(az), Q(B2), 2Q(az), 2Q(52)

et dont la corde minimal® a plus de deux segments. Comme tout modulelans cette composantg est un
syzygy d’un certainV/ (D[m]) avecm € Z. |l suffit de regarder les moduléd (D[m]) avecm € Z. Toute corde
C de la formeD[m] avecm € Z vérifie la condition que

C1 € Ay 2 UAY

et par symmetrie, on peut supposer qué'sest directes(C1) = 2 et que siC; est inverset(C;) = 2.
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2
Lemme 4.1.16SiC, = ~ ,alors Ext,(M(C), M(C)) # 0.
3

Démonstration Supposons que ExtM (C), M (C)) = 0.
On an > 4, car sin = 2,
2
/N =l _p[l] € Q(Ss)
3 1

etsin = 3,

2 3 )
/N /0 =ayl 1] € Qag).
3 1

2
Si|Cy| < 2b—2,alorsCy = 3,C) et \ — M(C}).on adonc un morphisme non projectif en vertu de
2

Lemme 3.2.2

Q(M(C)) = 2\\2/1\3/” . M(C)) — M(C)

On en éduit quelCy| = 2b — 1. On va montrer que > 7 et donc

C= / N/ N/ N/
3 1 2 3
En effet, sin = 4,
2 3
/N /N =1 (2] € Q(Ss)
3 1 2
et sin = 5, le morphisme explicite
2 1 2 3] 2 3 .1
QME) ="\ /N /N ST MO) = TN N
2 3 1 13 1 2
n'est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.3nSk 6,

2 3 1
/N /s NT /N =153 €Q(S3)
3 1 2 3

En utilisant les r@mes arguments, on montre pacurrence que
2 3 .1 \"
C= /SN /N /N | En
3 1 2

avecE, une corde de longueur strictement positive. Donc pour qug B£{(C), M (C)) = 0, la longueur de”’
devraitétre infinie, absurde.

2
Lemme 4.1.17SiC, = 4 ,alors Ext,(M(C), M(C)) # 0.
2
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Démonstration Comme dans le lemme g@edent, on montre que si ExtM (C), M (C)) = 0, alors

oo 2 3 12 "E
= 7 NN "
7 N\ 2 37

avecE,, une corde de longueur strictement positive. Donc la longuedr devraitétre infinie, absurde.

a
2
Lemme 4.1.18SiC; = y ¢ estune corde inverse de longuételle que2 <1 <2b—30lUc,d € {2,3},
d
alors Ext, (M (C), M(C)) # 0.
Démonstration Le morphisme explicite
e 7 9
QM) -\ _d, Me)=r ~a
_ RN — c .
- P
2 d_
n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.
a
_ 2
Lemme 4.1.19SiC; = \ ,alors Ext,(M(C), M(C)) # 0.
3
Démonstration Comme dans le lemme 4.1.16, on montre que shEXE(C), M (C)) = 0, alors
2 1 3 "
c= N~/ N7 N/ | E,
3 2 1
avecE,, une corde de longueur strictement positive. Donc la longuedr devraitétre infinie, absurde.
o

2
Lemme 4.1.20SiC; = \ ,alors Ext,(M(C), M(C)) # 0.
2
Démonstration Comme dans le lemme 4.1.16, si E((M(C), M(C)) =0, alors

n
2 1 2 3
cC= N\ / N/ N /2 N/ | E,
2 3 1 2

avecE,, une corde de longueur strictement positive. Donc la longuedr devraitétre infinie, absurde.
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&
Lemme 4.1.21Si Cy = AN est une corde directe de longuduelle que2 <[ < 2b—3o0lUc,d €
d
N
C
{2,3}, alors Ext, (M (C), M(C)) # 0.

Démonstration Le morphisme explicite

|
|
|
1 I_C___l d
N ' N
2 L _ _ ¢

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2 si 2 et en vertu de Lemme 3.2.1[sk 2.
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4.2 Deux facteurs

Dans tout le reste de ce chapitre, dans un lemme ou une propositicgerafrpar (i; + iz + --- + 4,) pour
i1, ,in € {1,2,---,8}, on cherche tous les modules rigides de la fote @ - - - & M;,  tel que)M;_ soit de
typeis pour toutl < s < n et on calcule le carquois avec relations de ke

n

End,(M;, &--- & M;,)

dans lequel le point noir nuenoé paris désignel/; le module in@composable de type pour toutl < s < n.
On utilise souvent implicitement les faits suivants:

Exty (M, N) = Hom, (QM, N) = Hom, (M, Q7 'N)

Extl (Q'M, Q'N) = Ext (M, N)
Hom, (Q"M, Q"N) = Hom, (M, N)

pour tout; € Z et pour tous lesi-modulesM et N,

Lemme 4.2.1 (1+1, 2+2, 3+3, 4+4%oientM et N deux modules non isomorphes de type (i) poar{1, 2, 3,4}.
Alors Extly (M @ N, M @ N) # 0. On appelle cette situation "impossible” dans la suite.

Démonstration On montre le ca2+2), les autres cas se faisant similairement.

1 1 3 1 3
Exty [ N / N, N / N\ =0
2 1 2 1
est eja montée.
A 3 3 2 1 3 1
2 1 1 3 2 1
estévidente.

e 3 2 1 1 3 3 2
Ext, [ N ~/ N , \"/ N |=Hom,[ N /N, N / N7 |#0
2 1 3 2 2

car le morphisme explicite

1 |‘3__| 73_72
N4 N =N v \T
2. L L 3

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

Lemme 4.2.2 (1+2)

. 1 . 1 3 o— —» 0
Q N e N/ N ,i€Z 112
2 2 1 1 2
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(1 2 1 o of
ol N Jeo | \NT/N ),iez 113 . )
2 3 2

On explique notre fagon de @sentation. Ci-dessus signifie que g/, @ My, M, @& My) = 0 avecM, ( resp.
M) est de typd (resp. de type) si et seulement s'il existec Z tel que

(1 (1 3
M =0 N et My =Q [ N N\
2 2 1
(1 . 1 3 (2 1
My=2Q' [ N\ et Mo=Q7H [ N N =0 N\ /N
2 2 1 3 2

Dans le premier cas, I'attbre End (M, @ M) estisomorpha 112 et cette algbre End, (M, & M-) estisomorphe
a l13 dans le deudme cas. On utilise cette notation dans la suite.

1
Démonstration On peut supposer que; = \ et on va montrer que
2

1 1 3
HomA< AN ,Ql< N /N >>=0<:>z'7é0mod3.
2 2 1

1
En effet, comme \ estQ-périodique de priode3, il suffit de consi@rer

2
1 (1 3
Hom, N, N/ N\
2 2 1

pouri € {0, 1,2}.
Le seul morphisme explicite

1

1 1 3 3 D

= —>Q<\/\>% NEARN
2 2 1 il 3

est de cceus; illustré dans les deux modules et factorise Pavia

2
1 s N7 3 2
N = DP=|1 3— N/ N
2 N 1 3
2

~

1 1 3 2 1
Il n’existe pas de morphismes explicites de. a2 < N /N > N/ N
2 1

1%

L'espace

1 1 3
Hom,( ~ , N\ / N\ )
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est engendr en tant qu’espace vectoriel par
1 3 1] 1 3
ar N =N N et 5N o N TN,
2 .2 1 2 2 [

1 1 3
parce que Teoreme 1.5.1 montre queet 3 engendrentHom( N\ , N\ ~/ \ )oua # 0, gracealLemme
2 2 1

3.2.1 a1 # 0gracea Lemme 3.2.3.
De méme, on montre que

(1 3 1
HomA<Ql< N/ N >, \ >=0<:>i7é—1mod3
2 1 2

(1 3 1 2 1 1
Hom, | Q N/ N\ ;N\ = Hom, N/ N, N\
2 1 2 3 2 2

est engendr en tant qu’espace vectoriel par

et

2 2] 1 1
v NT AN 1> N eté:‘K/\—>\,_|
3 2, 30 2 g

On obtient donc que

A (1 3 1 (1 3 ,
Ext} N NN , N e NN =0<+<=1i# 1mod3
2 2 1 2 2 1

Notons —
1 3 1 3
TN N N N
2 1 2 2y

1 3
Alors & part I'identig, € est le seul morphisme explicite de\. ~ \ & lui-méme ete # 0 gracea Lemme
2

1
3.2.3.
1 3
EndA< N/ N\ >=k1d®ke.
2 1

Notons aussi —
2 1 2 1
A NN Ny
3 2 3 2]

2 1
Alors 7 # 0 gracea Lemme 3.2.3. Les autres morphisme explicites de™ ~ \  a lui-méme sont de coeur
- 3 2
(aa32)*a avecl < s < b — 2 etils factorisent paP, via
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ou l'intersection des deux boites daRs est(as(2)°as. On en éduit que

2 1
EndA< N7 /N >=kzIdEBkn.
3 2 -

Sii = 0,0navuque

1 1 3
Hom, N \2/ N = ka @ kB

1 3 1

Hom, N/ N, N =0
2 1 2

On \érifie quee o o = [ en tant qu'applications (ete = 8 comme feches ). L'algbre

1 1 3
End, [ N @ N~ / \
2 2 1

a ‘
° o €
1 2

Sii = —1, on \erifie queny = 4. L'algebre

et

est donc isomorpha 112

1 2 1
End, | N~ @& N/ N\
2 3 2

’y
{ DU n
1 2

est donc isomorpha 113

Lemme 4.2.3 (3+4)

(2 (2 3 P

Qi N e N /N ),i€Z 2 ‘
1 1 2 3 4

e /1 2 o~ o

QN JeQ | N /N |,iez II3 ‘
1 3 1 3 4

142
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Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+2) (Lemme 4.2.2).

O
Lemme 4.2.4 (1+3, 1+4, 2+3, 2+4pour tout moduleV/ de type (1) ou (2) et tout modul¥ de type (3) ou (4),
Exty(M®N,M®N)=0.
On appelle cette situation "arbitraire” dans la suite.

Démonstration On montre(2+4)le cas le plus compliggy les autres cas se faisant similairement.

1 3
Gracea laQ-périodicit de \  \ , on peut supposer
1

aveci € {0,1,—1}.
1 3 (1 D 1 3 1 2
Homa [ N /7 Q0 N /7N —Homa| N /7N, N /N
D 1 3 1 2 1 3 1
est engendr en tant qu'espace vectoriel par
1 o1
1 3 1 P 1 3 1 2
LK/\—>\/¥_\et\/LKe¥¥\
2 1 2 1 3] 1

le premier morphisme explicite factorisant parvia

N/

\ — Py =
1

et le deuxéme factorisant paP; via

1 2
On en é&duit que Hom ( N/ N, N /N ) =0.
2 1 3 1

1 3 e 2 1 3 2 3
Homsa | N\ ~/ N\ ,Q N /N =Homa N / N , N / \
2 1 1 1
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est engendr en tant qu’espace vectoriel par
M
1 3 2 3
ENP AN NI
2 1 1 2

qui factorise par®, via

et donc

1 3 1 1 2 1 3 3 . 1
Homy N/ N LO7 N/ N\ = Homy N/ N , N/ N\
2 1 3 1 2 1 2 3

est engendr en tant qu’espace vectoriel par

1 EY 3 1
N e RN N
2 1 RREY

qui factorise patP; via

On a donc que

1 3
Hom, \2/ \1

(1 2 1 3
Hom, [ ©° N/ N NN =0
3 1 2 1
pour tout: € Z.

Le résultat voulu en &coule, en vertu dedgalie Exty (M, M) = Hom, (QM, M).

pour tout: € Z.
De méme, on erifie que

Lemme 4.2.5 (1+5)

. 1 . 2 ]. Oe————— ©
QN el N N ,iueZ II3 )
2 3 2 5
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(1 . 1 3 — .o
QN et N/ N |, hueZ II2
2 2 1 1 5

(2 1
Démonstration Regardons les moduleQ® ( N/ N ) pouri € Z.

3 2
Pourn > 1,
3 2 1 3 2
o [ 2 1 / N/ N /N
Q=" N /N = 1 3 2 1 3 1 2 3
3 2 N/ \
2 3 1
Ce graphe signifie que
1 3 2
5 2 1 3 2 4 2 1 N /7 N/ N\
Q N /N = N / \ etQ N /N = 2 1 3 1.
3 2 1 3 3 2 AN
2

2 1 2 1
Pourn > 2, Q27 +2 < N/ N\ ) est obtenu par rajoutérQ)>" < N/ N\ ) deux segmenta gauche
3 2 3 2

et deux segmenis droite. Les quatre segments nouveaux soesgmés pas des linges poinéks ou des lignes
noir, pour se distinguer d’anciens segments. Par exemple,

2 1 3 2
o[ 2 1 NN /N /N
QL N /N |= 3 2 1 3 1 2
2 N /N
2 3
et

N /N = 1 3 2 1 3. 1 2 3

3 2 1 3 2
2 1 N/ N/ N /N /N
QS
3 2 / N7/ N /
2 3

On utilisera dans la suite cette notation.

Pourn > 0,
1 2 3
) 2 1 AN /7 N\
Q=" N/ N = 2 3 1 2 1 3 2 1
3 2 N/ N\ “ /N e
3 2 1 3 2
(2 1 1 3
Q N/ N\ = N / \
3 2 2 1
Pourn > 1,

onsr [ 2 1 1 3 2 1 2 3 1
Q N/ N = N / w SN/ Nz - SN /O
2 e 3 2
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Pourn > 0,

72712 1 e 2 3 1 3 2 1 3 2 0

Q=" N/ N\ =\ o/ N 7 7 N / N -~ / N 7 -7/
3 2

On distingue les cas suivants.

1) Sin>1,

1 2 1
Hom, ( N Q“( N /N >> #0 <= 2n=4mod6 (i.e.n =2 mod3)
2 3 2

Si2n = 2, il existe un seul morphisme explicite

1

1 2 1 3 2

= SN N = N
2 3 2 3

Il factorise parP; via

AN — P =1 3 — N / N
2 N Vo 1 3
2

Si2n =2 mod6 (i.e.n = 1 mod3) etn > 1, tout morphisme explicit¢

3 2 e 3 2
1 on [ 2 1 N N SN/ N /N
AN — Q" N/ N |= 1 3 2 1 3 e 2 3
2 2 N SN /N /S
2 3 1

2 1
est de cceu$;. Donnons d’abord une nugrotationa 22" ( N/ N\ ): numeroter
3 2

de gauche droite tel que
1
C—Q = AN ) O—l = / ’ CO = AN

et
2
2 AN 1
Ci=  , Cy= 3 , Ci= 7/
1 AN 2
2

etétendre cette nu@rotation vers les deux directions. Sela position du cceur dé¢ dans le but.
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2
Sis <0,alorsCs11Cs42 = ~ \" etdoncf factorise parP; via
1 3

2
1 s N7 2 on [ 2 1
N = P=|1 3 » M(Cor1Csq2)= ~/ N =Q| N / N\ .
2 AN 1 3 3 2
L2
2
. 7N . .
Sis=0,C1Cy = 1 3 , alors f factorise parP; via
AN
2
2
AN 2
1 9 1
N = Py= | — M(C103) = 1 3 — Q" N/ N\
2 2 AN 3 2

2
Sis > 0,onregarde”,_C, = ~/ \ etf factorise par, via
3 1

1 N 2 o [ 2 1
N = P=]1 3 » M(Cs_1Cs)= "/ N — Q" N/ N\ )
2

2 N 3 1 3

Si2n = 4, le morphisme explicite

13 2
1 4 2 1 N VN /N
N =0 N /N =02 1 3 1
2 3 2 - N/
2
n'est pas projectif gicea Lemme 3.2.1.
Si2n =4 mod6 (i.e. n = 2 mod3) etn > 2, le morphisme explicite
3 3 2
1 PN VN N /N N
N2 1 2 1 3 3 1
2 - NSNS S
2 1 2
n'est pas projectif gicea Lemme 3.2.1.
Si2n = 0 mod6 (i.e. n = 0 mod 3), tout morphisme explicite
2 1 3 2
1 ) 2 1 NN N N /N
N = Q" N /N = 3 2 2 1 3 1
2 3 2 N N S
2 2

N T/
3

147
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est de cceub;. Conservons la nuarotation ci-dessus. Notorda position de son cceur dans le but de ce
morphisme explicite, nétf.

2
Sis < 0,alorsCs11Cs120 = ~ N\, alorsf factorise pa, via
1 3

N 2 o [ 2 1
3 - M(Cs41Cs42) = / N\ <= Q" N/ \2
1

3 3
2
Sis=0,CCy= 1 3 , alors f factorise parP; via
AN
2
2
AN 2
1 5 1
N = D= | = M(Ci1Cy) =1 3 — Q" N/ N
2 1 2 AN 3 2
AN 2
2
. ~ 2 . .
Sis > 0,onregarde&,_Cs, = ~ \ etf factorise par; via
3 1
2 ~
1 /N 2 o [ 2 1
N = P=|1 3 > M(Cs_1Cs)= "/ N = Q" NN .
2 AN 3 1 3 2
2
(2) Sin >0,
1 2 1
Hom, | ~ , Q2" ~ ~/ \ £0 <= —2n=-2mod6
2 3 2
) ) ) ) o1 o2 1
Si—2n = 0, on observe qu’il n’existe pas de morphismes explicitesde a ~ .~/ \ .
3 2
Si—2n = 0 mod6 etn > 1, tout morphisme explicite
1 Lo 3
1 9 2 1 N N /0N
AN — Q7 ANEVZERN = 2 3 1 2 1 3 1
2 3 2

NN /N N N
3 2 1 3 2
1

2
est de cceu$;. Donnons d’abord une nurotationa 2~ ( N/ N\ ): numéroter les segments de
3 2
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commeC_q,---,C4 de gauche droite etetendre cette nuamotation vers les deux directions. Seita

3
N
position du coeur dans le but. Observons gue peut pagtre0, puisqueCy = 2
AN
3

2
Sis < 0,alorsC,_1C;, = ~, \ ,alorsf factorise par, via
3 1

\ %PQ:

2
Sis > 0,onregarde”,,1Csio = ~ \" etf factorise pa® via
1 3

1 N\~ 2 on [ 2 1
AN s P2 = 3 — M(CS+1CS+2) = / N\ — Q" N /N
1 3 3 2

Si —2n = —2, alors le morphisme explicite
1 2] 1 \
N (E% /N ) z[lj 2
2 3 2

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3.
Si—2n = -2 mod6 etn > 2, le morphisme explicite

M 1 3 3\ RN /3\
Ll NN :[1]/ 2 1 2 1 3 3
2 2 1 NN /N N /N
3 2 1 2 1
n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3.

Si—2n = —4, il existe deux morphismes explicites

1] 1 3 ~ ’
e RNEPZRENE Ef 2 1 3 2
2 2" 1 NN SN N
30 20 Tl 3

qui factorisent paiP,
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Si—2n = —4 mod6 etn > 3, tout morphisme explicite

1 9 1 3
f+ N = NN
2 2

/N N /N
= 1 1 2 1 3 2
1 N/ N /N N /N
3 2 1 1 3

est de cceuf;. Conservons la nuérotation ci-dessus. Notorda position de son cceur dans le but fle

3
AN
On observe que ne peut pagtre0, carCy = 2
AN
3

2
Sis < 0,alorsC,_1C, = ~, \ ,alorsf se factorise paP, via
3 1

\ <—>P2:

2
Sis > 0,onregarde”,, 1Csi 0= ~ \" etf factorise par>, via
1 3

2
1 N 2 o [ 2 1
AN — P2 = 3 — M(Cs+lcs+2) = VRN — Q7" N /N
2 1 3 3 2
(3) Sin >0,
1 — 2
Hom, N, QFt N/ N\ #0 <= 2n+1=1mod6
2 3
(4) Sin >0,
1 on 1 2 1
Hom, N, Q7T NN #£0 <= —2n—1=-5mod6
2 3 2
(5) Sin>1,

2 1 1
Hom, (QQ"< N/ N ), N )7&0 <= 2n = 0 mod6
3 2 2

Si2n = 0 mod6, alors le morphisme explicite
51
2 1 1 3 2
NN N AN 2N 1
3 2 1 3 1 1.2 = N\
N /N SN T 12
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n'est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.3.
Si2n = 2, alors le seul morphisme explicite

2 1 3 21 1
e N T N e N
3 2 1 3 12
est de cceus; et il factorise parP; via
1
3 2 1
N /N —=P=|3 20— N\
3 N/ 2
Si2n = 2 mod6 etn > 2, alors tout morphisme explicite
3 2 1 3 2
N/ N SN /N /N 1
1 2 1 3 1 L 2 3 — N\
N ) VAR NN . / 2

2 1
est de coeuf,. Numérotons comme ci-desss™ ( N/ N\ > comme ci-dessus. Saitla position
3 2

du cceur d¢f dans sa source.

3 2
Sis<1,alorsC;_1Cs = \  etf factorise parP; via
1

1
5 2 1 3 2 1
Q" N/ N\ - M(Cs_1Cs)= N\ / =P =3 2l —» N\ .
3 2 1 N/ 2
. 2 3 . .
Sis > 1,alorsC;11Cs40 = \ et f factorise parP; via
1
1
5 2 1 2 3 VAN 1
Q" N/ N - M(Cs41Cs42) = \ / — P =|3 2l » N\
3 2 1 N/ 2
L1 |
Si2n = 4, alors le seul morphisme explicite de
1 3 2!
(2 1 NN AN
Q AN = 2 1 3 1
3 2 N/
2
by 1 . . .
a \, est de coeus, et il factorise parP; via
21
[l
1 3 2 1
AN N /N 1
2 L1 1 3 1 — P =3 20— N\
N/ N/ 2
2
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Si2n =4 mod6 etn > 3, tout morphisme explicite

1 3 1 3 2
N/ N S N /N /N 1
2 2 1 3 1 3 1
N/ N SN/ 2
1

2
est de coeu$,. Numérotons)?» < N/ N ) comme ci-dessus. Saitla position du coeur dé dans

3 2
sa source.

3 2
Sis<1,alorsC,_1Cs = \  etf factorise parP; via
1

1
9 2 1 3 2 1
Q"N /N - M(Cs_1Cs)= N\ / <= P =|3 2 - N .
3 2 1 N/ 2
. 2 3 . .
Sis > 1,alorsCs11Cs10 = N\ et f factorise parP; via
1
1
5 2 1 2 3 1
Q" N /N ‘»M(Cs+1cs+2): AN (—>P1:3 2 —» AN .
3 2 1 N/ 2
(6) Sin >0,
9 2 1 1
Hom, | Q" N/ N , N\ #0 <= —2n = 0mod6
3 2 2
(7) Sin >0,
2 1 1
Hom, [ Q* "' "~ ~ N~ |, ~ #0 <= 2n+1=3mod6
3 2 2

(8) Sin >0,

o1 [ 2 1 1
Hom, [ © N/ N N #£0 <= —2n—1=-3mod6
3 2 2

Les cemonstrations de (3), (4), (6), (7) et (8) sont similiares aux é&jistdhiEs.
On obtient que

1 2 1
HomA< AN ,Q"( NN ))7&0 <= n=1mod3
2 3 2

2 1 1
H0mA<Q”< N/ N\ ) N );éo <= n =0mod3
3 2 2
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et donc

1 1 2 1 1 2 1
Ext, N eQ” NN , N e" N/ N =0<=nz%2mod3
2 3 2 2 3 2

Cela signifie que
EXt114(M1 @ Ms, M; & Ms) =0

avecM; (resp.Ms) de typel(resp.5) ssi il existei, n € Z tel que
(1 ) 2 1
My =Q"| N\ et Ms =™ N / \
2 3 2

Calculons maintenant I'afbre des endomorphismes stable Efid; @ Ms).

1 2 1
Quandn = 0 mod3, on peut supposer gue; = \ etMs= N\ X\ gracea laQ-peériodicitt de
2 3 2

avecn % 2 mod3.

\. . Alorson note

9
2 1 1 o] 1 1
a:\A\\—»\,B:L_K/\H\__‘
3 L,2J 2 3 2 L2J
et 51
2 1 2 1
"N N = TN s N
3 2 3 |_2_\

et ces morphismes engendrent les espaces des homomorphismes stables en questioaaComnecarquois
avec relations &sié est donc

O« 0} €

1 5

1
Le cas @ n = 1 mod3 se fait similairement. On peut supposer dde = \ et

(2 1 1 3
Ms =Q NN E NN

1
gracea laQ-périodicitt de \ . Alors on note
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et =1
1 3 1 3
=N N - N N
9 1 2 1)

1 1 3
Les morphismes et § engendrent Homp ( N, NN ) car il n'existe pas d’autres morphismes
o 2 2

1
o 1 1 3
explicitesde \ a \ "~/ X\ .Onavudans(4)que
2 2 1
1 _ 3 1
Hom, N/ N, N\ =
2 1 2
On a aussi
1 _ 3
End, (| N7/ N\ | =kId® kn,
2 1 -
. 1.3 A . .
car tout autre morphisme de\ ~/ \  alui-méme estde coefas)* G2 avecd < s < b—2 etils factorisent
2 1
par P; via
1 3 1 3
N/ N = — N/ '\
2 1 1 2 1
o« -
2

dans lequel I'intersection des deux cases dansst(2a2)® 2. Commeyn = 4§, le carquois avec relationgsie
est donc

o » Of 77
1 5
O
Lemme 4.2.6 (3+6)
. 2 . 2 3 o——— ——» 0
QN el N /N |,ihueZ II2
1 1 2 3 6

- 2 s 1 ~ 2 o— ——©
QN et N~/ N |,ihueZ II3
1 3 1 3 6
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2 3
Démonstration Regardons les modulé¥ ( N/ N ) aveci € Z.
1 2
Pourn > 0,
2 3 .1 2 3
5 2 3 / N o/ N/ N
Q=" N /N = 1 2 3 1 2 1 3 2
1 2 N/ AN
3 2 1
Pourn > 1,
1 3 2
(2 3 AN /N
Q" N/ N = 3 2 1 3 1 2 3 1
1 2 N /N /N e
2 3 1 2 3
Pourn > 0,
omin [ 2 3 . 3 .1 2 3 1 32 1 3
Q N/ N = J TSN /7 o SN /N 7o N /TN
1 2 2 3 1 2 3 1 3 2
(2 3 1 2
Q- N /N = N / N\
1 2 3 1
Pourn > 1,
o1 (2 3 3 2 1 2 3 .1 2 3
Q=" N /N = N - /N S 7N /N s /SN S
1 2 2 1 3 2 1 2 3 1 2

On \érifie tout comme dans la preuve du lemmégdent que
(1) Pourn >0,
2 9 2 3
Hom, N, O N/ N # 0 <= 2n=0mod6
1 1 2

(2) Pourn > 1,

2 2 3
HomA< N, QQ”< N/ N >> # 0 <= —2n = —6 mod6
1 1 2

(3) Pourn >0,

2 2 3
HomA< \ ,92"“( NN ))#0:»2n+153m0d6
1 1 2

(4) Pourn >0,

2 2 3
Hom, < N, ot ( N/ N )) #0 <= —2n—1=-3mod6
1 1 2
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(5) Pourn >0,

2 3 2
HomA(QQ”( NN ), \ >¢0<:>2n_2m0d6
1 2 1

(6) Pourn > 1,

o [ 2 3 2
Hom, | @7=" N/ N N £0+= —2n = —4mod6
1 2 1

(7) Pourn >0,

i [ 2 3 2
Hom, [ Q*"* N/ N\ AN 40+ 2n+1=5mod6
1 2 1

(8) Pourn >0,

2 3 2
Hom, <QQ"1 ( NN ) ;N\ ) #0 <= —2n—1=—1mod6
1 2 1

On en aéduit que

# 0 <= n=2mod3

2 2 3
H0m,4< N Q“( N/ N\ ));éo:»nEOmodS
1 2
2 >

1
2 3
Hom, [ Q" N/ N AN
1 2 1

et
N 2 2 3 2 2 3
Exty N e NN , N e N/ N\ # 0 <= n=1mod3
1 1 2 1 1 2
2 2 3
Dans le cas = 0 mod3, on peut supposer qud; = \ etMg= N\ ~ \ .Notons
1 1 2
2 o 13 2] 2 3

ar TN =T VIN L BTN = TN N

(T T 1 12
et

51
2 3 2 3
TN N - TN N
12 12
oua # 0 en vertu de Lemme 3.2.1 el # 0 # ¢ par Lemme 3.2.3 Alors
Hom, (M3, Ms) = ka @ kB3, Hom, (Mg, M3) =0, End,(Ms) = kId et End,(Ms) = ke ® kld.

On \érifie queae = (3 et on obtient que 'algbre End (M3 @ Ms) est isomorpha 112,

156
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o— - 0 €

3 6

Dans le cass = —1 mod 3, on peut supposer que

2 (2 3 1 2
My= "\ et Mg=0Q" NN = NN
2

1 1 3 1
Notons _
1 M2t 1] . 2 2
YiONTATN e TN E NN - TN
S L _L 1 3 1 Ll
et

M
1 2 1 2
RN N T Y
3 1 3 L1
ou~y # 0 # n en vertu de Lemme 3.2.1 elig # 0 par Lemme 3.2.3. |l est facile de voir que

1 2 2
Hom, [ N7/ N , N | =kya®kd,
3 1 -

1
) ) ) .1 2 2
car il n'existe pas d’autres morphismes explicitesde © N\ a \ .Onavudans (4)que
3 1 1
2 1 2
Hom, { ~ , N7/ N =
1 3 1

1 2 1 2
Hom, | N7/ N , N7/ X\ = kId ® kn,
3 1 3 1 -

car tout autre morphisme est de cofdrz 32)°as) 1 avec) < s < b — 2 et ces morphismes factorisent garvia

dans lequel I'intersection des deux cases dansst(as32)°ay. On \erifie queny = ¢ et on obtient que I'algbre
End, (M3 @ M;) estisomorphé 113,

L —— | n

3 6
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Lemme 4.2.7 (2+5)

(1 3 P T
Q1 N /N Jeao™ N/ N |,iLueZ
2 1 2 1

116 e: T e

)

2

2 1
Démonstration On utilise la description des syzygies de\. ~ \  donree dans la preuve du c§s+5)
3 2

(Lemme 4.2.5).

(1) Sin>1,

1 3 9 2 1
Hom, | ~ ~ ~ , Q™" N / X\ =0 <= 2n=0mod6
2 1 3 2

En effet, sin = 1, le morphisme explicite
1 E R 1 3 12
N A N 1—=Q N /N = N V X\
2 1, 3 2

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

Si2n =2 mod6 etn > 1, le morphisme explicite

o 3 1o - 3 2
1 r3‘22 1 NN NNV
N4 =N N =1 3 2 1 3 e 2 3
2 | 1, 3 2 - NS NN
- - 2 3 1

n'est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1.

Si2n = 4, le morphisme explicite

2
1 3 (2 1 N /N N
NN =N N )= 2 1, 3 1
2 1 3 2 - -

n'est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1.
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Si2n =4 mod6 etn > 2, le morphisme explicite

3 .. 3 2
1 3 N /N VN /N /N
NN e 2 1 2 1

3 3 1
2 1 - N SN /S N/
2 1 2

n'est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1.

Si2n=0mod6etn > 1,

2 1 3 2

o (2 1 NN N /N /N

Q0 N/ N |= 3 2 2 1
3 2

3 1 2
N SN /S N/
2 2 3

1 3 3
Les quotients explicitesde \ N\ sontS;,S3, \ etlui-méme. On voit que les deux derniers
2 1 1

2 1
ne peuvent paétre des sous-cordes explicites(ers ( N/ N ) avec2n = 0 mod6 etn > 1.
3 2

2 1
En cas de5;, donnons d’abord une nuotationa 2" < N/ N ) , i.e. nunéroter
3 2

1 3 2
L2 1 N/ N /N
Q N/ N\ = 2 1 3 1 =C_9---Cy
2 N/
2

de gauchex droite etétendre cette nuémotationa gauche eh droite. Supposong un morphisme ex-

2 1 1 3
plicitede \ ~ \ versQ®" < N/ N > de cceurS;. Notonss la position de son coeur dans
3 1

2 2

2 1
Q2 NN
3 2
2

1
Sis < 0,alorsCs;1C12Cs13Csa = ~ N\~ N\ ,alorsf factorise pai?, @ Py, via
1 3 2

1 3 2 1 2 1
N /N = Pa@Pp —» M(Cey1Cei0Cei3Csia) = / N7/ N = N /N
2 1 1 3 2 3 2

1 3
ou le premier morphisme est l'injection de\.  \  dans son enveloppe injective ai ke deuxéme
2 1

1 3
morphisme est la surjection de la couverture projective de  \  vers ce module.
2 1
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7\
Sis=0,Ci1Cy = 1 3 , alors f factorise parP; via
AN

2
1 3 1 3 /N 5 2 1
N /N = N/ — Py —» M(C1C) = 1 3 — Q" N/ N\
\2 3 2

1 2
Sis > 0,onregarde,_3C,_»C,_1Cs= ~ N\ "/ \ etffactorise pa, ® P, via
2 3 1

1 3 1 2 o [ 2 1
N /N o P®P » M(Ci_3C;_2Cs_1Cs)= / N/ N <—=Q7 N/ N
2 1 2 3 1 3 2

En cas de53, on conserve la Bme nurérotation de ci-dessus. Supposaens Pog E) la position du coeur

1
E = S; dans le but def. Alors sis < 0, lacordeCs1Cs40 €St /N ousis > 0, lacordeC,_,1C;
3 2

1
est ~ \ ,doncf estprojectif via
2 3

1
1 3 AN 1 o 2 1
N N |— P =[3 2 - s N =M N /N
2 1 \ 3 2 3 2
— 1
(2) Sin >0,
1 3 o (2 1
Hom, [ N~ ~ N , Q77" N / X =0 <= —2n=0mod6
2 1 3 2
(3) Sin >0,
1 3 2 1
Hom, [ ~ ~ ~ , QP [ "\ /N =0 < 2n+1=3mod6
2 1 3 2
(4) Sin >0,

Hom (1\ /3\ QQ”1<2\ /1\ ))0 = —2n—1= -3 mod6
2IMITA ) - —
2 1 3 2

(5) Sin > 1,

2 1 1 3
HomA<§22"< N/ N >, N /N >=O <= 2n =2 mod6
2 2 1
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Si2n = 4, alors le morphisme

'y
1 3 2
(2 1 S NAANEIN 1 3
Q N /N = 2 1 3 1 - N\ / \—7
3 2 N4 2
n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3.
Si2n =4 mod6 etn > 2, alors le morphisme explicite
Iy
1 3 1 3 2
L (2 1 NN N 2NN
Q" N/ N\ = 2 2 1 3 1 3 1
3 2 N/ N SN/

1 3
vers N\ /N n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3.

2 L]
Si2n = 6, alors le morphisme explicite

!l” 1 3 2
Q6<2 1 ) 3/ \2/ N/ N\

1 3
1 3 12— \
3 2 N /N 2 1
2 3

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3 et Lemme 3.2.2. En efisigaons parf ce morphisme
explicite. D’apes Remarque 2.2.2, il existe un module@ndmposable projectiP et deux morphisme
explicites

g:M(C)— P eth:P— M(D)

tels queh o g = f+ f/ pour f/ un autre morphisme explicite de cceur disjoint de celuf d& le morphisme
nul. Evidemment le moduleB n’est pas isomorpha P,, Lemme 3.2.3 montre quB % P, etsiP = Ps,
/! serait de la forme

2 N/ﬂl\ 3 2
AN . /N /N 1 3

3 2 1 3 1 2= N\ /

N /N 2 1]

2 3

Si f’ est projectif, il existe un module ikdomposable project®’ et deux morphismes explicites
g :M(C)— P eth:P — M(D)

tels queh’ o ¢’ = f' + f” pour f” un autre morphisme explicite de coeur disjoint de celujftieu le

morphisme nul. Or, en ce momer®] = P; et f”” = f. C'esta-dire quef n'est pas projectif, d'ags
Remarque 2.2.2.

Si 2n = 2, le seul morphisme explicite de

3

2 1 3 Mol
= NN I Y N
< 2) 1 3 A1
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est de cceus;, et factorise paP; via

1
3

2 1 3
N/ N =P =3 2l— N /7 N\
3 N/ 2 1

L1 |

Si2n =2 mod6 etn > 1,

on [ 2 1 NN /N /N
Q N /N = 1 2 1 3 3
3 2 \2/ \1/

2 1 1 3
Soit f un morphisme explicite d@2" < N /N ) a \ / \ Lescceurs possibles dgesont
3 2 2 1

2 1
E = S; etE = S,. Numérotons2” ( N/ N ) en gfinissant
3 2

Notonss la position de son coelf dans la source dg.

3 2 2 3
Encask = Sy, sis <1,0,_1Cs = N\  etsis>1,Cs41Csy20= N\  , ffactorise parP,
1

via

etsis >0,
1
Ce11Cs10Cs03= N "/ N\ /
3 1
f factorise parP; & P; via
) 2 1 1 2 3 1 3
Q" N /N - N / N / =P eP;—-» N / \
2 3 1 2

3 1

(6) Sin >0,

o (2 1 1 3
Hom, | © NN , N/ N\ =0 < —2n = —4mod6
2 2 1
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(7) Sin >0,

omi1 2 1 1 3
Hom, [ ©*"* N2 N NERZN =0 <= 2n+1=5mod6
2 2 1

(8) Sin >0,

2 1 1 3
HomA<Q‘2”‘1< N/ N\ ) N/ N >:0 = —2n—1=—1mod6
3 2 2 1

Les cemonstrations de (2), (3), (4), (6), (7) et (8) sont similiares aux éfstrhies.
En combinant tout ci-dessus, on obtient que

1 3 2 1
H0mA< NN ,Q"< N/ N\ >>=0 <= n=0mod3
2 1 3 2

2 1 1 3
HomA<Q"< N/ N ), N /N >:O <= n=2mod3
3 2 2 1

A 3 (2 1 1 3 (2 1
Exty N/ N 8O N /N , N/ N o0 N /N =0<=n=1mod3
2 1 3 2 2 1 3 2
On calcule I'algbre End, (M3 @ M;) ou

(1 3 ) 2 1
My = NN et My = Qit3utl NEDZEN
2 1 3 2

aveci,u € Z. On peut supposer

9 1 3 9 1
Notons
= = 34l 3 1
1 3 VA gl 3 1 3
a:My=1 N /N —M;=T1 3 1, v:My="N /"N =M= \"/ N
L -2 1 AN 2 1 2 1
L 2 |
=3 "
N 1 3 7 [l—l . 3 1 3
B:Ms= 1 2 L= My= N /N SiMp =N N M= N N
NI g 1 2 1 2 ]
) __ 1
1 1
1 3 1 3 1 3 1 3
e My=""N /TN S My= N/ N n:Ms="N"/"N =M= \"/ N
2 1 2 ] 2 1 2 1]

On \erifie que

nB =94, an=r, 8 =¢ af=0etfa=0.
On en eduit le carquois avec relations de Efid/, ¢ M5), puisque ces morphismes explicites avec les idestit
engendrent les espaces des homomorphismes stables en question en tant qu’espace vectoriel.
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(0%
S E— 0
2 3 5

a
Lemme 4.2.8 (4+6)
(2 3 , 2 3
QL N N e N /N | ihuel
1 2 1 2
116 : e
4 6
Démonstration On utilise la description des syzygies dex  \  donrée dans la preuve du cé3+6) .
1 2

Pour simplifier les calculs, on utilise

(2 3 1 2
Q NN =N N
1 2 3 1

En utilisant des arguments similaires dans la preuve d{@&s (Lemme 4.2.7), on &rifie que

(1) Pourn >0,

1 2 2 3
Hmm( N/ N ,QQ"< N/ N\ >)=0<:>2n54m0d6
3 1 1 2

(2) Pourn > 1,

1 2 2 3
Hom, ( NN L ( NN >> =0<= —2n = -2 mod6
3 1 1 2

(3) Pourn >0,

Hom (1\ /2\ QQ”+1<2\ /3\ >>—O<:>2n+1=1mod6
A ’ - =
3 1 1 2

(4) Pourn >0,

Hom (1\ /2\ 9_2"_1<2\ /3\ >>—0<:>—2n—1=—5m0d6
puiviiiyy s = =
3 1 1 2
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(5) Pourn >0,

9 2 3 1 2
Hom, | Q*" N/ N NN =0 <= 2n =0mod6
1 2 3 1

(6) Pourn > 1,

o (2 3 1 2
Hom, [ Q=" NN , N/ N\ =0<= —2n = —6 mod6
1 2 3 1

(7) Pourn >0,

2n+1 2 3 1 2
Hom, | © N/ N , N/ N\ =0<=2n+1=3mod6
1 2 3 1

(8) Pourn >0,

2 3 1 2
Hom, (Q‘2"‘1 ( N/ N\ ) ., N/ N\ ) =0« —2n—1=—-3mod6
1 2 3 1

On en eéduit que

1 2 2 3
Hom, NN L, O N/ N =0<=n=1mod3
3 1 1 2

2 3 1 2
Hom, ( " AN / AN AN / AN =0<=n=0mod3
1

2
(1 2 2 3
Ext, AN NN R / \ \ / \ e N/ N =0 <= n =2mod3
3 1 2 1 1 2

(2 3 2 3
Exty | N/ N\ @ \
1 2

2
N / \ o Q" N/ N\ =0 <= n=0mod3
2 2 2
On a donc que

1

2 3 . 2 3
EXt}4(M4@M6,M4@M6):0<:>M4:QZ( N/ \N>7M6:Q1+3“< N/ N\ ) i,u € Z.
1 2 1 2

On calcule ensuite I'akgpre End (M4 & Ms). On peut supposer

1 2 (2 3 1 2
My= N / N etMg=Q" N /N = N7/ N\
3 1 1 2 3 1

Notons

[ = = 9l 2 1

1 2 - - = o7 N\ |1 2 1 2
a:My=1 N /N — Mg="1 2 1, v M="N /N =M= \"/ N

L -3 11 AN 3 1 3

L —3 J
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=27 7
/N 1 r =2 ] . 2 1 2
B:iMe=1_ 3 L-Mi= N /N, 6:Mg="N"/TN o Mi= N TN
NI 3 301 37 1]
; _ ]
M1 1
1 2 12 12 12
M ="N /UN M= N N Mg =N N s M= N TN
301 3 1 301 3 1]

On \erifie facilement que
Hom, (My, Ms) = ka ® kv, Hom, (Mg, My) = kB @ kd, End,(My) = kId & ke,

car il n'existe pas d’autres morphismes explicites et aucun morphisme d’entre eux n’est projeetif gemme
3.2.1etLemme 3.2.3. On a aussi que E(lls) = kId & k7, cara part Id et), les seuls morphismes explicites
sont de cceufaz52)°as avecO < s < b — 2 et ils factorisent paP; via

2
/e
1 2 1 2
Mg= N7/ \ = =1 - Mg= N7/ N\
3 11 3 1
\ 3
3 /
2 |

On \erifie que
np=d,an=y,78=¢aB=0, fa=0.
On en eéduit que End (M4 & Ms) est isomorpha 116

Lemme 4.2.9 (1+6,2+6,3+5,4+5arbitraires.

Démonstration On donne la preuve du cas le plus compéi@d+5), les autres cagtant analogues.

On montre que
1 2 2 1
Hom, N /N L, N/ N =0, Vnez
3 1 3 2

1 2
En effet, les quotients explicites de\.  \  sont
3 1

1 2 1 2
51,8, N\ / , N / N\ .
3 3 1
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On voit facilement, en utilisant les descriptions déas dans la preuve du cflst+5), que les deux derniers ne

2 1
peuvent pag&tre des sous-cordes explcitesme< N/ N ) Vn € Z. Notonsf un morphisme explicite
3 2

3 3 2

1 2 9 2 1
Hom,, NN, Q" N /N =
3 1 3 2

2 1
On conserve la nuérotation deQ?” ( N/ N ) établie dans la preuve du cas (1+5) (Lemme 4.2.5)
3 2

1 2 2 1
decceur € {S1,52}de \ ~ N\ aqQ” < ANEVZERN ) avecn € Z.
1

(1) Pourn > 1,

dans laquelle

2 1
Notonss la position du coeur d¢ dansQ2" < NN > . Il est facile de voir que tout morphisme de
3 2

1 2 2 1
N/ N\ an < N/ N ) est de cceu$; ou .S,.
3 1 3 2

3 3
Encask = S;,sis <0,C;_1Cs = ~ X\ ou \ (cedernier est possible g5 est le premier
2 1 1

3 3
segment)f factorise patPs; sis > 0, Cs11Csy2 = ~ N\ ou / (cedernier est possible g5},
1 2 1

est le dernier segment),factorise parPs.

1 1
Encask = S5,s8is < 0,C,_1Cs = ~ X\ ou X\ (cedernier est possible s5i est le premier
3 2 2

1 1
segment) f factorise patP;; sis > 0, Cs1Csq2 =~ N\ ou  (cedernier est possible 35j;
2 3 2

est le dernier segment},factorise parP;.

1 2 o [ 2 1
Hom, \3/ \1,9—” \3/ \2 =0

2 1
On conserve la nuérotation de2—2" ( N/ N ) établie dans la preuve du cas (1+5) (Lemme 4.2.5)
2

(2) Pourn >0,

3
dans laquelle
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1 2 2 1
Il est facile de voir que tout morphismgéde \ ~ \ aQ2" N /N ) est de cceub; ou
3 1 3 2

2 1
Ss. Notonss la position du cceur d¢ dans2?” ( N /N ) .
3 2

3
En cask = S, sis < =2, Cs41Csy2 = N\, f factorise parP;; sis = —2, Cs41Cs19 =
1 2

3
/7 N\ ) . 3 .
1 2 , f factorise parP;; sis > 0,Cs_1Cs = ~ \ , f factorise parPs.
AN 2 1

1 1
Encask = S3,sis < 0,Cs41Csy2 = / \ , ffactorise patP;;sis > 0,Cs_1Cs = / N\ ,f
2 3 3 2

factorise parP;.

(3) Pourn >0,

1 2 onar [ 2 1
Hom, | ~ ~ ~\ , Q" N/ N =0
3 1 3 2

1 2 (2 1 1 2 1 3
Hom, [ ~ /" N\ ,Q NN =Hom,| \~ / N, N7/ N |=0
3 1 3 2 3 1 2 1

car les seuls morphismes explicites entre eux sont

1 1

2 .3 1 ]2
N /N o NN, et AN S
3 1 2" T 3 1

. 3
NN
4]
le premier factorisant paPs @ P; et le deuxéme parP;.

2 1
On conserve la nuérotation de?" 1 < N/ N ) établie dans la preuve du cas (1+5) (Lemme 4.2.5)
3 2

dans laquelle

(2 1 2 1 2
Pl N /N = NN s =0 G
3 2 3 2

1 2 2 1
Il est facile de voir que tout morphismfede \ ~ \ a2l N /N ) est de cceuf; ou
3 1 3 2

2 1
S5. Notonss la position du caeur d¢ dans?"+1 ( N /N > .
3 2

3 3
Encask = S;,sis < 0,C,_1Cs = ~ X\ ou X\ (cedernier est possible g5i est le premier
2 1 1

3 3
segment)f factorise patPs; sis > 0, Cs11Csy2o = ~/ N\ ou  (ce dernier est possible g5i 4
1 2 1

est le dernier segmentj,factorise parPs.
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1 1
Encask = Sy,8is <1,Cs_1Cs = ~ X\ ou X\ (cedernier est possible s5i est le premier
3 2 2
, : 1 1 . : ,
segment)f factorise patP;; sis > 1, Cs11Csy2 = ~ N\ ou / (cedernier est possible g5
2 2

est le dernier segmentjj,factorise parP;.

1 2 o1 [ 2 1
Hom, N/ O\, Q7 AN =0
3 1 3 2

2 1
Numérotons—27—1 < N/ N ) tel que
3 2

(4) Pourn >0,

(2 1 3 2
Q- N /N - // N /N 20_1"'02
2 3 1 3

1 2 2 1
Il est facile de voir que tout morphismede \ ~ \ aQ 27! ( N/ N\ ) est de cceus,
3 1 3 2

2 1
ou S5. Notonss la position du coeur d¢ dansQ—27~1 ( NN ) )
3 2

3 3
Encask = 51,sis < 0,Cs41Cs00 = N\, ffactorise patPs; sis=0,C_1Co= 7 \ ,f
1 2 3

3
factorise parP;; sis > 0,Cs_1Cs =  \ , f factorise parPs.
2 1

1
Encask = S3,8is < 0,Cs41Csy 0= N\ , ffactorise patPy;sis >0,Cs_1Cs=  / N\ ,f
2 3 3 2
factorise parP; .

De méme, on erifie que
2 1 1 2
Hom, (Q"[ N~ ~ N |, N\ / N\ =0, VneZ
3 2 3 1

Lemme 4.2.10 (5+5,6+6)mpossibles.

Démonstration On montre d’abord qué+5) est impossible. On va montrer que

2 1 2 1
HomA<Q’< N /N ), N /N >=0<:>ie{—2,1}
3 2 3 2

On en eéduit que

(2 1 2 1 ,
Exty |Q°( N / N |, N / N |=0<=ie{-3,0}
3 2 3 2
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et

L[ 2 1 (2 1 ,
Ext, N/ N, N/ N\ =0<=1i€{0,3}
3 2 3 2

Par congquent, pour tout € Z — {0},

1 2 1 2 1 2 1 2 1
Ext, [ Q° N/ N @ N / N, N /N e N /7 N #0
3 2 3 2 3 2 3 2

et (5+5) est donc impossible.

o (2 1 oo 3 o\ T2 T
Q=" N/ N =" N4 N =N YN
3 2 1, 3 L3 2
n'est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1.

(2
of 2 1 2 1
Hom, | N/ N\ , N/ N\ #0
3 2 3 2

(1) Pourn > 1,

estévidente.

, (2 1 2 1
Hom, ( Q™ N/ N |, N /N =0,
3 2 3 2

car les seuls morphismes explicites

EY
e 1 A\
0 N/ N\ =1 2 1 3]
3 2 \3/ \2

2 1
vers: N/ N\ sont ceux de ccelffs, qui factorisent paP; via
3 2

1
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n'est pas projectif, d’'ags Lemme 3.2.1.

®)

2 1 2 1 (2 1 2 1
Hom, [ © N /N NN = Exty N/ N L, N /N =0
3 2 3 2 3 2 3 2

est ceja monteée.

Pourn > 1,
e .
onn [ 2 1 - L/ PR
QLN N =022 1 3 =N N
3 2 NP2 L3, 2
3 2 -
o 3
n’est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.4, 0 - = ((Bacr2)?7235) L.
2
(4) Pourn >0,
3 M= 7
R
om_1 [ 2 1 9 7 N A N | 2 1
Q" N /N =977 03 1, 3 =1 N VN
30 2 - L3, 2
3

n'est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1.
On montre ensuite qu@&+6) est impossible. On va montrer que
(2 3 2 3 )
Hom, | ©° N/ N ;N /N =0<«<=ie{-21}
1 2 1 2

On en eéduit que

a2 3 2 3 .
Ext, | Q° N/ N NN =0<=ie{-3,0}
2 1 2

et

L2 3 (2 3 .
Exty NN L N/ N =0<+<=1€0,3}
1 2 1 2

Par congéquent, pour tout € Z — {0},

L (2 3 2 3 2 3 2 3
Ext, (Q] N / N & N /N L Q0 N /N e N/ N |#0
1 2 1 2 1 2 1 2
et (6+6) est donc impossible.

(1) Evidemment

2 3 2 3
Hom, N/ N, N/ N\ #£0
1 2 1 2

171
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Pourn > 1,
1 o3
. (2 3 oo | N AN N 2 3
QTN N =0 3, 1 2 1> "~ /7N
1 9 -=--= 1 9
3

n'est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1.
(2) Pourn > 2,
2
Q2"<2\ /3\ >92”+4 1/ \3 1 2] H2\ /3¥
2 NN, oY ) 17 2]

n'est pas projectif, d’'ags Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3.

o2 3 2 3
Hom, | © N/ N s N/ N\ =0,
1 2 1 2

N

_ o 2 3 3 1 2 3 _

car le seul morphisme explicite d&2 N /N ="\ AN vers N N est celui
1 2 2 3 1 2

de cceurSy, qui factorise paiP; via

®)

est ceja monteée.
Pourn > 1,

2 3 2 3 1 3 Mo 2 3
o BN N B o N N N AN el RSN N
1 2 1 2 3 1 1 B

n’est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3.

(4) Pourn > 1,

2 1 2l 3 2 3
e N N e el B N N NN
3 2 2 1 2 1 12
n'est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3.
Le morphisme explicite

2 1 M 2 2 3
R BN N e YNNI
3 2 3 1 2
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n'est pas projectif. En effet, d'aps Remarque 2.2.2, il existe un moduleéndmposable projectiP et
deux morphisme expliciteg : M(C) — P eth: P — M(D) tels queh o g = f + f' pour ' un autre
morphisme explicite de cceur disjoint de celuifleu le morphisme nul, @

1 2 2 1
C= N7/ '\ etD="~\ / \
3 1 3 2

On aévidemment qué’ = P; et que

51
[N L RN /1\h

3 1 3 12
Commef + f' =0, f =0<«<= f' = 0. Or, sif’ est projectif, il existe un module ikdomposable projectif
P’ et deux morphisme expliciteg : M(C) — P’ eth’ : P’ — M (D) tels queh’ o ¢’ = f' + f” pour
/" # f un autre morphisme explicite de cceur disjoint de celufdeu le morphisme nul. Le module’
est forementP; en vertu de Lemme 3.2.3. En ce moment, ofi’a= f, ce qui est absurde gtest donc
non projectif.

Lemme 4.2.11 (5+6)impossible

Démonstration On va montrer que
2 1 3 1
Hom, (2 ~ ~ N~ |, N / X\ #0
3 2 2 3

(2 1
pour touti en utilisant la description d@* ( NN ) donrée dans la preuve du célst5) (Lemme 4.2.5).
3 2

(1) Le morphisme explicite
-
2 1 3 1
N W SN
3 2 12 3

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3. En effetgddemarque 2.2.2, il existe un
module inc.composable projecti® et deux morphisme explicites: M (C) — P eth: P — M(D) tels
quehog = f+ f' pour f’ un autre morphisme explicite de cceur disjoint de celuf de le morphisme nul.
Le modulesP n’estévidemment pas isomorpkeP;, Lemme 3.2.3 montre quB P, et Lemme 3.2.2
montre queP Z P,. f est donc non projectif.

Le morphisme explicite
2 1 '3 2 3 1
e N T e N N N
3 2 1 3 2 3]

noté f, n'est pas projectif, car sinon, d'@g® Remarque 2.2.2, il existe un moduledodmposable projectif
P et deux morphisme explicites: M(C) — P eth: P — M(D) telsquehog = f + f' pour f un

3 2
autre morphisme explicite de cceur disjoint de celuifdau le morphisme nul,wC = \  \ et
1 3
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)

D= N\ ~ X .Onaévidemmentqué = P, etque

3 Mo 3 1
TN e NS NN
1 3 ol 3

Commef + f' =0, f =0<«<= f' = 0. Or, sif’ est projectif, il existe un module ikdomposable projectif
P’ et deux morphisme expliciteg : M(C) — P’ eth’ : P’ — M (D) tels queh’ o ¢’ = f' + f” pour
/" # f un autre morphisme explicite de cceur disjoint de celufdeu le morphisme nul. Le module’
estisomorph@& P, ou P;. Si P = Py, alorsf” = f, ce qui est absurde. Lemme 3.2.2 montre fug Ps.
Le morphismef n’est pas projectif.

Pourn > 2,

2 1 — AN
AN ¥2‘( 3

2

1 3 Mol
) Y 2 NN 3 1
= Q" 1 3
3

9 2 1
Q=" N /N
2

n’est pas projectif. En effet, notons ce morphisfn®’apres Remarque 2.2.2, il existe un moduleéndmpo-
sable projectifP et deux morphisme explicites: M (C) — Peth: P — M(D) telsquehog = f + [’
pour f” un autre morphisme explicite de cceur disjoint de celuf de le morphisme nul avec

1 3 2
_— N /N /N 3 1
C=Q" 2 1 3 1 etD= N / N\
N/ 2 3
2

3 1
Comme les sous-cordes explicitesideontenant le cceur désontS;, N\ et N ,le moduleP
2 2 3

doitétre P; ou P;. Lemme 3.2.2 montre quB 2% P; etsiP = Pj, alorsho g = f + f’ avec

1 3 2
Y BN NN 3 1
e 2" 1 31 | =N s
N 2" 3]
2

Pourf’, il existe un module indcomposable projecti®’ et deux morphisme expliciteg : M (C) — P’ et

N . P — M(D)tels queh’ o g’ = f' + f” pour " # f un autre morphisme explicite de caeur disjoint
de celui def’ ou le morphisme nul. Or, en ce momeRY, = P; et f” = f. C'esta-dire quef n'est pas
projectif, d'apes Remarque 2.2.2.

Pourn > 1,
[ 71 _
o [ 2 1 N N ER
QP N /N =0 2 1 3 =1 N VN
30 2 NN N L2, 3
3 -

n'est pas projectif, d’'ags Lemme 3.2.1.
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®)

“4)

r 3l _
(2 1 /N 3 11
¢) N/ N =1 /Lz_J1—>|\1/\
3 2 \2/ L2 3

n'est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1.
Le morphisme explicite

2 1 2 1 (2] 3 1
TN N =T 2T s TN N

3 2 3 2 2, 3
n'est pas projectif. En effetf fait partie d'un morphisme projectif factorisant p& ou P; selons la

3 1
description des sous-cordes dex N\ . Or, Lemme 3.2.2 montre quB # P; et Lemme 3.2.3

2 3
montre queP Z P;.
Pourn > 2,
2 1 3 2 1 fo] 3 3 1
Ol BN I o N NN N2 I SN
3 2 1 3 2 1 2] 3

n'est pas projectif. En effet, notons ce morphisghe D’apres Remarque 2.2.2, il existe un module
indécompo-sable projectiP et deux morphisme explicites : M(C) — P eth : P — M(D) tels que
hog = f+ f' pour f’ un autre morphisme explicite de cceur disjoint de celuj d®i le morphisme nul
avec

on_a [ 3 2 1 2 3 3 1
C=Q"" N/ N/ N 7 N/ etD= N / N\
1 3 2 1 2 3

3 1
Comme les sous-cordes explicitesideontenant le cceur désontS;, N\ et ~ \ ,le moduleP
2 2 3

doitétre P; ou P;. Lemme 3.2.2 montre quB 2% P; etsiP = Pj, alorsho g = f + f’ avec

Py
f .t (3\ AN AN~ ) N /1¥ﬂ
1 3 2 1 2 3]
Pourf’, il existe un module inecomposable project®’ et deux morphisme expliciteg : M (C) — P’ et
h : P — M(D)telsqueh' o g = f' + f” pour f” # f un autre morphisme explicite de coeur disjoint
de celui def’ ou le morphisme nul. Or, en ce momeft, = P; et f/” = f. C'esta-dire quef n'est pas
projectif, d'apes Remarque 2.2.2.

Pourn > 0,

o (2 1 o /N /N ET|

Q N /N =0 2 1 3 =1 N v N
3 2 ST

3

2
n'est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.0, 0. = ((a2f2)" 2az)7 L.
3
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Soit M = M (C) un module dans une composante de tgpt>. Rappelons des notations
sdiag M) = {M(C|n))|n € Z} et diagM) = {M([n]C)|n € Z}.
Lemme 4.2.12 (1+7)

(1 , _
Q ( \ ) ®Q(M), i€ Z, M € || Q°sdiag(S)
2 nez

111 o—  »o0

/1 . (2 1
O ( \ ) ®Q(M),icZ Me | QG"sdlag< % )
2 3

nez

111 o—— » 0

7 1

Lemme 4.2.13 (1+8)
(1 .
o ( \ ) ®Q(M), i €Z, M e | ] Qsdiag(S)
2

neZ

111 o—» 0

/1 , , 3
O < \ ) eQ(M),icz,Me | Q6"sd|ag< /N )
2 1 2

neZ

1711 o—— » 0

1 8

2 1 2
Preuve de (1+7) et (1+8)ll suffit de regarder trois diagonales: scﬂSg),sdiag( N~/ ) etsdiag =/ \ ),
3 3 1

1
gracea la)-périodicite de  \
2
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(1) Pour sdiags,),

1
(i) Le morphisme expliciter : \  — S; n’est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1.
2

(i) Pourn > 1, le morphisme explicite

T s ”)[ -1
«: 2—> 1n—&g/ \2 n

n'est projectif, en vertu de Lemme 3.2.3.
(iii) Pourn > 1, le morphisme explicite

1 1 '3
a: \2%5’1[—11}:([\ 1/N>[—n—|—1}

_2
n'est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1.

2 1
(2) Pour la diagonale sdigg \~ / ),
3
(i) sin>1,

1 2 1 1 2
a1 (o (1))

1 2
Comme \ n’est pas une sous-corde explicite fle \ [n — 1], tout morphisme explicitef
2 2

1

2 2
de \ a ( AN ) [n — 1] est de cceuE = ;. Numérotons( AN ) [n—1] = CoCy--- .
2 2

2

2
Notonss la position deF dans son but, alor§,_1C, = ~ X\ et factorise via
3 1

2

1 VI 2 2
N = Py=]1 F?, —»M(CS,1CS) = / N <= N\ [n_l]
9 N 3 1 2

~

2 1
( N4 )[—n]:COCl---.
3

1 2 1
Alors tout morphisme explicit¢ de \ a ( N/ ) [-n] est de cceuEl = S;. Notonss la
2

(i) Pourn > 0, numérotons

3
. 2 . 2 . . .
position deE’ dans son but, alor§;Cs10 = ~ N\~ ou  (cedernier est possible $5j;
1 1

est le dernier segment) étfactorise via
1

2 1
\2 — Py = M(Cs41C542) — < N4 ) [—n]
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2
(3) Pour la diagonale sdiag™/ \ ),
3 1

1 2
(i) sin > 0, Hom, N oLl TN [n] | = 0, car tout morphisme explicite entre eux est de
2 3 1

coeurS; et factorise paf,. En effet, nunérotons

()
VRN [n]:C’OCl
3 1

1 2
Alors tout morphisme explicit¢ de \ a ( /N ) [n] est de coeuF? = S;. Notonss la
2 3 1

2 2
position deF dans son but, alo§,_C, = ~ N\ (sis>1)ouC,_1Cs= "/ \ (sis=1)
3 1 3 1
et f factorise via

1 2
AN — Py — M(Cs—lcs) — ( N/ AN ) [n]
2 1

(i) Pourn > 1,

1 o2 1 3
H0mA< \2,<3/ \1>[_n]>:H0mA< \27<3// >[—n—|—1]>=0,

car tout morphisme explicite est de casiyret factorise paf. En effet, nunérotons

<3//3> [n+1]=CoCy---.

1 3
Alors tout morphisme explicit¢ de \ a ( V4 ) [-n + 1] est de coeuE’ = S;. Notonss la
2 3

2 2
position deF dans son but, alot§,1Cs.0 = ~ N\ ou  (cedernier est possible s5i, 1
1 3 1

est le dernier segment) gtfactorise via

1 3
AN — P2 — M(C5+1CS+2) — << V4 ) [—’I’L—'— 1])
2 3

On obtient donc que pouvf; € Q(S1),

1
Hom, ( N , ,M7) 40 < M, c U Q%"sdiag S, )
nez

De méme, on montre que

1 e 2 1
Hom, | My, \2 #0 <= My € | | Q%sdiag \3/ )
neZ
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et donc que

A 1 nein g~ 2
Exty | N @M, \ @M | =0 M ¢|[]JQsdiag ~/ \ )
2 2 3 1

neZ
En effet,
(1) Pour sdiags,),

1
(i) Hom, (Sl, AN >:0.
2
3

1
(i) Pourn > 1, tout morphisme explicitg’ de S;[n] = ( /s N\ ) [n—1 & N\ estde coeur
1 2 2
E = S,. Numérotons

3
Sl[n]:<1/ \;)[n_1]20102"'c2n

2 3
comme ci-dessus et notonda position deF’ dans sa source. Alor§;,;Cs.2 = N\ ~/ ou
1

N\ (ce dernier est possible g5, ; est le dernier segment) gtfactorise patP; via
1

1
Si[n] = M(Cs11Cs42) — Py — X\ )

1 3 1
(i) Pourn > 1, tout morphisme explicit¢ de S;[—n] = ( N/ > [-n+1]a& \ estde cceur
2 2
E = S5. Numérotons

Si[=n] = C1Cy---Cop

3 2
et notonss la position deE’ dans sa source. Alors,_Cs; = N\ et f factorise parP, via
1

3 2 1
Siln]» N / <= P—> N\
1 2

2 1
(2) Pour la diagonale sdigg \~ / ),
3

() sin > 1, le morphisme explicite

2 1 2] 1

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3.
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(i) Pourn > 0, le morphisme explicite

n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3

2
(3) Pour la diagonale sdidag™/ \ ),
3 1

2 1 2
(i) sin > 0,Hom, (( /N ) [n], N\ ) = 0. En effet, conservons la nérotation de( RZERN ) [n]
3 1 2 3 1

2 1
de ci-dessus. Alors tout morphisme explicjtele < /N [n]a \ estdecoeuE = S,.
3 1 2

2 3 2
Notonss la position deE’ dans son but, alor§; . 1Cs.o = N\~ ou \ (ce dernier est possi-
1 1
ble ssiC,.; est le dernier segment) ¢tfactorise via
1

2
( /0N ) [n] = M(Cs41Csq2) — PL —  \

3 1 2

2 3 1
H0mA<< /N )[—n]=< Vi )[—n—f—l], N >:
3 1 3 2

2
En effet, conservons la ni@mtation de< RZERN ) [n]de ci-dessus. Alors tout morphisme explicite
3 1

(i) Pourn > 1,

3 1
f:( V4 )[—n+1]—> N
3 2

3 2
est de cceul’ = S,. Notonss la position deF dans son but, aloi§;,_Cs = N\ et f factorise
1

via
L 2 3 2 1
7N [_n] - M(Csflcs) = N/ — P1 —> AN
3 1 1 2

Q%"sdiag(S;). On avu que

1
Calculons maintenant I'atgre End, ( N @ M7> avecMy € U, ¢z
2

1 1
Hom, (M7, \ >=07 End, (Mr) = kId, EndA< \ >=Md.
2 2

1
On consi@ére Hom), < N\ ,M7>. On peut suppose¥/; € sdiad.S7).
2
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1 1
(1) Hom, ( N\ ,Sl> =kaola: N\ — 5.
2 2

1 1 3 .
HomA< \2,51[n]>=HomA< \2,<1/ \2>[n—1]>:k:a

[11 3\”)[—1]
' ) ([1:,( ) n R

car tout autre morphisme explicite est ou bien Bitat donc projectif d’agrs Prposition 2.3.1 ou bien faible-
ment unilaéral (de coeuf) de la forme

(2) Sin >0,

1] 3 3 .1 1 2
N = SN 1= NN SN SN
2 1 2 1 2 3 1]

(quandn = 0 mod3) qui factorise parPs.

1 1 1 3
HomA< \2,51[—n]>:HomA< \27< \;/ >[—n+1]>:ka

Flfﬁ 17‘\ 3
a:l N 1=t N vy | [-n+1],
L2 _ 2

car tout autre morphisme explicite (de casy) est bilagral donc projectif en vertu de Proposition 2.3.1.

(3) Sin >0,

ou

(1 ,
On obtient donc Eng (Ql ( \ ) D Q%M)) ou M € J, ., Q" sdiag(S;) est
2

(07

II1 e— .o

1 7
] 1 ) 2 1
Calculons ensuite l'akpre End N\ @ My | avecMr € U, ¢, Qb7sdiagl \"~ . Onavuque
2 3

1 1
HomA< \ ,M>=07 End, (M;) = kId, EndA< N >=Md.
2 2

1 2 1
On consi@ére Hom), <M7, AN > On peut supposey/; € sdiag< N/ )
2 3



Deux facteurs 182

Hom N/ |[n, \ |=Hom, N [n=1], N = kp,
3 2 2 2 -

s (R, )=y
2 L2

car tout autre morphisme explicite (de caosy) est bilaéral et donc projectif en vertu de Proposition 2.3.1.

2 1 1
Hom, (( N4 ) [-n], \ ) = kB,
3 2

]
ﬁ:&%/l)[nwl B
3 2]

car tout autre morphisme explicite est ou bien itat donc projectif en vertu de Proposition 2.3.1, et ou
bien faiblement unildral (de coeubs) de la forme

Q) sin>1,

(i) Pourn >0,

2 1 2 1 3 2l 1
U nls NN N A
3 3 T 2
(quandn = 0 mod3) qui factorise par; .
Pour le cag1+8), commeQ(S1) etQ(S2) sontQ2-isomorphes, ce cagdoule du cagl+7), car

3
M e | Qsdiag(Sy) <= 9°M € [ ] Q% sdiag| N\
1 2

nez nez

2 1
Me QG”sdiag< N\~ s ) = Q°M € | Q% sdiag(S>)
3

newL ne”L

Lemme 4.2.14 (3+7)

/2 . ,
O < \ ) ®Q(M), i € Z,M € | ] Q°"diag(S1)
1 nez

IIl o——— —— » 0

) , . 3
O ( N ) ®Q(M),icz,Me | QG”dlag< /N )
1 1 2

nez
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111 o—» 0

Lemme 4.2.15 (3+8)

2 _ .
O < N ) ®Q(M), i € Z,M € | ] Q°"diag(S,)
1 nez

IIl o———— » 0

(2 , 2 1
O ( \ ) ®Q(M),icz,Me | Qﬁ”dlag< N )
1 3

nez

111 o—— » 0

8 3

3 1 3
Preuve de (3+7) et (3+8)ll suffit de regarder trois diagonales: d(éig),diag( /s N\ ) etsdiag \ "~/ ),
1 2 2

2
gracea l&)-périodicitt de  \
1

(1) Pour diags,),

2
0) HomA< \1,sl>

(i) Pourn > 1,
2 2 2
Hom, N\, [n]S1 ] =Homy N L[ —1] /N =0.
1 1 3 1
2

2
Comme \ n’'estpas une sous-corde explicite[de- 1] ( /N > , tout morphisme explicite
1 3 1

2 2
fde N an-1] ( /N ) est de cceuFl = S,. Numérotons
1 3 1

2
n— 1] ( ~/ 0N ):.--0_100.
3 1
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1
Notonss la position deE’ dans son but, alorS,.1Csy2 = ~ N\ et f factorise parP; via
2 3

2
AN — P =

\ 1 2
X 3 > M(Cs11Cs40) = 2/ N = [n—1] / N\
1

3 3

(i) Pourn > 1,

() om (e ()
Hom, | N\ ,[-n]Si)=Hom, | ~\ ,[-n+1]{ \ / = 0.
1 1 3

2 2 1
Comme \ n'estpas une sous-corde explicite[de+1] ( N7/ > , tout morphisme explicite
1 3

2 2 1
fde N a[-n+1] ( N7/ > est de cceuF = S,. Numérotons
1 3

2 1
[—n—|—1]< "~/ >:~-~0_100.
3

1 1
Notonss la position deF dans son but, alor§,_;Cs = ~ N\ ou \ (cedernier est possible
3 2
ssiC est le premier segment) étfactorise parP; via

2 2 1
N Py M(Cy_1Cy) — [—n+1] ( N/ )
1 3

3
(2) Pour la diagonale didg ~ \~ ),
1 2

5
2 3
(i) Sin>0,« =N . — [n] ( . / \g > n'est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3.

(i) sin >0, —
'LZ\ — [-n S =[-n+ 2\I
o 1 | ]<1/ \2 ) | H( \|_2]>

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3.
) o1 3
(3) Pour la diagonale digg \ ~/ ),
2

() sin>1,

2 1 3 2 3
(s () )
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car tout morphisme explicite est de casyret factorise paf;. En effet, nunérotons

(")
[Tl—l] 4 = "'0_100.
3

2 3
Alors tout morphisme explicit¢ de N\ a [n — 1] ( Vi ) est de cceuE’ = S;. Notonss la
1 3

1
position deF dans son but, alor§, . 1Cs.0o = ~ N\ et f factorise parP; via
2 3

2 1 3
N =P M(Cs11Cs42) =/ N = -1 N\
1 2 3 3

2 1 _ 3
s, (Nl (51 )) <o

car tout morphisme explicite est de codigret factorise par; . En effet, nungérotons

()
[ N7 ) =0
2

2 1 3
Alors tout morphisme explicit¢ de  \ & [—n)] < N4 ) est de coeuF = Sy. Notonss la
1 2

(i) Pourn >0,

1 1
position deF dans son but, alor§,_;C; = ~ N ou \ (ce dernier est possible S5 est
3 2 2

le premier segment) gtfactorise parP; via

2 1 3
N = P> M(Cs_1Cs) — [—n] N/
1 2

On obtient donc que pouvl; € Q(S1)

2 - 3
Hom, \17M7 #0 <= My € | ] Q"diag 1/N\2

ne”Z

De méme, on montre pour/; € Q(S51),

2
Hom, <M7, \ ) #0 < My € | ] Q°"diag(S1)
1

nez
et donc

e 2 oo 103
Exty | N\ @M, \ @M |=0 M ¢|]JQdiag \ "~/ )
1 1 nez 2



Deux facteurs 186

2
Calculons maintenant I'alre End, ( NP M7> avecMr € U, ¢y Q%diag(S;). On avu que
1

P 2
HomA< \1,M7>—07 End, (M) = kId, EndA< \1>—k1d.

2

On consi@re Homy, <M7, N\ ) On peut suppose¥!; € diag(S;).
1

2 2
(1)HomA<Sl, N >=kaoua;slc_> N

1
) Sin > 1,

ou R
2 1 1
a:[-n+1] Nl N
3 2]

car tout autre morphisme explicite est ou bien kitat et donc projectif d’ags Prposition 2.3.1 ou bien
faiblement unilagral (de coeu6) de la forme

2 1 1] . 3 2 1 2
e U N I N2 N AN
FR
3 2 3 I_lJ

(quandn = 2 mod3) qui factorise par,.

2 2 2
Hom, ([n]Sl AN ) = Hom, ([n— 1] ( /N ) BN ) =ka
1 3 1 1

a:n—1] RN I N
1

3. _ L
car tout autre morphisme explicite est bdlietl et donc projectif en vertu de Proposition 2.3.1.

(3) Sin> 1,

(1 _
On obtient donc Engl (Ql ( AN ) &) Ql(M7)> ou M7 € U,z Q%ndiag(S;) est
2

(07

II]. o—— » 0O

7 3

L'autre cas se fait similairement.
Pour le cag3+8), commeQ(S1) etQ(S2) sontQ2-isomorphes, ce cagdoule du cag3+7).
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(1 3 .
Lemme 4.2.16 (2+7)Q" ( NN ) ®Q(M), i€ Z,M e ,c, Q"sdiag(S:)
2 1

112 e

(1 3 ) 3
Lemme 4.2.17 (2+8)Q)¢ ( N/ N ) ®Q (M), i€ Z,M e,y Q6"sdiag< /N )
2 1 2

1

112

1 3
Preuve de (2+7) et (2+8)Gracea la&2-périodicitt de  \ ~ \ , il suffit de consi@rer les trois diagonales
2 1

2 1 2
sdiag Sy ), sdiag[ \"~ etsdiagf ~/ N\ |.
3 3 1
(1) PourM; € sdiad.Sy),
1 3
Hom, N / N\ ,M;]|=ka
2 1
ol « est cefinie comme suit:
1

3
) «: N\ ~ N\ — Sinestpas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1 et il n’existe pas d’'autres
2 1

1 3
morphismes explicitesde \.  \ a5;.
2 1

(i) Pourn > 1,
13 3 .
N — S1[n] = — N\ [n—1]
2 1 1 2

n'est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.3. Nuiotons

3
(/1 )m-u-ac
1 2
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(i)

~

> [n — 1] autre quex est de ceeulE €
2

1 3 3
Tout morphisme explicit¢ de \ / \ a /N
2 1\

2
{51, S5}. Notonss la position deE' dans son but. En cas = Sy, alorsC,_1Cs, = / \ etf
3 1

factorise parP; via

1
En cask = S5, alorsC;_1Cs = N\ etf factorise paP; via
2 3

1 3 1 3
N Wl P = - M(CeaCo)= / N = | N\ |n-1]
2 1 3 1 2
Pourn > 1,
Mmoo 3 3
1 3 1 3 - - _|//
a:l N /N = Si[-n]= N o | [Fr+1]=1"1 3 [—n+1]
L -2 11 2 AN
L -2 1
n'est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1. Nwoions
1 3
\2/ [-n+1]=---C_1Cy.

1 3 1 3
Alors tout morphisme explicit¢ de N .~ \ a ( N/ ) [-n+ 1] autre quex est de cceur
2 1 2

2
E € {541, S3}. Notonss la position deF dans son but. En cds = 51, alorsCs11Csi2 = /N
1 3

2
ou  (cedernier est possible g5, est le dernier segment) étfactorise parP, via
1

1 3 1 3 1 _ 3
N /N = N/ = Py M(Ce1Csqa) — AN [—n + 1]
1 2 2

1 1
EncasEt = S;,alorsCs 1Cs.0= ~/ N\ ou , (cedernierestpossible $5i,, estle dernier
3 2 3

segment) ef factorise parP; via

1 31 3 1 _ 3
N AN = N o Py M(Cy1Csyo) — N/ [—n +1]
2 L L 2 2
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2 1 1 3
(2) Pour la diagonalé/ € sdiag \~ / ), Hom, < N /N ,M) =0.
3 2 1

2 1 2
( \~ )[n]( \ )[nl]
3 2
1

3 2
Comme N\ ~ \ n’estpas une sous-corde explicite ée N ) [n — 1], tout morphisme ex-
2 1 2

() sin>1,

1 3 2
plicite fde \ ~ N\ a ( AN ) [n — 1] estde caeuE € {S1, S3}. Numérotons
1 2

2
(")
N |1 =00
2

2
Notonss la position deE’ dans son but. En cds = Sy, alorsC,_1Cs = ~ \ et f factorise par
3 1

P, via

3
AN

N = P=
1

1
En cask = S5, alorsCs;_1Cs = N\ etf factorise parP; via
2

1 3 7/ N\ 1 2
N N |<P =2 [ 3 —-»MCi1Cs)= / \ < A [n— 1]
2 1 \| / ‘ 2 3 2

(i) Pourn > 0, numérotons
2 1
( N4 ) [-n] = CoCy - .
3

1 3 2 1
Alors tout morphisme explicit¢ de N\ N\ a ( N7/ ) [—n] est de coeuE = S; ou Ss.
2 1 3

2 2
Notonss la position deE’ dans son but. En cd8 = 54, alorsCs1Csy0= ~ N\ ou / (ce
1 3 1

dernier est possible s€l;; est le dernier segment) étfactorise parP, via
1 3 1 3

9 1
NN s N s — Py = M(Cs11Coy2) — | N~/ | [-n]
L2 |1 2 3
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1 1
EncasF = S5, alorsCs+1Cs12= ~ N\ ou  (cedernierestpossible $5i,, estle dernier
3 2 3
segment) ef factorise parP; via
1 3 3 2 1
\2 N o[ N = P M(Csy1Csy2) & \3/ [—n]
1 1

2 1 3
(8) PourM e sdiag ~/ \ ),Hom, ( N /N 7M) = ka.
3 1 2 1

(i) sin >0,
M
1 3 2
a:=N N = [ TN | )
2 1 3 |1
n'est pas projectif. En effet, si est projectif, d’apgs Remarque 2.2.2, il existe un moduleéndmposable

projectif P et deux morphisme explicites: M(C) — Peth: P — M(D) telsquehog = a+ o’
pourca’ un autre morphisme explicite de caeur disjoint de celui @l le morphisme nul avec

1 3 L2
C= N / N\ etD=[""\ |
2 1 3 1

On aqueP = P, en vertu de Lemme 3.2.3, aldt® g = o + o’ avec

1 3! 2
o \2)_«1—><E{,( \1>[n]

Pourcd/, il existe un module indcomposable projecti®’ et deux morphisme expliciteg : M (C) —
P'eth’: P — M(D)tels queh’ o ¢’ = o’ + o poura’ # « un autre morphisme explicite de coeur
disjoint de celui dex’ ou le morphisme nul. Or, en ce momeRY, = P, eta’ = «a. C'est-a-dire que
a n'est pas projectif, d'agrs Remarque 2.2.2. Constatons guie“ 0.

1 3 2
Tout autre morphisme explicittautre quexeta’de \ / N\ a ( /N > [n] est de coeur
2 1 3 1

2
(N/ N )[n]:C’oCl-~-.
3 1
2

Notonss la position deE’ dans son but. En cds = Sy, forcements > 0etC,_1C, = ~ \ et
3

E € {51, S3}. Numérotons

f factorise parP; via

1 3 1 3
NN N S = P=
1 2
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1
En cask = Ss, alorss > 0etC,_1Cs = ~ \ et f factorise patP; via
2 3

AN N |—mP=2

1
\ 1 2
- M(Cs_1Cs) = / N\ = 7\ [n]
/ 2 3 3 1

On obtient donc que

1 3
HomA< NN ,M)zka—kko/:km
2 1
puisquea = —a.

2 3
(i) Pourn > 1, ( RZERN ) [-n] = ( V4 ) [-n + 1]. Le morphisme explicite
3 1 3

1 £} 3
RN Q?j/ )m

n’est pas projectif. Siv est projectif, en vertu de Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3.
Numérotons

3
(/° )ensn-aa
. . . 1 3 by 3
Alors tout morphisme explicit¢ autre quexde \  \ a < V4 ) [—n + 1] est de coeur
2 1 3

2
E € {51, S3}. Notonss la position deE dans son but. En c&$, alorsCs1Cs10 = ~/ \  ou
1 3

2
/ (ce dernier est possible 35§, ; est le dernier segment) gtfactorise parP; via
1 3

N/
L2 |

1 3 2 1
AN —» N/ — Py —» M(CS+1CS+2) — ( \N / > [_n]
1 2 3

1 1
Encask = S5, alorsCs11Cs00= ~ N\ ou  (cedernierestpossible $5i; estle dernier
3 2 3
segment) ef factorise parP; via
1 3

3 2 1
N N | N o Py M(Ceqp1Csq2) — < N~/ ) [—n]
2 1 1 3

On obtient donc que

1 3 2 1
Hom, ([ N\ / N\ M| =0« Me | JQSsdiag \~ /)
2 1 nez 3
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De méme, on montre que

1 3 i~ 2
Hom, (M, N\ / N\ | =0« Me ] sdiag ~/ )
2 1 nez 3
et donc que
(1 3 1 3 o
Exty | N / N @M, N / N\ @&M|=0s Mec ] sdiag$)
2 1 2 1 et

et
1 3
Hom, [ M, \ ~/ X\ =kf
2 1
Le morphismes est cefinie comme suit.

_ 1 3
i B:85— ~\ / \Y__f
L

2
r =37 7
) 3 LN 1 737 7
(i) Pourn >1,3:S1[n| = / N\ n—1=1]1 2, m—1— N\| / N\ |
1 2 TN 2 |
9 _ _ 4
1] 3 1 3
(i) Pourn >1,03:5[-n] = -\~ [-n+1]— N\ / N-
2 2 1]
L]

1 3
Calculons l'algbre End < N/ N @ M7> avecM; € sdiadS1). On avu que
2 1

1 3
End, (M7) = kId, End, ( N/ N ) = kId & ke,
2 1

1 3 1 3
Hom (M, N /N ) = kS, Hom( N /N 7M) = ka.
2 1 - 2 1

1
On \érifie queaS = €, S = 0. On en @&duit que l'algbre End ( N & M7> ou M- € sdiag(S;) est
2

112

L'autre cas se fait similairement.
Pour le cag2+8), commeQ(S1) etQ(S2) sontQ-isomorphes, ce cagdoule du cag2+7).

192
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Lemme 4.2.18 (4+7)

(2 3 A ‘ . 3
QO N /N |eQ(M),iez,Me | aSdiag| N\
1 2 e 1 2

112

Lemme 4.2.19 (4+8)
(2 3 _ _
O ( N/ N ) ®Q'(M), i € Z,M € | ] Q°"diag(S,)
1 2

nez

112

Déemonstration La preuve des ca@l+7) et (4+8) est analogue a celle des d@s7) et (2+8) (Lemme 4.2.16
et4.2.17).

O
Lemme 4.2.20 (5+7)impossible

Lemme 4.2.21 (5+8)

(2 1 _
95 ( N/ N ) & Q' (M), i € Z,M € sdiag Ss)
3 2

112 e

Preuve de (5+7) et (5+8) (1) PourM; € Q(S1),
2 1 _ . ~ 2
Hom, ( N /N, M7> =0 <= M; € sdiad[1]51) = sdlag< / N\ )
3 2 3 1
On en @duit que pouMs € Q(Ss2),

2 1
Extl, ( N /N, Ms) =0 <= M; € sdiad S>)
3 2
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(i)

(ii)

(iii)

(iv)

v)

(Vi)

2 1 2] 1 o

Hom, N/ N L, 581 #0,car SN S1 n'est pas projectif en vertu de Lemme
3 2 3 2

3.2.1.

Sin > 1, le morphisme explicite

2 M 3
\?)/LK2 — S1[n] = <[1j \2>[n1]

n'est pas projectif. Si ce morphisme, &gt, est projectif, d’apes Remarque 2.2.2, il existe un module
indécomposable projecti? et deux morphisme explicites: M(C) — P eth : P — M (D) avec

2 1 3 .
C= N / \ eD= 7/ N\ [n—1]
3 2 1 2

tels queh o g = f + f’ pour f’ un autre morphisme explicite de cceur disjoint de celujfdmu le
morphisme nul. Lemme 3.2.2 montre glez P, et doncP = Ps, alorsho g = f + f’ avec

2! 1 3
f’:Lﬂg/ N, (1/ \Eﬂ) n— 1]

Pour f/, il existe un module indcomposable projecti®’ et deux morphisme expliciteg : M (C) —
P'eth’ : PP — M(D)telsqueh’ o ¢’ = f' + f” pour " # f un autre morphisme explicite de caeur
disjoint de celui def’ ou le morphisme nul. Or, en ce mome, = P; et f” = f. Ceci est une
contradiction.

Sin > 1, le morphisme explicite
51
2 1 2
SN N s sl = ] TN
3 2 2]
n'est pas projectif, d’'ags Lemme 3.2.2

Sin > 1etm > 2, le morphisme explicite

EZTK /1\ [-n]S1[m] = [— +1]<2 1\ >[ — 2]
3 ) n|Siim| = |—n \\[2:( 3 m

n'est pas projectif, d’'ags Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3.
Sin,m > 1, le morphisme explicite

2
2 1 )
N /N = [-n|Si[-m] =[-n+1] \r2 1 "3 [-m+1
3 2 N N
L_3 __2%

n'est pas projectif, d’'ags Lemme 3.2.1
Sin > 1, le morphisme explicite

R

N - 7l
N / IN = [-n]S;=[-n+1] 2 1
L -3 1 2 AN

n'est pas projectif, d’'ags Lemme 3.2.1.
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(Vi)

(viii)

(i)

Sin > 1, le morphisme explicite

2 E 1 13

N AN I= Si[-nl=1 N v
3L _2

n'est pas projectif, d’'ags Lemme 3.2.1.

Sin > 2 etm € Z, le morphisme explicite

2 1
N /N =S ml=h-1]| T T 772
3 2 /N /
2 _ _ 3_

n'est pas projectif, d’'ags Lemme 3.2.1

2 1 2
Hom, N / N\, M;|=0,siM; €sdiad[1]S;) =sdiag| ~/ N\ .
3 2 3 1
_ o 2 1 1 2 1 _
Les quotients explicitesde \. ~ \ sontS;,S2, N\ , N\ / X\ . Llesdeuxderniersne
3 2 2 3 2
A .« . . . .« . 2 1 N
peuvent pagtre des sous-cordes explicitesMe. Soit f un morphisme explicitede N\ \ a
3 2
M de cceulE € {5, S2}. Numérotons
L 2
M7: / N\ [n]:C’OCl--~
3 1
) o ) o 2
et soits la position du coeuF’ dans son but. En cds = Sy, alors sin > 0, Cs_1Cs = ~/ \ et
3 1

2 2
sin <0,Cs41Cs42= ~/ N\ ouCsy1 =  (SiCsyq estle dernier segmentj,factorise par
1 3 1

P via _
2 UL |
N A N I AN — Py — M(Cs_le) ou M(CS+1CS+2) — M7
3 L 2 2

En castl = S5, alors sin > 0,

2 3
CS—SCS—QCS—lcs = N/ N/ \N
3 1 2

etsin <0,
. 3 2
Cs+1Cs42Cs13Cs4a = / N/ N\
2 1 3

ou siCs, 3 estle dernier segment

3 2
Cs41Cs542Cs43= "/ N\ /
2 1
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3
ou siC,, 1 estle dernier segmer,,, = ~/ , f factorise pa®s ¢ P; via
2

2 1
N /N — P3 2 Pl - M(Cs—3Cs—QCs—ICs) ou M(Cs+lcs+2cs+305+4) — M7
3 2

(2) De meme, poutM; € Q(S1),
2 1 _
Hom,, <M7, N/ N\ ) = 0 <= M € sdiadS1)
3 2

() Sin>1,

HSFH[—H<,;% NEVAN
=)y,

n'est pas projectif, d’'ags Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3.
(i) Sin>1etm > 2,

EY 2 2 1
M&PM=MfH<3%4H/ )km+m~ ﬁg/\g

n'est pas projectif. Si ce morphisme, agt, est projectif, d'apgés Remarque 2.2.2, il existe un module
indécomposable projecti? et deux morphisme explicites: M(C) — P eth: P — M (D) avec

3 2 2 1
C=pn-1| 7 \ / [-m+2 etD= N / \
3 1 3 2

tels queh o g = f + f' pour f’ un autre morphisme explicite de coeur disjoint de celujdau le
morphisme nul Lemme 3.2.2 montre qBe% P,, P; etdoncP = P, alorsho g = f + f’ avec

, 3 2] 2 1
f:[n—1]<3// \1/_3[—m+2]—> \3/ \Ej

Pour f/, il existe un module inecomposable projecti®’ et deux morphisme expliciteg : M (C) —
P'eth’: PP — M(D) telsqueh’ o ¢’ = f' + f” pour f” # f un autre morphisme explicite de coeur
disjoint de celui def’ ou le morphisme nul. Or, en ce momeit, = P, et f/” = f. Ceci est une
contradiction.

(i) Sin > 1, le morphisme explicite

2 _
N fo 1
[—n]S1 =[-n+1] [ 3 1 =1 N VvV N\
-\ v L3, 2
3 _
n'est pas projectif, d’'ags Lemme 3.2.1
(iv) Sin > 1etm > 1, le morphisme explicite
2 _
2 N o 11
[n]S1[m] = [-n + 1] N [m—1]=[-n+1]] 3 m—1—=1 N V \
2 - L3, 2

3 _

n'est pas projectif, d’ags Lemme 3.2.1.
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(v) Sin > 1etm > 0, le morphisme explicite

i _
S = 1<N/2\ ) = 1 ‘3/ [\1 r2\_:/1\
s =i 5N Y=o s e

n'est pas projectif, d’ags Lemme 3.2.1

2 1
(vi) Hom, <M7, N /N ) = 0, si M; € sdiadS,).
3

2
2 1
Hom, [ 51, \ / X\ =0
3 2
car il n’existe pas de morphismes explicites.

2 1
Soit f un morphisme explicite d&/;a \ ~ \ decceu € {53, S3}. Numérotons
3 2

M = Sy[n] = CoCy - - -

1 3
et soits la position du cceuf dans son but. En cds = S3, alors sin < 0,C,_1Cs = \ 7/ et
2

3 1 3
sin>0,0,11Cs4o= N7~ ou \" (cederier est possible $5i,; est le dernier segment),
2 2
f factorise parP, via

I_2_ 1 1
M7 — M(Cs,le) ou M(CS+1CS+2) —P,—1 NV N\
L _3y 2

En casEl = S,, alors sin < 0,
1 3 2
057361572037103 = N/ N /
2 1
et f factorise parP; ® P, via
1 3 2 2 1
M; - M(Cs_3Cs_2Cs_1Cs) == N\ "/ N / —=P@&P— N\ / \ ;
2 1 3 2
sin > 0, quandC, 4 existe,
2 3 .1
Cs+lcs+2cs+305+4 = N/ N/ 3
1 2
f factorise parP; @ P, via
2 3 1 2 1

M; - M(Cs11C542Cs13Cs10)= N / N/ =P &P— N\ / \
1 2 3 2



Deux facteurs 198

quandC,_ 3 est le dernier segment,

2 3
Cs+1Cs+QCs+3 = N /N,
1 2
f factorise parP; @ P, via
2 3 2 1
M7 —» M(CS+1CS+QCS+3) == N/ N\ — P1 D P2 — N/ N\
1 2 3 2

2
et quand’,; estle dernier segmenf;,; = \ et f factorise parP; via
1

2 2 1
M- MCs1)= N —Pr— N / \
1 3 2

(3) PourlMyg € Q(SQ),

2 1
Hom, ( N/ N\ ,M8> = 0 <= Mj € sdiadSs)
3 2
(4) PourMsg € Q(S2),
2 1 , : 3
Hom, <M87 N /N ) =0 < Mjg € sdiad[1]S2) = sd|ag( VRN )
3 2 1 2

La preuve de (3) et (4) sont similaires aux preuves de (1) et (2). Okduitdque pour, € Q(S1) U Q(S2),

2 1 2 1
Ext[ N / N @M, N\ / \ @&M|=0+<= M c sdiadS)
3 2 3 2
Cela signifie qué5 + 7) n’est pas possible.
Maintenant on calcule I'afgbre des endomorphismes stable

2 1
End, [ \ / N\ ®Ms
3 2

pour Mg € sdiad Ss).
Notons =
2 1 2 1
TN /N = TN N
3 2 312

2 1 2 1
On a Eng, ( NN ) = kld @ ke et End, (M) = kId. Pour ceterminer Hom ( N /N ,M)
3 2 3 2

2 1
et Hom, (M, N /N ) , on distingue des cas.
3 2
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_ 2] 1 _ 2 1
(1) Si Mg = Ss, notonsa : -\ / N\ — S5 qui engendre Hom N/ N LSy ), etf Sy —
3 2 3 2

2 1 2 1
N/ ¥, qui engendre Hom | S2, N\ / N\ . On erifieas = ¢, Ba = 0. Alors
3 12 3 2

2 1
End, ( N/ N 8 SQ> est isomorpha I'algebre 112.
3 2

(2) Sin > 1, nunmerotons
1
M:SQ[TL]: /N [n—l]:C’ng-ann.
2 3
Comme les morphismes bi@fux deviennent nuls dans la @gbrie stable (Proposition 2.3.1), les seuls

2 1
morphismes explicites faiblement ungdaaux de \ , \ a M sont

3 2
Py
2 1 1
a:" N /N = — \ [n—1]
3 2 2, 3

et
51
2 1 1 1 s 3
N N S N | e-1= /N /NS
3 2 2 3 2 3 1 12
(o existe ssin = 0 mod3). Mais il est facile de voir que’ factorise paP; & P» via

2 1 2 3 1
N /N = Ps®Py - M(Cy—302,2C2,-1Co) = / N\ / N — /N [n—1]
3 2 3 1 2 2 3

On a donc que

Similairement,

ousin=1,
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1 1 2] 2 1
B: /N n—=1=11 N / N m—2]—- N\ / N\
2 3 2 3.1 3 2

etsin > 2,

On erifie queas = e etque sin = 1, fa = 0. Sin > 2, S est de la forme

( /1\ )[1}( /1\ /@K )[2] 1\ >[1]
2" 3 \2” 3 1 @( 3
2

1 1 2
eton montre quga = 0. Eneffet, notongy =/ ,Co= N\ ,Cs= / ,Ci= \_ ,
2 3 3 1
3

3
Cs= / ,Co= U .
1 2
Alors C; = Cj ssii = j mod6 et

VAN NN

P = P, =

)
e\ /e

On \érifie que

Q((( /1\ )[n—l]) ):Q(C1CQn2):C5CQn:<<< /1\ )[n—l}) )
2 3 [0,2n—2] 2 3 [4,2n]

et on obtient qu@« factorise via

(= (( o) () ),
/ N\ [n—1] — /N [n—1] — I /N [n —1] —
2 3 2 3 (3,2n] 2 3 [3,2n]
1 1
(( /N )[n—1]> (—>< /N >[n—1]
2 3 0,202 2 3
ourl <<< / 1\ ) [n — 1]> ) est I'enveloppe injective dé( / ! AN > [n— 1]) qui est
2 3 (3,2n) 2 3 (3,2n]

2 1
aussi projectif. On obtient alors que I'éligre d’endomorphimes stableEp< N/ N @® Mg est
3 2

2.
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2 1
(3) Regardons maintenaft|(—n| = < N/ ) [-n + 1] pourn > 1.

3
Sin =1,
2 1 2 1
Hom, N/ N, N/ = ka,
3 2 3
ou _ _
P 1 1
a:l N/ IN > N\ /
L 3 1 2 3
Sin > 2,
2 1 2 1
Hom, | N~ / N ,| N / |[-n+1]|=ka,
3 2 3
ou

2 1 2 1 2 1 '3
a: N/ N = N/ J[n+=1 N /N v | [-n+2]
3 2 3 32
En effet, il est facile de montrer qu'il n'y plus d’autres morphismes explicites faiblement énailat

2 1 2 1
NN =N /| e+l
3 2 3

2 1 2 1
Hom, \3/ [—n +1], \3/ \2 = kp,

2] 1 2 1
N N S N
51
3 3 (2]
car les seuls morphismes explicites faiblement uaikaix sonf3 et sin = 0 mod 3,

C (2 1 2 1 3. 2] 2 1
Bl N /N =N N SN ST TN N
3 2 3 1 3 (2]

Mais 3’ est projectif factorisant paf; & Ps.
On \erifie quea = 0 etque sin = 1, Ba = 0. Sin > 2, fa est de la forme

- 5 1
G‘R /1>[—n+1]—><EQ_K /1>[—n+1]:<2\ /1\N/3>[—"+21
3 3 3 2

et on montre qu@a = 0. En effet,3a factorise via

2 1 2 1 2 1
3 3 [0,2n—2] 3 [0,2n—2]
— N/ N / [—TL + 1] — N / N/ [—n + ].]
3 2 [3,2n] 3 2
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2 1
On obtient alors que I'akgpre d’endomorphimes stablelip{ N/ N @D Mg> est112.
3 2

Les deux cas suivants sémontrent similairement.
Lemme 4.2.22 (6+7)impossible

Lemme 4.2.23 (6+8)
(2 3 . _
Q' ( N/ N >@Q’(M), i €Z,M e diag Ss) II2
1 2

On consi@re ces maintenant les composantes negulieresQ(S:) etQ(Sz).

Lemme 4.2.24 SoientC' € Q(S1) U Q(S2) ets,t € N —{0}. Alors
(i) Sis > 2, Hom, (M([s]C), M(C[1))) # 0.
(i) Sit > 2, Hom, (M(C[1)), M([s]C)) # 0.

Démonstration Comme
Hom, (Q" M, Q" M) = Hom, (M, M),

1
on peut supposer que € Q(S2) etC = [u]Sa[v+1] = [u] ( 7\ > [v] avecu,v >> 0. Commeu, v >> 0,
2 3
on peut donc supposer queest de la forme

b 1 2 3 1 2 3 1 e
/S N/ N/ N/ N/ N/ N/ N/ NN NN
a c 2 3 1 2 3 1 2 3 d f

On met une nurm@rotation surC, [s]C et C[t], i.e nureroter les deux segments de gauéheroite deS,[1] =

1
/N commeCj et etétendre celle-ck gauche eh droite. On obtient donc que

2 3
C=C_g9, - -CyCi---Crpt1.
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Il est facile de voir que poure Z, C; = C;,¢ sauf pouri € {—1, -4},

3 3
Ci= N #0C= N
2 2

et
2 2
Cy= ",/ #0Cy= /
3 3
(i) sis>2
[s]C = Coy—2s- - Cgy—aC_2y3C_24-92C 24 1C_gy - - CoCl - - - Coppq
est de la forme

2 1

h a I b 1 l_?)j
SN N/NINSNS N NN Ry
g 7 c b a c 2 3 1 2

N/ N/ N/ N/ N /N
3 1 2 3 d f

et
C[t] = 072u e Cocl e C‘21)+1 e 0271+2t+1

est de la forme

NN NS N/ N/ N /N N /N
2 13 1 2 3 d f m.p

/' N/ N/ N/ N/
a c 2 3 1

Pour allerger les notations, dans cetésmbnstration, pour un segment directe de arorpositif, si onécrit

3 3 2
\ ,celaveutdire \" . Etsimilairement, pour un segment inverse de atowegatif, si onécrit / , cela
2 2 3

veut dire ~/
3

On va montrer que le morphisme explicite de coSurillustré ci-dessus, nétf = f, n'est pas projectif.
En effet, sif, est projectif, d’apes Remarque 2.2.2, il existe un moduleéndmposable projectiP(®) et deux
morphisme expliciteg, : M ([s]C) — P©) ethy : PO — M(C[t]) tels quehg o go = fo + f1 pour f; un autre
morphisme explicite de coeur disjoint de celuifdeou le morphisme nul. On voit bien qué = P, ou P = Ps.
Lemme 3.2.2 montre quB(®) 2 P,, alorsf; est le morphisme explicite illugirpar

h o - a ¢ b -~ 1 20 3 1 2 3 1 - e
Ble= /N /N /N/N/NS NN SN SN SN SN N N /N
g i c b a c 2 3 1 2 3 1 2 3 d f
et
b e 1 2 3 1 2 3 1 oy e e n
Cll= /' N/ N/ N/ N/ N NSNSNN NN NN
a c 2 3 1 2] 3 1 2 3 d f m p

Pour f;, il existe un module indcomposable projectiP") et deux morphisme explicites : M([s]C) — P
eth; : P — M(C[t]) tels queh; o g1 = f1 + f» pour fo # fo un autre morphisme explicite de cceur disjoint
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de celui def’ ou le morphisme nul. On obtient dof!) = P; car sinon, siP = Py, f» = f,, ce qui est absurde.
Maintenantf, est de la forme

ho - a ¢ b - 1) 2 3 1 2 3 1 - e
BC= /N /N /N/ZN/NS N RN SN SN SN NN N N
g i c b a c 2 3 1 2 3 1 2 3 d f
et
b o 1 2 3 1 2 3 1 e e n
Cll= /' N/ N /NN NN SN ININ NN NN
a c 2 3 1 2 3 1 2 3 d f m. P

Pour f,, il existe un module inecomposable projectiP(?) et deux morphisme explicites : M ([s|C) — P
ethy : P — M(C[t]) tels quehs o go = fo + f3 pour f3 # f1 un autre morphisme explicite de cceur disjoint
de celui def, ou le morphisme nul. On obtient dof¥? = P, car sinon, siP = P, f3 = f, ce qui est absurde.
On continue parécurrence. Pouf,, de la forme

h ab 1 9 3 1 9 3 1 e
sjlC= / N / N/ \ /S N/ N/ NN/ N/ N /N /NN NN
g ) c b a c 2 3 1 2 3 1 2 3 d
et

b - 1 2 3 1 2 3 1 - e - n
Clt] = /\(\/\N/\/\/\/\/\N/\/\/\/\/\
a 2 3 1 2 3 1 2 3 d f m. P

il existe un module indcomposable projectiP(*) et deux morphisme explicites, : M ([s]C) — P™ eth, :
p M(CTt]) tels quehy, o g, = fu + fusr1 poOUr 41 # fu—1 Un autre morphisme explicite de cceur disjoint
de celui def,, ou le morphisme nul. On obtient dofité*) = P, car sinon, siP, = P,, fu+r1 = fu—1. Maintenant
fus1 estde laforme

h /@\c b 1 2 3 1 2
[s]IC= / \ / \ /N/ N/ N/ N/ N/ N/ N/ N\
g i c b a ¢ 2 3 1 3

3 1 “ e e
/ N7/ N/ N /N
2 2 f

1 3 d

et
b e 1 2 3 1 2 3 1 - e ‘.- n
Clt] = N/ NN NSNS NN /NSN NSNS N
[a] ¢ 2 3 1 2 3 1 2 3 d f m. P
Pourf,1, il existe un module inécomposable projecti®(“+1) et deux morphisme explicitgg, 1) : M([s]C) —
POt ethypqy : POTD — M(C[t]) tels queh 1) © grutt) = frut1) + futz) POUr futa) # fru) UN autre
morphisme explicite de coeur disjoint de celuifig, ;) ou le morphisme nul. On voit bien quet“tlt) = p; et

donc quef(, 42y = f(u), C€ qui est absurde.
(i) Similairement,[s]C' est de la forme

1

h b 2 3 2 3 e
SN NSNS NN SN N SN SNSN N
g i a c 3 1 12 3 1 2 d f

etsit > 2, C[t] est de forme
b 2 3 1 fol 3 e d f n
SN NYNINININ SN NN SN SN NN
a c 3 1 2 3 1 2 d f e d m p

Le morphisme explicite de coelSy de M (C|t]) & M ([s]C) illustré ci-dessus n’est pas projectif.
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Lemme 4.2.25SoitC € Q(S1) U Q(S2). Alors
Hom, (M ([1]C), M(C[2])) = 0, Hom, (M (C1]), M([2]C)) =0

Démonstration On montre la prengire assertion, la dewineétant pareille. On peut supposer comme dans la
preuve du lemme @gedent que
C=C_2y Cop1

est de forme

b 2 3 1 2 3. e
/S N/ N/ N/ N/ N /N /NN /N
a c 3 1 2 3 1 2 d f
[1]C =C_9y—2C_94-1C_24 - Copt1

est de la forme

c b 2 3 1 2 3 e
SN/ N/ N/ N/ N /NN SN /N
b a c 3 1 2 3 1 2 d f

C2l=C_9y - Coyy1---C_ayys

est de la forme

b 2 3 1 2 3. e d f
/SN NN/ NSNS N SN NN N /N
a c 3 1 2 3 1 2 d f € d
En utilisant les descriptions des sous-modules explicites et des quotients explicites, on obtient que les coeurs

) i 2 3
possibles sonf,, S», S3 et les sous-cordes™. et - aveci,j € {2,3}de \~ oude \"~ quisontde
J o J 3 2
longueur! telle quel <1 < 2b— 2.

3 3
(1) Un morphisme explicitef de M ([1]C) versM (C[2]) de cceutE = - C \" qui est de longueur
2 2
telle quel <1 < 2b — 3 factorise parP; via
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3 2
(2) Un morphisme explicitef de M ([1]C) versM (C[2]) de cceurE = - C \" qui est de longueur
3

telle quel <1 < 2b — 3 factorise parP; via

3,
3
M(1)C) = Y = M(C[2)
J
2
(3) Un morphisme explicitg’ de M ([1]C) versM (C[2]) de coeutE = - qui est de longueurtelle que
2
1 <1 < 2b— 3 factorise parP, via
M(le) = = M(C[2)
N
3
. - 2 .
(4) Un morphisme explicitg’ de M ([1]C) versM (C[2]) de coeutE = - qui est de longuedurtelle que
3
1 <1 < 2b— 3 factorise parP; via
M(le) = = M(C[2)
N
3

2
(5) Un morphisme explicit¢f de M ([1]C) versM (C[2]) de coeurE = N\ factorise pat?, © Ps ou Ps. En
2

effet, notonss = Pos,jc(E) ett = Pog:(p)(E). Alors siC,_3 existe, f factorise via

3 1 2
M([1]C) - M(Cys—3C5_2C5_1Cs) = N\ / N7/ — P, ®P;—
2 3
2 3
/N 7/ \7 = M(Ct_gOt_gCt_lCt) — M(O[Q])
3 1 2

SiCs_ est le premier segment dgC, alors f factorise via

1 2 2 3

M([1]C) » M(Cs—2Cs_1Cs) = 7/ \/ <= Pa@®dP3— / \ / \7 =M(Ci_2Ct_1C;) — M(C[2])
2 3 2

3 1
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Si C; est le premier segment d§C, alorsf factorise via

M([1]C) —» M(Cy) = ;/2 — P3 —» 1/3\; = M(C_1Ct) — M(C[2])

3
(6) Similairement, un morphisme explicite de M ([1]C) vers M (C[2]) de coeurE = N\ factorise par
3
P, ® P;oubs.
(7) Maintenant soitf un morphisme explicite de coeilir = S;. Notonss = Pos,j¢(E) ett = Pog o (E).
() s<O0ett>0etE =9;.
Sis > 2u — 2 f factorise via
3 1 2
M(1]C) » M(Cs_1Cs) = N\ / <= Py—» M(C;_1Cy)= / N <= M(C[2])
2 3 1

Sis = 2u — 2 etdoncC; est le premier segment dé ([1]C), f factorise via

M(UC) » M(C) = /' s Py M(CoaCh) = /N o> M(CI2])

2 3 1
(i) s<O0ett>0etE =95,
2
AlorsCy,= 7/ —» s .Sis> —2u— 2, f factorise via
3 3
1 2 2 3 .
M(1]C) » M(Cs_1Cs)= N7/ — / <Py M(C1C)= s \7 <= (]2
3 3 1 2

etsis = —2u — 2,C; est le premier segment de& ([1]C) et f factorise via

2 2 3
M(UJC) = M(C) = ~/" =/ <Py M(Ci1C) = 7/ \~ = C[2
3 3 1 2

(i) s<Oett>1etE =S,
2 3 2 3 o
M(Cs_2Cs 1Cs)= "~/ N\ / — / \ / .Sis>—2u—2, f factorise via
3 1 3 1

2 3 3 1
MC)—» /7 N 7/ <= Ps@®P - M(C_2C_1C)= s N7/ N\ <= CC[2
3 1 1 2 3

Sis = —2u — 2, f factorise via

MMQ*W@FIﬁ%H%M@ﬂMZJK3%MMW
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(iv) s>0,t<0etE =25
Sis < 2v + 1, f factorise via

1 2 3
M([I]C) —» M(CS+1CS+2) = \3/ — P3 — M(Ct+1ct+2) = 1/ \2 — M(C[QD

Sis = 2v + 1, f factorise via

M(IIC) — M(Carr) = 1\3 o Py M(CrirCisa) = 1/3\ < M(C[2)

2 3 2 3
(V) s>0ett < —1etE = 5 M(Cs41C512Cs13Cs44) = N\ /. N —» N / \ .Sis<2v+1,
1 2 1 2
f factorise via
2 3 1 2
M{1C)—» N 7/ N —=>P®P,—» M(C1C2Ciiz)= 7/ N7/ N < M(C[2])
1 2 2 3 1

Sis = 2v + 1, f factorise via

2 1
M([l]C) —» M(CS_H) = \1 — P —» M(Ct+1C’t+2) = 2/ \3 — M(C[Q])

(vi) s>0ett<0etE =S5

3
AlorsCsy1 = N7 > N\ . f factorise via
2 2

1 3 3

3 2
M([l]C) — M(OS+1CS+2) = N/ ou \7 » \N =P M(C’t+10t+2) ="/ \N = M(C[Q])

2 2 2 3 1

(vii) s >0ett>0ets <tetE = 5;. Alors en ce moment,= s mod3.

3 1 3 1
([1]C)(a,5y = C-1Co -+ - Cs = \2/ N4 \2/

et

9 e 9
(0[2])[t—s—2,t] =Cis51---Ce= /7 N / N / \
3 1 3 1

On obtient donc que

QCR2D—s—2.4) = UCt—s—1---C_1) = < 2\\; ) Co--Cs_q
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(viii)

(ix)

)

(xi)

(xi)

qui contient([1]C')[_» s) comme sous-corde explicite. Le morphisthéactorise via
M([1]C) —» M(([A]C)(-2,) = I(M(([1]C){-2,5))) = M(C[2])jt—s-2,4) — M(C[2])
ou I(M(([1]C)—2,4)) estl'enveloppe injective d&f (([1]C)[—» ) €t est aussi la couverture projective
de M((C[2])jp—s—2.4)-
s>0ett>0ets<tetE =5
Le morphismef factorise via
M([1]C) - M((1]C)-2,5) = (M (([1]C)-2,5)) = M((C[2])t—s—2,49) — M(C[2])
ou I(M(([1]C)—2,s)) estl'enveloppe injective d&f (([1]C)[—2,s)) €t est aussi la couverture projective
de M ((C[2])—s—2.1)-
s>0ett>0ets<tetk =55
Le morphismef factorise via
M([1)C) — M((1]C)—2,5) = H(M(([1]C)=2,5))) = M((C[2])t—s—2,4) — M(C[2])
ou I(M(([1]C)-2,4)) estl'enveloppe injective d&f (([1]C')[—2 ) €t est aussi la couverture projective
de M((C2])t—s—2,)-
s>0ett>0ets>tetE =9
Le morphismef factorise via
M([C) » M([C) s 20417) = IIM([UC) s 20417)) = M((C[2)pt,1—s42042)) — M(C[2])
ot I(M(([1]C)s,20+1))) est 'enveloppe injective d&/(([1]C)s,2,+1)) €t est aussi la couverture pro-

jective deM ((C[2])pr,t—s+20+2))-

s>0ett>—-1,s>tetkE =95,
Le morphismef factorise via

M([1]C) » M(([1]C) s 2041) = M (([1C)s,20411)) = M((C2])t4—s+20+2)) — M(C[2])

ou I(M(([1]C)s,20+1])) est 'enveloppe injective d&f (([1]C);s 2.+1)) €t st aussi la couverture pro-
jective deM ((C[2])t,t—s+20+2])-

s>0ett>0,s>tetkE =953
Le morphismef factorise via

M([1]C) - M(([1]C)s,2041)) = I(M((1C) s 20+11)) = M(C[2])1t,t—s+20+21) — M(C[2])

ou I(M(([1]C)s,20+1])) est 'enveloppe injective d&f (([1]C);s 2.+1]) €t €St aussi la couverture pro-
jective deM ((C[2])¢,1—s+20+2])-
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(xiil)

(xiv)

(xv)

(xvi)

(xvii)

(xviii)

s<Oett<Oets>tetk =95
Le morphismef factorise via

M([1C) —» M((1]C)s,2) = T(M(([1]C)s,21)) = M(CR2D) 1t 42-5) — M(C[2])

ou I(M(([1]C)s,2))) est I'enveloppe injective dé/(([1]C),,2)) et est aussi la couverture projective
de M((C[2])p,t42-s])-

s<0ett< —lets>tetE =5
Le morphismef factorise via
M([1]C) —» M(([1]C)s,21) = I(M(([1]C)1s,2))) = M(C[2])jt,42—5]) — M(C[2])

ou I(M(([1]C)s,21)) est I'enveloppe injective dé/(([1]C),,2)) et est aussi la couverture projective
de M ((C[2])1t,t+2-5))-

s<Oett<Oets>tetE =53
Le morphismef factorise via
M([C) — M(([1C)s,21) = LM (([1C)(s,21)) = M(C[2])t,042—5) — M(C[2])

ou I(M(([1]C)s,2))) est I'enveloppe injective dé/(([1]C)(,,2)) et est aussi la couverture projective
de M ((C[2])1t,t+2-5))-

s<Qett<Oets<tetE =.95;
Le morphismef factorise via
M([1C) — M((]C)—2u—2,s) = I(((O)—2u-2,5]) = (C12])t—s—2u—3,y = M(C[2])

ou I(([1]C)(=2u—2,5) st I'enveloppe injective dg1]C)|_2, 2,4 €t €St AUSSI la couverture projective
deM((C[2})[t—s—2u—3,t])'

s<lett< —lets<tetE =5
Le morphismef factorise via
M([1]C) » M(([A]C)(—2u-2,5)) = LM ((1]C)(—2u—2,5))) = M(C[2])[t-s-2u—3,) — M(C[2])

ou I(M(([1]C)—2u—2,s])) est I'enveloppe injective dé/(([1]C)_2,—2,]) €t est aussi la couverture
prOjeCtive dezw((C[Q])[t7572u73,t})'

s<Oett<Oets<tetE =53
Le morphismef factorise via
M([1]C) » M((A)C)—2u-2,s) = I(M(([1]C)(~20—2,5))) = M(C2])t—s—2u-3,9) — M(C[2])

ou I(M(([1]C)—2u—2,s])) est I'enveloppe injective dé1(([1]C)_2,—2,]) €t est aussi la couverture
projective deM ((C[2])t—s—2u—3.1)-
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Lemme 4.2.26 (7+7,8+8)SoientM, N € Q(S;) ou Q(S2) deux modules mon isomorphes. Alors & @
N,M @ N) # 0.

Démonstration Il existeC € Q(S2),n >> 0 ets,t € N — {0} tels que
Q"(M) = M([s|C) et Q"(N) = M(C[t])

ou
Q"(N) = M([s]C) et Q"(M) = M(C[t]).

Sans perdre deggéralite, on peut supposer
Q" (M) = M([s]C) et Q"(N) = M(C[t])

et donc
QM = M([s + 1]C[1]) et Q2N = M([1]C[t + 1]).

Supposons Ext(M @ N, M @ N) = 0. Alors
Hom, (Q 2N, M) = DExty(M,N) =0, Hom,(Q 2M,N) = DExty(N,M) =0

D’apres Lemme 4.2.24, Hog(Q2 2N, M) = 0 impliquet +1 < 1 et Homy (Q~2M, N) = 0 impliques+1 < 1.
On obtients =t = 0 et doncM = N.

O

Proposition 4.2.27 (7+8)SoientM,; = M (C) € Q(S;) et Mg = M (D) € Q(S>). Alors Exty (M; & Mg, M7 &
Mg) =0 <= D = Q([-1]C[2]) ou D = Q([2]C[-1]. L'algébre End (M7 & Mjs) est

113

Démonstration Les lemmes 4.2.24 et 4.2.25 montrent les relations evitret Mg.
On calcule End (M7 & Mg) pour N = Q([—1]M][2]). NotonsC' = [—1]M et alorsN = M (C[2]).

1
On peut supposer qu& = [u] VN [v] avecu, v >> 0. Alors

et
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Notons
3 3 Lo N/ \\]____
a:M(1]0)= N 4/ N /1 =QM(EIC2)= N\ 7/ \7/ = 1 -l
1C -2 1 2 N /|
L _2_ 1
et
m.T T T3 -
3 .. N0/ N\ M.~ 3 1.,
B:OMCR2))= N / N/ = 1 2 e = M)C)=1 N\ /N V
12 S Y L1 2
9 _ 2

En utilisant la néme néthode que dans la preuve de Lemme 4.2.25, on peut montrer que tout autre morphisme
explicite entreM; et Mg devient nul dans la cagorie stable et on obtient donc que

Hom, (M7, Mg) = ka et Hom, (M7, Mg) = kp3.
On erifie en plusn3 = 0 et fa = 0, car B« factorise par’s. Rappelons que
End, (M7) = kId et End,(Msg) = kld,

I'algebre des endomorphismes stable est isomaadi®

113 e: :

Remarque 4.2.28Les expressions sont sytniques, i.e. si ogcritD = Q([—1]C[2]) alorsC = Q([2]D[-1]).

Remarque 4.2.290n resume ce que I'on a obtenu par le diagramme suivant:

1 2 5
AN
7 8
/
3 4 6

Dans le diagramme, un trait reliant deux nombires j signifie que deux modules de type respectivemesit;
n'apparaissent pas comme facteurs d’'un module rigide; deux modules dedgpe la prengre ligne et de type

j dans la troigme ligne sont ingpendants, i.e. il nexiste pas de morphismes explicites non projectifs entre ces
deux modules.

Remarque 4.2.30Dapes le Esunt peccdent, on peut trouver tous les types possibles des modules ragides
plusieur facteurs directes isBdomposables. Il existe au plus 6 facteurs directesdochposables non isomorphes
non projectifs dans un modules rigidé et donc le carquois avec relations Efid/) a au plus 6 sommets. On
va calculer dans les prochaines sections les modules rigigks de deux facteurs directes@dmposables non
isomorphes non projectifs et leur algres des endomorphismes stables.
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4.3 Trois facteurs

A partir de cette section, on commergealculer les modules rigidesplus de trois facteurs iedomposables non
projectifs non isomorphes. Les calculs sont essentiellement plus simple que les cas d’un seul facteur et de deux
facteurs, puisque pour un module rigide de la forme

M=M; &- M,
avecM,;_ indecomposable de type € {1,2,--- ,8},
Exty (M, M) = 0 <= Exty(M;,, M;,) =0,V1 < 5,t <n

Les possibilies des modules rigides de tyfig+ - - - +4,,) découlentimrédiatement des calculs des deux sections
précedentes. Ce qui reste est de calculer Bhige des endomorphismes stable Eqd;, @ --- M;, ).

Lemme 4.3.1 (1+2+3,1+2+4,1+2+6, 3+4+1,3+4+2,3+4+5,1+5+3,1+5+4,2+5+3,2+5+4,
3+6+1,3+6+2,4+6+1,4+6+Bpienti,, i, deux indices dans la predre ligne (resp. la troisme ligne) du&sung
dans la section pedente (Remarque 4.2.29) et sgiun indice dans la troigime ligne (resp. la premiie ligne).
Si{5,6} ¢ {i1,12,1i3}, alors tout module rigide de tyfe; + iz + i3) est de la forme suivanté;, & M;, estun
module rigide de typéi, + i>) détermire dans le ca§; + i) et M;, est un module indcomposable de typés)
arbitraire.

L'algébre des endomorphismes stable Ed;, & M,, @ M,,) est le produit des aébres End (M, & M;,)
détermirée dans le ca@; + i2) et End, (M;,) calcuke dans Section 4.1.

Démonstration C’est imnediat d'apes le esung& de la section @eedente (Remarque 4.2.29).

O
Lemme 4.3.2 (1+5+6,2+5+6,3+5+6, 4+5+6,5+6+7,5+6+8, 1+6+7,2+6+7,3+6+7,4+6+7,
6+7+8,1+5+7,2+5+7,3+5+7,4+5+7 5+ 7+4&)possibles
Démonstration C'est immédiat d’apes le esuné de la section @edente (Remarque 4.2.29).

a

Lemme 4.3.3 (1+2+5)

(1 (1 3 P
98 N o N/ N\ @ Qi NN Ji,u €7
2 2 1 2 1

11712 Y e
1 2 )

(3 (1 3 P S ‘
QY N e N /N e N7/ N | hueZ
1 2 1 2 1
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11713 | D T e

-—

Démonstration On cherche les modules rigides de la foride & M, & Ms ou pour touti € {1,2,5} le module
indécomposablé/; est de typdi). D'apres le cag2+5) (Lemme 4.2.7), il existe, u € Z tels que

(1 3 , 1 3
My=Q'[ N / \ et My =QF3 [ 7/ N\ ;
2 1 2 1

. 1 3 (1 (3
d’apres le cagl+5)(Lemme 4.2.5), shdy = Qi3 < NN >,alorsM1 =Q ( AN > ouf)? ( AN );
2 1 2 1
d’'apres le cag1+2) (Lemme 4.2.2), les module¥; et M, ainsi ontenus sont compatibles, i.e.

Exty (M, @ My, My & My) = 0.

On obtient donc les possib#is dans Bnoné.
Calculons maintenant I'altbre End, (M; & My & M).

1 1 3 1 3
Supposons d'abordque; = N\ ,My;= N\ / N\ etMs= N "~/ X\ .Notons
2 2

2 1
1 13
a: M= N <—=My=1 N\ IV \
2 \__QJ 1
_ 3
E 3 1 3 o e = 7 N\
B:My="\ /N —M;= \N"/ N =N 3 1
L -2 1 1 2 1 N /|
L 2 |
737 7
1 3 N 1 m =37 7
y:Ms= N"/ N =1 2 1L, =M= N\ / \ |
2 1 NIV 2 1
2

1
1 3 1 3
e Ms="N"/"\N =M= \"/ N
9 1 9 1
L=

1 13
6:My= N <—=Ms=1 N\ V_\
2 L2 1

et

1
1 3 1 3
n:My="N /"N =M= \ / N

2 1 2L

Le cas(1+2) (Lemme 4.2.2) montre que EpdM; © M) estisomorphé l'algébre
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o— - 0 ’I’}

1 2

Le cas 2+5) (Lemme 4.2.7) montre que ERdM, © M;) estisomorphé l'algébre

: ‘
o Ce €
2 ¥ )

Le cas(1+5) (Lemme 4.2.5) montre que ERdM, & M;5) estisomorphé l'algébre
)

1 5

On \érifie qued = a5 (et quen = Sey) et on obtient donc que EndM; & M, & M;) est isomorpha I'algebre

B
(6] - o~
11112 o— s oe. - €
1 2 v 5

3 1 3 1 3
Supposons maintenantq& = \ ,Ms= N\ / \ etMs;= X\ ",/ X\ .Notons
1 2

1 2 1
3 1 Mg 1
o M= N «My= N A \ |
1 2 1
et _
/ 3 INEE
(SZM1: AN «—M5: N N
1 2 1

Le cas(1+2) (Lemme 4.2.2) montre que ERdM; @ M,) estisomorpha 'algébre

Le cas R+5)Lemme 4.2.7) montre que EpdM, & Ms) est isomorpha I'algebre

: ‘
o Te €
2 ¥ )
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Le cas(1+5) (Lemme 4.2.5) montre que ERdM, & Ms5) estisomorphé l'algébre
é‘/
Ce————— 0} €
1 5

On \érifie qued’ = va/ (et quen = Bev) et on obtient que End(M; & M, ¢ M) estisomorphé I'algébre

a
Lemme 4.3.4 (3+4+6)
(2 2 3 , 2 3
Qf N Je | N /N7 e N /N | u€eZ
1 1 2 1 2
11112 [ S : o
3 4 6
(3 (2 3 s [ 2 3 )
Qf N e[ N NV e N s N |,h,u€eZ
2 1 2 1 2
11113 P Y . o
3 4 6
Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+2+5)(Lemme 4.3.3).
o

Lemme 4.3.5 (1+2+7)

(1 (1 3 _ ,
Q( N >@QZ< N/ N )@Ql(M),ieZ, M e | 9°"sdiag$y)
2 2 1

nez



Trois facteurs 217

11714

(3 (1 3 , ,
Q( \ >@Ql< NN )@Ql(M)JeZ, M e | ] 9°"sdiag $)
1 2 1

neZ

11715

Démonstration On cherche les modules rigides de la foride @ M, & M, ou pour touti € {1,2, 7} le module
indécomposabld/; est de typdi). D'apres le cag2+7) (Lemme 4.2.16), il existé € Z tel que

(1 3 , .
My=0Q'| N\ / N\ et Q7' My e | QS diag(S));
2 1 nez
> ; . (1 (3
d'apres le cag1+7) (Lemme 4.2.12), s~ "M; € |J,,o, Q°"diag(S:), My = Q° N ou Q¢ N
2 1
d’'apres le cagl+2) (Lemme 4.2.2), les module¥; et M, ainsi obtenus sont compatibles, i.e.
Exty (M, © My, My & My) = 0.

On obtient donc les possib#is dans Bnoné.
Calculons maintenant I'attbre End, (M; & My & M7).

1 1 3
Supposons d’abord que; = N\ ,Ms= N\ ~/ \ etM; ediag(S;). Notons
2 2 1

1 13
a: M= N <—=My=1 N\ V \
2 \__2J 1
et En

1 3 1 3
n:iMy="N /"N SM= N\ / \_
2" 2" 1]

(1) M7 = S;. Notons
3 1 3 1
B: M= -/ N o> M; =5, v:M;=5—>My= \ / \’T’ 0: M = - — M7; =5
2 1 2 1] 2

Le cas(1+2) (Lemme 4.2.2) montre que ERdM, @ M) estisomorpha I'algébre
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Le cas(1+7) (Lemme 4.2.12) montre que EpdM, @& M~) estisomorphé I'algébre

o— » 0O

1 7

On \érifie qued = a3 (etn = () et on obtient donc que EndM; & M, @ M7) estisomorpha I'algébre

o g
1114 o~ e
1 2 ¥ 7

3
(2) Pourn > 1, M7 = Sq[n] = ( /s N\ ) [n — 1]. Notons

1 2
1 3
ﬁ MQZL‘K / N\ —>M7—Sl[n}— - AN [n—l]
2 1 2
=3 7
M mou=|1" D2 |mey—an= N 0N
Y 7= 7N\ n—1] = n—1—=»M= X\| / \ |
172 BN 2
) 1
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Le cas R+7) (Lemme 4.2.16) montre que EpdM, & M~) est isomorphé I'algébre

Le cas(1+7) (Lemme 4.2.12) montre que ERdM; © M~) estisomorpha 'algebre

o— » 0O

1 7

On \érifie qued = a5 (et quen = () et on obtient que End M; & Ms @ M) est isomorpha I'algebre

o p
1174 R Y ”
1 2 vy 7

1 3
(3) Pourn > 1, M7 = S1[-n]| = ( N T/ ) [-n + 1]. Notons

2
] 3
1 3 1 3 R
B:My=! N\ / IN — M;= AN [n—1]=1]"1 3 [n— 1]
L -2 11 2 AN
L 2
1! 3 1 3
v:M;=51[-n] = =\~ [n—1—>My= N\ / N
2 2 1
1 1 '3
§ZM1: AN ‘—>M7151[7TL]: N V. [nfl]
2 _ 2

Le cas(1+2) (Lemme 4.2.2) montre que EpRdM, @& M) estisomorpha I'algébre

Le cas R+7) (Lemme 4.2.16) montre que EpdM, @& M) estisomorphé I'algébre
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Le cas(1+7) (Lemme 4.2.12) montre que EpdM; @ M) estisomorpha I'algébre

o— » 0O

1 7

On \érifie ques = o5 (et quagn = ) et on obtient que End M, & M, & M) est isomorphé I'algébre

1174 | S

3 1 3
Supposons maintenant g = \ ,M.= N\  \ etM; e diag(S;). Notons
1 2 1

3 1 g
o M, N «My= N~ /1 X |
1 2 L_ZLJ

Dans ci-dessus, on &finit les morphismes, 3 ety ou

1 3
B:My= N\ / N\ — My
2 1
1 3
vy:M;— My= N\ / \
2 1
On cefinit en plus
(1) SiM7 =5y,
3
(5/:M1= \W_l—l(_)M7:511
(I
. 3~
2 S|M7=Sl[n]=< /N )[n—l]ave0n>1,
1 2

3 -
(5/1M1: \1«—M7251[H]Z<L1/ \2>[n—1]
_
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(3) SiM7; = Si[—n] = (1\ ~/3> [-n + 1] avecn > 1,
2

3 1] 3
6/;M1: \_—IHM’?: <‘I:_K M/ >[—n+1}
L 2

Le cas(1+2) (Lemme 4.2.2) montre que EpdM; & M>) estisomorphé 'algébre

o 8
1114 P
1 2 ¥ 7

Lemme 4.3.6 (1+2+8)
3

(1 /1 3 , ,
Q' ( \ ) ®Q ( NN > ®Q'(M),icz, Me | Q6"sd|ag< /N
2 1 1

2 nez

1174 | S

y

221
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/3 (1 3 , , 3
ok ( \ ) ®Q ( NN > ®Q(M),icz, Me | Q6nsd|ag< /N )
1 2 1 1 2

neZ

1115

Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+2+7)(Lemme 4.3.5).

O
Lemme 4.3.7 (3+4+7)
(2 (2 3 . . , e 3 .
O N e | N /N |eQ(M),iez, Me |0 diag(  \
1 1 2 ez 1 2
1174 S ¥ ’
3 4 7
(3 (2 3 . _ , e 3
O NT e | N /N |eQ(M),icz, Me | diag( N
2 1 2 ez 1 2
1175 [ R Y °
3 4 7
Démonstration La preuve est similaira celle du ca§l+2+7)(Lemme 4.3.5).
O

Lemme 4.3.8 (3+4+8)

(2 (2 3 . , _
Q( \ )EBQ’( NN )@QZ(M),iez, M e | 9 diag(Ss)
1 1 2

nez

1174
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(3 (2 3 , _
Q( \ )@W( NN )@Q%(M),zez, M e | 9 diag(Ss)
1 2

2 neZ

1IT5

o e— @ °
3 4 8

Démonstration La preuve est similaira celle du ca§l+2+7)(Lemme 4.3.5).
Lemme 4.3.9 (1+7+3)

Qi<1\2>@Q%M)@Qi<2\1>,iez, M € {[3m]S1[3n] | m,n € Z}

1113 . Y R -

1112 . . on .

1113 ° S > e

Qi<1\2>@Qi(M)@Qi<3\~2>,z‘eZ, M € { [3m]$i[3n —1] | m,n € Z}
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1172 . -0

(1 ) (3
Q( N )@Q’(M)EBQZ< \N>,ieZ, M e { [3m]Si[3n+ 1] | m,n € Z}
2 2

1113 ° L e >

1112 ° - °

Qi<1\2>@Qi(M)@Qi<2\1>,ieZ, M € {[3m —1]S1[3n] | m,n € Z}

1111 o . .

Qi<1\2>@Qi(M)EBm(l\S)JeZ, M e {[3m —1]51[3n] | m,n € Z}

1113 . P
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Qi<1\2>®9i(M)€BQi<l\3>,ieZ, M e{[3m—1]51[3n—1] | m,n € Z}

1111 [ . -y

(1 , (3
Q’( N )@Q%M)@Q’( \N>,Z'EZ7 M e{[3m—1]51[3n—1] | m,n € Z}
2 2

1113 o — P

(1 ) (3
Q( N )@Q%M)EBQ’( \N>,ieZ, M e {[3m—1]Si[3n + 1] | m,n € Z}
2 2

1111 o . .

(1 ) 2
Q’L( N )EBQ%M)@Q’( N ),iEZ, M e {[3m—1]S1[3n+ 1] | m,n € Z}
2 1

1113 [ D .

(1
Démonstration Le cas (1+7)Lemme 4.2.12) montre qu'il existec Z tel queM; = Q° ( AN ) et
2

Q "My € U Q5"sdiag(S:) = { [3m]S1[n] | m,n € Z}
neL
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ou

. (2 1
Q"M e Q6nsd|ag< N\~ s ) = {[3m —1]S1[n] | m,n € Z}.
neZ 3

Comme une sdiag et une diag se couperi/etet M3 sont incdependants, le cd8+7) (Lemme 4.2.14) implique
que

(1) Si
Q7'M € (U QG”sdiag(Sl)> N (U QG”diag(Sl)) = {[3m]S1[3n] | m,n € Z}

neZ ne”Z

) 2 _ 1
alorsQ"'Ms = N\ ouQ*M3z= N\

1 3
(2) Si
. , , 1 _ 3
QO 'M; € (U Q6”sd|ag(51)> N (U QG”dlag< N/ )) = {[3m]S1[3n — 1] | m,n € Z}
neZ nez 2
, 1 , 3
alorsQ"Ms; = N ouQ Mz =\
3 2
(3) Si
) 3
Q" 'M; € (U QG”sdiag(Sl)> N (U Q6ndiag< 2N )) = {[3m]S1[3n + 1] | m,n € Z}
neEZ neZ 1 2
, 3 . , 2
alorsQ *Mz = N7 ouQ'Mz= N\ .
2 1
(4) Si
) . 2 1 .
Q~'M; € (U QG”sdlag< % )) N (U Q“"sdlaqsl)> ={[3m —1]S1[3n] | m,n € Z}
nez 3 neEZ
) 2 , 1
alorsQ"Ms = N\ ouQQ*Ms= \ .
1 3
(5) Si
, (2 .1 (1 _ 3
Q' M; € (U Qﬁnsdlag< \~ )) N (U Q"diag( \ ~/ = {[3m—1]S1[3n—1] |m,n € Z}
nez 3 nez 2

) 1 ) 3
alorsQ ™ M; = N\ ouQ ‘M= \"
3 2
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(6) Si
) . 2 1 ) 3
O'M7 e (U Qﬁ”sd|ag< N/ )) ﬂ (U Q6nd|ag< /N )) = {[3m—1]S1[3n+1] | m,n € Z}
nez 3 nez 1 2
. 3 _ 21
alorsQ "Mz = N ouQ'Mz= ~_ .
2 1

On en eduit les possibilés dans Enoné.
Calculons maintenant I'albre End, (M; & M7 ® M3).

(1 , (2
@) @) SiM; = < N ) O 'My € { [3m]S1[3n] | m,n € Z} et M5 = ( N ) alors le cas
2 1

(1+7)XLemme 4.2.12) montre que est isomorghiéalgébre End (M, & M7) est

(67

o—» 0O

1 7

(pour le céfinition du morphisme, voir la preuve du cafl+7)) et le cag3+7) (Lemme 4.2.14) montre
que End, (M7 & Ms3) estisomorphé I'algebre

o—» 0

7 3

(pour le c&finition du morphisme, voir la preuve du cag8+7)). Commel/; et M3 sontincpendents,
a3 = 0 et on obtient donc que EndM; & M; & Ms) estisomorpha I'algebre

1113 R o .o

1 , (1
(i) SiM =Q N QT My € { [3m]S1[3n] | m,n € Z} et M3 = AN > alors le cas
2 3
(1+7) (Lemme 4.2.12) montre que EpdM; & M) est isomorphé I'algébre

«
[

1 7

(pour le cfinition du morphismey, voir la preuve du cagl+7) Lemme 4.2.12) et le ca3+7)
(Lemme 4.2.14) montre que EpdM, & M;3) estisomorphé l'algébre
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(pour le cefinition du morphismes, voir la preuve du cag3+7)). On obtient donc que EndM; @
M7 @ M3) estisomorphé I'algébre

1113 ° o

Les 10 autres cas se font similairement.

Lemme 4.3.10 (1+8+3)

Qi<1\2>@Qi(M)@Qi<2\1>,ieZ, M € { [3m]Sz[3n] | m,n € Z}

1113 o o .

Qi<1\2>@Qi(M)@Qi<2\1>,z‘eZ, M € {[3m]Ss[3n — 1] | m,n € Z}

171 - . e

Qi<1\2>@Q’?(M)@Qi<2\1>,iez, M € {[3m +1]S2[3n] | m,n € Z}

1112 .  on
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(1 ) 2
Q’( N\ )@Q%M)EBQ’( AN )JGZ, M e {[3m+1]S:[3n —1] | m,n € Z}
2 1

1113 ° "L e

1113 o — P

Qi<1\2>@Qi(M)®Qi<3\N2>,i€Z, M € { [3m]S;[3n] | m,n € Z}

1111 o . .

(1 ) 3
Qz( N )@Q%M)@Q’( \N>,ieZ, M e{[3m+1]Ss[3n+1] | m,n € Z}
2 2

1112 ° >0 .

(1 ) (3
Qz( \ >@Q’(M)®Q7’< \~>,i€Z, M € {[3m + 1]S2[3n] | m,n € Z}
2 2
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1113 . gl .

Qi<1\2>@Qi(M)@Qi<1\3>,ieZ, M € {[3m]Ss[3n — 1] | m,n € Z}

1113 . e .

Qi<1\2>@Qi(M)EBQi<1\3>7iEZ, M € {[3m]S2[3n + 1] | m,n € Z}

1171 [ ) -y

(1 ) (1
QZ< AN )@Q%M)@QZ< N >,iEZ, M e {[3m+1]S:[3n—1] | m,n € Z}
2 3

1112 . -0 .

(1 ) (1
Q’( N\ )@Q%M)@Q’( AN ),ieZ, M e {[3m+1]S[3n+1] | m,n € Z}
2 3

1173 ° - -y

Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+7+3)(Lemme 4.3.9).
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Lemme 4.3.11 (1+5+8)

(2 (2 1 ,
Q( \”)@Ql( NN )@Ql(M),ieZ, M € sdiad S2)
3 3 2

1174 | S
1 ) 8

1115

[ EE——— °
1 5 8

Démonstration On cherche les modules rigides de la foride © M5 & My ol pour touti € {1, 5,8} le module
indécomposabld/; est de typdi). D'apres le cag5+8) (Lemme 4.2.21), il existé € Z tel que

(2 1 ,
My =" < N/ N ) et Q7" Mg € sdiagSs);
3 2

2 1 1 (2
d’'apres le cagl+5) (Lemme 4.2.5), sM5 = Q* < N /N ) alorsM; = Q° < AN > ou)’ ( N >;
3 2 2 3
d’'apres le cagl+8) (Lemme 4.2.13) M, et Mg sont compatibles. On obtient donc les possibdlitans Enoné.
Calculons maintenant I'altbre End, (M; & My @ Mg).

1 2 1
Supposons d’abordque; = \ ,Ms;= N\ ~/ \ etMg € sdiadS;). Notons
2 3 2

1 2 o
a: M= N\ « M= N A \ |
2 32
et 1
1 3 1 3
e Ms="N"/"\ = Ms= "/ N
2 1 2 ]

Le cas(1+5) (Lemme 4.2.5) montre que ERdM, & M;5) estisomorphé l'algébre
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On distingue ensuite les cas suivant la positionfie
(1) Mg = S,. Notons

Mo 1
B:M5:|‘_K3/ \, — Mg = Sy

2 1
TiMy= TN N M = S
[l
1
0: M, = \_2_|<—’M8:SQ
<]

Le cas(1+8) (Lemme 4.2.13) montre que EpdM; @& Mg) est isomorphé I'algébre

N B
1115 e e °
1 5 v 8

1
(2) Pourn > 1, Mg = Sa[n| = ( 7/ N\ ) [n — 1]. Notons
2 3

2 1
B: Ms = 3/ \2H»Ms=52[n]= |_21( \3 [n —1]

Sin =1,
2 717 7 1
’}/ZM5= \|/ AN \<—’Mg=SQ[1]: / N\
B2 2 3
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etsin > 2,

I
v:iMs= N / N\« Mg=Sn]= / N/ N\ [n —2]
1

1 - T
6: M= \ «—MgZSQ[n]: / N\ [n—l]
2 2 J 3

Le cas(1+8)Lemme 4.2.13) montre que EpM; & Ms) est isomorphé I'algebre

On \erifie qued = ya (ete = B qui est &ja monté dans la preuve du c45+8)). On obtient que
End, (M, ® M5 & Ms) estisomorphé I'algebre

N B
1114 “~ o .
1 5 gl 8

2 1
(3) Pourn > 1, Mg = So[—n] = ( N/ > [n — 1]. Notons sin = 1,
3

o 1 2 1
B:Ms=! \ ,/ I\ —»MS:SQ[_l]: N/
L3 1 2 3

etsin > 2,
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1 2! 1
L2 3
Le cas(1+8)Lemme 4.2.13) montre que EpM; & My) est isomorpheé I'algebre

IIl ¢e———— ©

3 1

Le cas b+8)Lemme 4.2.21) montre que EpM; & Ms) est isomorphé I'algébre

112 -

On \érifie qued = va et on obtient que End(M; @ M5 @ Mg) estisomorphé I'algébre

N B
IIl5 e«— @ °
1 5 v 8

2 2 1
Suppsosons maintenantqllg = \~ ,M;= N\ / \ etM;g € sdiagS;). Alors similairement, on
3 3 2
montre que I'algbre End, (M; & M5 @ Msg) estisomorphé I'algébre

Lemme 4.3.12 (3+6+8)

(2 (2 3 _
Q ( AN ) e ( N/ N\ > ®Q (M), i€Z, M e diagS,)
1 1 2

1174
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(3 (2 3 4
Q( \N>@QZ< NN )@Qz(M),iEZ, M e diag(S»)
2 1 2

1175 e
3 6 8

Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+5+8)(Lemme 4.3.11).

Lemme 4.3.13 (2+5+8)

(2 1 (2 1 _
Q( NN >@Q’< N/ N >EBQl(M),i€Z, M € sdiad Ss)
3 2 3 2

11110 o: K

Démonstration Le cas(5+8)Lemme 4.2.21) montre qu'il existec Z tel que

(2 1 .
My =Q" < N/ N\ > et Q7' Mg € sdiad S2),
3 2

2 1 [ 2 1
le cas(2+5) (Lemme 4.2.7) montre que &i5 = Q° < N /N ) alorsM,; = N7 /N ); le cas
3 2 3 2
(2+8) (Lemme 4.2.17) montre qu¥, et Mg sont compatibles. On eréduit les possibilés de Ienoné.
2 1

Calculons maintenant I'atibre End (M, & M; @ Mg). On peut supposer que, = N~ / N\, M5 =
3 2

2 1
N / N\ etMg € sdiagSz). Notons
3 2
P
2
2 1 N fg 1
arMy= N,/ N = 3 1 —=M;=1 \ V \
3 /N L3 2
2
2 1 ) S 2 1
B:My= ", N = 12 1 —Ms= N\ / \
3 2 N /N 3 2
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et

(0%
o e U
2 I6] 5
(1) Mg = S,. Notons
Ef 1 2 1
v My = —K /S N > Mg=S8y,, 0:Ms5= N\ / \, — Mg =55
1
3 2 3 12

2

2] 1 o1
0: My ="~/ N > Mg=Ss, 6:M, \T /N e My = S
3 2 3 2]

Le cas(5+8) (Lemme 4.2.21) montre que EpdMs @ Mg) est isomorphé I'algébre

On vérifie qued = ay et A = §5 (etn = 4 qui est &ja montée dans la preuve du cés+8)). On obtient
donc que Eng(M; & M5 @& Mg) estisomorphé I'algébre

11110 o T ..
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1
(2) Pourn > 1, Mg = Ss[n] = < 7/ N\ > [n — 1]. Notons
2 3

2] 1 1
yiMy="N /N o My=(_/ N | [-1)
3 2 2l 3

Sin =1,
2 7177 1
6:Ms= N\, / N\ |«<Mg= ,/ \
32 2 3
etsin > 2,
o 1 1 1 2
d:Ms=1 N\ / N\ I« Mg= 7/ N\ m—=1=1{1 ~ N / N n — 2]
L3 2 2 3 2 3 1
51
2 1 1
0: M, ="\~ N = Mg= — N =1
3 2 2, 3
Sin =1,
2 717 7 1
)\:Mzz NN |<—’M8= VRN
B _ 2 2 3
etsin > 2,
2 Y
2 1 ) S 1 1 2
ANiMy= N7,/ N = 2 1 — Mg = /N n=1=1{1 / N\ / N [n—2]
3 2 NN 2 3 2 3 1
L_3 __2

Le cas(5+8)Lemme 4.2.21) montre que EpM; & Ms) est isomorphé I'algebre

On \érifie qued = ay et A = 63 (etn = 6 qui est dja montée dans la preuve du cés+8)). On obtient
donc que End(M; & M5 @& Mg) estisomorphé I'algébre
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11110 o7 e

2 1
(3) Pourn > 1, Mg = So[—n] = ( N/ ) [-n + 1]. Notons sin = 1,

3
o 1 2 1
’)/ZM5:| N/ IN —»Msz N/
L -3 J 2 3
etsin > 2,
2 1 2 1!
v Ms N /N = Mg N/ [—n + 1] N /N Vo | [-n+2]
3 3 32,
2 1 2! 1
§:Ms= "N _/ N e M= 6& % )[n+1]
3 2! 3
I__I
fo 1 _
b 2 1 N u 2 11 [ .
My= ",/ N = 3 1 —=Mg=1|1 \ v —n+
3 2 L—K\ /N, U3
2 1
ANiMy= N~/ ,<—M8 [—n + 1]
3

Le cas(5+8) (Lemme 4.2.21) montre que E EQdZWO @ Mg) estisomorpha I'algébre

112 e

Le cas(2+8)Lemme 4.2.17) montre que EpM, & My) est isomorphé I'algebre

112

On verifie qued = ary et A = 63 ( etn = 74 qui est &ja montée dans la preuve du cés+8)). On obtient
donc que End(M; & M5 @ Mg) estisomorphé I'algébre



Trois facteurs 239

11110 o7 e

o
Lemme 4.3.14 (4+6+8)
(2 3 (2 3 _ _
a N/ N ®Q N/ N ®Q(M), i €Z, M e diagS2)
1 2 1 2
11710 o o -
4 6 8
Démonstration La preuve est similaira celle du cag2+5+8)(Lemme 4.3.13)
a

Lemme 4.3.15 (1+7+8)
Q' ( ! N ) ) e Q'(M)®Q'(N), iz, Me | sdiags), N = Q([-1]M[2])

neZ

1118 .

Q' ( ! \ ) ) @ Q'(M)®Q'(N), i€z, Me | sdiags), N = Q([2]M[-1])
neZ

1118 .

(1 ) ) 2 1
o ( N 2) O QM) oQ(N), icZ, Me | QG”sdiag< \;/ ) (N = Q([-1]M[2])
nez
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11719

1 ) ) 2 1
QO < \ 2) ©Q(M)aQ(N), iez, Me | Q6”sdiag< N ) N = Q([2]M[-1])

neZ 3

1119 [ Y — )
1 8 7

Démonstration Le cas(1+7)Lemme 4.2.12) montre qu'il existec Z tel que

1 )
M, = O ( N > et O 'M; € U Q"sdiag(Sh)
2

6n€E”Z

ou

(1 ) 2 1
M; :Ql< N\ ) et Q7 "'M; € U Q”sdiag( N~/ );
2 6neZ 3
le cas(7+8) (Lemme 4.2.27) montre gétant fixé M,, Mg = Q([—1]M7[2]) ou Mg = Q([2]M-[—1]); le cas
(1+8)(Lemme 4.2.13) montre que les modulds et My ainsi obtenus sont compatibles.
Calculons maintenant EndM; @ M~ @ Msg). On distingue des cas.

1 1
(1) My = N\, My € Ugpey Q'sdiag(S1) Mg = Q([—1]M7[2]). On peut supposer quel/; = \
2 2
M € sdiag(S;) et Mg = Q([—1]M7[2]).

2
, /N
(i) M; =S, etdoncMg = 1 3 1 . Notons
A4
2
2
1 _ 7\ 1
a: M = AN %Mgzl—l ol 3 1, 0: M, = AN — M7, =5
2 I\ Vv 2
L _ 24y
2 2
/N / _
g;Mgz[ﬂ 3 1 =M, =851, v:Mg=1 3 \D}(_’M?:Sl
-\~ N -
2 2

Le cas(1+7)(Lemme 4.2.12) montre que EpdM; & M) estisomorphé 'algébre
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o— 0

1 7

Le cas(1+8) (Lemme 4.2.13) montre que EpdM; & Myg) estisomorphé 'algébre

«
[

1 8

Le cas(7+8) (Lemme 4.2.27) montre que EpdM, & Mg) estisomorphé 'algébre

B
I118 oY e
1 8 v 7
B 3 /N /N7
(i) Pourn > 1, M; = S1[n] = /N [n—1]etMg = | 1 3 1 2 [n—1].
1 2 N/
2
Notons
2 3
1 = /N / N\
a:Mi= N —Mg=1]"1 3 1 2 [n—1]
2 AN
_2
M 3
§:M; =N = M;= — N In—1]
2 1, 2
2 3
/N /N

3
B Mg = [11 3 1 2 [n—l]—>M7:<E¥ \N>[n—1]
> b ?

2 3 2 © T3 DT
/7 N/ N\ /S N /7 N 7
y:Mg=1|1 3 1 2 [n—1] =1 3 l__2_ 1 — M; =
N/ N/

Le cas(1+7)(Lemme 4.2.12) montre que EpdM; & M) estisomorphé 'algébre
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o— 0

1 7

Le cas(1+8) (Lemme 4.2.13) montre que EpdM; & Myg) estisomorphé 'algébre

«
[

1 8

Le cas(7+8) (Lemme 4.2.27) montre que EpdM~; & Ms) estisomorpha I'algebre

B
.. :
8 ¥ 7

B
1118 o * e
1 8 v 7

(i) Pourn > 1,

() ()
M7 = S1[-n] = N/ [-n+1] et Mg = N/ [-n +1].

2 2
1 1 '3
0: M= N M =5[-n=1 N\ v, |[-n+1]
2 _ 2
1 1 '3
a: M= N <—=Mg=1[I \ V [—n—|—1]
2 _2
sin=1,
3
1 3 1 - -7
B:Mg= N / =M= N~/ |[-n+1=|"1 3 [-n + 1]
2 2 NS
L 2 |
etsin > 2,
- - 3
1 3 2 1 _ 3 R ——
B:Mg= |l N\ / IN / [-n+1] — M7 = N4 [—n+1]=|"1 3
| 2 N
L 2 |

242
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r 3
1 3 1 =3 — 7 RN
v Mg = N [-n+1] = NI /N | [l = My =1 2 _ _ -
2 2 _ _ N 7
2
Le cas(1+7)(Lemme 4.2.12) montre que EpdM; & M7) estisomorpha I'algebre
)
[ ] [ ]
1 7

Le cas(1+8) (Lemme 4.2.13) montre que EpdM; & Myg) estisomorpha 'algébre

(67

1 8

Le cas(7+8) (Lemme 4.2.27) montre que EpRdM,; & Myg) estisomorphé 'algébre

1118 o e

1
(2 My= N\ ,M;el,, Q"sdiag(S1) Ms = Q([2]M7[—1]). On peut supposer que; € sdiag(51)
2

/
(i) Pourn>1,M; =S, etMg =1 2 1.

oM ="N —Mg=[1] 2 1
2 N,/

3
AN
’yIZM7251;>M8: [11( 2 1 ~ 3 [—n—l—l]
N /N 7
3 2
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(ii)

3

5/M7251«_M8:1/ \2 |_1_‘

N A

3
Le cas(1+7)(Lemme 4.2.12) montre que EpdM; & M) estisomorphé 'algébre
)

[ ] [ ]
1 7

Le cas(1+8) (Lemme 4.2.13) montre que EpdM; & Mg) estisomorphé 'algébre
Oé/

1 8

Le cas(7+8) (Lemme 4.2.27) montre que EpdM, & Myg) estisomorphé 'algébre

1118 o 0 g,
1 7 g 8

1 2

1 3
’. — — _
a.Ml—‘KQHMS_Qﬁ \2>[n 1]

Pourn21,M751[n]< /3\N ) [n—1] et Mg = (1/3\2>[nl].

sin=1,
- 3=
, 3 1/ N 3
ViMr= s \¥ =1 2, - Ms= / \
1 2 - -\ 1 2
2
etsin > 2,
r 3~ 7
Y Npeu=|0" ol |menoam=( 0N N ey
¥ 7= /N n—1| = 2 n—1—Mg=1, / \ Vv \ n—
1 2 = - - 1 2 3
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3 _
e 1
SV B NV FE - ISP (AL N PRI E N
B M7 = /s N7 | [n—1]=1 3 — Mg = /N [n—1]= A \ |
1 2 1 2 1L -2

L _2_

Le cas(1+7)(Lemme 4.2.12) montre que EpdM; & M) estisomorpha 'algébre

«
[

1 7

ou le morphisme) est cfini dans (1). Le ca§l+8) montre que Eng(M; & Mjg) est isomorphé
l'algebre

o—» 0O

1 8

Le cas(7+8)Lemme 4.2.27) montre que Ep@M; & Ms) est isomorphé I'algebre

v
1118 - 0
1 7 g s
3
1 3 /N
(i) Pourn > 1, M7; = Si[-n] = N/ [-n+1)etMg = | 1 2 1 _ 3 |[-n+
2 N /N
3 2
1]. Notons
M j/3\
o My="N —Ms=|1f 2 1 _ 3 |[-n+1]
2 N N
3 2
1] 3 3\
N M= ("N ) 1] - My = g 2 1 3 |[-n+1]
2 N N/
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3
1 3 2 N
B:M;= N7/ N « Mg=1 2 E K
2 N AN /N |
3 L_2__ -y
Le cas(1+7)(Lemme 4.2.12) montre que EpdM; & M) estisomorpha 'algébre
)
[ ] [ ]
1 7

Le cas(1+8) (Lemme 4.2.13) montre que EpdM; & Mg) estisomorphé 'algébre
Oé/
[ ]

1 8

Le cas(7+8) (Lemme 4.2.27) montre que EpdM, & Mg) estisomorphé 'algébre

1118 o 0 e,
1 7 g 8

Lemme 4.3.16 (2+7+8)

(1 3 . )
Q( N7 \1> ©Q (M) & Q(N), i€z, Me | J Q" sdiags:), N = Q(~1]N[2))
6nEZ
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11714 o T e

Q' ( ! N ) / ’ N X ) QM) Q'(N),iez, Me | Qsdiags), N = Q([2]N[-1])
6neZ

11714 o e

Démonstration Le cas(2+7) (Lemme 4.2.16) montre qu'’il existec Z tel que

(13 . o
My=Q'| N/ N\ et Q7'M; e | J Q"sdiag(S:);
2 1 6nez

le cas(7+8) (Lemme 4.2.27) montre gétant fixe M., Mg = Q([—1]M~,[2]) ou Mg = Q([2]M,[-1]); le cas
(2+8) (Lemme 4.2.17) montre qu&/; et Mg sont compatibles, en effet, 8 "M; € Jq, o, Q"sdiag(S:) et

3
Mg = Q([-1]M~[2]) ou Mg = Q([2] M7[—-1]), alorsMs € g,z Q”sdiag( /N )
1 2
Calculons maintenant EndM, @ M~ @ Msg). On distingue des cas.
1 3
(1) My= N/ N\, M7 € Uger Qsdiag(Sy) et Mg = Q([—1]M7[2]). On peut supposer quel; €
2 1
sdiag(S1).
. /N
(i) M; =S, etdoncMg = 1 3 1 . Notons

A
2

] 3 1
L
v Aﬂgzﬁ / N\ ~%?A472=;Sh 554N& = N / AN FJ<NE'= Sl
2 1
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[ = = 4l 2 2
1 3 - ==/ N\ / _
0:My=! . /N —=Mg="1 ! 1, a: M;=5—>Mg=1 3 \_1_:
L -2 1 AN N/
L -2 _J 2
2 2
A M. ! s Mg ="1" a B:M; =5 « Mg="I1! a
My= N/ — Mg =1 3 1, B:M;=51« Mg=,1 3 1
2 \Elj "%2/ =\
2

On \érifie quefg = v, 36 = X etdd = 0. On obtient donc que End M, & M7 & Ms) estisomorphe
al'algebre

114 e "
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(i) Pourn > 1,

2
3 /N 7\
M7:51[n]: /N [77,71} et Mg = 1 3 1 2 [’n*l}
1 2 N/
2
41
1 3 3
L ~
viMy="XN /"N S M;= N =1
2 1 (Df 2)
r =37 7
5L 17—3—7M 3N[ 1 | N 1)
Mo = N\ / N\ <~ M7= /N n—1=11 2 n —
2 1 1 2 E--3
- - 2
3 - - ==/ N /N
0:My=! \ / IN —Mg=|"1 3 1 2 [n—1]
L -2 11 AN
L 2.
T 1 o — NN 1]
2= N\ / — Mg = 1 3 1 2 n—
2 \E] =
2
N . /N /7 N/
a:M;= , N7 —Mg=1 3 L__2_ 3
1 N/

2 3
5 Ne-nem=|m 87 7 Ve |wen
My = AN n—1«— Mg= |1 3 1 2 n—
'_1;( 2 L%Q/

Le cas(2+7) (Lemme 4.2.16) montre que EpdM, & M7) estisomorphé 'algébre

0
112 L2 °
2 o 7

112

Le cas(7+8)Lemme 4.2.27) montre que Ep@M; & Ms) est isomorphe I'algebre
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On \érifie quedg = v, 36 = X etdd = 0. On obtient donc que End Ms & M7 @ Ms) estisomorphe
al'algebre

11714 °

1 3 1 3
(iii) Pourn21,M7_Sl[—n]—< \;/ )[n—l]etM8—< \2/ )[n—l].

- = 3l
1 3 1 _ 3 _
yiMy=l N /N =M= N7/ |Jn-1=|"11 3 [n—1]
L2 11 2 N
L 2
TN M; = —K n—1]
: 9 = / — 7= / n —
sin =1, _
" 3 1 3
0:My=! N\ / IN —>Mg= ~\ /
L -2 J 1 2
etsin > 2,
1 3 1 3 1___3_j 2
0: M= N / N < Mg= N / [n—1]= N/ O\ [n —2]
) 1 _2 1
NiMy = ’ M, n—1]
: 9 = N/ — 8 = n —
-3 —
1 3 L /N 1 r o3 7
a:M; = N/ n—1]=1 2_ _ o Ms= N/ N0
2 N 7 2 "
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sin =1,
r - 71 3
1.3 | v 1 3
B: M7= N/ [n—1] = A 3, n—1—Ms= \ "/
2 X7 2
2
sin > 2,
3 o
1 3 - 1 3 2
B M; = N n-1]=1"1 3 [n—1]— Mg= (! \ / I\ / [n—2]
2 N /| L -2 11
L 2 _

Le cas(2+7) (Lemme 4.2.16) montre que EpdM- @ M7) estisomorpha I'algebre

112

112 e

On \érifie quefg = v, 36 = X etdd = 0. On obtient donc que End M, & M7 & Ms) estisomorphe
a l'algebre

11714 o ‘e
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1 3
(2 My= N 7/ N, M; e g,y Qsdiag(S1) et Mg = Q([2]M7[—1]). On utilise la néme néthode
2 1
que celle de (1). On obtient le carquois avec relaticrse.

Lemme 4.3.17 (3+7+8)
(2 ) .
Q° < N ) UM)BQ(N),i€Z, Me U Qbdiag S;), N = Q([-1]M|[2])
1 6n€E”Z
1119 .

Q' <2\ 1) ®UM)®Q(N), i€Z, MEe U Q%"diag(S1), N = Q([2]M[-1])

6ne”Z

1119

Q' (2\ X ) SQA(M)DQ(N),i€Z, Me U Q“”diag< , /3\”2) N =Q([-1]M[2))
6ne”Z

1118 [ T e

Q' (2\ . ) SQA(M)DQ(N),i€Z, Mec U QG”diag< | /3\”2) N = Q([2]M[-1))
6ne”Z

1118 | S
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Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+7+8)(Lemme 4.3.15).

a
Lemme 4.3.18 (4+7+8)
(2 3 , , e 3
QN /N e (M) eQ(N),icz, Me | Qdiag| N\ |, N=Q(-1]M[2))
1 2 6n€EZ 1 2
11714 o Y e
8 7
(2 3 _ _ e 3 .
QN /N JeQ(M)eQ(N),iez, Me | Qdiag| N\ |, N=Q(2]M[-1))
1 2 onez 1 2
4
[ ]
IIT14 e " e
7 8
Démonstration La preuve est similaira celle du cag2+7+8)(Lemme 4.3.16).
a

Lemme 4.3.19 (1+8+6)

(1 . (2 3
Qi( N >EBQ%M)@QZ< N/ N ),ieZ,Me{[3m]Sg|meZ}
2 1 2
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1176 o

III7 .

1116 .

1117 .

1116 .
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(2 . (2 3
Ql( \N>@Ql(M)®Ql< N/ N )JEZ,ME{[?)m]SﬂmGZ}
3 1 2

III7 .

Démonstration Le cas(6+8) (Lemme 4.2.23) montre qu'il existec Z tel que
, . (2 3
Q7' My € diag(S2) et Mg = Q' < N /N ) .
1 2

Le cas(1+8) (Lemme 4.2.13) montre que

(1 . ,
() M, = Q( N ) Mg = Qi(M), i € Z, M € g,y Q2 sdiag(S5)

1 3
(i) My = ( \ ) M), ieZ,M e Ugez Qﬁnsdiag< /N )
2 1 2
3 3
(i) M; = ( AN ) UM, i€ Z, M € Ugpey Qﬁnsdlag< 7\ >
1 1 2
3 . .
(iv) My = ( N ) , Mg = QU (M), i € Z, M € g,z 2 sdiag(Ss)
1
2
() My = ( \” ) , Mg = Q' (M), i€ Z, M € |Jg,;, 2°"sdiag(Ss)
3

(i) M; = ( N ) Mg =Q (M), i € Z, M € Ug, ez 2°"sdiag(S:)
3

Commel; et Mg sont incependents, en calculant les intersections des diags et sdiags, on obtient les possi-
bilités dans Bnon& et si on a un morphisme non projectif 8§ a Mg et un morphisme non projectif defg a
Mg (ou la direction éciproque), alors leur comp@®st nul dans la cagorie stable et les carquois avec relations
en ceroulent.

Lemme 4.3.20 (2+8+6)

(1 3 ) [ 2 3
Q( NN )@QZ(M)EBW( NN ),ieZ, M e {[3m+1]Sy | me Z}
2 1 1 2
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It o7 e "o

(3 2 ) 2 3
QZ< N/ \N>@QI(M)@QZ< N/ N ),iGZ,ME{[3m1]SQ|m€Z}
1 3 1 2

II111 o g "

(2 1 . (2 3
QZ< N7 /N )@QZ(M)@QZ< NN ),iEZ,ME{[?)m]ngEZ}
3 2 2

11111 o g "

Démonstration Le cas(6+8) (Lemme 4.2.23) montre qu'il existec Z tel que

) (2 3
Q"Myg € dlag(Sg) et Mg =Q° < N /N > .
1 2

Le cas(2+8) (Lemme 4.2.17) montre que

(1 3 .
(i) My = N/ N\ , My =Q{(M), i €Z, M € g,y Q2" sdiag 3
2 1 /7 N\
1 2

(3 2 , .
(i) My;=Q ( AN . /N 3) , Mg = Q' (M), i € Z, M € Jg,c;, 2°"sdiag(Ss)

(2 1 _ .
(iiiy My = ( N\ 3/ N 2) , My =Q'(M), i € Z, M € g,y Q°"sdiag(S)

CommeM, et Mg sont incdependents, en calculant les intersections des diags et sdiags, on obtient les possi-
bilités dans Enone& et si on a un morphisme non projectif 8§ a Mg et un morphisme non projectif d&fs a
Mg (ou la direction eciproque), alors leur compdgst nul dans la cagorie stable et les carquois avec relations
en ceroulent.
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Lemme 4.3.21 (3+8+5)

/2 , /2 1
Q( N )@QZ(M)@QZ< NIVZR ),ieZ, M € { S:[3n] | n € Z}
1 3 2

1117 o

1116 | SO }

(3 _ (2 1
Q( \N>@Ql(M)@QZ< N /N ),ieZ, Me{S3n+1]|neZ}
2 2

1117 < —

1116 o

(1 , (2 1
Ql( \ )@Q%M)@Q’( N /N ),iGZ, M e {S2[3n—1]|neZ}
3 3 2
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1117 o

(1 ) 2 1
Ql( \ )@Q%M)@Q’( AN ),ieZ,Me{SﬂBn—FlHneZ}
3 3 2

1116 .

Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+8+6)(Lemme 4.3.19).

Lemme 4.3.22 (4+8+5)

(2 3 _ (2 1
(V( N/ <V>@@m%M)@QZ< N /N ),iEZ,AIG{&BM|nEZ}
1 2 3 2

11111 o s o

11711 o e " o

(1 2 . 2 1
Q’( N /N >@Q%M)@QZ< N/ N >,z‘eZ,Me{Sg[3n—1}|neZ}
3 1 3 2
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It o7 e "o

Démonstration La preuve est similaira celle du ca$2+8+6)(Lemme 4.3.20).

Lemme 4.3.23 (1+7+4)

(1 _ (2 3
Q( N )@Ql(M)@QZ< N/ \”),z‘ez, M € {[3m]S1[3n + 1] | m,n € Z}
2 1 2

1717 .

1116 o

1117 o

(3 . (2 3
QZ( AN )@QZ(M)EBW< N/ \N>,z‘e7z;, M e {[3m]Si[3n + 1] | m,n € Z}
1 1 2
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1176 o

(2 ) (2 3
QZ( \N>€BQl(M)EBQl< N/ \N>,i€Z, M e {[3Bm—1]S1[3n+ 1] | m,n € Z}
1 2

1117 . T ;
1 7 4
2 , . 3
O AN QM) N/ N ,1€Z, M€ {[3m+1]S1[3n+1]|m,n € Z}
3 1
1116 . o ;
1 7 4

Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+8+4)(Lemme 4.3.24).

Lemme 4.3.24 (1+8+4)

(1 ) 2 3
Ql( \ >@Ql(M)69Ql< N/ \N>7i€Z, M € { [3m]S2[3n] | m,n € Z}
2 1 2

1116 o

(1 . (2 3
QZ( \ )@Q%M)EBW( N/ \N>,i€Z, M e {[3m + 1]S2[3n] | m,n € Z}
2 1 2
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1117 o

1116 .

1117 .

1117 .

1116 .
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Démonstration Le cas(4+8) (Lemme 4.2.19) montre qu'’il existec Z tel que

A (2 3
O "My e | QO diag(S,) et My = ( NI ) .
6neZ 1 2
Le cas(1+8) (Lemme 4.2.13) explicé dans la preuve du c€$+8+6)(Lemme 4.3.19) donne les possiléktde
My & Mg. CommeM; et M, sont incdependents, en calculant les intersections des diags et sdiagsdoin lds
possibilieés dans Bnoné& et si on a un morphisme non projectif 8l a Mg et un morphisme non projectif delg
a M, (ou la direction éciproque), alors leur comp@gst nul dans la cagorie stable et les carquois avec relations
en ceroulent.

Lemme 4.3.25 (3+7+2)

(2 . (1 3
Qz( AN )@QZ(M)GBQl( N /N ),ieZ, M € { [3m]S1[3n] | m,n € Z}
1 2 1

1116 [ Y ‘e
3 7 2

(2 , (1 3
Q’( \ )@Q’(M)@QZ< N/ N ),ieZ, M € {[3m]S1[3n + 1] | m,n € Z}
1 2 1

1117 . T " 0
3 7 2

1116 o

(3 , (1 3
Qz( \~>EBQ’(M)@QZ< N /N ),iEZ, M € {[3m]S1[3n — 1] | m,n € Z}
2 2 1
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1117 o

1116 .

1117 ° ° )
3 7 2

Démonstration La preuve est similaira celle du cag3+8+2)(Lemme 4.3.27).

Lemme 4.3.26 (2+7+4)

(1 3 , (2 3
Ql< NN >@Q’(M)€BQZ< AN \N>,z‘ez, M e {[3m]Si[3n+ 1] | m,n € Z}
2 1

11711 o e " o

(1 3 ) (3 1
Ql< NN )G}Q’(M)@QZ< N7 /N ),iGZ M e {[3m]Si[3n — 1] | m,n € Z}
2 1 2 3
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It o7 e "o

It o7 e e

Démonstration La preuve est similaira celle du cag2+8+4)(Lemme 4.3.28).

Lemme 4.3.27 (3+8+2)

(2 . (1 3
QZ( AN )@QI(M)QBQZ< N/ N ),iEZ, M € {[3m+ 1]S2[3n] | m,n € Z}
1 2 1

1717 ° ) e
3 8 2

2 ) (1 3
QZ( N >@Q’(M)®Ql< NN ),iEZ, M e {[3Bm+1]S2[3n — 1] | m,n € Z}
1 2 1

1116 ° f/o ...... T e
3 8 2

(3 , (1 3
Q< \”)@Q’(M)eaW( N /N ),ieZ, M e {[3m+1]S2[3n+ 1] | m,n € Z}
2 2 1
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1117 . Lo ;
3 8 2
(3 . (1 3 ‘
QN QM) | N /N , i1 €Z, Me{[3m+1]52[3n]|m,n e Z}
2 2 1
1116 . g "o
3 8 2

1117 .

1116 .

Démonstration Le cas(2+8)Lemme 4.2.17) montre qu'il existec Z tel qeu

_ , 3 (1 3
Q7 'Mg € U Qon dlag< /N )) et My =Q° < N /N ) .
1 2 1

6nEZ 2

Le cas(3+8)Lemme 4.2.15) montre que

2 )
(i) Mz =’ ( N . ) , Mg =Q(M), i€ Z, M € g, Q°"diag(Ss)
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2 ) 2 1
(i) Mz = ( N ) , Mg = Q(M), i € Z,M € Uges, QG”diag< N )
1 3
3 _ .
(i) M3 =Q¢ < \ ) , (M), i€ Z, M € g,y Q°"diag(Ss)
2
2 _ .
(iv) M3 =Q' ( \ ) , Mg = Q' (M), i € Z, M € Jg,,,, 2°"sdiag(Ss)
3
2 _ (2 1
() My =Q! ( \ ) , Mg =Q (M), i € Z, M € Ugpez QG"sdlag< N/ >
3 3

2 .
(vi) M; = ( \N3> , Mg = Q' (M), i € Z,M € Jg,,, 2" sdiag(Ss)

Commel; et M, sont incependents, en calculant les intersections des diags et sdiags, on obtient les possi-
bilités dans Enoné et si on a un morphisme non projectif 8, a Mg et un morphisme non projectif défg a
M, (ou la direction eciproque), alors leur compd®st nul dans la cagjorie stable et les carquois avec relations
en ceroulent.

Lemme 4.3.28 (2+8+4)

(1 3 ) 2 3
Qi< N /N )EBQ’(M)EBW( N/ \N>,i€Z, M e {[3m+1]S3[3n] | m,n € Z}
2 1 1 2

It e e e

11111 o: T e T e

(1 3 ) (1 2
Qz( N /N )@Q’(M)@Q’( AN >,i€Z, M e {[3m+1]S3[3n— 1] | m,n € Z}
2 1 3 1
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It o7 e "o

Démonstration Le cas(2+8) (Lemme 4.2.17) montre qu'il existec Z tel que

) . 3 (1 3
O "My e | Qdiag| N\ et Mo=Q"( ~ ~ \ |.
1 2 1

6neZ 2

Le cas(4+8) (Lemme 4.2.19) montre que

(2 3 .
(i) M, =Qi ( N7 \”2 ) , Mg = Q' (M), i € Z, M € g, ey, 25" diag(S)

(3 1 , .
(i) My=¢Q ( AN 2/ AN 3> , My =Q{ (M), i € Z, M € g, 2°"sdiag(Ss)

1 2 , ) 2 1
(i) My=9Q" ( NN ) , Mg =Q'"(M), i€Z, M € UGHGZQG"sdlag< ANV )
3 1 3
CommeM; et My sont incependents, en calculant les intersections des diags et sdiags, on obetient les possi-
bilités dans Enoné& et si on a un morphisme non projectif 8 a Mg et un morphisme non projectif defg a
M, (ou la direction eciproque), alors leur comp@®st nul dans la cagorie stable et les carquois avec relations
en ceroulent.
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4.4  Quatre facteurs

Lemme 4.4.1 (1+2+7+3)IV3, IV4,IV5, IV6

(1 (1 3 . (2
Q( N )@QZ< NP2 )@Q%M)@Ql< N ) i € Z,M € {[3m]S1[3n] | m,n € Z}
2 2 1 1

V4 e “ o "o o

(1 (1 3 . (3
Q( N )@Q"( NIPZBN )@Q’(M)@Ql< \N>, i€ Z,M € {[3m]S1[3n+1] | m,n € Z}
2 2 1 2

V4 °

° P P ]

V6 e e

(1 (1 3 . (1
QZ( N\ )@QZ< N /N )@Qz(M)@QZ< \ >, i€ Z,M e {[3Bm]S1[3n—1] |m,n € Z}
2 2 1 3
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\YZR S

(1 (1 3 ) (1
Q( \2>@QZ< NN )EBQ%M)@W( N ) i€ Z,M e {[3m]Si[3n+1] | m,n € Z}
2 1 3

IV6 .

(3 (1 3 , (2
Qz( \1>@QZ< N/ N )@QZ(M)@QZ< N > i€ Z,M € {[3m]Si[3n + 1] | m,n € Z}
2 1 1

IV5 .

[ ] B ————ad

3 (1 3 , (3
Q”( \1>@Qz< N/ N )EBQ’(M)@QZ< \N>, i € Z,M € {[3m]Si[3n — 1] | m,n € Z}
2 1 2
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V5 e e S
3 7 2 1

1
V3 ° /; ....... Te— Lo
3 7 2 1

V5 ° e Te— Lo

(1
Démonstration Le cas(1+2+7) (Lemme 4.3.5) montre qu'il existé € Z tel que M; = Q° ( AN ) ou
2

3 1 3 )
Q N, My = ( NN ) et QO 'M; € U, o, Q%"sdiagS1). Le cas(3+7) (Lemme 4.2.14)
1 2 1

montre que

(i) Mz=« , Q7M7) € U,z Q" diag(Sh)

. 3
(i) M3 =Qt , Q7N (M7) € U ez QG"diag< 7\

1 2

. 1
(iv) M3 =Q , Q7N (M7) € Uper QG"diag< N/
2

(V) Mz = Q"

1 2 >
) Q_i(M7) € UnGZ Q67ld|ag< ! AN ;/ >

(vi) M3 = , Q7M7) € U, Q0 diag(Sy)

()
()
i Mgzgz-(?\ )79—«%)6%62@%@9( AN
(")
()
()
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En calculant les intersections des diag et sdiag, on obtient les pdssitiiins Bnon@€. Commel; & M, est
indépendent dé/3, on ceduit le carquois avec relations voulu de ceux du(@af+7)(Lemme 4.3.5) et du cas
(3+7) (Lemme 4.2.14).

Lemme 4.4.2 (1+2+8+3)

(1 (1 3 ) 2
Q( N )@Q"< NIV )@Q"(M)@Q"( \ ) i€ Z,M e {[3m+1)Ss[3n—1] | m,n € Z}
2 2 1 1

V4 e = e o

(1 (1 3 . 2
Q’( \ )@Q’( N /N >€BQZ(M)®W< AN > i€Z,M e {[3m + 1]5:[3n] | m,n € Z}
2 2 1 1

V6 e & e o

(1 (1 3 . (3
Q< \ )@SY( NN )EBQ%M)@W( \N), i€ Z,M e {[3m +1]S2[3n] | m,n € Z}
2 2 1 2

V4 °

(1 (1 3 ) (3
QZ( N )EBQZ< N/ N >€BQZ(M)€BQ’< \N>, 1 €Z,M e {[3m+1]S2[3n+1] | m,n € Z}
2 1 2

9
V6 e T e o
3 8 9 1

(1 (1 3 ) (1
Q( N )@Q"< NIPZBN )@Q"(M)@Q"( \ ) i€ Z,M € {[3m+1]Ss[3n+1] | m,n € Z}
2 2 1 3
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va . e .

V6 e &5 e o

/3 1 3 , /2
Q( N )@Ql( NIVZRN )@Q%M)@Ql< N ) i €7, M € {[3m+1]Se[3n—1] | m,n € Z}
1 2 1 1

V3 .

° P SEE—_ | ]

(3 (1 3 , (2
Q( N\ )@QZ< N/ N )@Q%M)@QZ( N > i € Z,M € {[3m + 1]S2[3n] | m,n € Z}
1 2 1 1

V5 e L& . . oe

(3 (1 3 , (3
Q( \ )@Q"< NN )@Q%M)@Q"( \N), i €Z,M € {[3m+1]S2[3n+1] | m,n € Z}
1 2 1 2
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V5 o e

(3 (1 3 ) (1
Q( N )@QZ< NP2 )EBQ%M)@W( N ) i€ Z,M e {[3m]Se[3n +1] | m,n € Z}
1 2 1 3

V3 .

(3 (1 3 . (1
Q’< N )EBQ’( N/ N )@Ql(M)éBQl< N >, i€ Z,M € {[3m]S2[3n — 1] | m,n € Z}
1 2 1 3

IV5 .

° .e—— s e

Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+2+7+3)(Lemme 4.4.1).

Lemme 4.4.3 (3+4+7+1)

(2 (2 3 _ (1
Q’< A\ )@Q’( N/ \N>@QZ(M)@QZ< N ), 1 €Z,M € {[3m]S1[3n+ 1] | m,n € Z}
1 1 2 2

[ 2 2 3 ) (3
Q( N >@Qz< N \N>@QZ(M)®QZ< N ) i€ Z,M € {[3m+1)Si[3n+1]| m,n € Z}
1 1 2 1

2 2 3 ) 2
Q( N )EBQ’”( N \N>EBQ’”(M)EBQ’”< \N), i€ Z,M € {[3m—1)S1[3n+1] | m,n € Z}
1 1 2 3

V6 °

° Y P ]
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2 (2 3 . ) (1
o \ e N/ N (M) AN , 1€Z,M € {[3m—1]S1[3n+1] | m,n € Z}
1 1 2 2
(2 (2 3 . (3
Q AN e N/ N o0 (M) AN , 1 €Z,M €{[3m]S1[3n+ 1] | m,n € Z}
1 1 2 1

(2 (2 3 , (2
QZ( \ )@W( N/ \N>@Q’(M)@Q’< \N>, i€Z,M e {[3m+1)S1[3n+1] | m,n € Z}
1 1 2 3

VA e e e o

(3 (2 3 . (1
Q’( \N>@Q’< N/ \N>@QZ(M)@QZ< \ ), i€ Z,M € {[3m]S1[3n+ 1] | m,n € Z}
1 2 2

(3 (2 3 _ (3
QZ< \”)@Ql< N/ \”)@QZ(M)@QI( N ) i €Z,M € {[3m+1]S1[3n+1] | m,n € Z}
1 2 1

(3 (2 3 _ (2
QZ< \~>@Ql< N/ \N>®QZ(M)GBQ’( \~>, i€Z,M € {[3m—1]S1[3n+1]|m,n € Z}
1 2 3

IV5 .

[ ] O 0

(3 (2 3 , (1
Q( \N>@QZ< N/ \N>@QZ(M)@QZ< \ ) i €Z,M € {[3m—1]S1[3n+1] | m,n € Z}
2 1 2 2

(3 (2 3 , (3
Q( \”>®9’< N/ \~>@91(M)@QZ< N > i € Z,M € {[3m]Si[3n + 1] | m,n € Z}
2 1 2 1

(3 (2 3 , (2
Q( \~>69Q7'< N/ \~>@Q"(M)69Q7'< \N), i €Z,M € {[3m+1]S1[3n+1] | m,n € Z}
2 1 2 3
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V3 e S

Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+2+7+3)(Lemme 4.4.1).

Lemme 4.4.4 (3+4+8+1)
(2 (2 3 _ (1
QN Q" N / N\ QM) Q| N , 1€ Z,M € {[3m +1]S2[3n] | m,n € Z}
1 1 2 2

(2 (2 3 . (3
Q< N )@SY( NI \N>€BQZ(M)®W< N ) i € Z,M € {[3m —1)S2[3n] | m,n € Z}
1 1 2 1

(2 (2 3 4 (1
Q( N )@QZ( N/ \N>@Ql(M)69Q’< N ) i € Z,M € {[3m]S2[3n] | m,n € Z}
1 1 2 2

(2 (2 3 , (3
Q( \ )@Q’( N/ \N>EBQ”(M)@QZ< N ) i€ Z,M € {[3m+1)S[3n] | m,n € Z}
1 1 2 1

(2 (2 3 . 2
QZ( N )EBQ’( N/ \N>@91(M)®Ql< \N>, i € Z,M € {[3m —1]S2[3n] | m,n € Z}
1 1 2 3

V4 .

° e

(3 (2 3 _ (1
Q< \N>@Ql< N/ \”)@Ql(M)@Qi( N > i € Z,M € {[3m + 1]S:[3n] | m,n € Z}
1 2 2
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(3 (2 3 _ (3
Q( \”)@Q’( N/ \”)@Ql(M)@Qi( N > i € Z,M € {[3m — 1]Ss[3n] | m,n € Z}
2 1 2 1

(3 (2 3 4 (1
Q( \N>@QZ< N/ \N>@Ql(M)69Q’< N ) i € Z,M € {[3m]Ss[3n] | m,n € Z}
2 1 2 2

(3 ) 3 . (3
Q’( \N>@Q’< N/ \N>@QZ(M)@W< N ), i €Z,M € {[3m +1]S2[3n] | m,n € Z}
1 2 1

V3 e 7 o5 e e

Démonstration La preuve est similaira celle du ca§l+2+7+3)(Lemme 4.4.1).

Lemme 4.4.5 (1+5+8+3)

(2 (2 1 , (2
Q( \N>€BQZ< N /N )@Ql(M)@QZ( N ) i € Z,M € {S2[3n] | n € Z}
3 3 2 1

(2 (2 1 , (3
Q( \N>@Ql< NN )@Q%M)EBQ’( \N>, i€Z,M e {Sy[3n+1]|necZ}
3 3 2 2

(2 2 1 . (1
Ql< \N>@Ql< N /N )@Q%M)@Q’( AN ),iEZ,ME{SQ[?)n—l]lTLEZ}
3 3 2 3
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Ve e i

(2 (2 1 , (2
Q( \N>@Q’< NN )@QZ(M)@Q’( \ ) i€ Z,M € {Sy[3n—1]|neZ}
3 3 2 1

(2 (2 1 _ (3
Q( \N>@QZ< N /N )@QZ(M)GBQZ( \”), i €Z,M € {S:[3n]|necZ}
3 3 2 2

) (2 1 ) (1
Q( \N>@Qz< N /N )@Q%M)EBQ’( N ) i €Z,M € {S3n+1]|neZ}
3 3 2 3

V4 e /o= e o

(1 2 1 ) 2
Q( \ )@Ql( NIDZRN )@Q%M)@QZ( N ) i €7, M € {So[3n] | n € Z}
2 3 2 1

(1 2 1 ) 3

QZ( N )@Ql< N /N )@Q%M)@QZ< \N>,i€Z,ME{SQ[3n+1]|TLEZ}
2 3 2 2
) ) ),ieZ,Me{S2[3n—1]|neZ}

(1 [ 2 1 ) 2
Q”( N )@QZ< NN )@Q%M)@Q’( N ),ieZ,Me{S2[3n—1]|neZ}
2 3 2 1

(1 (2 1 , (3
Q( \ )@Ql( N /N )@Q’(M)EBQZ< \N>7 i € Z,M € {S:[3n] | n €Z}
2 3 2 2

(1 2 1 ) 1
QZ( \ )@Ql< N /N )@Q%M)@Q’( AN ),ieZ,Me{Sg[3n+1]|neZ}
2 3 2 3
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V3 e S

Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+2+7+3)(Lemme 4.4.1).

Lemme 4.4.6 (3+6+8+1)
(2 (2 1 _ (1
Q' AN 0% N/ N & Q' (M) Q* N , 1€Z,M e {[3Bm+1]S2 | m € Z}
1 3 2 2

2 [ 2 1 ) (3
Q’( AN )@Ql< N/ N )@QZ(M)GBQZ( N\ ),ieZ,Me{[3m1]52|m€Z}
1 3 2 1

V6 e T e o

(2 (2 1 . (1
Q( \ )@Ql( NN )@Ql(M)@Ql( \ ) i€ Z,M e {[3m]Sy | m e Z}
1 3 2 2

(2 (2 1 . (3
Q( \ )@Qi< NN )@Q’(M)@QZ( \ ) i€ Z,Me{[3m+1]Sy | meZ}
1 3 2 1

V4 .

(3 2 1 _ (1
QZ( \N>€BQZ< N/ N )@QZ(M)GBQZ( \ >, i€ Z,Me{Bm+1]Sy|meZ}
3 2 2
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(3 2 1 . (3
Q’( \N>®Q’< NN )@QI(M)@QZ< N >,ieZ,Me{[3m1]Sg|meZ}
3 2 1

(3 (2 1 _ (2
Q( \N>@QZ< N /N >@QZ(M)®QZ< \”), i € Z,M € {[3m]Sy | m € Z}
2 3 2 3

IV5 .

(3 (2 1 , (1
Q( \N>@QZ< NN >EBQZ(M)G9Q"< \ ) i€ Z,M € {[3m]Sy | m € Z}
2 3 2 2

(3 (2 1 . (3
Q< \”)@Qi< NN )@Q’(M)EBQZ< N > i€Z,Me{[3m+1]Sy | meZ}
2 3 2 1

(3 (2 1 . (2
Q< \”)@Qi< N /N )@Q’(M)@QZ< \N>, i€Z,M e {[3m—1]Sy | meZ}
2 3 2 3

V3 .

[ ] . > e

Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+2+7+3)(Lemme 4.4.1).

Lemme 4.4.7 (1+2+7+4)IV9, IV10

(1 (1 3 , 2 3
Q° ( N )@Q’L ( N/ N )@Q’(M)@Q’ < NN ) , 1 €Z,M € {[3m]S1[3n+1] | m,n € Z}
2 2 1 1 2

(1 (1 3 , 3 1
Q° ( N )@QZ ( N/ N\ >@91(M)@Q’ ( N7 /N ) , 1 €Z,M € {[3m]S1[3n—1] | m,n € Z}
2 2 1 2 3

(1 (1 3 ) (1 2
Qz< N )@Ql< NN )EBQ"(M)@QZ< NN ), i € Z,M € {[3m]S1[3n] | m,n € Z}
2 2 1 3 1
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V10 o: > . e e

N~ > , i € Z,M € {[3m]S1[3n+1] |m,n € Z}
2

/3 /1 3 | (3 1
Ql< \1>@Ql< AN \1>@Ql(M)GBQl< AN \3>,i€Z,M€{[3m]Sl[3n—1]m,nEZ}

2 2
(3 (13 , (1 2 ‘
94 N e N /N e (M)eQ N/ N , 1 €Z,M € {[3m]S1[3n] | m,n € Z}
1 2 1 3 1
VO o o e .
) "5 , )

(1
Démonstration Le cas(1+2+7) Lemme 4.3.5) implique qu'il existé € Z tel queM; = Q° ( AN ) ou
2

3 1 3 .

M, = N ) My =Q° ( N/ N ) etQ "Mz, o, Q5"sdiag(S). Le cas(4+7)(Lemme 4.2.18)
1 2 1

donne 3 cas

(2 3 . . nt: 3~
O N /N JeQ(M),iez,Me |0 diag| N
1 2 -4 1 2
/3 1 , oo (1 .3
O NN |eQ(M),iezMe |0 diag| \ "/
2 3 nez 2
/1 P _ _
Q < N/ N\ ) ®@Q (M), ieZ,Me U QS"diag(Sy)
3 1 nezZ

Les possibilés sont obtenues en calculant les intersections des diags et sdiags. Les carquois avec relations sont
obtenues en collant les deux des (a&2+7)(Lemme 4.3.5) ef4+7)Lemme 4.2.18) et en utilisant le fait quié,
est incependent déf; & M.

Lemme 4.4.8 ( 1+2+8+4)IV9, IV10

(1 (1 3 _ (2 3
Q( \ )@Ql< NN )@QZ(M)@W( NV \N>,iEZ,M€{[3m+1]Sg[3n]m,neZ}
2 2 1 1 2
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(1 (1 3 _ (3 1
Q( \ )@Ql( NN )EBQ%M)GBW( NN ),z‘eZ,Me{[SmH]SQ[?mH]m,neZ}
2 2 1 2 3

(1 (1 3 . (1 2
O ( AN )@Ql ( NN )@Q%M)@QZ ( NN ) , 1 €Z,M € {[3m+1]S:[3n—1] | m,n € Z}
2 2 1 3 1

IV10 o ° [ YR )

(3 (1 3 , (2
o ( AN )@QZ < N/ N )@QZ(M)GSW ( NN > , 1 € Z,M € {[3m+1]S2[3n] | m,n € Z}
1 2 1 1
(3 (1 3 , (3 1
Q° N e N /N e (M) N7 /N , 1 €72, M € {[3m+1]S:[3n+1] | m,n € Z}
1 1 3

(3 (1 3 . (1
Q( \ )sz NN )@QZ(M)@QZ( NIPZRN >,i€Z,M€{[3m+1]SQ[3n1]m,n€Z}
1 2 1 1

Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+2+7+4)(Lemme 4.4.7).

Lemme 4.4.9 (3+4+7+2)IV9, IV10

(2 (2 3 . (1 3
Q( \ )@Ql( N7 \E)@Ql(M)@QZ( N7 \1>,i€Z,M€{[3m]Sl[3n+1]m,neZ}
1

(2 e, 3 . (3 2
Q( N >@QZ< N/ \N>@QZ(M)@QZ< NIV \N>,iEZ,MG{[3m+1]Sl[3n+1]m,nGZ}
1 1 2 1 3

(2 (2 3 , (2 1
Q( \ )@QZ< N/ \”)@Q%M)@Q’( N7 /0N ) i € Z,M € {[3m—1]S1[3n+1] | m,n € Z}
1 1 2 3 2
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V10 o: > . e e

_ (2 3 _ (1
Q( \N>@QZ N/ \N>EBQZ(M)EBS21< N/ N ),iEZ,Me{[Sm]&Bn—i—l]m,nEZ}

1

(3 (2 3 _ (3 2
Q \N>@Ql< N/ \~>€BQZ(M)€B(21< N4 \”), i € Z, M € {[3m+1]S:1[3n+1] |m,n € Z}
3
( 3

(3 (2 3 . (2 1
Q( \N>@QZ N4 \~>@QZ(M)GB(21< N7\ ) i€ Z,M € {[3m—1]S1[3n+1] |m,n € Z}
1 2

Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+2+7+4)(Lemme 4.4.7).

Lemme 4.4.10 ( 3+4+8+2 V9, IV10

(2 (2 3 , (1 3
Q( \ )@Ql< NI \”)@QZ(M)@W( NN ),z‘eZ,Me{[SmH]Sl[?)n]m,neZ}
1 1 2 2 1

(2 2 3 . (3 1
o ( N )@Ql ( NN )EBQZ(M)EBW ( N7 /N > , 1 €Z,M € {[3m—1]S2[3n] | m,n € Z}
1 1 2 2 3

(2 (2 3 _ ) 1
Q( \ >@QZ< N/ \N>®Q’(M)69QZ< NN ) i € Z,M € {[3m]S2[3n] | m,n € Z}
1 1 2 3 2

V10 o ° e

(3 (2 3 _ (1 3
Q( \N>@Ql< N/ \N>@QZ(M)@W< N /N >,iEZ,M€{[3m+1]Sg[3n]m,nEZ}
1 2 2 1
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(3 (2 3 _ (3 1
Q( N )@Ql( NN )EBQ%M)GSW( N7 /N ) i € Z, M € {[3m—1]Ss[3n] |m,n € Z}
1 2 2 3

(3 (2 3 , (2 1
Q( \N>@Ql< N/ \N>@Ql(M)®Ql< N7 /N ) i € Z,M € {[3m]S2[3n] | m,n € Z}
1 2 3 2

V9 o ° e . oe

Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+2+7+4)(Lemme 4.4.7).

Lemme 4.4.11 ( 1+5+8+4 )V9, IV10

(2 (2 1 , (2 3
Q( \N>@Ql< NN )@Q%M)@Q’( N/ \N>, i€ Z,M e {S5[3n] | m,n € Z}
3 3 2 1 2

(2 (2 1 , (3 1
QZ( \N>@QZ< N /N )@Q’(M)@Ql< N7 /N ), i €Z,M € {Se[3n+1] | m,n € Z}
3 3 2 2 3

(2 (2 1 _ (1 2
Q( \N>@Ql< NN )@Q%M)EBW( NN ) i€Z,M e {Sa[3n—1]|m,n € Z}
3 2 1

3 3
vio eT ¥ o g DU
) » 5 X

(1 2 1 . 2 3
Ql< \2>@Ql< \3/ \1>€9Ql(M)€BQ’< N/ \N>,i€Z,M€{Sg[3n]|m7n€Z}
1 2

(1 (2 1 , (3 1
Q( \ )@QZ< N /N )EBQ’(M)@QZ< N7 /N ) i€Z,M € {S2[3n+1]|m,n € Z}
2 3 1 2 3

(1 (2 1 . (1 2
Q( \ )@QZ< NN )@Q"(M)@QZ< NN ),z’eZ,Me{Sl[Sn—um,neZ}
2 3 1 3 1
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V9 'y ' Le— . e

Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+2+7+4)(Lemme 4.4.7).

Lemme 4.4.12 ( 3+6+8+2 )V9, IV10

(2 (2 3 . (1 3

QN e N /N e (Mo [ N /N , 1 €Z,M € {[3m+1]Sy | m,n € Z}
1 1 2 2 1

(2 (2 3 , (3 2

QZ( AN )@W( N /N )@Q’(M)@QZ< N/ N ) i€Z,M e {[3m—1]Ss |m,n € Z}
1 1 2 1 3

(2 (2 3 , (2 1
Q( \”)@Q’( N/ N >@Q%M)@Ql( NN ) i €Z,M € {[3m]Sy | m,n € Z}
1 1 2 3 2

IV10 - o e e

(3 (2 3 . (1 3
QZ( \~>@Q’< N/ N )@Q’(M)@Ql< N/ N ) t€Z,M e {[3m+1]S; |m,n € Z}
1 2 2 1
(3 (2 3 , (3 2
Q' N e N /N |eQdMeQ | N /N |, i€Z, Me{[3m—1]Sy|m,n c Z}
2 1 2 1 3

3 2 3 . 2 1
QZ< \;)@Q’( N /N >EBQl(M)€9Ql< N/ \2>7 i €Z,M e {[3m]Sz | m,n € Z}
1 2

V9 ' ' Te— . e

Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+2+7+4)(Lemme 4.4.7).
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Lemme 4.4.13 ( 1+2+8+6 )V9, IV10

(1 (1 3 _ (2 3
QZ< AN )@Ql< N/ N )@Q”(M)@QZ< N/ N ) i€Z,Me{[3Bm+1]S2|meZ}
2 2 1 1 2

(3 (3 2 _ (2 3
Q( \ )@Ql< NIV \N>@QZ(M)@QZ< NN ) i€Z,Me{[3m—1]S | meZ}
1 1 3 1 2

(2 (2 1 ) (2 3
Qf N7 e N/ N |JeQWMeQ | N / N |, i€Z,MEe{3m]Sy|meZ}
3 3 2 1 2
V10 o7 % - Ve e
) g ) )

(3 (1 3 _ (2 3
Q( \ )@Ql< NN )EBQZ(M)@QZ< NN ) i€Z,Me{[3m+1]Sy | meZ}
1 2 1 1 2

(2 (3 2 _ (2 3
Q( \N>@Ql< N/ \N>EBQZ(M)@QZ< NN ) i €Z,M €{[3m —1]Sy | m € Z}
3 1 3 1 2

(1 (2 1 _ (2 3
Q( \ )@Ql< NN )@Q%M)EBQ’( NN > i€ Z,M e {[3m]Ss | m € Z}
2 3 2 1 2

V9 o . Te— L oe

Démonstration Combiner la cagl+2+8)YLemme 4.3.6) ef2+6+8) (Lemme 4.3.20) et constater qié; ® M,
est incependent dé/.

Lemme 4.4.14 ( 3+4+8+5)V9, IV10

(2 (2 3 _ (2 1
Q( AN )@Q’( N/ \N>EBQZ(M)€BQZ< N/ N ) i € Z,M € {S:[3n] | n € Z}
1 1 2 3 2
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(3 (3 1 _ (2 1
Q( \”)@Ql( N7 /N )EBQ’(M)GBW( N/ N > i €Z,M € {S:[3n+1]|n€Z}
2 2 3 3 2

(1 (1 2 . (2 1
Q’( N )@Q’L< N/ N )@Q’(M)@Q’< N/ N ) i €Z,M € {S:[3n—1] | n € Z}
3 3 1 3 2

V10 o: > . e e

5 8 4 3

(3 (2 3 ) (2 1
Q< \”)@Q’( N/ \”)@QZ(M)@W( NN ) i €Z,M € {S:[3n] | n€Z}
2 1 2 3 2

(1 (3 1 , (2 1
Q( \ )GBW( N7 /N )@Q’(M)@QZ< N /N ) i €Z,M € {S:[3n+1]|n € Z}
3 2 3 3 2

(2 (1 2 _ (2 1
Q( \ >@Ql< NN )@QZ(M)@W( NN ) i€Z,M e {Sy[3n—1]|n € Z}
1 3 1 2

V9 o. ° Le— s 0

Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+2+8+6)(Lemme 4.4.13).

Lemme 4.4.15 (1+2+5+8 V7, IV8

(2 (2 1 (2 1 .
Q( \N>€BQZ< N7 /N )@QZ( N /N )@Q’(M), i € Z,M € sdiagS>)
3 3 2 3 2

V8 [ e [ S ]
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(1 (2 1 (2 1 .
Q( \ >@QZ< N7 /N )@Ql( N /N )EBQ’(M), i € Z, M € sdiagS,)
2 3 2 3 2

V7 ° e e L oe

Démonstration Le cas(2+5+8)Lemme 4.3.13) implique qu'il existee Z tel que

(2 1 2 1 )
My =Q < N7 /N > , Ms=Q" ( NN ) et Q7' Mg € sdiad S2).
3 2 3 2

(2 1 2
Le cas(1+2) (Lemme 4.2.2) montre que 3il; = ( N/ N ) alorsM; = Q° < N\~ ) ouM; =
3 2 3

1
95 ( AN > et le cag1+5+8)(Lemme 4.3.11) montre qui/,, M5 et Mg sont compatibles.
2

Lemme 4.4.16 (3+4+6+8)V7, IV8

(2 (2 3 (2 3 _
Q( \ >®QZ< N/ \”)@Ql( N/ N )EBQ’(M), i € Z, M € diag(S2)
1 1 2 1 2

V8 ° " e, e L oe

(3 ) 3 (2 3 .
Q( \”)@QZ( N/ \~>@QZ< N/ N )@Q’(M), i € Z,M € diag(Ss)
2 1 2 1 2

V7 ° T e. Te— L oe

Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+2+5+8)(Lemme 4.4.15).



Quatre facteurs 288

Lemme 4.4.17 (2+5+8+3 )V11, IV12

(2 1 (2 1 ‘ (2
Q( NN )@QZ< N /N )@Q%M)@Q’( N ) i€Z,M e {S:[3n]|necl}
3 2 3 2 1

V11 e C el
3 8 5 2

(2 1 (2 1 _ (2
Q( NN )@QZ< NN )@Ql(M)@Ql( \ > i€Z,M e {Sy[3n—1]|n e Z}
3 2 3 2 1

V12 e
3 8 5 2

(2 1 (2 1 . (3
Q( NN )@Q’( NN )@Ql(M)@QZ( \N>, i €Z,M e {Sq[3n+1] |n € Z}
3 2 3 2 2

V11 e
3 8 5 2

(2 1 (2 1 _ (3
Q( NN )@QZ< N /N )@QZ(M)@Q’( \N>, i €Z,M € {S:[3n]|necl}
3 2 3 2 2

V12 e
3 8 5 2

(2 1 2 1 , (1
r \3/ \2 o0 N/ \2 Q' (M)aQ N

), i€Z,Me{S2[3n—1] |neZ}
3

3

V11 e
3 8 5) 2
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(2 1 (2 1 . (1
Q( \;/ \2>€BQ’( NN )@Ql(M)@Ql( \ ) i€Z,Me{Sy[3n+1]|necZ}

3 2 3
V12 e /o o7 >
3 8 5 2

Démonstration Le cas(2+5+8)Lemme 4.3.13) montre qu'il existec Z tel que
(2 1 (2 1 , _
M2 = N/ N\ ,M5 =0 N/ N\ et QilMg S SdlaQSQ)
3 2 3 2

et on utilise la description du c§3+8)Lemme 4.2.15) dorére dans la preuve du cé&+8+2)(Lemme 4.3.27). En
calculant les intersections des diag et sdiag, on obtient les possidins Bnon&. Commel/; est incependent
de M, @ M5, on obtient les carquois avec relations.

O

Lemme 4.4.18 ( 4+6+8+1)V11, IV12

) 3 (2 3 , (1
Q( N/ \N>@QZ< N /N )@QZ(M)@QZ< N > i € Z,M € {[3m]Sy | m € Z}
1 2 1 2 2

V12 e 7 o ;
1 8 6 4

(2 3 (2 3 . (1
Q( N/ \N>@Ql< NN )@Q’(M)@W( N ) i€ Z,M e {[3m+1]Sy |meZ}
1 2 1 2 2

V11 e L& ~ o " o
1 8 6 4

(2 3 (2 3 ) (3
Q( NIV \”)@Ql( NN )@Q%M)@QZ< \ ) i€Z,M e {[3m+1]Sy | meZ}
1 2 1 2 1

V12 e
1 8 6 4
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(2 3 (2 3 _ (3
QN N e N /N |ed(M)eQ | N |, i€Z Me{[3m—1]Sy |meZ}
1 2 1 2 1
Vi1 e Lo -
1 8 6 4

(2 3 (2 3 , (2
Q( N/ \N>@Ql< N/ N )@Q"(M)@W( \N>, i €Z,M € {[3m—1]Sy | m e Z}
1 2 1 2 3

V12 e 7 g ;
1 8 6 4

(2 3 ) 3 . (2
Q< \1/ \E)@Ql( N/ \2>@Q‘(M)@Ql< \”), i € Z,M € {[3m]S2 | m € Z}
1 3

V11 e S e :
1 8 6 4

Démonstration La preuve est similaira celle du cag2+5+8+3)(Lemme 4.4.17).
Lemme 4.4.19 (2+5+8+4 V13

(2 1 (2 1 _ (2 3
Q( N7 /0N >@QZ< N /N )EBQ%M)@QZ< N/ \~>,ieZ,ME{Sg[3n]|neZ}
3 2 3 2 1 2

(2 1 (2 1 , (3 1
Q’( \“3/ \2>@Qz< \3/ AN >EBQz(M)EBQZ< N7 /N ),ieZ,ME{San—HHnEZ}
2 2 3

(2 1 (2 1 , (1 2
Q( NN )@Q’( NN )@Ql(M)@Ql( NN ),iEZ,MG{SQ[Sn—lﬂnEZ}
3 2 3 2 3 1
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VI3 o e "o

Démonstration Le cas(2+5+8)Lemme 4.3.13) montre qu'il existec Z tel que

[ 2 1 2 1 )
M2:W< NN ) M5:QZ< NIVZEN ) et O (Ms) € sdiadSs).
3 2 3 2

Le cas(4+8)Lemme 4.2.19) montre que

2 3 )
(i) My = ( \ . / \”2 ) etQ "M € U, o, Q°"diag(Ss)

(3 1 , 1
(i) My=Q* ( \”2 /N ; > etQ " Mg € U,z QG”diag< ) /N ; )

(1 P A 2 1
(iii) M4:QZ< NIV )etQ%MgeUnezmndiag< N )
3 1 3

En calculant les intersections des diags et sdiags, on obtient les passithdits Enon& et en remarquant que
M, estindependent dé/, & Ms, on obtient les carquois avec relations.

Lemme 4.4.20 ( 4+6+8+2)V13
(2 3 (2 3
Q N /N eN N /N
1 2 1 2

e 3 (2 3 _ (3 2
Qi< N/ \2>®Q’< \1/ \2>@QZ(M)®QZ< N/ N ),ieZ,Me{[3m1]S2|meZ}

N/ N ),iGZ,MG{[3m+1]SQ|m€Z}

1 13
(2 3 .\ (2 3 | (2 1 |
(TN 0N e [ TN TN Jeainet (| TN /N )L i€z, M € {[3m]Sy | m € Z})
17 I 37 2
VI3 Yo 3
2 - ; )

Démonstration La preuve est similaira celle du ca$2+5+8+4)(Lemme 4.4.19).
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Lemme 4.4.21 (1+7+8+4)V17,18

QF ( ! N ) >@Qi(M)@QZ’(N)@Qi < ? N . / i \’“2 > , i€ Z, M € {[3m]S1[3n+1]|m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])

Q' ( ! N ) )@Qi(M)@Qi(N)@Qi ( ’ \”21/ ! N ; ) , 1 €Z,M € {[3m]S1[3n—1]|m,n € Z}, N = Q([-1]M|[2])

Q' ( ! N ) )@Qi(M)@Qi(N)@Qi ( ! N ; / ? \ X ) , 1€ Z,M € {[3m]S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])

VAN

A L —

Q' ( ! \2 )@Qi(M)EBQi(N)@Q" ( N 1/ \ ) i € Z,M € {[3m]S1[3n+1] |m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])
Q' 1\2 D (M) (N)DQ! < N 1/ \ ) i €Z,M € {[3m]S1[3n—1] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])
Q' ( 1\2 >@Qi(M)@QZ’(N)@Qi < N/ \ 1) i €Z,M € {[3m]S1[3n] |m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

A\

V18 7[ei————+%8
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Q' 1\2 @Qi(M)@Qi(N)@Qi< N/ \ ) i €Z,M € {[3m—1]S1[3n+1]|m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])
Qi<1\2>@9i(M)@Qi(N)@Qi< \1/ \ , 1€ Z,M € {[3m—1]S1[3n—1] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])
Qi<1\2>@9i(M)@Qi(N)@Qi< \3/ \1>, i €Z,M € {[3m—1])S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])

{
Ql’(l\z)@ﬁi(M)@Qi(N)@Qi( N/ \ ) i € Z,M € {[3m—1]S1[3n+1] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])
Q' 1\2 @Qi(M)@QZ‘(N)@Qi< \1/ \ , 1€ Z,M € {[3m—1]S1[3n—1] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

Q ( ! N 5 )@Qi(M)@QZ‘(N)@Qi ( N ; / \ , > , i€ Z,M € {[3m—1]S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

A\

V17 Te+————*oe

VA

°
1

Démonstration Le cas(1+7+8)Lemme 4.3.15) montre qu'il existec Z tel que
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(1 _ .
) My = ( N ) M7 = Q'M et Mg = Q'N avecM € | J,,., Q°"sdiag S1) et N = Q([—1]M2])
2
(1 . ,
(i) My, =Q" ( \ ),M7 =Q'M etMg = Q'N avecM € |J,,., Q°"sdiag 51) et N = Q([2]M[-1])
2

1 ) . 2 1
(i) My = Ql< N\ > M; = Q'M et Mg = Q'N avecM < |J,, QG”sdiag< N~/ ) etN =
2 3
Q([-1]M[2])
, (1 , , (2 1
(iv) M, = Ql< N\ > M; = Q'M et Mg = Q'N avecM <€ J, ¢, Qﬁnsdlag< N/ ) etN =
2 3

Q([2]M[-1])
Le cas(4+7+8) Lemme 4.3.18) montre qu’il existec Z tel que

2 3 ) ) 3
(i) My = 0 ( NN ) M; = QO'M et Mg = Q'N avecM € |,y Qﬁndiag< /N7 ) et
1 2 1 2
N =Q([-1]M[2])
) (3 1 _ _ (1 3
iy My = Q' N/ N |, M; = QM etMg = Q'N avecM € {J,,Q%diag| \ ~/ et
2 3 2
N = (~1]M2)
(1 2 ) . .
(i) My = Q° \3/ \1 , M; = Q'M et Mg = Q'N avecM € |J,., Q"diag(S;) et N =
M][2])
2 _ . . 3 o
(iv) My = Ql< N/ \ > M; = Q'M et Mg = Q'N avecM € U, QG"dlag< /N ) et
2 1 2
2]M -
3 _ _ (1 3
(V) My = ° \~ / \ , M7 = Q'M et Mg = Q'N avecM € |J,., Qdiag| \ ~/ et
3 2
2IM -

(i) My = °

/—\

\ / \ > M; = Q'M et Mg = Q'N avecM € |J,.,Q%"diag(S;) et N =
1))

En calculant les intersections des diag et sdiag, on obtient les 12 possilitins Bnon&@. Commel/;
est incependent deV,, on colle le carquois avec relations ¢e+7+8) Lemme 4.3.18) avec celui dd+7+8)
(Lemme 4.3.15) en annulant le compate M, a M, ou celui de la directionaciproque.

Lemme 4.4.22 ( 3+7+8+2)V17,18



Quatre facteurs 295

Q' 2\ . QL (MDY (N)DQ! ( N/ \ 1) i € Z,M € {[3m]S1[3n] |m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])
Q' (2\ ) )@Qi(M)@QZ’(N)@Qi ( N ) / \ > i € Z,M € {[3m+1])S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])
Q' (2\ ) )@Qi(M)@Qi(N)@Qi ( N~/ \2 i €Z,M € {[3m—1])S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])
V17 7-L>>:} 8
3
Q' (2\ . )@Qi(M)@Qi(N)@Qi < N/ \ 1) i € Z,M € {[3m]S1[3n]| m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

Q' 2\1 @Qi(M)@QZ‘(N)@Qi< \1/ \ > i € Z,M € {[3m+1])S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

Qi<2\1>@9i(M)@Qi(N)@Qi< N7/ \2 , 1€ Z,M € {[3m—1]S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])
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(2 . . .
Q AN EBQ%M)EBQ%N)EB(Y( N/ \

. > i € Z,M € {[3m]S1[3n+1] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])

1

Qi<2\1>@9i(M)@Qi(N)@Qi< \1/ \ > i € Z,M € {[3m+1])S1[3n+1] |m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])

Q' ( ! AN ) )@Qi(M)@Qi(N)@Qi ( \N3 / \ ) > , 1€ Z,M € {[3m—1]S1[3n+1] |m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])

N\

V18 7 04’08

Qi<2\l>@9i(M)@Qi(N)@Qi< N/ \1> i € Z, M € {[3m]S1[3n+1]|m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

Qi<2\1>@9i(M)@Qi(N)@Qi< \1/ \ > i€ Z,M € {[3m+1])S1[3n+1] |m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])
Q' (2\ ) )@Qi(M)@QZ‘(N)@Qi ( \N / \ i€ Z,M € {[3m—1]S1[3n+1] | m,n € Z}, N = Q([2] M[-1])

-
o

N L —

3

Démonstration La preuve est simiaira celle du cagl+7+8+4)(Lemme 4.4.21).
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Lemme 4.4.23 (1+7+8+3)V1, IV2,IV14

Q' < ! N ) ) ©Q(M) D Q(N) ®QF < ? N . ) , 1 €Z,M € {[3m]S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2))
9% ( ! N ) > SQA(M)DQ(N)B Q! ( s \”2 ) , i €Z,M € {[3m]S1[3n+1] | m,n € Z}, N = Q([-1]M]2])

Q' ( ! \2 > PQU(M)BQ(N)@ Q! ( ! \3) , 1 €Z,M € {[3m]S1[3n—1] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2)])

V14 10—_..§1—’307

]

3

Q' ( ! N ) ) DQ(M)DQ(N)DQF ( ? \ X > , i €Z,M € {[3m]S1[3n+1] |m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])
Q' ( ! N ) ) Q(M)DQ(N)DQF ( ’ \NQ > , i €Z,M € {[3m]S1[3n—1] |m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])

Q' ( ! N ) ) © QM) D Q(N) D Q' ( ! N ; ) , 1€ 7Z,M € {[3m]S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])

V1 o— > . e @
1 8 7 3

Q' < ! N ) ) o Q(M)®Q(N)a Q! < ? N . ) , i €7Z,M € {[3m]S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

Q' ( ! N ) > PU(M)BQ(N)® Q! ( ’ \”2 ) , 1 €Z,M € {[3m]S1[3n+1] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])
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O ( 1\2 ) UM (N)e Q! ( 1\3) , 1 €Z,M € {[3m]S1[3n—1] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

V14 10—..,21—’:08

3

Q' (1\2 ) DQ(M)DQ(N) DO (2\ X > , i €Z,M € {[3m]S1[3n+1] |m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])
Q' (1\2>69Qi(M)69Qi(N)@Qi (3\;) , 1 €Z,M € {[3m]S1[3n—1] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

Q' ( ! N ) ) ®Q(M) D Q(N) ®QF < ! N \ ) , i €Z,M € {[3m]S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

V1 [ Y e« @
1 7 8 3

Q' ( ! N ) > PU(M)BQ(N)a Q! ( ? N X ) , 1 €Z,M € {[3m—1]51[3n] | m,n € Z}, N = Q([-1]M]2)])
Q' ( ! N ) >@Qi(M)@QZ’(N)@Qi < ’ \~2 ) , i €Z,M € {[3m—1]S1[3n+1] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2)])

Q' ( ! N , )@Qi(M)@QZ‘(N)@Qi ( ! N ; ) , i€ Z,M € {[3m—1]S1[3n—1] |m,n € Z}, N = Q([-1]M2])

V2 [P Te— L e
1 7 8 3
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Q' ( ! N ) )@Q%M)@Q%N)@Qi < ? N . ) , i € Z,M € {[3m—1]S1[3n+1] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])
Q' ( ! N ) >@Qi(M)@Qi(N)@Qi ( ’ \”2 ) , i€ Z,M € {[3m—1]S1[3n—1] |m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])

Q' ( ! N ) ) OQ(M)BQ(N)® Q' ( ! N ; > , i €Z,M € {[3m—1]S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])

V14 3.__.,7.—>: o8

1

Q' ( ! N ) ) UM Q' (N)e Q! ( ? \ X ) , 1 €Z,M € {[3m—1]S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])
Q' ( ! N 5 )@Qi(M)@QZ’(N)@Qi ( ’ \”2 ) , i €Z,M € {[3m—1]S1[3n+1] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

Q' ( ! N ) )@Q%M)@Q%N)@Qi ( ! N \ ) , i € Z,M € {[3m—1]S1[3n—1] |m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

V2 °

1 8 7 3

) , 1 € Z,M € {[3m—1]51[3n+1] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

X ( ! \ ) >@Qi(M)EBQi(N)@Qi ( 2 N .

2

Q' ( ! N ) )@Qi(M)@QZ’(N)@Qi ( k N ) , i€ Z,M € {[3m—1]S1[3n—1] |m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

Q' ( ! \2 ) QA (M)BQ(N)pQ! ( ! \3) , 1 €Z,M € {[3m—1]S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])
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Démonstration En regardant le cg4+7+8)(Lemme 4.3.15), on fixd/;, M- et Mg. Pour chaque cas {&+7+8)

parmi les quatres, il existe six cas pd@r-7+8) (Lemme 4.3.17). En effet, sifs = Q([—1]M~[2]), alors le cas
(3+7+8)donne

0)
(2 ) .
Qo < N 1) © (M) Q(N), Me | diags:), N = Q(-1M[2)
nez
(ii)
(3 ‘ , _ 3
Q ( \N2> & QM) e Q(N), Me | 96”d|a9<1/ \”2> N = Q([-1]M[2])
nez
(iii)
(1 ) . 1 3
Qf ( \3> (M) e Q(N), Me | Q6"diag< \ 2”/ ) N = Q([-1]M][2])
neZ
(iv)
2 , ) 3
Qo ( N 1) ® (M) o Q(N), Me | Q6"ndiag< 7 \”2> N = Q([-1]M[2])
nez
(V)
(3 . _ (1 3
9% < \~2> o Q(M)®Q(N), M e U QG”dlag< \2”/ ) N = Q([-1]M[2)
nez
(vi)

Q < ! \ \ ) ®Q'(M)® QY(N), M e |t diags), N = Q([-1]M2))

neE”Z

si Mg = Q([2] M7][—1]), alors le cag3+7+8)(Lemme 4.3.17) donne

0)
[ 2 ) .
Qf < N 1) © (M) Q(N), Me | diagsy), N = Q(2)M[-1])
neZ
(ii)
(3 , . _ 3
o ( \ ) &0 (M) o Q(N), Me | QG”dlag< 2N ) N = Q([2]M[-1])
2 nez 1 2
(iii)

) . , 1 3
Q( \1> o(M)@ Q(N), Me U QG”diag< \;/ ),N:Q([Q]M[—u)

nez
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(iv)
(3 _ . . 3 .
Q' ( \~2> eQ(M)® Q(N), Me U Q6”d|ag< X /N 2) N = Q([2]M[-1))
ne”z
(V)
(2 . , , 1 3
Q ( \ 1) e (M)dQ(N), Me | QG”dlag< \ 2”/ ) N = Q([2]M[-1])
nez
(vi)

e , .
Q' < N 1) QM) Q(N), Me U Q5diag(S:), N = Q([2]M[-1])
nez

Les carquois avec relations s'obtiennent par coller ceux dyles+8) (Lemme 4.3.15) et du cgq8+7+8)
(Lemme 4.3.17) en constatant glf est independent dé/s.

Lemme 4.4.24 (1+2+7+8 JV15,IV16

1 1 3 . )
Q( \2> @QZ< N \1> © QM) QU(N), i€z, M e | 0 diag(S1), N = ([~ 1]M][2])
1 e neZ

2.
V16 / ‘e
7 8

(3 (1 3 . _ _
Q( \1> @Qz< N,/ \1> © QM) & Q(N), ie€2z,M e | Sdiag(si), N = Q([~1]M[2))
1 e nez

2.
V15 / ‘e
7 8
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(1 (1 3 ) )
Q( \2> @QZ( N,/ \1> ® (M) o Q(N), i Z,M e | 0®diag(S:), N = Q([2]M[-1))
nez

IV16 e

e e 3 . , ,
Q( \1>@Qz< N7 \1>@Q"(M)69QZ(N), iez,Me | JQtrdiag(sy), N = Q([2]M[-1])

°
1 nez

2
V15 / ‘e
8 7

Démonstration Les possibiliés sont obtenues en combinant les(@a§+8)(Lemme 4.3.16) gt1+2) (Lemme 4.2.2)
et le caq1+7+8)(Lemme 4.3.15) montre que les modulds, M- et Mg ainsi obtenus sont compatibles. Pour le
carqois avec relations, orerifie que le morphisme explicite de; vers M, ou Mg(resp. delM; ou Mg versM; )
est un compasde deux autres morphismes explicites passantpar

O

Lemme 4.4.25 (3+4+7+8 )V15,IV16

(2 (2 3 _ . . 3 -
Q( \1>@Ql< \1/ \2>@91(M)@91(N), ieZ,Me UQG"dlag<1/ \2>,N:Q([—1]M[2])

3 nez
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(3 (2 3 , , . 3 .
Q( \2>@QZ< \1/ \2>@91(M)69Q”(N), i€Z,M € UQﬁnduag<1/ \2>,N:Q([—1]M[2])

3 nez

4 o
V15 / X
8 7

(2 (2 3 _ _ _ 3
Q( \1>®Ql< \1/ \2>@91(M)€B(21(N), i€Z,M ¢ UQG”dlag<1/ \2>,N:Q([2}M[—1])

3 e neZ

4

A

IVl o
7

(3 (2 3 ) : . 3 .
Q( N )@QZ( \1/ \2>@QZ(M)®QZ(N),Z‘EZ,M€ UQG”dlag<1/ \2>,NQ([2}M[1])

2 3 e nezZ

4 o
V15 / ‘e
7 8

Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+2+7+8)(Lemme 4.4.24).
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Lemme 4.4.26 (2+7+8+4)V19

(1 3 , , (2 3
QZ< \2/ \J@Q%M)@Q%N)@QZ( N/ \N2>
1

i €7, M € {[3m|S1[3n + 1] | m,n € Z}, N = Q([—1]M[2])
_<1 3 ) _ _ _<3 o1 )

Ol N /N |edMed(N)ae | N7 N

2 1 2 3

i €Z,M € {[3m]S1[3n — 1] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])

(1 3 . , (1 2
Q( NN )@QZ(M)@W(N)@Q’( NN )
2 1 3 1

i€ Z,M € {[3m)S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])

2

V19 71:.\/;>} 8
i

(1 3 . , ) 3
Q( N/ N )@QZ(M)@W(N)@QI( N/ \N>

2 1 1 2
i€Z,M e {[3m]S[3n+1] | m,n € Z}, N = Q([2] M[-1])
_<1 3 ) _ _ _<3 o1 )
QO N/ N (M) Q'(N)se Q° N/ N

2 1 2 3

i €Z,M € {[3m]S1[3n — 1] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

(1 3 . 4 (1 2
Q( NN )@QZ(M)@W(N)69W< NN )
2 1 3 1

i€ Z,M € {[3m)S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])
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- e

(1 3
Démonstration Le cas(2+7+8)(Lemme 4.3.16) montre qu'il existec Z tel queM, = Q° ( N/ N )
2 1

Q"My7 € U,z Q"sdiad 1) et Mg = Q([—1]M7[2]) ou Mg = Q([2]M7[—1]). Le cas(4+7+8)(Lemme 4.3.18)
montre que

2 3 ) 3
(i) My = ( N/ \N2 ) Q'M7 € U,z Q”diag( . / \E) et Mg = Q([-1]M7[2]) ou Mg =

1
Q([2]M7[-1)).
" (3 1 _ (1 _ 3
(i) My =Q ( \2/ N 3), Q'M7 € U,z Q"dlag< \2/ ) et Mg = Q([-1]M7[2]) ou Mg =
Q([2]M7[-1)).

(l) My = 9% ( ! AN 5 / ? AN ) ),QiM7 S UnEZ Q”dlag(Sl) etMg = Q([—I]M7[2D OuUMyg = Q([Q]M7[—1])

En calculant les intersections des diag et sdiag, on obtient les poésiloifins Enoné et en constatant que
M, et M, sont incependents, le compesiu morphisme explicite d&f; a M, avec celui deVl, a M~ est nul dans
la caggorie stable, item pour le comp@odu morphisme explicite d&l, a Mg avec celui deMg a M, et on colle
les deux triangles.
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4.5 Cing facteurs

Lemme 4.5.1 (1+2+7+4+3 V5, V6, V7

(1 (1 3 , (2 3 (2
Qf N e N /N |eMmae| N N7 o N\
2 2 1 1 2 1
i€Z,M e {[3m]S1[3n+ 1] | m,n € Z}
(1 (1 3 , (3 .1 (3 _
Ql N e N /N JeQWme| T/ N e
2 2 1 2 3 2
1€ Z,M € {[3m]S1[3n — 1] | m,n € Z}
(1 (1 3 ) (1 2 (1
Q1 N e N /N |ewme| N /N e
2 2 1 3 1 3
i€ Z,M € {[3m]S51[3n] | m,n € Z}

V7 [ S T e e °

/1 /1 3 _ (2 3 (3
Qf N e N /TN |eoneq| TN /N e TN
2 2 1 1 2 2
i€ Z,M e {[3Bm]S1[3n+1] |m,n € Z}
/1 /1 3 , (3 1 /1
O N e N 7N Jeoaneo T\ N e N
2 2 1 2 3 3
i€Z,M e {[3m]S1[3n — 1] | m,n € Z}
(1 (1 3 ) (1 2 (2
ol N Jeo| N /N |eomme | N TN e | T\
2 2 1 3 1 1
i€ Z,M € {[3m]S1[3n] | m,n € Z}

V5 o« % o T e

(3 (1 3 , (2 3 (2
QN e N /N JedwWe | N N\ e N
1 2 1 1 2 1

1€ Z,M € {[3m]S1[3n+ 1] | m,n € Z}

(3 (1 3 _ (3 1 (3
QN e N /N JedwWe | TN e N
1 2 1 2 3 2

306
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i€Z,M e {[3m]S1[3n — 1] | m,n € Z}
(3 (1 3 ) 1 2 (1
QN e N /N JedwWe | N N e N
1 2 1 3 1 3
i€ Z,M € {[3m]S1[3n] | m,n € Z}

V5 o« % o T e

(3 (1 3 : (2 3 (3 _
O N JeQ | N /N |eQe| N T e \
1 2 1 1 2 2

1€ Z,M € {[3m]S1[3n+ 1] | m,n € Z}

(3 (1 3 _ (3 1 (1
QN e N /N Jedwe | TN e N
1 2 1 2 3 3

i €Z,M € {[3m]S1[3n — 1] | m,n € Z}

(3 (1 3 : (1 2 (2
QL N e N /N |eQwme| N /N e
1 2 1 3 1 1

i€ Z,M € {[3m]S1[3n] | m,n € Z}

Vo6 )

Démonstration Le cas(1+2+7+4)(Lemme 4.4.7)donne les possit#st des moduleds , Ms, M, et My, le cas
(3+4+7)(Lemme 4.3.7) donne le moduld; selon le modulé/, et M trouves. Commell; & M, est independent
de M3 @ My, les modules trouds sont bien compatibles.

Lemme 4.5.2 ( 1+2+8+4+3 V5, V6, V7

(1 (1 3 _ (2 3 (2
O N e N /N JedwWe | TN N e T\
2 2 1 1 2 1

i€Z,M e {[3m +1]5:[3n] | m,n € Z}

(1 (1 3 , (3 1 (3
QO N a9 N /N JedWMe | N N e N
2 2 1 2 3 2

i €Z,M € {[3m+1]S2[3n+ 1] | m,n € Z}

(1 (1 3 : (1 2 (1
O N e N /N JedwWe | N N e N
2 2 1 3 1 3

i€ Z,M e {[3m+1]S2[3n — 1] | m,n € Z}
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V7 o, e > e L ee—— e

(1 (1 3 : (2 3 (3
O N e N /N JedWe | TN N\ e N
2 2 1 1 2 2

i€ Z,M e {[3m+1]S:[3n] | m,n € Z}

(1 (1 3 , (3 .1 (1
O N e N /N JedWe | TN e N
2 2 1 2 3 3

i €Z,M e {[3m+1]S:[3n+ 1] | m,n € Z}

(1 (1 3 _ (1 2 (2
O N e N /N Jedwe | N N e N
2 2 1 3 1 1

i €Z,M € {[3m +1]S:[3n — 1] | m,n € Z}

V5 e« . . . )

(3 (1 3 : (2 3 (2
QN JeQ | N /N |eme| N /N7 e | N
1 2 1 1 2 1

i€Z,M € {[3m + 1]5:[3n] | m,n € Z}

(3 (1 3 _ (3 1 (3
QO N a9 N /N JedWMe | N N e N
1 2 1 2 3 2

i €Z,M € {[3m+1]S2[3n+ 1] | m,n € Z}

(3 (1 3 ) (1 2 (1
QN o N /N |eQdMae | N /N SRV BN
1 2 1 3 1 3
i €Z,M € {[3m+1]S:2[3n— 1] | m,n € Z}

V5 « L e . T e
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(3 (1 3 : (2 3 (3
Ql(\ >@Ql<\/\ )@Q%M)@QZ(\/\ >@QZ<\ >
1 2 1 1 2 2

1€ Z,M € {[3m + 1]S2[3n] | m,n € Z}

(3 (1 3 _ (3 1 (1
QN e N /N Jedwe | TN e N
1 2 1 2 3 3

i€ Z,M e {[3m+1)Sa[3n+1] | m,n € Z}

(3 (1 3 , (1 2 (2
QN e N /N JeQWe| N /N e ~
1 2 1 3 1 1

i €Z,M e {[3Bm+1]S2[3n— 1] | m,n € Z}

Vo6 .

Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+2+7+4+3)(Lemme 4.5.12).

Lemme 4.5.3 ( 3+4+8+5+1\V5, V6, V7

()
AN e
1
()=
AN

2

1 2 . .
( N )@Ql< N /N )EBQ‘(M)@Q"

3 3 1

V7 [ A ) e e

3 _ _
N/ \N>@QZ(M)@W
2

2 1 (2
N/ N e N7 ), i€Z,M e {S23n]|neZ}
1 3 2 3

), i €Z,M € {S2[3n+1] |n € Z}

. 2
QZ
. (3
Qz @Q’L
2 3 3
) (1 2 1 (2
O NN )@Q‘( N ),ieZ,Me{SQBn—lHneZ}
3 2 3

! , (2 1 (2
NN e et | TN N et [ TN
3 2

(2 (2 3 . (2 1 (1
Q( \ )@Ql( NIV \N>EBQZ(M)®QZ< NN )@QZ( \ ),ieZ,Me{Sg[SaneZ}
1 1 2 3 2 2
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(3 (3 1 . (2 1 (1
Q( \N>@QZ< NN )@QZ(M)GBW( N/ N >@QZ< N ),ieZ,ME{SQ[BrH—IHnGZ}
2 3 3 2 2

(1 (1 2 _ (2 1 (1
Q( \ )@Ql< NN )EBQ%M)GBW( NN )@Q’( \ ),ieZ,Me{SQ[Bn—IHnEZ}
3 3 1 3 2 2

V5 [ ° Te— . e

(3 (2 3 _ (2 1 (2
Q( \~>@QZ< N/ \N>@QZ(M)®QZ< N/ N >EBQ’< \N>,i€Z,M€{Sg[3n]|n€Z}
2 1 2 3 2 3

V5 0, . ° e Lo

o ° Le— s 0
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Démonstration La preuve combine les c43+4+8+5)(Lemme 4.4.14)e8+5+1)(Lemme 4.3.11) en constatant
queMs3® M, estincependnent dé/; @ M, . Cette preuve est similaigecelle du cagl+2+7+4+3)YLemme 4.5.1).

O

Lemme 4.5.4 (3+6+8+2+1)5, V6, V7

3 1
o0 (M N/ N )@QZ< AN ),ieZ,Me{[?»erl]SszeZ}
2

o \
2 2 1

Joar (%1 sance
()( ) -
Jor ()

<3 2 N) ,<3 ) .
N /N |osY N , 1 €Z,M € {[3m—1]Ss] |m € Z}
1 3 1

(2 ‘ 2 1 (2
QN e MeQ | N~/ N e | N |, i€Z,Me{[3m]S]|m e Z}
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Démonstration La preuve combine les c#8+8+2+1)(Lemme 4.4.13) et3+6+8)Lemme 4.3.12).
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Démonstration Le cas(2+5+8+3JLemme 4.4.17) donne les possiléktdes moduled/,, M5, My et M3, le cas
(1+2+5+8YLemme 4.4.15) fournit les possitdig de)/; et commel/; est independent déf; & My, les modules
trouvés sont compatibles.

Lemme 4.5.6 ( 3+4+6+8+1\V1, V2, V3, V4
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V3 ° 'y T e .e— L+ e

Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+2+5+8+3)(Lemme 4.5.5).

Lemme 4.5.7 (1+2+5+8+4 V8, V9
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Démonstration Combiner les ca@+5+8+4)(Lemme 4.4.19)(1+2+5+8)(Lemme 4.4.15) et constater gl ©
My & M estindependent dé/y.

Lemme 4.5.8 ( 3+4+6+8+2)/8, V9
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Démonstration La preuve est similaira celle du cagl+2+5+8+4)(Lemme 4.5.7).
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Lemme 4.5.9 (3+4+8+5+2)
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Démonstration Combiner les ca@+5+8+4)Lemme 4.4.19)(3+4+8+5]Lemme 4.4.14) et constater qiié, ©
My estincependent dé/, & Ms.
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Lemme 4.5.10 ( 4+6+8+2+1)
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Démonstration La preuve est similaira celle du ca§3+4+8+5+2)(Lemme 4.5.9).
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Lemme 4.5.11 (3+4+7+8+1)
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Démonstration Combiner les ca3+4+7+8]Lemme 4.4.25) €d+7+8+1)Lemme 4.4.21) et constater qié; ®
M, estincependent dé/;.

O

Lemme 4.5.12 ( 1+2+7+8+3)
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Démonstration La preuve est similaira celle du ca§3+4+7+8+1)(Lemme 4.5.11).

Lemme 4.5.13 (1+2+7+8+4\V16, V17

. 1 2
QZ( AN )@QZ< N/ \ )EBQI @Ql @QZ< N/ \
1

ZEZM€{3m513n+1|mn€Z}N Q([-1]M[2]

, 1 3
Q’( N >€B§21< N/ \ )EBQZ @Qz @Ql< N4 \ )
1

i€ Z,M € {[3m]S[3n — 1] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2]

(1 . 1
Q"( \2>@Qi< N/ \1>€BQI @Ql @Ql< N/ \ )

ZEZME{[QBmSl?mHmnEZ}N Q]

[\&) Z
N~——



Cinq facteurs 331

(3 (1 3
Q AN o0 N /N
1 2 1

i€Z,M e {[3m]S1[3n+ 1] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])

+
1 (3 1
( \ )@QZ< N/ \1>@QZ(M)®QZ(N)®QZ< \2/ \3)

(2 3
®Q(M)® (N )@Ql( \1/ \N2>

ZEZME{?)mSl[

(1 (1 3 _ _ (2 3
Q( N )@Q“( N/ N )@QZ(M)QBQZ(N)@QZ( N/ \N>
2 2 1 1 2



Cingq facteurs

i €Z,M € {[3m]S1[3n + 1] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

[
(1 (1 3 , , (3 1
94 \ a N/ N B (M) Q(N)a N7/ N
2 2 1 2 3

i €Z,M € {[3m]S1[3n — 1] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

1 (1 3
Q’( \2>€BQI< \2/ AN )EBQZ @QZ EBQI< N/ \ )
1

i€ Z,M € {[3m]S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

. 1 3
’(\)@Qz<\/\l>@ﬂz )@ (N \/\”2>

7 @Qi
1
i €Z,M € {[3m]S1[3n + 1] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])
7 @QZ ~
2

(2
[
. 1 (3 1
’(\)@Q’(\/\l>@w ) @ QY (\/\3)
2] M|

zEZME{?)mSl 1] |m,neZ}, N =Q( —1])

(3 .
Q’( AN )@Ql< N/ \ )EBQZ @Ql @Q’( N/ \ )
1 1

i€ Z,M € {[3m]S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])
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= e

Démonstration Combiner les caé7+8+4) Lemme 4.3.18) efl+2+7+8Lemme 4.4.24) et constater qié¢, ©
M, estincependent dé/y.

Lemme 4.5.14 ( 2+7+8+4+3)16, V17

Qi<1\2/3\1>@Qi(M)QBQi(N)@Qi(Q\ RN )@QZ< N )

i €Z,M € {[3Bm]S1[3n+ 1] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2]

(1 3 . ‘ ,
Q( N/ N )@QZ(M)@W(N)@Q’( N/ \ )@Ql( \N>
2 1 3 2

ZGZMG{[Sm]Sl[?)n—lenEZ}N Q([-1]M[2]

Q"’<1\2/3\1>@Q"(M)@Qi(N)@Q’( N \1>
i€ Z,M € {[3m]S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2]

|
VAN

V17 8(-4>-
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(2
(\/\ ©Q(M) @ Q(N @Q’(\/\)@QZ( \N>
2

i €Z,M € {[3Bm]S1[3n+ 1] | m,n € Z},N = Q([-1]M[2]

Q"<1\2/ \ )@Q%M)@Q%N)@Q’( \N/ \3>®Ql< \ )

i€Z,M € {[3m]S1[3n — 1] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2]

Qi<1\2/3\1>@Qi(M)EBQi(N)GEQi( N/ \1>@ ( N )

i€ Z,M € {[3m])S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2]
o
[

Ve 8l ei——e |7

<

2

(2 3 .
(\/\ ©Q(M)® (N @Q’(\/\N> (\)

2
1
i€ Z,M e {[3m]Si[3n+1] | m,n € Z}, N =
3~
AN
2
1
3

()

3

AN

ZEZM€{3m]Sl[3n—1]|m neZ},N=Q

2

1
(3
\/\ UM BU(N)oQ | N/
2
N
3

2
21M
y

([2]M

2 1 1)
]

e Q
(—1])
1 ,
R4
(=1)
(1 3 . ) (1
Ql< NN )@Q%M)@Q%N)@Q’( NI o0
i€ Z,M € {[3m]S51[3n] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])
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NN ]

, _ (2 3 (3
Q( N/ \ )@QZ @Q%N)@Q’( N/ \N>€BQZ< \”)
1 2 2

ZGZM€{3mSl[3n+1]|mn€Z}N Q([2)M[—
3

1 (1
@ AN
3

1])
(1 . ‘ (3
Q( N/ \ )@QZ(M)GBW(N)G%Q’( ANV
@Ql< N )
1

2 2 )
i€ Z,M € {[3m]S1[3n — 1] | m,n € Z}, N = Q(]
i € Z,M € {[3m]S51[3n] | m,n € Z}, N = Q([2] M[-1])

(1 3 . 4 ,
Q( NN )@Q%M)@Q%N)@Q’( N/ \
2 1

3

i

V16 7

Démonstration La preuve est sinlaira celle du cagl+2+7+8+4)Lemme 4.5.13), qui combine les q@s-7+8+4)
(Lemme 4.4.26) ef7+8+4+3]Lemme 4.4.25).
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4.6 Six facteurs
Lemme 4.6.1 (1+2+7+8+4+3)
(1 (1 3 , , (2 3 (2
Q( \ )@QZ< N/ N )@Ql(M)@Ql(N)@QZ< N/ N )@Ql< \ )
2 2 1 1 2 1
i€Z,M e {[3m]S1[3n + 1] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])
(1 (1 3 . . (3 1 (3
Q< N )EBQ’( NN )@Ql(M)@QZ(N)@Q’( NN )@Ql< \ )
2 2 1 2 3 2
i€Z,M € {[3m]S1[3n — 1] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])

(1 (1 3 _ . (1 2 (1
Qf N e N /N JeQdMeQ(N) e N /N e N
2 2 1 3 1 3

i€ Z,M € {[3m]$1[3n] | m,n € Z}, N = Q([~1]M[2))
1

vie 7] s :::'#}8
J.

(3 (1 3 . 4 (2 3 (2
Qf N e N /N |eQdMaed(N)aeQ | N /N7 e N
1 2 1 1 2 1

i€ Z,M € {[3m]S1[3n + 1] | m,n € Z}, N = Q([—1]M[2])

(3 (1 3 . , (3 1 (3
Qf N e N /N JeQdMedN)aeQ | N/ N e
1 2 1 2 3 2

i€ Z,M e {[3m]S1[3n — 1] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])

(3 (1 3 . , (1 2 (1
Qf N e N /N |eQdMed(N)aeQ | N /N e ~
1 2 1 3 1 3

i €Z,M € {[3m]S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])
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A — o] 8
\4/

(1 (1 3 . A (2 3 (3
Ol N e N N |eQWMaed(N) e | N N e N
2 2 1 1 2 2

i €Z,M € {[3m]S1[3n+ 1] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])

(1 (1 3 _ _ (3 1 (1
95 \ o N/ N\ ®QL(M)®Q(N) D NN ®Q \
2 2 1 2 3 3

i €Z,M € {[3m]S1[3n — 1] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])

(1 (1 3 . , (1 2 (2
Qf N e N /N JeQdMaedN)aeQ | N /N e\
2 2 1 3 1 1

i€ Z,M € {[3m)S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])



Six facteurs 338

(3 (1 3 . , (2 3 e
Qf N e N /N JeQdMaedN)aeQ | N /N7 e \
1 2 1 1 2 2

i €Z,M € {[3m])S1[3n+ 1] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])

(3 (1 3 . 4 (3 _ 1 (1
Qf N e N /N JeQdMed(N)aeQ | N/ N e N
1 2 1 2 3 3

i€ Z,M e {[3m]S1[3n — 1] | m,n € Z}, N = Q([-1]M[2])

(3 (1 3 _ , (1 2 (2
O N e N /N JeQ(Mae(N)e| N /N e N
1 2 1 3 1 1

i€ Z,M e {[3m]$1[3n] | m,n € Z}, N = Q([~1]M[2))
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via 7] ::::}8
J.

(1 (1 3 . A (2 3 (2
Ol N e N N |eWMaed(N) e | N N e \
2 2 1 1 2 1

i €Z,M € {[3m]S1[3n + 1] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

(1 (1 3 _ _ (3 1 (3
Ol N e N N | eQWMaeQd(N)eQ | NN e N
2 2 1 2 3 2

i €Z,M € {[3m]S1[3n — 1] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

(1 (1 3 . , (1 2 (1
Qf N JeQ| N /N |eQdMedN)aeQ | N /N e \
2 2 1 3 1 3

i€ Z,M € {[3m)S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])
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(3 (1 3 . , (2 3 (2
O N oo \2/ N e e (N e [ TN \2 X0 AN
1 1 1 1

i €Z,M € {[3m])S1[3n+ 1] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

(3 (1 3 . 4 (3 1 e
Q( \ )@Ql( NN )@QZ(M)@W(N)69W< NN )@QZ( \ )
1 2 1 2 3 2

i€ Z,M e {[3m]S1[3n — 1] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

(3 (1 3 _ , (1 2 (1
QN e N /N JeQ(Mae(N)e | N /N e
1 2 1 3 1 3

i€ Z,M € {[3m]S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1))
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(1 (1 3 . A (2 3 (3
Ol N e N N |eQWMaed(N) e | N N e N
2 2 1 1 2 2

i €Z,M € {[3m]S1[3n + 1] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

(1 (1 3 _ _ (3 1 (1
95 \ o N/ N\ ®QL(M)®Q(N) D NN ®Q \
2 2 1 2 3 3

i €Z,M € {[3m]S1[3n — 1] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

(1 (1 3 . , (1 2 (2
Qf N e N /N |eQdMedN)aeQ | N /N e "\
2 2 1 3 1 1

i€ Z,M € {[3m)S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])
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(3 (1 3 . , (2 3 e
Qf N e N /N JeQdMaedN)aeQ | N /N7 e \
1 2 1 1 2 2

i €Z,M € {[3m])S1[3n+ 1] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

(3 (1 3 . 4 (3 _ 1 (1
Q< \ )@Ql( NN )@QZ(M)@W(N)GBSY( NN )@Ql( \ )
1 2 1 2 3 3

i€ Z,M e {[3m]S1[3n — 1] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1])

(3 (1 3 _ , (1 2 (2
QN e N /N JeQ(Mae(N)eQ | N N e | N
1 2 1 3 1 1

i€ Z,M € {[3m]S1[3n] | m,n € Z}, N = Q([2]M[-1))
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Vi4 8l e 7

3e

Démonstration La preuve combine les cd&+2+7+8+4)(Lemme 4.5.13) (3+4) (Lemme 4.2.3) e{3+4+7+8)
(Lemme 4.4.25) et utilise le fait quil; & M, estindependent dé/s & Mjy.

Lemme 4.6.2 (1+2+5+8+4+3 VI1, VI2, VI3, VI4

(2 (2 1 (2 1 . (2 3 (2
Q' N\ e NN e TN /N eQine | TN /N e | N
3 3 2 3 2 1 2 1

i€ Z,M e {S:[3n] |neZ}

(2 (2 1 (2 1 . (3 1 (3
QU T\ e | NN e TN /N e (e[ NN et N
3 3 2 3 2 2 3 2

i€Z,M e {S2[3n+1]|neZ}

(2 (2 1 ) 1 _ (1 2 (1
9% N7 e N7/ N |8 N/ N e (M)eQ! N /N e N
3 3 2 3 2 3 1 3
i€Z,Me{S2[3n—1] | neZ}

VI2 « @, e 0“'. e Tl e

(1 (2 1 (2 1 . (2 3 (2
QN e NN e TN /N JeQine | TN s N e | N
2 3 2 3 2 1 2 1



Six facteurs 344

i €Z,M € {S2[3n] |neZ}

(1 (2 1 (2 1 _ (3 1 e
QL N e TN e N /N eMe | NN e N
2 3 2 3 2 2 3 2

i€Z,Me{S:[3n+1] | neZ}

(1 (2 1 ) 1 , (1 2 (1
QN e N7/ N e N /N e(MeQ | N N e \
2 3 2 3 2 3 1 3
t€Z,Me{Ss[3n—1] |ne€Z}

Vil e« . . 'o e, e . e

(2 (2 1 (2 1 _ (2 3 (3 .
Q' N e NN e N N Jemneo | N s N e N
3 3 2 3 2 1 2 2

i€Z,M € {S2[3n] |necZ}

(2 (2 1 (2 1 . (3 1 (1
Q' NT e[ NN e N /N Jeine | NT /N e | N
3 3 2 3 2 2 3 3

i €Z,M e {S2[3n+1] |ne€Z}

(2 (2 1 (2 1 _ (1 2 (2
Q AN e NN e N /N e (M)’ N /N o0 AN
3 3 2 3 2 3 1 1
i€Z,M e {S2[3n—1] |n € Z}

(1 (2 1 (2 1 . (2 3 e
QN et NN e N /N Jeine | N s N e N
2 3 2 3 2 1 2 2

i €Z,M € {S:[3n] | n €Z}

(1 (2 1 (2 1 _ (3 1 (1
QN e \NT/oN e N /N oo | N7 N e N\
2 3 2 3 2 2 3 3

i€Z,Me{S:[3n+1] | neZ}

(1 (2 1 (2 1 . (1 2 (2
QN e NN e N /N Jene | N /N e N
2 3 2 3 2 3 1 1

1€Z,M e {S:[3n—1]|neZ}



Six facteurs 345

VI3 ° o .'o.'. el e . e

Démonstration La preuve combine les cas suivafts2+5+8+4)Lemme 4.5.7)(3+4)(Lemme 4.2.3) et3+4+8)
(Lemme 4.3.8) et utilise le fait quily; & My & Ms; est independent dé/s ¢ My.

Lemme 4.6.3 (1+2+8+6+4+3)/I1, VI2, VI3, VI4

(1 (1 3 . (2 3 (2 3 (2
oL AN ==Y o LN NN REX o X 0.7A Fo-T 01 NN ==Y o Ll EANZR N =Y 0 L BN
2 2 1 1 2 1 2 1

i €Z,M e {[3m+1]S2 | m € Z}

(3 (3 2 _ (2 3 (2 3 (2
0L AN ==Y o LN NN =X o 110175 Yo 10N EEANZRNANS =Y o Ll EREANZRN N =Y 0 L BN
1 1 3 1 2 1 2 1

i€Z,M e {[3m —1]Sy | m € Z}

(2 (2 1 ‘ (2 3 (2 3 (2
Q N7 e N7/ N e (M)eQ! N /N e NN e N
3 3 2 1 2 1 2 1
i€ Z,M € {[3m]Sy | m € Z}

VI2 o« 0, e T e (Y R

(1 (1 3 4 (2 3 (2 3 (3
QN e N /N |ene [ TN N e N N e | N
2 2 1 1 2 1 2 2

i€Z,Me{[3Bm+1]S2|meZ}

(3 (3 2 _ (2 3 (2 3 e
0L AN ==Y o LN NN =X 0 110175 =YL RN ==Y o Ll EREANZR N =X 0 L BN
1 1 3 1 2 1 2 2

i€Z,M e {[3m —1]Sy | m € Z}

(2 (2 1 , (2 3 (2 3 (3
QO T\ e [ TN N e e TN /N e | TN N\ e | N
3 3 2 1 2 1 2 2

i€ Z,M € {[3m]Sy | m € Z}
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VIl -, e .'o.h el e . e

(3 (1 3 . 2 3 2 3 2
Q AN o NN DU (M)p* N/ N a0 N /0N e AN
1 2 1 1 2 1 2 1

i€Z,Me{Bm+1]Sy|meZ}

(2 (3 2 . (2 3 (2 3 (2
0L NG =T o LN NN =X o 110175 =Y o L0 NN =Y o Ll EREANEPZAN N =X 0 L BN
3 1 3 1 2 1 2 1

i€Z,M e {[3m —1]Sy | m € Z}

(1 (2 1 _ (2 3 (2 3 (2
Q AN o0 N/ N Q' (M)pQ* N /N 194 N/ N o0 N
2 3 2 1 2 1 2 1
1€Z,M € {[3m]S2 | m € Z}

Vi4 .

(3 (1 3 _ (2 3 (2 3 e

QN e N /N e M)e| N /N e N N7 e N

1 2 1 1 2 1 2 2
i€Z,Me{[3Bm+1]S2|meZ}

(2 (3 2 , (2 3 (2 3 W

Q AN o0 N/ N DU (M)p* N /N o0 N /N o0 AN

3 1 3 1 2 1 2 2
i€Z,M e {[3m —1]S2 | m € Z}

1 (2 1 ‘ (2 3 (2 3 .

QN e T/ N |e(Me| N N e N N7 e

2 3 2 1 2 1 2 2
i€Z,M e {[3m]Sy | m € Z}

VI3 ° o ) el e . e

Démonstration La preuve combine les cas suivant8+4+6+8+2)(Lemme 4.5.8),(1+2) (Lemme 4.2.2) et
(1+2+8)(Lemme 4.3.6) et utilise le fait quil/; ¢ M, est incependent dé/s @ My & M.
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Chapter 5

Sommets des modules inecomposables
sur un 2-groupe diedral

Dans ce chaptre, on essaie de calculer le sommet d’un modw@eangposable sur un 2-groupeddral sur un
corpsk algébriqguement clos de caristique2.

5.1 Préeliminaires

Dans cette section, on rappelle I&thie modulaire des repsentations des groupes finis.

Fixonsk un corps algbriquement clos de carécistiquep. SoitG un groupe fini tel que divise I'ordre deG.
Etant don@ un module indcomposablé/ surkG et D un sous-groupe d&. Ce sous-group® est dit un sommet
de M s'il existe unkD-module indcomposabléV tel que M soit un facteur directe de IfdV := kG @iy N
(dans ce cas, on dit que divise Ino%N, note M\Ind%N) et tel queD soit le plus petit sous-groupe ayant cette
propriete. On peut montrer quB est un sous-groupe d'ynSylow-sous-groupe dé€ et que tout autre sommet de
M est conjugé a D dansG. On note souvenb = vx (M) (voir [5, chapter 3, section 3.10]).

Rappelons la correspondance de Green (Voir par exemple [5, Chapter 3, section 3.12 Theorem 3.12.2]):

Théoreme 5.1.1Fixonsk un corps alg@briguement clos de carécistiquep et G un groupe fini tel que divise
l'ordre deG. SoientD un sous-groupe d€ et H un autre sous-groupe décontenant le normalisateN¢ (D)
de D dansG. Notons

X ={X<G|X <gDg'nD,pourung € G — H}

V={Y <G|Y <gDg 'nH,pourung € G — H}

(i) SiV est unkG-module indecomposable de sommé, alors Re§V = kG ®,y V possede un unique
facteur directe indcomposablg (1) de sommeD tel que tous les autres facteurs directeg€ouiposables
ont leur sommets dans.

(i) Si M est unkH-module indécomposable de sommet, alors In(ﬁV possede un unique facteur directe
indécomposable (M) de sommetD tel que tous les autres facteurs directestoawmposables ont leur
sommets dang’.

(i) Onaf(g(M)) =M etg(f(V)) =V.

On aborde ensuite lag&lorie de Clifford.

348



Préliminaires 349

Soit G un groupe fini etV un sous-groupe normal. Etant déwnk N-module indcomposablé/, on cefinit
le groupe d'inertie
T(M)={g9€GM~M}

ou MY est le neme espace vectoriel qué dans lequel I'action sur uelementm € M9 par unélementy’ € G
est céfinie parg’ * m = (gg’g—1)m ou le co€ droite de légali€ est I'action dans le module/.

Proposition 5.1.2 ([5, Chapter3, Section 3.13, Proposition 3.13.2]) Supossonggswt un sous-groupe normal
deG et queM soit unkN-module inéecomposable de groupe d’inerfie Si

IndyM = My @ My @ --- M,

avec tous les\/; indecomposables. Alors pour togtInd$ M; est indecomposable et If§dM; ~ Ind$ M; ssi
i= .

Théoreme 5.1.3 (Tleoreme d’indecomposablieé de Green) ([5, Chapter3, Section 3.13, Theorem 3.13.3]) Sup-
posons quéV soit un sous-groupe normal detel queG /N soit unp-groupe. SoitV un kN-module absolument
indécomposable (i.e. pour toute extensidrde k, k' ®; M est indecomposable ). Alors IrﬁiM est absolument
indecomposable comnigz-module.

Dans ce chapitre, deux&hemes dus Shigeto Kawata sont importants.

Etant don@ une composant® du carquois d’Auslander-Reiten d’'un groupe fi#i il existe un seul sommet
minimal, @ conjugaison @rs, dansV’(©) = {vaz(M) : M € O} (voir [27, Proposition 3.2]). Noton§) ce
sommet minimal. Bsignons paV le normalisateur d& dansG et parf la correspondance de Green par rapport
a(G,Q,N). ChoisissonsV/, un kN-module iné.composable de somm@tdans©. Soit A la composante de
I's(kN) contenanif (My). Alors consi@rons le sous-carqualsde A contenant tous les modulégel qu'il existe
un chemin

fMy = Lg L L,=1L

avec@ < vx(L;) pour toutd < ¢ < t et au pour toutl < i < ¢, le trait entreL;_; et L, signifie qu'il existe un
morphisme ireductible del.;_; a L; ou un morphisme igductible du sensciproque.

Théoréme 5.1.4([27, Theorem 4.6]) Il existe un isomorphisme de carquois\ — ©
SoientG un groupe fini etV un sous-groupe normal d&. Soit©® une composante du carquois d’Aulander-
Reiten stable d&',(kG). Supposons gu'il existe uhG-module L, dans© qui est N-projectif. SoientS, un
kN-module indeccomposable tel qui, |Ind$ S, et= la composante dE, (kN) contenantS,. Posons
T(E)={9eG:29=E}={geG: 5] €=}
le groupe d'inertie d& dansG. Supposons que
IndX® S, = e Uy & -+ & U,

ol lesU; sont indecomposables etial, ~ Ind$ Uy. SoitA la composante dE, (kT'(Z)) contenant/;.

Théoreme 5.1.5([28, Page 265, Theorem]) L'induction d&=) a G induit un isomorphisme d& a 0.
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5.2 Groupes cycligues

SoientG = Csn le groupe cyclique d’ordré™ etx un gerérateur de=. Alors le carquois avec relations dé; est
de la forme

0 e a a?" =0

ola=1+uz.

L'algebrekG est une algbre bigrielle sggciale. D’apeés la classification des modules @mposables sur
une algbre bigrielle sgeciale(voir Section 1.4), les seules cordes sont de la ferfhgour0 < m < 2™ — 1
et il n’existe pas de corde de type ruban, car pour toute cOrde o™ pour0 < m < 2™ — 1, toute puissance
assez grand€’® devient nulle quandm > 2". Remarquons qué/(a’) = S, est le seul module simple et que
M(a?"~1) = kG est le seul module projectif itdomposable. Remarquons que les modi&s™) sont de
dimension diferente pour direntrn avec0 < m < 2™ — 1.

Proposition 5.2.1 Pour0 < m < 2™ — 1, soit
m=e X246 X24+ex22+ - Fe,_q1 x2"!

avece; = 0 oul pour toutd < i < n — 1 le développement binaire de. Alors vz (M (™)) est le sous-groupe
(x%") ~ Cy.—. OU s est le premiet tel quee, = 0.

Démonstration On raisonne par&currence sur.

Le casn = 1 est facile. Il existe deux modules iadomposabled/ (a?) avec) < i < 1 surkCy. On \erifie
quevx(M(a®)) = va(Sy) = (z) = Cs etvz(M(a)) = va(kCs) = {1}.

Pour le cas gréral, notons = (z?) ~ Cyn—1. Le carquois avec relations de I'élgrek H est

Oe g B =0

oup =1+ a2

Comme le corps de bageest algbriquement clos, les modulgs$(3?) avec) < i < 2"~ —1 sont absolument
indecomposables. D'aps Tteome 5.1.3, on obtient que Ifjd/(57) = M(a*+') puisque la dimension de
Ind%; M (87) vaut2i 4 2 et M (a?*+1) est le seukG-module inddcomposable de dimensian+ 2 surkG.

Si le developpement binaire d& + 1 est

2i+1l=14e x2' +-- e g x2"7!

alors sie, est le premier coefficient non nul dans @&vdloppement, dans l&deloppement binaire de
i=e x20 +eax2t 4. 46, x2"2

€s est en las — 1-ieme position. On obtient donc

s

va(M(a®1)) = va(M(8Y) = (@) = (&) = Con.
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5.3 Groupe de Klein

SoitG =V, =7Z/2 x Z)2 = (z,y|2? = e = y*, xy = yx). NotonsH; = (z), H» = (y) et H3 = (z) ol on note
z = xy. Ce sont tous les sous-groupes non triviauxdd.es H; ne sont pas conju@s I'una l'autre, carV est
akelien.

Le carquois avec relations @& est

ola=1+4+zetf=1+y.

Cette algbre est une althre bigrielle sgeciale et il existe une seule corde de type ruban, modulo la relation
d’équivalencev,, disonsa 3!

Le carquois d’Auslander-Reiten @€+ est compos de (voir [15, 11.7.3])

e une infinie del-tubesQ (a1, \) avecA € k*. La composant€)(«3~1,\) avec) € k* est formée de
tous les moduled/ (a3~1,n, \) pourn € N — {0}.

e deuxl-tubes:Q(a) etQ(f).

e une composante de tyed ,

Proposition 5.3.1 (1) vz(kG) = {1}
(2) ve(M(a)) = Hy, vz(M(B)) = Hy etvz(M(aB1,1,1)) = H3
(3) Pour tout autre modulg/, vz (M) = G.

Démonstration L'assertion (1) esévidente.

Pour les deux autres assertions, il suffit de calculer les mductlorﬁa Anglour toutl < ¢ < 3 0uk estle
module trivial surk H;, car les sous-groupd$; sont isomorphea C; et surkH; et il n’existe que deux modules
indécomposables et kC5, a isomorphismes ps.

Rappelons la @thode grérale de calculer I'induction, soiet un groupe fini et un sous-groupe d’indice
n. Alors écrivonsG = [["_, g; H. Pour unk H-module), son induction €crit de la forme

n
Ind% M = Hgi QM

i=1

ou I'action est donée par
9(g9i ®m) = g; @ hm,

pour toutg € G, pour toutl < ¢ < n, et pour toutn € M ol h € H tel quegg; = g;h.
EcrivonsG =V, = H; [[ yH;. Le module

kG @rm k=k(le®1)®k(y®1)

Alors
ae@l)=(142)e@l=el+z(erl)=exrl+exr(z-1)=e®l+e®1=0
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De méme,a(y ® 1) =0 et
Blel)=(1+y)e@l)=exl+yx1l

DememeBy®1)=ex®1+y 1.

Sionnotee| = e®1lete] =e®1+y®1,alorsae; = 0pouri € {0, 1}, fej, = €} etfe} =0, . On exprime
kG ®pu, k enej LA e}, ce qui montre qUéG R, k ~ M(3).

Par syngtrie, on obtienégalemenkG R, k ~ M(«).

EcrivonsG = eHs [[ ¢ Hs. Linduction kG ®@yp, k= k(e ® 1) ® k(z @ 1).

ae@l)=(142)e@l=el+z(e®rl)=erl+z®1

azl)=1+2)rl=21+2(2®1)=2®1+e® 1, puisquer? = e.

Blel)=1+yerkl=e1l+ye®]l)=erkl+2zR2-1=e® 1+ 1, puisqueye = zz.

Bleel)=1+y)zrel=201+yr]l)=201+e®z-1=0®1+e®1, puisqueyz = ez.
Sionnotefy =e®1letfy =e® 1+ 2 ®1,alorsafy = f1,8fo = fr etafi =0=56f;.

IndG,k = (fo— T f1) ~ M(af™',1,1)
B

5.4 Groupe diedral d’ordre 8

SoitG = Dg = (z,y|z* = e = y?,yxy = x~1). Le carquois avec relations @€ est

ola=1+yetf=1+yz.
NotonsH = (z) = {e,x,2% 2%}, Ty = (2?,y) = {e,y, 22, yz?} etTy = (22, yx) = {e,yz, 2%, y23}. Ce
sont tous les sous-groupes d'indizée G et de plusH ~ C, etTy ~ V, ~ T;. Les carquois avec relations des

algebres Ty, kT etk H sont respectivement

af =0= 33, aofbo = Poco

Q“@ ,

of =0=07 016 =i

ollag =1+yetfy =1+ yz2.

ooy =1+yzetd =1+ 22

0e v 4t=0

ouy=1+4uz.
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Proposition 5.4.1 ( [15, Page 64, 11.7.6 LAMMA]) Le carquois d’Auslander-Reiten stablé:deest compos de
e une infinieé del-tubes fornis des modules de type ruban
e deuxl-tubes forngs de modules de type cordg(afa) etQ(Baf)
¢ une infinieé de composantes de tyfel .

Pourénoncer le thoeme principal de cette section, introduisons des cordes pagtiesli

1 VRN
C, = pg7la= 8
1=pa” B« N B
B
15-1 11 A <
Cy =pafa” 7 afa” = \* AN
B B B
N
«
A \B/ \B / /ﬁ
Cs = afaBapatp tap ta gt = a a o o
AN 3 /,6\ /,3
N,

Sin est un entier impaire> 3, C,.1 = BC,af ta™!; sin est paire> 4, C,11 = afa1C,B. On voit donc
gue sin est impaire(,, est de la forme

[e%

AN /

B B B
\ /a\. .. ... /Ol
«
N
alorsC,, ;1 est de la forme
\ﬁ /
« (0% @
AN SN/
Ié] \ﬂ B B
N o / w
o
N4 5
et que sin est paire,, est de forme
\ﬁ 7
« / (0%
AN 5 - f N/ 5
AN
alorsC,, ;1 est de la forme
«
N /
B B B
NN . e 7
AN 5 f N/ 5
N

Pourn > 1, on c&finit D,, la corde obtenua partir deC,, enéchangeant et .
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Théoréme 5.4.2Soit M un module inécomposable sur le groupeedial Dg d’ordre 8 ou
Dg = (z,yla* = 1=y, yzry = 27"
1) va(kG) = {1}
(2) Dans la composant@(3a3~ta~1, 1), on obtient
ve(M(Baf~ et 1,1)) =)2?) = {1,2%}
et pourM 2 M(Baf~ta=t 1,1), 0nave(M) = G

(3) Dans la composani@(Ba~1, 1), on obtientva (M (Ba~t,1,1)) = (x) et pourM 2 M(Ba~1,1,1),0na
ve(M) =G

(4) Dans la composant®(Bafa~ B~ a1t 1), va(M(BaBa™18 a1, 1,1)) = (x) = {1,z,2% 23} et
ve(M) = G pourM 2 M(BaBa=137 a1 1,1)

(5) Tout module dans la composarié3a3a—!, u) avecuy € k* est de sommet
Ty = (y,2%) = {1,y,2% ya?}.
(5") Tout module dans la composariéa3a3~1, 1) avecu € k* est de sommet
Ty = (yx,2?) = {1, yx, 2%, yz3}.
(6) Dans la composant@(C1, 1), on obtient
ve(M(Cyn,1,1)) = (%) = {1, 2%}
et pourM % M(BaB ta=t,1,1),onava(M) = G
(6") Dans la composant@(Ds, 1), on obtient
va(M(Dn,1,1)) = (yz°) = {1,y2°}
etpourM 2 M(D,,1,1),onava(M) =G

(7) Dans la composant@(C,,, 1) avecn > 2, on obtientx (M (C,,,1,1)) = Ty et pourM 2 M(Cy,1,1),0n
avez(M) =G

(7) Dans la composant@(D,,,1) avecn > 2, on obtientvx(M (D,,,1,1)) = Ty et pourM 2 M(D,,1,1),
onavz(M) =G

(8) Dans la composant@(Sas3), va (M (Bas)

)= (y) ={1,y} etpourM 2 M(Baf), va(M) =T,
(8") Dans la composant®(afa), va(M(afa)) = (yxy = {1,yz} et pourM 2 M (afa), va(M) =T

(9) Dans la composant@(/3), les module$)™ (M (3)) avecn € Z sont de sommeéf;, et tous les autres sont de
sommet&

(9") Dans la composani@(«), les module$)™ (M («)) avecn € Z sont de sommef; et tous les autres sont de
sommet>

(10) Tous les autres modules sont de som@iet

La preuve de ce #toieme @coule des trois sous-sections suivantes.
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5.4.1 InductiondeH aG

LeskH-modules inécomposables sont de la form&(y¢) pour0 < i < 3.

Lemme 5.4.3 (1) Ind5M (%) = IndSk = M(Ba~1,1,1).
() IndGM (') = M(Baf~ta 1, 1,1).
(3) Ind¥ M (4?) = M(Bafa 13 1t 1,1).
(4) Ind5 M (7®) = IndSkH = kG.

Démonstration On montre (3), le cas le plus complig(1) et (2) se faisant similairement et tant trivial.
EcrivonsG = eH Ll yH et supposons/(y?) = 60*7>61*7>62>, ie. M(7?) = @7_, ke; avec

ke; = k pour tout0 < 7 < 2 et I'action est donée paryeg = e1,ve; = e etyes = 0. Commey =1+ z,0n a
reg = eg + e1,xe; = e1 + eg €txes = eo. Le module induit

2 2
Indf M (72) = kG @ M(*) = (D he @ 1) & (D hy @ e;)
=0 1=0

ale®e;) =(1+yle®@e; =e®e; +y® e, pour toutd < i < 2.

aly®e)=1+y)yRe; =y®e; + e ®e;, pourtoutd <4 < 2.

fBlee)=14yrleRe; =e®e;+yr(eRe) =eRRe;+yQue; =e®e; +yRe; +y  e;xq, pour
tout0 < i < 2 oul'on posees = 0.

ﬂ(y@ei):(1+ym)y®ei:y®ei+ym(y®ei):y®ei+e®m3ei:y®ei+Z?:i6®ej,pourtout
0<i<2 caryzy =2~ = 2% etade; 222.:2- e;.

Le diagramme suivant montre legultat @sié.

e®eog6®eo+y®eo+y®el—a>y®el+e®el—ﬂ>e®eg+y®62

e®60i>6®60+y®60*ﬂ>y®61+6®61+€®€23>6®€2+y®82

5.4.2 Induction deTyaG

L' élementx € G agit par conjugaison suf, et donc induit un automorphisme= o, dekT,. Comme
zhox t=1+ayr=1+y =

et
zogr b =14azyr ' =14+ y2® =G

I'action dex échangey, et 5y. Si M est unkTy-module, notons\/? le module obtenu en tensoriahf par kT
vu commekTy-module viao, alorsag * m = zapxz ™ m = Boz €t By * m = 2Bz 'm = apx, 0Um € M et dl
x signifie I'action deT}, surM°.
Le lemme suivant seéadluit immediatement de I'argument ci-dessus et de la construction des modules de type
corde et de type ruban.

Lemme 5.4.4 (1) Soit C une corde et noton€'? la corde obtenue eaichangeant les positions dg et 3.
Alors M (C)? = M(C”).
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(2) Soit C une corde de type ruban. Alors pour toute N et pour touth € k*, on aM(C,n,\)? =
M(C7,n, ).

Regardons maintenant I'action desur le carquois d’Aulander-Reiten d&,. Commer est un automorphisme
de kTy, il transforme une suite d’Auslander-Reiten en une suite d’Auslander-Reiten.

Proposition 5.4.5 (1) Chaque module dans la composante de &g, est stable pas.
(2) o transforme lel-tube@(ap) enQ(5o).

(3) Etantdoni \ € k*, la composant€)(ao/3, *, \) est stable pas ssi\ = 1
0

Démonstration (1) Les modules dans la composante de tfiph, sontQ” (k) = M ((apB;)") etQ =" (k) =
M (agy*Bo)™) pour toutn > 0. Les cordesC dans cette composanténfie C° = C~! et rappelons que
M(C~1) = M(C), Lemme 5.4.4 (1) implique I'assertion.

(2) Comme les modules dans la compos@pte,) (resp.Q(8p)) sont de la forméf (oo (Bocg)™) avecn € N
(resp. M(Bo(apfBp)™) avecn € N), alors d'apes le lemme grcddent, M (ao(Goco)™)? = M (Bo(cofBo)™). ©
établit donc un isomorphisme enti& o) etQ(5o).

(3) M(aofBy t,m, A7 = M(Boag b, m, \) = M(aofy ™t m, 1/N).

On calcule dans la suite comtement I'induction de chague module @dmposable.

Lemme 5.4.6 IndS, Q" (k) = Q"M (), pour toutn € N.

Démonstration CommeG /T, est d’ordre2 et commek est al@gbriquement clos, tout7;,-module est absolument
indécomposable, on obtient, d'awle tleoreme de Green (Toreme 5.1.3), que |€gm(k:) est indecomposable

pour toutn € Z et on en éduit queﬂ”(lnd%k) = Ind% (Q™k). Il suffit donc de montrer que Ir%lk: = M(p).

En effet, sion noté& = keq, alorsageg = 0 = Byeg. EcrivonsG = eTy Lz Ty. Ind%k = k(e®eq)®k(z®ey).
Onaca(e®ey) =0=calz®e) etfle®Re) =eRe +1®e = B(xr R ey). On voit le Esultat voulu en
regardant le diagramme suivant

e®eo—ﬁ>e®eo+x®eo

Lemme 5.4.7
Ind, M (cg) = M(BafB) = Indg, M (S3)

Par congquent, led-tubes@(ayg) etQ(Hy) sont transforras par induction en le @mel-tubeQ(5a3).

Démonstration On montre que Inﬁ M (ag) = M(Baf), 'autre égalie se faisant similairement.

Ecrivons M («g) = (eoﬂwl). Commeageg = er,ape; = 0 et fpeg = 0 = [per, On sait queyey =
eo + e1,yer = e; etyx?ey = eg, yrle; = e;. CommeG = ey U 2T,

Ind, M (co) = k(e ® eq) @ k(e ® e1) @ k(z @ eo) ® k(z @ e1)
On calcule les actions.
ale®er) =(1+yleReps=eRey+yle®ey) —e@ey+eQ@yes=eReg+eRey+e®e; =e® e

ale®e;)=(14+yle®@e; =eRe; +yle®e) =e®e;+e@ye; =e®e; +e®e; =0



Groupe diédral d’ordre 8 357

a(m@eo):(l—i—y)x@eg:x®eo—|—y(x®eo):x®eo—|—x®yx2eo:x®eo—|—x®eozo

puisqueyr = xyx?
a(:r@el):(l—i—y)x@el:x®el—|—y(x®el):x®el+x®yx2el:x®el—|—x®61:0

Ble®eg) =(1+yrle@eg=e®ep+yr(e®@ey) =e®eg+ @ yrleg =e@ey+ 1 e

ﬁ(e@el):(1+yw)e®el:e®61—|—yx(e®el):e®61+x®yx261:e®el—|—x®el

Blx®ey) =(1+yr)rRey=2Rer+yr(z@e)) =xReg+e®yrleyg = Ren+e® e
puisqueyz? € Ty

ﬂ(w@el):(1+ya:)sc®el:w®el+yx(x®el)=x®el+e®yﬂc2el::L‘®el+e®el

Le diagramme suivant montre I'assertion.

m®60i>x®eo+e®eoi>e®eli>e®eg+x®eg

Commeo transformeQ(ap) enQ(fHop), le groupe d’inertie d&€)(«p) estTy et ThReome 5.1.5 induit un isomor-

phisme de () (aussiQ(fy)) versQ(Bas)

O

Lemme 5.4.8Si\ € k— {0,1}, Indf, M(aof; "', n, A) = M(BaBa~",n, 1) avecy = 5. Par condquent, la

composanté)(apf, ', ) avech € k—{0, 1} différent del devient apés induction la composang BaBa1, ).
Démonstration Décrivons

M(O@ﬂ()_la 15 A) = €0 S €1

Alors ageg = e1, age; = 0etfBpeg = Aeq, Boer = 0. Commeng = 1+yetBy = 14+yx?, yeg = eg+eq,yer = €1
etyz2ey = eg + Aei,yxe; = e;. On obtient le module induit

Ind%M(aoﬁo_l,l,/\) =k(e®ey) Dkle®er) Dk(xReg) B k(zr@eq)
et on calcule
ale®ey) =(1+yleReg=eReg+eRyey =e® ey
ale®e))=(1+yle®Rer=eRe;+eRyer =eRe; +eRe; =0
az®@e)=(14+y)rRe=2Re)+rR@yrleg=rQeg +rRex+Ar®@e; = A\r ® €;
az@e)=(1+y)rRe=2@e; +r@yriey =r@e +x®@e; =0
Ble@ey) =(1+yr)e®@eg =e@ey+x@yrleg=e@ey+ ey + Az ® ey
ﬂ(e@el):(1+yx)e®61:e®el+x®y:c2el:6®61+z®61
Blx®e) =(1+yr)r@e=2@er+e@yrleg=eRey+z ey + Ae® ey
Blr@e)=(1+yr)zr@e=2Re; +e@yrie; =2@e; +e® ey

Sion note 1
o :€®60+X$®€0,
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A+1

6/1: 3 (6®60+1’®60)+€®€1+)\$®617
A+1
eh = 5 (e@e; + Mz ®eq)
et ,
AF+
6/3: (6®el+l’®€1)

A
alors on erifie que

! / !/ ! / !/ ! /
Bey = €7, aey = ey, Pes, = e5 etaey = pes.
On voit I'assertion via le diagramme suivant:

B

e <~——¢€

Comme) # 1, o ne stabilise pas la composaripéao3; ', A) et le groupe d'inertie d€)(ao3; ", \) estTy,
Théoreme 5.1.5 implique que I'induction induit un isomorphisme e@(r@oﬁo_l, A) etQ(BaBat, ).

O

Proposition 5.4.9
Ind%, M (a5 ', m,1) = M(Cy, 1,1)

Avant de donner la preuve de cette proposition, on regarde des sous-cordes de€'gordes

AN o /
B N I B N o
— a o
02 \I(x/ B
B 1 |
L —

Désignons la partie de bord — — parC, la partie de bord-- - parC2(1) et la partie de bord—— parC§2).
On voit que(C{Y) ! s'identifiea C{».

Désignons la partie de bord — — parCy, la partie de bord-- - parCB(,l) et la partie de bord—— parC?(,Q).
On voit que(C{?)~! s'identifiea C{".
Sin est paire> 4, C,, est de la forme

r-—--—"—-—-—"—-—"—-—-"-"—--—- - -~ 1
NN s, Y
o | 3 B e
\ | \ /a \ Jé3

N2 N AN,
! N ¥
| «
- - - o ____ _
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Désignons la partie de bord — — parC/,, la partie de bord--- parCT(Ll) et la partie de bord—— parC,(f).
On voit bien parécurrence quéC)~! s'identifiea C .
Sin estimpaire> 5, C,, est de la forme

N s
(/N . Go | S
| \a 4 \ N N /a \\oz B8
| N, N \%/ﬁ\ 2
o T . ‘
Notons la partie de bord — — C/,, la partie de bord - cVetla partie de bord—— c?. on voit par

récurrence qu(aC,(f))*1 s'identifiea C{".

Preuve de Proposition 5.4.9Ecrivons

Oé(]:Id
M(aoﬁgl,n,l):(el )
Bo=Jn(1)
olUe; = (e11,€12,+ ,e1n)" €tea = (€21, -+, e2,)" €t al Id est la matrice identique de taillex n et
1 0
1 1
In(1) =
0 1 1

On a donc quexgey; = eq; pour toutl < < n, apey; = 0 pour toutl < ¢ < n, ﬁoeli = e9; + €21 pour tout
1 <i < mnetfyey = 0pourtoutl <i < nolulonposeesy=0. Commen =1+yetfy =1+ yx?2, on
obtientyey; = e1; + eq; pour toutl < i < n, etyes; = ey; pour toutl < i < n, etyz?e;; = e1; + ez + €21
pour toutl < i < n etyx2esy; = ey pour toutl < 4 < n. Le module induit est

Indf, M(aoy ' ,n,1) = (D ke @ e1i) @ (ED ka @ e1:) & (D ke ® e2:) & (D bz @ e2:)
=1 =1 =1 =1

On calcule les actions:
ale®er) =(1+yle®e=e®e+e®@yey =e®e Fe®@ep +e® ey =e® ey
pour toutl < i < n.
alr®ey;) = (1+y)r@ey; = r@ey; +r@yrle; = 2@e+rRe; +r@eg+r®es; | = r@eg+r@eg iy
pour toutl < i < n, puisqueyz = xyx>.
ale®@ey) =(1+yle@ey =e@eg +e@yey; =e®@ey +e®@ey =0
pour toutl < i < n.

az®ez)=(14+y)r@es = Res + 7 R@Yres; =T @ €2 + T @ ey =0
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pour toutl < < n.
Ble®er) = (14+yx)e® ey =e®ey; + 1@ yrley =e®etren+r®ey+rer;
pour toutl < i < n.
Bla®ey)=(1+yr)r@e; =rQe; +e@yr’e; =x@en+e@er +e®en +e® ez
pour toutl < < n.
Ble®@ez) = (1+yr)e®@eg = e®eg + 1@ yzr’es; =e@ e+ @ ey
pour toutl < < n.
Bx@ey)=(1+yr)z@ey =T ey +e@yrley =1 ey +e® ey

pour toutl < i < n.
Ensuite on construit explicitement une baseldé&’,,, 1,1) pourn < 3.
Casn = 1.

T ® e

T ® e 8 1’®611+€®611+6®621ﬁ T Q e
\

—a
T®e21 +e®ea

Dans ce diagramme, on aguis I'élément en toute position et il est facile de voir que &lésnents forment une
base de InﬁOM(aoﬁgl, 1,1) (bien sur, on supprime un ® es;). Ce diagrammeéalise donc I'isomorphisme

Ind, M (c0By ', 1,1) =2 M(Cy,1,1).
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Casn = 2 (on atourie le diagramme de 90 dexg)

TR el

TR ez t+eers
+e® e +e®@ e

o

e® e+ Qe

|

I

I

| e®ent+r®en +e®en
| T Qe + e €22
[

[

[

[

[

[

2,

e®enn Fr®¥epFe®ern

/

e ez +eQ e

T ®eg + X e

\
TR el

Comme dans le cas = 1, ce diagrammeéalise I'isomorphisme I@M(aoﬂgl, 2,1) 2 M(Cq,1,1).

Remarquons que la partie de berd- — estCY, la partie de bord----- estCél) et la partie de bord——
c{?. En tant que cordesC{")~! s'identifea C{*. Si dans le diagramme’, on ajouted la position de”? le
diagramme(OS))—1 (avec leléments danscg(l))‘l), alors le diagrammé’, devient un diagramme de la forme
suivante, nd C4,

e®en +r®en +e®en
+I®622+6®622

I |
I I
I I
I I
I I
I B8 I
I I
I I
I I
I |
I [

e®en +r®ez+e®ers
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Casn = 3 (on a tourie le diagramme de 90 dexg)

T ® e
=

«
TR e+ TR e

e® e+ e® ea3 Aﬂ/

+$®622+$®623*

e®ep+e®ers

+x ® e1s
eRenztrRerr < g
+e® ez +e® eas
+r @ e +x Q e
eQexp+r®@er
+r & ez
‘Feé@f +rx®eyn P _:
«
| e®enn +xrXen |
| +e® e + & eag |
| +€®622 B |
| eert+ren +rd e |
| +eR e +e®er + Qe |
L eQeptr®es & 3
~ﬁ\€®€23+$®€23

+T X ez

@ r®e3te®ers
+eRXRexpt+e®e
22 \{

B T & ers

On voit facilement que ce diagrammeatise I'isomorphisme voulu. Remarquons que la partie en boite, qui
s'identifiea C}, en tant que cordes, est justement le diagrartthe

L'hypothése de &currence est la suivante: On suppose que l'assertion soit vraiepouret les diagrammes
suivants ealisent I'isomorphisme

Indf, M (Boag ', n —1,1) 2 M(Cy_1,1,1),
c’esta-dire que dans chacun des cas suivants, I'hygsetide &currence demande les conditions suivantes:
(1) Il existe une base de Il%jM(aoﬁo_l, n — 1,1) qui réalise I'isomorphisme

Ind$, M (aoBy ', n—1,1) 2 M(Cp_q,1,1)

(2) Cette base contient I&tements éja explicies dans chacun des diagrammes suivants.
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Sin estimpaire,

T e1,n—1
/
TR €1n-1 +e® el,n—lﬁ
eRQern-1t+eResn_o

rQern-1texderp-1 ¢
+r ez n2

4{
R N e i 2 B 1

/
TRern-1t+edexn-1
Fr e T e eI 2

[

Pz €2n-11TTReEspn 2

(0%
TR e1n—1

La partie de bord------ estC,(ll_)l, la partie de bord—— estC,(f_)1 et celle de bord- — — estC/,_,. Comme
en tant que cordes{C,(ll_)l)—1 s'identifiea ¢, si on ajoute dang€’,_, a la position deCff_)l le diagramme

n—1°

(C,(Ll,)l)‘1 (avec lelements), alors le digramm@, , devient un diagramme, o€, |, dont 'element le plus
hautestr ® ez ,—2 + e ® ez ,,—2 €t dont [élement le plus bas est® e ,,—1 + e Q €2 5,—1.
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Sin est paire,

+r@esno2t+eRQern_-2

v

[0}

365

-l

L _ _ TRexn-2FteRern_n
B TRexp-1teDeyn_1
+ex & ez n—2
“T®ern-1F+e®ern-1
eQern_1tedeyn
B r® €1,n—1
La partie de bord------ esthlljl, la partie de bord—— esthf)l et celle de bord- — — estC/,_;. Comme

en tant que corde$C,(fjl)—1 s'identifiea ¢

n—11

si on ajoute dang’/ _, a la position deO,(llj

, le diagramme

(C,(i)l)—1 (avec leslements), alors le digramm@, , devient un diagramme, o€, |, dont 'element le plus
haut estt ® ez ,—1 + € ® ez ,—1 €t dont I€lément le plus bas est® e3 ,_2 + € ® €2 2.



366

Groupe diédral d’ordre 8
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On va construire un diagramme de foridlg qui établit I'assertion. Siv est impaire,

8 TR eln
rRenteern
o Qe te®ern

TReant+eRern

45/ +r ez n-1

rTRezpn1te®es 1

rTQerp-2t+e® €2,n—24
e® eQ,nfl +I® eQ,nfl
+T ® ez n—2 o

e® €2.n +e® €2,n—1
Tr®eante®ern_1
tr@ein-1+rQezn-—2 8

£E®€1’n +e®€1,n
« +e® €1,n—1

T 62,77, +e® e?,n
tr@ern-1t+eQern_1

Pr@eyn+z®en

o
TR €1,n

On veut trouver une base de %M(aoﬂgl, n, 1) qui contient lesléments éja expliciés dans le diagramme
précedent et qui&alise 'isomorphisme

Ind$, M (a5, n, 1) =2 M(C,, 1,1)

Comme la partie vide en fte s’'identifiea C/,_; en tant que cordes. On remplie cette partie vide(fz‘nﬁgl,r1 etil
est facile de voir qu€’/,_; se recolle bien avec lédements @ja expliciés.
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Sin est paire,
. T®e1n
/
gT®ent+TQezn1
r® 62,n +e® 62,11
+r®ezn-1t+eRern_1,
r® el,n +e® el,n
8 +e®ern-1
eRern teRQern
FtrQezn+r&ern_1
+e®ein—1+Tr®ern-1
a _tTr®esn 1+r®esn_2
eRern-1+T®ezn1
B +r ® €2,n—2
P
T®erpn oteRern o
TReapn—1tTeRDern1 3
T ®esn +e®ean
+xr ez n-1 \a
r@ente®ern,
eReynte@ern_i
\
TR eln

On veut trouver une base de %(M(aoﬁgl,m 1) qui contient lesléements éja expliciés dans le diagramme
précedent et qui&alise I'isomorphisme

Indf, M (coBy ' n, 1) = M(Cp, 1,1)

Comme la partie vide en fte s'identified C’,_, en tant que cordes. On remplie cette partie vide@ar, et il
est facile de voir qu€’/,_; se recolle bien avec leédements @ja expliciés.

5.4.3 InductiondeT; aG
Proposition 5.4.10 (1) Ind%, Q" (k) = Q"(M(a)), pour toutn € Z.
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A

(2) Ind$% M (a1 87, n, A) = M(aBaf™t,n, ) pour toutn € N*, etai A € k* n'estpasgaleal ety = 2.
Ty 1 A241

(3) Indf, M (a7, n, 1) = M(D,, 1,1).
(4) Ind$, M(ay) = M(afa) = Indf, M(5;) et par congquent In§, Q(a1) = Q(afa) = Ind%, Q(5:)

La preuve est identiqué celle dans la sectiong@édente.

5.5 Groupes déedraux d’ordre > 16

Notons B
G =Dy = (z,ylz> =e=y’ yry=a"")

le groupe dedral d’ordre2™. Le carquois avec relations @€: est

(O

2n 2 2n—2

ola=1+yetf=1+yz.

NotonsH = (z) = Cyn—1, To = (22, y) = Dyn—1 etT) = (z2,yz) = Dyn—1. Ce sont tous les sous-groupes

d’indice 2 de G, donc normaux. Les carquois avec relations destalkesk Ty, kT etkH sont respectivement

~(KO)»

n—3 n—3
ao =0= ﬁOa Oéoﬁo 2 60040 2
olag =1+yetfy =1+ yz?
27L 3 27L73
of =0=0%, (ufh) = (Broa)
ollay =1+yretd =1+ 22
o ’Y 72”71 _ 0

ouy=1+z.
Proposition 5.5.1 ( [15, Page 64, 11.7.6 LAMMA]) Le carquois d’Auslander-Reiten stablé:deest compos de
e une infinié del-tubes fornés des modules de type ruban

e deuxl-tubes fornés de modules de type cord@((a3)2"  ~la) etQ((Ba)?" " ~13)

e une infinieé de composantes de tyfelS.
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5.5.1 InductiondeH aG

LeskH-modules inécomposables sont de la form&(y®) pour0 < s < 271 — 1.

Lemme 5.5.2Ind% M (v*) = M((Ba---)(aB---)~1,1,1)
——
s+1 s+1
Déemonstration On supposeV/ (v*) = (eg——e;—>---— ¢, ). Alors commey = 1 + z, on aze; =

e; + e;11 pour toutl <4 < s, ou on utilise la conventiona,, ; = 0. Le module apgs induction est
S S
Ind§ M () = (Phe@e)) & (P hy @)
=1 =1

On calcule en suite

ale®e)=(1+yle®e, =e®e; +y e,
pour toutd <z < set

aly®e) =(1+y)yQe =yRe; +e@e;
pour tout0 < i < s, puisquey® = e et

Ble®e)=(14+yrleRe, =eRe;+yr(e®Re;) =eRe; +yQue; =e®e; +yQe; +y® ey

pour tout0 < < s et

Blye)=14+yr)y®@e;=yQe;+yr(yQe) =yRe;+e@x Le; =y®e + e e;
J
J=i

S

pour toutd < i < s, puisqueyzy =z ' etz te; =Y 0 e;.
Il est facile de voir qué:--Soa)e®e; = 0, si(--- 3 o a) est compos de plus des + 1 — i fleches. On a,
pour tout2 < i < s, les suites indpendentes suivantes de longueudr 1 — i:

B8
e®€i—a>e®ei+y®ei—>--~—>e®es+y®es

et la suite de longueur— 1

B
YR eg——>e@ey + YR eg—>—>e@es + Y @ e

On fait la recurrence sus. Pours = 0, voici deux diagrammes qéitablissent les isomorphismessilés.

e®elge®el+y®el
I I
e®elge®el+y®el

et
yRe SyRer+e®e
Il Il
yRXer>ye® e +e® e

Notre hypotlese de&currence est que I'on a un diagramme suivanégablit 'isomorphisme

~

Ind (e, — > —>e,) = M((af--)(fa--)"1,1,1)
S—— ——

S S
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6®61—a>e®el+y®el—ﬁ>--->e®es+y®es
Il I
€®€1£€®€1+y®61+y®62§~~>y®es+e®es

Si on supprime la prerare colonne de ce diagramme et ajauta deuxéme ligne les suites de longueut 1 — i:
B
e®ei*a>e®ei+y®ei*>~~*>e®es+y®es

pour tout2 < 7 < s et la suite de longueur— 1

B
YRer—>eRex+yQeg—> - —>eRes + Y Qe

Alors on obtient un diagramme (*) de la forme

y®el+e®el—ﬂ>-~->e®es+y®es
I
yRei+eRe+eRe+ - -te@es > >eRes+ Y e

Regardons maintenant le diagramme incomplet suivant

6®60£6®€0+y®60+y®614a>y®el+e®el

Il
e®eo—a>e®eo+y®eo—6>y®el+e®el+e®eg+~~+e®es§~~

On compkte ce diagramme par le diagramme (*). Le nouveau diagramme ainsi d@itdliti I'assertion.

5.5.2 [Efinition d’un ordre sur I'ensemble des segments d’'une corde

Afin de formuler une formule des cordes induitesigeresp. del;) versG, on introduit une relation binaire sur
I'ensemble des segments d’'une corde/sliy (resp.kTy).

SoitC = CCy - -- C), une corde sukT; ou lesC; pourl < i < n sont les segments de. On va &finir un
ordre sur 'ensembléC, Cs, - - ,C,, }.

Définition 5.5.1 Ord1 Si|C;| > |C;], alorsC; > C;.

Ord2 Supposons quis;| = |C;|. Supposons qu'il existe > 0 tel que|C;1| = |Cj4¢| pour tout—s + 1 < ¢ <
s—1etque l'on ait les deux Egalies|C;_s| < |C;_| et|Cits| < |Cj+s| dont au moins une parmi eux est
stricte ou les deux &galies|C;_,| > |C;_| et|C;1s| > |Cj4+,| dont au moins une parmi eux est stricte.
Alors on cefinit C; > C}, si on est dans l'une des situations suivantes:

(i) sisestimpaire efC;_,| < |C;_s| et|Cits| < |Cj+s]
(") s est paire etCi—s‘ > ‘Oj—sl et|Ci+s| > |Cj+s|
et on ckfinit C; > C;, si on est dans l'une des situations suivantes:
(I) s est paire etcifs‘ < ‘ijsl et|Ci+s| < |Cj+s|
(i) sestimpaire efC;_,| > |C;_| et|Ciys| > |Cjts]

Ord2' Supposons qug”;| = |C;|. Supposons qu'il existe > 0 tel que|C;y| = |C;_,| pour tout—s +1 < ¢t <
s—1etque l'on ait les deux Egalies|C; 15| < |C;_4| et|C;_s| < |Cj4s| dont au moins une parmi eux est
stricte ou les deux &galies|C; | > |C;_,| et|C;_s| > |C; | dont au moins une parmi eux est stricte.
Alors on cefinit C; > Cj, si on est dans 'une des situations suivantes:
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(i) sestimpaire etC;_,| < |Cjts| et|Ci—s| < |Cjts]
(i) sestpaire efC,1s| > |Cj_q| et|Ci—s| > |Cj+s]

et on ckfinit C; > C;, si on est dans I'une des situations suivantes:

(I) s est paire etCi+s| < |Cj—s| et‘ci—s| < |Cj+s|
(i) sestimpaire efC;; | > |C;_s| et|Ci—s| > |Cj4s]

Ord3 SiC = C; - - - Cy, est une corde syatrique, i.e.|C;| = |Cay,y1—;| pour toutl < i < 2n, alors on @finit
Cp > Chruyr.

Lemme 5.5.3 Avec les axiomes Ord1, Ord2 et Ord2’, si on a une corde&giqueC = C,Cs ---Cyy,, C,, €t
C,+1 ne sont pas comparable.

Démonstration Si on pouvait comparef’,, et C,,.1, disonsC,, > C,,41, on devrait utiliser Ord2 ou Ord?2’,
puisque|C,,| = |Cy+1]. En fait, on ne peut pas utiliser Ord2’, car pour toUtC,, +14¢| = |Cp—¢|. Maintenant il
existes > 0 tel que tel queC,4¢| = |Cr4t41] pourtout—s + 1 < ¢ < s — 1 et que I'on ait, sis est impaire,
les deux iegalies|C,,—s| < |Cry1—s| €t|Chis| < |Crni14s| dont au moins une parmi eux est stricte , et et
paire, les deux iegali€s|C,,_s| > |Cri1—s| €t|Cris| > |Cri14s| dont au moins une parmi eux est stricte. On
obtient alors, au premier cas,

|Cn75‘ < |Cn+175| = |Cn+2fs| == |Cn+sfl| = |Cn+s| < |Cn+1+s| = |Cnfs|a

et au dewéme cas,

|Cn—s‘ 2 |On+1—s| - |On+2—s| _ = |On+s—1| - |Cn+s| Z |Cn+1+s| - |On—s|-
Cela contredit Ord 2.

0O

Lemme 5.5.4 Supposong” une corde non syétrique. Alors on ne peut pas avoir simuéamentC; > C; et
Cj > (.

Démonstration Supposons que Ord2 don@g < C; et Ord2’ donne’; > C;. Alors il existes tel que|Ci, | =
|Citu] pour tout—s +1 < u < s — 1 et que I'on ait: sis est paire, les deux @yaliés|C;_;| < |C;_;| et
|Cits| < |Cj4s| dont au moins une parmi eux est stricte, et est impaire, les deux @yalies|C;_s| > |C;_g|
et|Cits| > |Cj+s| dont au moins une parmi eux est stricte. Et il existe 0 tel que|C;.,| = |C;_,| pour tout
—t+1 <u <t—1etquel'on ait, sk est paire, les deux @yalies|C; | > |C;_| et|C;_| > |C;;.| dont au
moins une parmi eux est stricte et sst impaire, les deux @galies|C;1,| < |C;_,| et|Ci—;| < |Cj+:| dontau
MoiNns une parmi eux est stricte.
On peut supposer que< t¢. Alors on obtient, sk est paire,

1—s| X j—s| = 1+s| > Jj+sl = i1—sS
|Ci—s| <|Cj—s| < |Cits| < |Cjps| < |Cis|

et sis est impaire,
|Ci78| > |Cj78| > |Ci+s| > |Cj+8| > |Ci73‘

Comme dans chaque suites @gali€s, il en existe une qui est stricte. On éddit que|C;_;| < |C;—s
est absurde.

, ce qui
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Lemme 5.5.5 Supposong’; < C; etC; < Cy. Alors C; < Cy,.

Démonstration Si les trois segements ne sont pas dama longueur, alors I'assertion éstidente. Supposons
donc s pésent queC;| = |C;| = |Ck|.

Supposons d’'abord qug soit synetrique et que l'une deS; < C; etC; < Cy, par exemplel; < Cj, soit
obtenue par Ord3. Alors si on peut compatgret C;, en utilisant Ord2 ( resp. Ord2’), alors on peut compdargr
et C en utilisant Ord2’ (resp.Ord2).

Supposons que I'on n'est pas dans la situatid@ugaente.

On distingue plusieurs cas. On traite le cason utilise Ord2 pour comparér; etC; et Ord2’ pour comparer
C; etCy. Dans ce cas, on peut compaggret Cy, en utilisant Ord2’. On l'illustre comme suit

Ci <oraz Cj etCy <orazr Cr, = C; <oraz Ck
Ci <oraz2 Cj etC; <ora2 Cr, = C; <ora2 Ck
Ci <oraz CjetCj <oraz Cr = C; <oraz Ck
Ci <orgzr Cj etCy <oraz Cp = C; <oraz Ck

O

Proposition 5.5.6 (1) Les axiomes Ord1, Ord2, Ord2’ et Ord8fthissent un ordre sur 'ensemble des segments
d’'une corde.

(2) Cet ordre n’est pasatessairement un ordre total. #nfie en revanche une condition plus faible: Pour tout
1 <s<n-—1,o0npeutcomparef; etCs;.

Démonstration SiC; < C; etC; < C;, Lemme 5.5.4 implique = j. La transitivieé est Lemme 5.5.5.

On montre ensuite que I'on peut comparer deux segments voisins. En effet, Si leur longueurs ne sont pas la
méme, Ord1 s’applique. Supposons q4ag| = |Cs11|. ComparongC;_+| et|Cs2|, Si elles ne sont paagales,
on peut utiliser Ord2’ pour comparét; et Cs.1; sinon, regardonf’_»| et |Csy 3|, s'elles ne sont pasgales,
Ord2’ aidea comparelC et Cs,1, sinon, etc. Ce processus ne s'arrete que dans le céstrsyue, mais en ce
moment, on utilise Ord3.

5.5.3 Une formule pour les cordes induites

SoitC = C;---C, une corde sukTy muni de 'ordre @fini ci-dessus. Alors on fabrique une nouvelle corde
¢(C) =C = C1Cy - Cy, surkG telle que

(1) Pour toutl < i < n, C; est directe (resp. inverse) 8j est directe (resp. inverse).
(2) SiC; < Ci_1,Ciyq, alors|Cy| = 2|Cy| —1;8iC; > Cy_1, Cipy, alors|Ci| = 2|C;|+1; sinon,|Ci| = 2|Cil.

(3) SiC; > C;_1,Cy41, alorsC; commence paf (donc termine aussi pa).
Remarque 5.5.7 Ceci cetermine de facon unique la corde

Proposition 5.5.8 Montrer que
Indz, M(C) = M(p(C))
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Dans le chapitre qui suit, oredeloppe une &thode constructive pouédhontrer des cas particuliers. Je pense que
cette néthode en donnera aussi une preuve ceéiepl

SoitC = C;---C, une corde sukT; muni de I'ordre @fini dans Efinition 5.5.1. Alors on fabrique une
nouvelle corde)(C) = C1Cs - - - Cy, surkG telle que

(1) Pour toutl < i < n, C; est directe (resp. inverse) €8 est directe (resp. inverse).
(2) SiC; < Ci_1,Cip1, alors|Cy| = 2|Ci|—1;siC; > Ci_1, Ciyq, alors|Cy| = 2|C;|+1; sinon,|Cy| = 2|C.

(3) SiC; > C;_1,Cy41, alorsC; commence pat (donc termine aussi par).

Proposition 5.5.9 Montrer que
Ind§; M(C) = M((C))

Si l'assertion 5.5.8 est vraie, cette assertion est aussi vraie avec une preuve analogue.



Chapter 6

Demonstration des cas particuliers du
probleme 5.5.8

6.1 Suites indépendentes

Notons(Q, p) un carquois avec relationsi@) est
0
o . B

et all p contient les relationa? = 0 = 32. Remarquons que I'algebke)/(p) est une algbre bigrielle sggciale,
si elle est de dimension finie.

Définition 6.1.1 Soientn € N* etv € V ou V est une ref@sentation déQ, p). Unesuite incependentenote
S(e,a,n), estune suite &lementsy = e, ey, - - , e, dansV telle que les conditions suivantes soieétifiées.

(1) Lese; avecO < i < n sont une famille libre.

(2) () aeg=e1
(i) Siiestpaireed <i<n,ae; =e;41etfe; =0.
(iif) Siiestimpaire ed < i < n, fe; = e;41 etae; = 0.

On dit queS(e, a, n) est une suite inebendente de @me terme: = ¢, de dernier terme,,, de premére feche
« et de longueun, note|S(e, a, n)| = n. Cette suiteS(e, «, n) est souvent illusée par

a B
60 61 e en

ou
€0 «
EN
€1 8
N\

€n

375
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Si en plusae,, = 0 = fe,,, on dit que cette suite ifghendente eshaximaleet si tel est le cas, oécrit souvent
S(e,a) alaplace d& (e, o, n); si en plusGey = 0, on dit que cette suite ifighendente esompkte

On peutégalement éfinir de facon analogue les suites @pgndentes de preame feEches.

On peut aussi&finir les suites inépendentes de direction inverse:

[e3%
60 61 “e en

ou
OLZ e’ll
€n—1
Ve
s .
€0

Dans ce cas, on dit encore gageest le 0-eme terme de cette suite et qygest le dernier terme. Lagthea ou
plus peciementa~! est dite la derrire feche de cette suite. By = 0 = aeg, cette suite est maximale; si
Be, = 0, cette suite est comgte.

Soit S une suite indpendente directe (resp. inverse)esiynons pasS’ la suite extraite de&S obtenue par
supprimer le dernier terme (resp. leéyie terme) de .
Soient

S1: e e1 en

et
!
m

deux suites indpendentes de &@me prengre feche. On peut supposer < m et cfinit e; = 0 pour tout
n+1 <i < m. Silestermes; + ¢, pour0 < i < m sont incependents, alors la somr§e+ S» est par éfinition
la suite incépendente

- /
Syt e el e

e t+ey—=e+ef—— - ——e, + e,

Soient

a B
S:eg e1 €n

une suite inpendente et € Z. Alors le translad S[u] est la suite dont I¢-ieme terme est; ., ou I'on définit
e; = 0 pour toutj > nouj < 0.
Etant dongé S une suite inépendente de la forme

€0 €1 e €n
si on noteS; la suite extraite
€g €s+1 e €n
pour certainl < s < n — 1, onécrit souvent
S:(eo €s—1 81)

Etant dongé S une suite inépendente directe de la forme

60 e1 e €

La suite EciproqueS—! est par @finition la suite suivante:

€n €n—1 o €1
On peut @finir aussi la &ciproque d’'une suite irgghendente inverse.
SoientS; une suite indpendente directe (resp. inverse)Setune suite in@pendente inverse (resp. directe)

telles ques; | < |Sz|. Alors on utilise souvent I'expressiah + S_l dans la quelleS, est la suite extraite ds,
compoge dedS; | premiers termes (resp. derniers terms).
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Remarque 6.1.1Une suite extraite d'une suite iadendente directe (resp. inverse) est toujours cerai elle
ne contient pas le G&2me terme (resp. le dernier terme) de I'ancienne suite, carden@-terme de cette suite
extraite est dans I'image deet donc devient nul si on y appliqueol v € {«, 5} est la feche diferente de la
premere feche de cette suite extraite.

Remarque 6.1.2SoientV et W deux repésentations déQ, p) et soientS; C V etS, C W deux suites
indépendentes darig et W respectivement qui sont deéme prengre feche. AlorsS; + S, est une suite
indépendente danig & .

Remarque 6.1.3 (Remarque importante)Soit C' une corde directe s /(p). Alors la construction du module
de type cordel/ (C') donree dans la section 1.4 consistérouver une suite irfgpendente maximale et coraps,
notée souvenc'.

SiC = C;---C, estune cord@n segments, alors la construction du module de type cofd€') donrée
dans la section 1.4 consisigrouver une suite irgpendente’; pour chaqud < i < n telles que les conditions
suivantes soient satisfaites:

(1) Pourtoutl <i<mn,la suiteC; est maximale.

(2) Pourtoutl <i < n — 1, le dernier terme dé); coincide avec le 0O&me terme dé’iH. Si tel est le cas, on
dit queC; et C;; se recollent.

(3) SiC est directe, alor§';, est compte; siC,, est inverse, alor€’, est compéte.

Dans la suite, pour une corde= C,Cs - - - C,, surTy, alors afin de grifier que Prol#me 5.5.8 est vrai, il faut
trouver les suites irgbendente€’; pour toutl << n telles que

() Lesélements dans ces suit€s avecl << n forment une base de IﬁgM(C)

(i) Les suites”; avecl << n satisfont les conditions ci-dessus, i.e. elles sont uasgutation dé/(¢(C)).

6.2 Suites indkpendentes canoniques
Revenons dans la situation d’inductionfiea G. EcrivonsG = T; LI 2Ty. Rappelons que

G = Dyn = (z,ylz" =1 =9 yay =a~")

et
TO = <y,.7i2>
et
a=1+y,B=1+yz,a0=1+y,f =1+ yz’
. n Bo ag Bo Bo g
Lemme 6.2.1SoitC = M ((Bocwo)™) = (eq e1 e €2n—1—€9, ) avecn € N.

(i) S1(C) = S(e ® e, P) existe et est une suite iadendente maximale, condpé, de longueufS; (C)| =
2|C| + 1 et de dernier terme® ey, + = ® eap,.

(i) S2(C) = S(z®ep, o) existe et est une suite iBjendente maximale, non coré, de longueuiS,(C)| =
2|C| et de dernier terme ® eg, + & ® eay,.
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Démonstration On fait la conventiores,, 1 = 0. On sait quengey = 0; ages; = 0, pour toutl < 4 < n;
Qpeg;—1 = eg; pour toutl < i < n; Bpes; = €941, Pour toutd < i < n; Byea;—1 = 0, pour toutl < i < n. Donc
yeo = eq; Yea; = ez;, Pour toutl < i < n; yes;—1 = eg;—1 + ea;, pour toutl < i < n; yzles; = ea; + €241,
pour toutd < i < n; yx2egi_1 = eq_1, pourtoutl < i < n.

Oncalculen(e®ep) = (1+yle®epg =e®ep+e@yey =e® ey +e® eg = 0; ale ® ez;) = 0, pour tout
1<i<n;ale®ey_ 1) =e®ey pourtoutl <i < n;a(r®ey) = (1+y)(zRey) =R ey +TRyrley =
TRey +2T®ey +T® ey =@ egiqpr pourtoutd < i < n; oz ® eg;—1) = 0, pour toutl < i < n;
Ble@e) = (1+yz)(e®@ey) =e® ey + @ yrley =e@ ey + 7 @ e + T @ egipg, POUr toutd < i < n;
Ble®@egi—1) = e®egi—1+T®@eg;_1, pourtoutl <i < n; B(x®ey;) = (1+yz)r@ey = rRe9; +eQyrey =
TReg+e®en +e®egirr, pourtoutd <i<n; Bz @eg_1) =T Reg_1+e®eg_1, pourtoutl <i < n.

On calcule ensuite les suites gmgendentes en question.

. B B ‘ B
(le®ey——>eRey+rReg+r Qe ——>x @ ey 2 s ®eg g ——>T R g1 + €D eq

B o ey B
e ey eReytr®ey t+trRegy1— —>TRey_1—>T R eay_1 teRQea_1

a B

—eQey;—>eR e, + TR e,

Cette suite estvidemment indpendente, puisque chaque terme contient un tedfsuentaire qui n’appaita
dans aucun autre terme avant cet terme en queston. Notons que cette suite est maximale&t, camie ®
eon + T ® es,) =0etale®ey) =0.

(i) La suite S2(C) est de la forme

oY B a B
TRepg—>rQe;——> - —>T Qe 1—>TRez_1 t+teDey 1

B « «
eQ® ey eQeytrRey +r@egp1— —>TQeyp-1

B B
—— I Qe 1+ Qe 1—>e®eg—>€® €2 + T D €y
Cette suite prige du O-eme terme s'identifiad S;(C) privée des deux premiers termes. Cette suite est donc
maximale mais pas comge carf(z ® eg) =z ® e1 # 0.

De facon analogue, on obtient

Lemme 6.2.2 SoitC' = M((ﬁoao)nﬂo) = (60 i e1 il €9 i s b €2n—1 «o €an i €2n+1).

() S1(C) = S(e ® e, PB) existe et est une suite iadendente maximale, condpé, de longueufS; (C)| =
2|C| + 1 etde dernier terme® ez, 11 + * ® €2p41-

(i) S2(C) = S(z®ep, o) existe et est une suite ibjendente maximale, non coré, de longueuS, (C)| =
2|C| et de dernier terme ® ea, 11 + T ® €241

Lemme 6.2.3 SoitC = M((Oé()ﬁ())n> = (60 &0 el % €2 Ho, .2 egn,lLegn).

(i) S1(C) = S(x ® eg, B) existe et est une suite ibjendente maximale, congpé, de longueufS; (C)| =
2|C| + 1 et de dernier terme® ey, + = ® egp.

(i) S2(C) = S(e®ey, a) existe et est une suite iadendente maximale , non coraf#, de longueuSy (C)| =
2|C| et de dernier terme ® e, + x & eap,.

Démonstration On utilise la néme néthode que dans Lemme 6.2.1. On calcule les suitespimtlentes en
guestion.

HNz® €0i>36 ®ep+e®eg—>e® 61L> e ® 62i71i>6 ® e2i—1
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(67 B « (e}
+rReg1—=TRQey—>T Qe +eRey +e@egip—> - ——

e® eQn—lLe @ eam—1+TXep—1 “ T e o T e +e® e

Cette suite estvidemment indpendente, puisque chaque terme contient un tedfsuentaire qui n’appaita
pas dans aucun terme avant cet terme. Notons que cette suite est maximale @@@apl z®ea, +e®ea,) = 0
eta(z ®ep) = 0.

(i) La suite S (C) est de la forme

a B o B
e® e e®e; eQegi1—>eR@e2-1 +TDe2-1

« B « «
—rRey—>TRey+e®ey +te@egyp1—>—>eQeap_1

8 a 8
—eQ®ey_1 T TR®e2_1—>T R eap——>T X e, + X ey
Cette suite prige du O-€me terme s’identifi@ S; (C) privée des deux premiers termes. Cette suite est donc
maximale mais pas comgik card(z ® eg) = r @ e # 0.

De nouveau, on obtient l&nonés analogues pour les cordes de longueur paire.

Lemme 6.2.4SOitC:M((aoﬁ0)"a0) = (60 il €1 i €9 o0, €on—1 b €on il €2n+1)-

() S1(C) = S(x ® eq, ) existe et est une suite iBjdendente maximale, congpé, de longueufS; (C)| =
2|C| + 1 etde dernierterme® ez, 11 + * ® €2p41-

(i) S2(C) = S(e®ey, a) existe et est une suite iadendente maximale , non coraf#, de longueuSy (C)| =
2|C| et de dernier terme ® esy, 11 + = Q €ap41-

Amplification 6.2.5 SoitC = C,Cs - - - C,, une corde. Supposons qGk est directe et
Ci_1C; = €0

7 ap

€—m €2n

Alors

() Si|Ci—1| < |Ci], $1(C;) = S(e® eg, B) existe et est une suite iBdendente maximale, non corefd, et de
longueur2|C;| + 1. Son dernier terme est® ea, + = ® eay, Si |Ci—1] < |C;| et est

eRep+xr ey, +e@e oy +xr®e o,

si |C;—1] = |C;]. Son avant-dernier terme est® ez, Si |Ci—1| < |C;| et este ® ez, + = ® €_2y, S
Ci—a| = |Cyl.

(i) S2(Ci) = S(z ® e, o) existe et est une suite iBjendente maximale, non corafd, d’avant-dernier terme
e ® ean, de dernier terme ® es,, + = ® ea,, €t de longueufSy(C;)| = 2|C;).
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Ces suites sont appeassuites in@pendentes canoniques
On peut @finir similairement la suite irgpendente canonique pour le cas(g est inverse .

Démonstration (i) Supposons quéC;_1| < |C;]. On fait la conventiores,,.; = 0. On sait quenge, =
e_1;pez; = 0, pour toutl < i < n; apeg;—1 = eg; pour toutl < ¢ < n; Bpea; = ezi41, pour toutd < ¢ < n;
ﬂ062i71 =0, pour toutl <17 < n. DonCyeO =eg+e_1;yeq = eq, pourtoutl < i < n;yes; 1 = eg;_1 + €34,
pour toutl < i < n; yx2es; = eg; + €241, POUr toutd < i < n; ya2es; 1 = eo;_1, pourtoutl <i < n.

On calculea(e ® eg) = (14+y)(e®ey) —=e®ey+eRyey = e®ey+e®e+eRe1 =e®e_q;
ale®ey;) =0, pourtoutl <i < n;ale®es_1) =eRey pourtoutl < i < n;a(xz®ez) = (1+y)(x®ez;) =
TReg+TRyries; = TrRey + T Xeg +T @ egir1 =T X ez, POUrtoutd < i < n; ale®eq; 1) = 0, pour
toutl <i<n;Be®ey)=(1+yr)le@ey) =e®eg +x@yrey = e®eg + 2@ g + o @ ey 1, POUr
tout0 < i < n; Ble®ezi—1) =e®eg—1 + T ® ez—1, pourtoutl < i < n; Bz @ ez;) = (1 +yz)r @ eq =
T®ey+eR@yrles = rQey +e® e +eRegiqr, Pourtoutd) <i <n; Bz ®esi_1) =rQezi_1+e@ezi_1,
pour toutl < i < n.

Alors §;(C;) est de la forme

B a
eReg—eRe+rRe+rR@e—=S(x®e,B)+Sle®e_1, )

ou S(z ® ey, 3) existe d'apes Lemme 6.2.4 etidS(e ® e_1,3) existe d’'apes Lemme 6.2.1 ou 6.2.2 est de
longueur2(|C;—1| — 1) + 1 = 2|C;—1| — 1 < 2|C;| — 1. Le dernier terme d&;(C;) este ® ey, + = ® €2,
Si |Ci_1‘ < ‘Cl‘ eteste@es, + r ®ea, + Q@ €_ap + T ® e_oy, Si |Ci_1| > |Cl| Si |Ci_1‘ < ‘CZ‘, alors
|S(e®@e_1,0)| =2(|Ciz1] = 1) +1 = 2|Ci—1] — 1 < 2|C4] — 1 = |S(x ® e1, 8)] et donc la suiteS; (C;) est
maxiamale.

(i) La suite S5 (C;) est la neme que celle dans Lemme 6.2.1.

Comme pour les lemmes 6.2.1, 6.2.2, 6.2.3 et 6.2.4, on obtient les analogues correspondantes.

Amplification 6.2.6 SoitC = C,Cs - - - C,, une corde. Supposons qak est directe et

Ci_1C; = €0

Alors

(i) Si|Ci—1| < |Ci], $1(C;) = S(e® e, B) existe et est une suite iBjendente maximale, non coréf#, et de
longueur2|C;| 4+ 1. Son dernier terme e8t® ea,,+1 + T ® eap41 Si|Cim1| < |Ci| eteste ® eapp1 + 2 @
Eont1te®e_on_1+x®e_o,_1 Si|Ci—1| = |C;|. Son avant-dernier terme es® es,,+1 Si |Ci—1] < |Ci]
etestr ® eapt1 +€® e_9,-1 Si ‘Ci_1| = |C;].

(i) S2(Ci) = S(z ® e, o) existe et est une suite iBjendente maximale, non corafd, d’avant-dernier terme
x ® eanyt1, de dernier terme ® eap 11 + & ® ea,41 €t de longueufSz(C;)| = 2|Cy.
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Ces suites sont appgassuites in@pendentes canoniques
On peut @finir similairement la suite irgpendente canonique pour le cas(g est inverse .
Amplification 6.2.7 SoitC = C1Cs - - - C,, une corde. Supposons qak est directe et
C;_1C; = €o

€_m €2n
Alors

(i) Si|Ci—1] < |Gy, S1(Cy) = S(z ® eg, ) existe et est une suite iBdendente maximale, non coréd, et
de longueur2|C;| + 1. Son dernier terme est® ey, + = ® eq, Si |Ci—1| < |C;| et este ® ea,, + @
eon +e®e_o, + T ®e_o, Si|Ci_1| = |C;|. Son avant-dernier terme est? eq,, Si |C;_1| < |C;| et est
TQ® ez, +e® e_o, Si |Ci,1| = ‘Cz‘

(i) S2(C;) = S(e® e, o) existe et est une suite ibdendente maximale, non coréfd, d’avant-dernier terme
x ® eay, de dernier terme ® ey, + = ® eay, €t de longueufSs(C;)| = 2|C;].

Ces suites sont appassuites in@épendentes canoniques
On peut @finir similairement la suite irghendente canonique pour le cas(g est inverse .

Démonstration (i) Supposons quE”;_| < |C;|. La suiteS; (C;) est de la forme

x®eo—ﬁ>x®eo te®ete®e —=S(r®e_1,8) +Sle®er,B)+S(xRe_2,3)

ol S(e ® ey, §) existe d’apes Lemme 6.2.2,105(x ® e_1, §) existe d’apes Lemme 6.2.3 et 6.2.4 el &(z ®
e_s, ) existe d'apés Lemme 6.2.1 et 6.2.2. Le dernier termeSdéC;) este @ ea, + @ eay, i |Ci_1| < |Cy
eteste@esg, +rxReg, +e@e_o, + TR e_g, S |Ci,1‘ = ‘CZ‘
|8(.13 & 8_2,/8)| = 2(‘Oi_1| — 2) +1= 2‘01'_1| -3 < 2|Cz| —1= |S(€ X €1,ﬁ)|. Si |Ci_1| < |Cl|, alors
IS(z®e_1,0)] =2(|Ci—1] — 1)+ 1 =2|C;—1| — 1 < 2|C;| — 1 = |S(e® e, 8)|. La suiteS; (C;) est maximale.
(i) La suite S5 (C;) reste la nme dans Lemme 6.2.3.

O

Amplification 6.2.8 SoitC = C,C5 - - - C,, une corde. Supposons qag est directe et
Ci_1C; = €0

€_m 62n+1
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Alors

(i) Si|Ci—1] < Cy, S1(Ci) = S(z ® e, B) existe et est une suite ibdendente maximale, non corad, et
de longueul|C;| 4+ 1. Son dernier terme €8t e, 11 + 2 ® eant1 Si |Ci—1] < |Ci| etestt @ eant1 + 7 ®
eopt1te®e_on_1+r®e_o,1 Si|C;_1] = |C;|. Son avant-dernier terme es® es,, 1 Si |Ci—1] < |Ci]
eteste ® egpt1 + T ®e_gp_1 Si ‘C¢_1| = |Cl|

(i) S2(C;) = S(e® e, o) existe et est une suite iadendente maximale, non coréfd, d’avant-dernier terme
e ® eant1, de dernier terme ® eg, 11 + = ® eap41 €t de longueufSs(C;)| = 2|C;].

Ces suites sont appssuites in@épendentes canoniques
On peut @finir similairement la suite irgpendente canonique pour le cas(g est inverse .

6.3 Propriétesélementaires de l'ordre

Dans cette section, on rassemble des pétgsisimples de I'ordre&fini dans [Efinition 5.5.1, qui seront utilees
dans la suite.
SoitC = C1Cy - - - C,, une corde sukTy.

Lemme 6.3.1SiCs < Csq1 < Coqa < Cyys, alors|Cy| < [Csysl.

Démonstration CommeC; < Cs11 < Cyya < Csyg, 0N a|Cs| < [Csi1] < |Cspa| < |Coypsl.

Si|Cy| = |Csy3l, alors|Cs| = |Cs11] = |Csa2| = |Csas| =: 1. CommeCy < Csi1,0na|Cs_1| > |Csia| =
l; commeCsy1 < Coya, 0N a|Cs_q| < |Csyal; commeCsyo < Cypz, 0nal = |Csy1| > |Csia|. On obtient
donc qud = |Csto| < |Cs—1| < |Csya| < |Csy1] =l etcelaimplique quéCs_1| = |Csya| =1 > 0.

S'il existeu > 0 tel que pour toud < i < u, |Cs_;| = |Csy3+:| = I. On peut supposer quesoit impaire, le
cas paire se faisant similairement. Com@ie< Cs;1, 0n a|Cs_y—1] < |Csputre| = 1; commeCsy1 < Csyo,
on a|Cs_y—_1| > |Csrural; cOmMmeCyis < Csiz, 0nal = |Cs_yt1| < |Csrural- On obtient donc que
Il =|Cst24u| > |Cs—u—1| > |Cstuta] > |Cs—u+1| = L et celaimplique queCs_,,—1| = |Csuta] =1 > 0. On
en ceduit que pour tout. € Z, |C,,| =1 > 0, ce qui est absurde, puisgdeest une corde finie.

Lemme 6.3.2SiCs < Csy1 < Csio < Csys, alors|Csiq| < |Csyal.
Démonstration Supposons le contraire, i.gs 1] = |Cs12|. Pour queCsq < Csyo, il faut que|Cs| > |Csys).

Or, Cs < Csq1 < Csia < Csyg implique que|Cs| < |Csyi| < |Csia| < |Csis]. On en @duit que|Cs| =
|Cs41] = |Cs12| = |Cs43]. Cela contredit le lemme peédent.

a
Corollaire 6.3.3 Si Cs < Csy1 < Cgqa < Cyyg, alors|Cs| < [Coqq| < |Csia| < |Csisl.
Corollaire 6.3.4 SiC; < Ciy1 < --- < Cj_1 < Oy, alors|Cy| < |Cigq| < --- < [|Cj-1] < |Cy).

Démonstration Il suffit d’appliquer le corollaire ggcedenaCy < Cs1q < Csya < Csqgpourtouti < s < j—3.

O

Lemme 6.3.5Si Cs_2 < Cs_1 < Cs > Csy1 > Cs19, alors on ne peut pas avoieBalie |Cs_1| = |Cs| =
|Cs+1|'



Propriétés élémentaires de I’ordre 383

Démonstration Cs_5 < Cs_1 < Cs > Cs11 > Cspo implique que|Cs_a| < |Cs_1| < |Cs] > |Csqq] >
|Cs+2|-

Supposons le contraire, i.edCs_1] = |Cs] = |Cs41] = I > 0. On va montrer que pour tout > 0,
|Cstil = |Cs—i] =1 > 0. Cs_1 < C, implique que|Cs_a| > |Cyoy1| = 1 et Cs > Cyyy implique que
| =|Cs-1| < |Cs42|. On en @duit quelCs o] = [Cs—1] = |Cs| = [Cs11] = [Csp2] = 1.

Supposons que I'on ait moktigue|Cs—; 11| = |Cs—ita| = -+ = |Cs| = -+ = |Cspi—2| = |Cspi-1] = L.
Alors on peut supposer quesoit impaire. Cs_o < Cs_; implique que|Cs_;| > |Csyi—3| = 1; Cs—1 < Cs
implique que|Cs_;| < |Csqi—1] = 1; Cs > Csqq implique quel = |Cs_it1] > |Cstil; Csy1 > Coqa
implique quel = |Cs_;y3] < |Csti]. On en @duit quel = |Csqi—3] < |Cs—i| < |Csqio1] = 1 et que
I =1Cs_iv3] < |Csqil < [Co—iza] =1

O
Lemme 6.3.6Si Cs_3 < Cs_2 < Cs_1 < Cs > Cysyq, alors on ne peut pas avoiebalié |Cs 1| = |Cs| =
|Csfl|
Démonstration Supposons le contraire, i.8C;_1| = |Cs| = |Csy1| =: 1. Alors Cs_; < C, implique que
|Cs—a| = |Csy1| =l etCs_o < Cs_q implique que|C,s_3| = |Cs| = 1. Maintenant on dC;_3| = |Cs_2| =
|Cs—1| = |Cs| =l etaussiCs_3 < Cs_2 < Cs—1 < Cs. Cela contredit Lemme 6.3.2.
O

Lemme 6.3.7Si C, < Cyy1 €t|Cy| = |Coyql, alors|Cy_1| > |Coyal.

Démonstration CommeC; < Cyyq et|Cy| = |Copal, [Cs—1| > [Cspa]. ST|Cs—q| > [Csyal, alors|C,_1| >
2‘0371| -1> 2|Cs+2| +1> ‘CerQ‘-

_ Supposons @ maintenant quUE’'s 1| = [Cs12| =: . CommeC; < Cyy1, 0n a|C,_o| < |Cyy3|. Pour que
|Cs—1| < |Cs42|, il faut et il suffit que I'on soit dans un des cing cas suivants:

CaslCs 5> Cs_1 < Cs < Cs41 < Csq9 < Cyp3. Alors Lemme 6.3.1 implique quigs—1| < |C-s + 2|, ce
qui est absurde.

Cas2Cs_ 9> Cs_1 < Cy < Cgq1 > Cyqa>Coqs

CommeC; < Cyyq et|Cy| = |Cst1] = |Cs—1] = |Csial, |Cs—2] < |Csqs]. Alors |Cs—1] < |Cs—a| <
|Cst3] < |Csq2| =|Cs—1|. Celamontre qUECs_o| = |Cs13] = |Cs—1] = |Cs42| > 0. S'il existeu > 0 tel
que pour toud < i < u, |Cs—;| = |Csy144| > 0, alors on peut supposer quesoit impaire.Cs_o > Cs_1
implique que|Cs_y| < |Cypu—zl; Cs < Cs11 implique que|Cs_y| > |Cst14u] 5 Csi2 > Csqs implique
que|Cs—u+4‘ S |Cs+u+1|- On obtient donc quws—u-&-éll S |Cs+u+1| S ‘Cs—u| S ‘Cs+u—3| = ‘Cs—u+4|
et on obtient quéC;s_,| = |Cstut1| = |Csyu—3| > 0. Cela montre que pour toute Z, |C¢| > 0 qui
conterdit le fait que”' est une corde finie.

Cas3C; 5 < Cs_q1 < Cs < Cs41 < Csp9 > Cyp3 Alors Lemme 6.3.1 implique qugs_1| < |Cs2|, ce qui
est absurde.

Casd4Cs o> Csq > Cs < Csq1 < Csyo > Csi3 CommeCs < Cypq €t|Cy| = |Coyr| = |Cs—1] = |Csi2l,
|Cs—a] < |Csis]. Alors |Cs_a| < |Csis| < |Cspa|l = |Cs—1] < |Cs—2]. Cela montre quéC,_s| =
|Cst3] = |Cs—1| = |Cs42] > 0. S'il existeu > 0 tel que pour toud < i < u, |Cs_;| = |[Cs1144] > 0. On
peut supposer quesoitimpaire.Cs_s > C,_1 implique queCs_,,| < |Csru—3]; Cs < Csy1 implique que
|Cs—u| = |Cst14ul ; Cst2 > Csqs implique que|Cs_yy 4| < |Csqur1]- On obtient donc quED, 14| <
‘Cs+u+1| < |Csfu| < |Cs+u73| = |Csfu+4| et on obtient qU$Cs+u+1| = |Cst‘ = |Cs+u73‘ > 0. Cela
montre que pour toute Z, |Cy| > 0 qui conterdit le fait que~ est une corde finie.
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Cas5C;_9 > Cs_1 < Cs < Csy1 < Csp9 > Csp3. Lemme 6.3.1 implique qug’s_;| < |Csy2|. C'est une
contradiction.

0O

Lemme 6.3.8Si Cy < Cyy1, |Cs| = [Coyi1] €t|Cs_1| = |Cuyal, alors|C,_;| = |Cs 2| et le voisinage d’ordre
deC;_; et celui deC;, > sont synétriques par rappoetCs N Csy1 , i.€. on est dans 'un des cas suivants:

(i) Cs—a < Cs1 < Cs <= Csy1 > Coya > Coys
(i) Cs_0<Cs_1>C5 <= Csy1 < Csya>Csy3
(i) Cs_o>Cs_1 <O = Csy1 > Coyo < Coy3
(iv) Cs—2>Cs_1 > 05 <= Csy1 < Cyiyp < Coy3

Démonstration On montre d’abord qug’s_1| = |Cs42]. } 3

CommeC, < Csyq et|Cs| = |Cspal, |Cs—1] > |Cst2l. Si|Cs—1] > |Cs42|, alors pour quéCs_1| = |Cyi2],

il faut et il suffit que|Cs_1| = |Csaa]| + 1, Cs_2 > Cs_1 < Cs etCs11 < Csya > Csi3. Mais dans ce cas, on
aurait|Cs_1| < |Cs] = |Cs11] < |Csy2| < |Cs—1]. C'est absurde. Maintenant on a méngue|Cs_1| = |Csy2].

Leséquivalences (ii) et (iii) sorévidentes, dicea la cefinition deC,_; etC, .

Pour (i) et (iv), on montre d’abord qu&;_> < Cs_1 < Cs etCs1q < Cspo < Csy3 SONt contradictoires. En
effet, siles deux existent simultament, alors Lemme 6.3.1 implique qu&_; | < |Cs42|. C'est absurde.

On montre ensuite qu€,_, > Cs_1 > Cs etCsy1 > Csyo > Cy13 sont contradictoiresCs_1| > |Cs| =
|Cs11] > |Csq2] = |Cs—1] implique que|Cs_1| = |Cs| = |Coq1] = |Cs42] =1 > 0. CommeC,_, > C,,
|Cs—2] < |Csq1| = 1; commeCys < Coiq, |Cs—a] < |Csysl; commeCsyy > Csia, 1 = |C5] < |Csysl. On
obtient alors qué = |Cs_1| < [Cs—a| < |Csy1| =1 = |Cs| < |Cs13] < |Csi2] = 1 et cela montre que
|Cs—2] = |Csy3| =1 > 0. S'il existeu > 0 tel que pour toud < i < u, |Cs_;| = |Csy144| =1 > 0. On peut
supposer que soit impaire.Cs_s > Cs_; implique que|Cs_,| < [Csyu—3] =1 > 0; Cs_1 > C, implique que
|Cs—u| = |Csqu—1] = 1; Csy1 > Cypo implique quel = |Cs_yi2| > |Csti14u] ; Cs+2 > Csy3 implique que
I = |Cs—uy+ta| < |Csiuti1|. Onobtient donc que’s_,| = |Csiut1| =1 > 0. Cela montre que pour toute Z,
|C¢| =1 > 0. Cela conterdit le fait qué€’ est une corde finie.

O

Corollaire 6.3.9 Si Cy < Cyyq, |Cs| = [Csy1| et s'il existeu > 0 tel que pour toud < i < w, \C‘s_i| =
|Cstit1|, @lors pour toutl < i < u, |Cs—;| = |Cs44+1]| €t le voisinage d’ordre dé€';_; et celui deC;, ;41 sont
symétriques par rappoetCs N Csy 1.

Démonstration On raisonne parécurrence suti. Le casu = 1 est le lemme pFcedent.

Supposons maintenant qu'il existe> 1 tel que pour tout) < i < u, |Cs_;| = |Csiip1]. Lhypothese de
récurrence assure que pour taut i < u — 1, le voisinage d’ordre d€’;_; et celui deC,, ;1 sont synétriques
par rappora C; N Cyyq.

Une fois que lequalie |Cs—y, | = |Csyuti] estétablie,|és_u| = \C‘S+u+1\ implique que les voisinages d’ordre
deC,_, et deC,, .1 sont syngtriques par rappoé Cs; N C,s, 1. En effet, 'hypothese deecurrence implique
queCsy < Cs yy1 <= Copu > Copupr €105y > Cs_yy1 <= Copu < Cspuyqr. Sipar exemple, (les
autres cas se font similairement)is | = 2|C,_.| etCs_y < Csyp1, AlOrsCys 1 < Csyy < Csyyy €1
|Cs+u+1| = |Cs—u| = 2|Cs—u| = 2|Cs+u+1" et donCCs+u > Cs+u+1 > Cs+u+2- Les deux Segmen@s—u et
Cs14+1 ONt voisinages d’'ordre sy@triques par rappoetCs N Cyq.

On peut supposer quesoit impaire. L'hypotiese de&currence implique que pour touK i < u—1, |Cs_;| =
|Cstiv1]. CommeC, < C,yq et comme pour tout < i < u — 1, [Csi| = [Cspiq1], alors|Cs_y| > [Csppal-
Si|Cs—u| > |Cstuvt1], alors pour quaCs_,| = |Csiur1], il faut et il suffit que|Cs—y| = |Csqur1| + 1,
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Cs_y—1 > Cs_yy < Cs_yy1tCspy < Csiyq1 > Csyyro. Or,ence moment';_, < Cyi_pyyq €1C1, <
Csiy+1, C€ qui contredit le fait que le voisinage d'ordredg_,, 11 et celui deCs.,, sont syn&triques par rapport
aCsNCsyq.

O

Proposition 6.3.10 Supposons qué's < Cyy1 et|Cs| = |[Cyyq|. S'il existe un entien > 0 tel que|C,_;| =
|Cstit1| pourl <i < u—1,alors|Cs_y| > |Csput1| quandu est impaire, etCs_,| < |Cstyut1] quandu est
paire.

Démonstration Le corollaire pecedent montre que pour tolt< 7 < u — 1, le voisinage d’ordre d€’,_; et celui
deCsi4+1 sont synétriques par rappoetCs; N Cyi 1.

On peut supposer quesoit impaire. Commé’; < C,1; et pourtoutd < i < u — 1, |Cs_i| = [Cspip1]
d'aprés le corollaire preedent,|Cs | > [Csiuti]. SICs | > |Copuyal, @lors|Cs_y| > 2|Csy| =1 >
2‘08+u+1‘ +1= |Cs+u+1|- - -

Supposonsé&s maintenant qUE's | = |Cs1ur1]|. Pour quaCs_,| < |Csyutl, il faut et il suffit que

Cas 1Cs—u—1 > Cs—u < Cs—u+1 etCs+u > Cs+u+1 > Cs+u+2
Cas 2C's—u—l > Cs—u > Cs—u+1 etCs+u < Cs+u+1 > Cs+u+2

Regardons Cas 1, Cas 2 se faisant similairement. Coffime C,; et pour toutd < i < w, |Cs—;| =
|Os+i+1|v |Cs—u—1| < |Cs+u+2|- Mais|cs—u—1| > |Os—u| = |Cs+u+1| > |Cs+u+2|- On adonc quw$—1L—1| =
|Cs—u] = |Cstuti] = |Cstuta] > 0. S'il existev > u + 1 tel que pour toud < i < v, |Cs—;| = |Cst14i| > 0.
On peut supposer quesoit impaire.Cy < Csy1 implique que|Cs_,| > |Csivt1]; Cs—u—1 > Cs—,, implique
que|Cs—y| < |Csiv—2u—1|, Cstut1 > Csiutz impliqgue que|Cs—y12u+2| < |Csivr1]. On obtient donc que
|Cs—v| = |Cstvt1] = |Cs—vt2u—1] > 0. Cela montre que pour toute Z, |C;| > 0 qui conterdit le fait que”
est une corde finie.

0O

Lemme 6.3.11Soit7 > 1. SOith_zi <Cpogiy1 << Cp1 <Cp>Chyq >+ > Cpyai1 > Cpyai <
Cpt2i41. Suposons que pour tot< j < 2 — 2, |Cp— ;| = |Cppi14;]- Alors |Cp_git1]| < |Cpiail.

Démonstration Supposons le contraire, i.¢C,_2;41| = |Cptail. Alors |[Cpioir1] > |Cprai| = [Cp_2it1| >
|Op_27; , mais commeﬁ’p > Cp+1, |Cp_2i| > ‘Cp+2i+1|, et on a donc quﬁC’p+2i+1|_: |Cp+2L| = |Cp_2i+1| =
|Cp_2i‘. Si Cp_gi_l < Cp_gi, alorSCp_Qi_l < Cp_gi < OP_Q»L'_‘_l < Cp_2i+2 Impllque que|Cp_2i+1| >
|Cp—2:|, ce qui est une contradiction. On obtient donc que

Cp_gi_l > Cp_2i < Op—2i+1 << Cp_l < Op > Cp+1 > > Cp+21_1 > Cp_:,_zz' < Cp+21‘+1

On va montrer que pour toyt > 0, |Cp—;| = |Cpy145] > 0 et donc queC est une corde infinie, ce qui est
absurde. Supposons que I'on ait méntue pour toud < j < s, |Cp_;| = |Cpt1+;| > 0. On peut supposer que
s soit impaire. AlorsC,, > Cp1 implique que|Cp_s| < |Cpisti|; Cp—2i < Cp_2iy1 implique que|Cp_s| >
|Cpts—ait1]s Cpyai < Cpyoir1 implique que|Cpiiys| < |Cppai—s|. On obtient queCyis_sit1] < [Cp—s| <
|Cp+s+1| < |Cp+4i75| = |Cp+sf4i+1| > 0.
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6.4 Un cas particulier

SoitC = C1Cy - - C,, avecCy > Cy > --- > C,. Alors M (C) est de la forme suivante:

6,‘1 6,‘3
/N /N
a N S N/
€0 €iy €i,
ou
Cig €iy Ciy
N /N RN
NS N S
eil eiB
Dans ce diagramme, pour tout< j < n, lesélementse;, _,,e;; , 11, ,e;, correspendent au segment.
Casn =1.

On prendyp(C) = C' = S;(C). CommeS; (C) est une suite ingpendente maximale, congpé, de longueur
2|C| + 1 et sa prengre feche esf3, on voit que le€lements de” forment une base de IﬁigM(C) (Remar-
que 6.1.3) et on obtient donc que ﬁg(M(C) >~ M(p(C)).

Casn =2

Cas 1 est inverse.On c&finit C; = §1(C1). Comme|Cy] > |Cy, C, est maximale (voir les amplifications
dans Section 6.2).

Cas 1.1C; termine parﬁgl, doncCy; commence pary. Le dernier terme d€; este @ e;,. On pose
Cy = S2(C>) dont le O-eme terme est biea ® e;,. La suite C, est par @finition maximale
(Amplification 6.2.7 et 6.2.8 ). Les suites, et C;, forment une pesentation de l'isomorphisme
Ind$, M(C) = M(C).

Cas 1.2(C; termine pal’ozo , doncCy commence pafy. Le dernier terme dé71 estz ® e;, On pose@ =
S»(C,) dont le 0-eme terme est bien® ¢;, .La suiteCs est par @finition maximale. Les suit&s; et
C, forment une pesentation de I'isomorphisme IﬁdM =~ M(C).

Cas 2 C, est directe On cefinit C; = S;(C}) qui est maximale et comggie.

Cas 2.1C termine parfy, doncC, termine parggl. Le dernier terme d€; este ® €, + 2 ® e; etson

avant-dernier terme est® e;,. On pose&’; = Sy (C2) dont le 0-eme terme est® e;, . On la modifie
. -1 . . . , .

eny rajoutantS; (C1) ouS;(Ch) est la suite extraite d&| (C, ) compoge de®|C;| derniers termes,
i.e. la suite extraite de longueRfC;| de la forme - - - ——x ® e;, . Maintenant le 0Oéme terme de
C, estbiere®@e;, + 1 ®e;, etestdonc maxiamle, cale@e;, +x®e;,) =0 = Be®@e;, +x ey, ).
Si |Cy| < |Cy], S (C1) ' est compdte d’apes Remarque 6.1.1 et, b = |Cl, S’(C’1)71 est
identiquea Sy (C1) qui est par éfinition compete. On obtient donc qué, est compﬂzte et maximale
et queC etC; se recollent formant une @sentation de I'isomorphisme Iﬁdl\/[ =~ M(C).

Cas 2.2(C termine para, doncCs, termine parg™ 1 Le dernier terme d€; este ® e, + 2 ® e; etson
avant-dernier terme estz e;, . On poseC; = S1(C2) dont le 0-eme terme est ® e;,. On la modifie
. 1 . . , .
eny ajoutantS; (C1) ouS;(Ch) est la suite extraite d&; (C1) compoge de|C,| derniers termes,
i.e. la suite extraite de longueCs| de la forme - - -——e ® ¢;, . Maintenant le 0&me terme de
C, esthiere ® e;, + = ® e;, et estmaxiamle, car(e ® e;, + x @ e;,) =0 = fBle D e;, + D e, ).
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Si |Cy| < |Cy], S (C1) " est compdte d'apés Remarque 6.1.1 et, b = |Cl, S’(C’1)71 est
identiquea Sy (C1) qui est par éfinition compéte. On obtient donc que, est compﬂzte et maximale
et queC etC; se recollent formant une @sentation de I'isomorphisme Iﬁdl\/[ =~ M(C).

Casn = 3 Dans ce cas, on a fagment|C, | > |Cs| > |C3], car sinonCy > Cy < Cs.

Cas 1 estinverseOn cefinit C; = S;(C}). C; est par éfinition maximale.

Cas 1.1C; termine parﬁgl, doncCy commence paty. Le dernier terme d€; este ® e;, - On pose
Cy = 82(C5) dont le 0-eme terme est bien® e;, . 02 est par @finition maximale.

Cas 1.1.1C5 termine par3,, doncC3 commence paao Le dernier terme d€, este @ €, + T ® e,
et son avant-dernier terme es® eZl On poseCs = S (Cs) dont le 0-Bme terme est @ e,

On la modifie en y ajoutan$; (C5) ' ou S1(C7) est la suite extraite d&7(C>) composee des
2|C5| derniers termes dé&;(C2). Le dernier terme deS;(C>) estz ® e;, et donc le 0&me
terme deCs este ® e;, + = ® e;, et Cs est par consquent maximale. Comm&,| > |Cs),
Cs| = 2|C3] < 2|Cy| = |S}(Cy)|. Remarque 6.1.1 implique qu& (C,) est compite. Comme
81 (C3) est aussi compte, la suite”'; est compéte.

Cas 1.1.2C5 termine parag, doncCs commence paﬁo_l. Le dernier terme dé€';, este ® €, +T®e;, et
son avant-dernier terme as e;, . On poseCs = S;(C3) dont le O-2me terme est ® e;,. On

la modifie en y ajoutans; (C5) "ol 81 (C7) est la suite extraite d&;(Cy) obtenue en prenant
les2|Cs| derniers termes d8;(C5). Le dernier terme dé&;(C>) este ® e;, et donc le 0&me
terme deCs este ® ¢;, + = ® ¢;, et Cs est par corsquent maximale. Comml€y| > |Cs|,
1Cs| = 2|C3] < 2|Cy| = |S}(Cy)|. Remarque 6.1.1 implique qu& (C,) est compite. Comme
S1(C3) est aussi compte, la suite”; est compéte.

Cas 1.2( termine paroz0 , doncC, commence papy. Le dernier terme d€’; estz ® e;, On poseC, =
S2(C5) dont le 0-eme terme est bien® z;,. Cy est maximale.
Cas 1.2.1C5 termine par3, doncC; commence pati—!. Le dernier terme d€’, este ® e, + T ®e;,. ON
poseCs; = S;(C3) dont le 0-eme terme est ® ¢;,. On la modifie en y ajoutara?.?{(CQf1 ou
S1(Cy) est la suite extraite d&; (Cy) compoge de2|Cs| derniers termes d§} (C2). Le dernier
terme deS; (C,) estz ® e;, et donc le 0¢me terme d&€'s este @ e;, + = @ e;, et Cs est par
congquent maximale. Comm€.y| > |Cs), |Cs| = 2|Cs| < 2|Cy| = |S](Cs)|. Remarque 6.1.1
implique queS] (C,) est compdte. CommeS; (Cs) est aussi compte, la suite’s est compéte.
Cas 1.2.2C5 termine parag, doncC3 commence pa,f}gl. Le dernier terme d€; este ® €i, + T ® ei,.
On poseCs = S} (C3) dont le 0-Bme terme est ® ¢;,. On la modifie en'y ajoutarﬁ{(@)fl ou
S1(Cy) est la suite extraite d&; (Cy) compoge de2|Cs| derniers termes d§/ (C2). Le dernier
terme deS; (C,) este @ e;, et donc le 0€me terme d&; este ® e;, + = ® e;, et Cs est par
congquent maximale. Comm€| > |Cs), |Cs| = 2|Cs| < 2|Cy| = |S}(Cs)|. Remarque 6.1.1
implique queS] (C,) est compdte. Commes; (Cs) est aussi compte, la suite’s est compéte.

Cas 2 C; est directe On c&finit C; = S1(CY). C, est compbte et maximale.

Cas 2.1 termine parfsy, doncCy termine parao‘l. Le dernier terme d€'; este ® e, + 2 ® e;; On pose
Cy = 8} (Cy) dont le 0-2me terme est ® e;,. On la modifie en'y ajoutarﬁ{(Cﬂi1 dont le 0-eme
terme est bies ® e;, + z ® ¢;,. Cy est maximale.

Cas 2.1.1C, termine parﬂ0 , doncCs commence patiy. Le dernier terme del, este®e;, plus le 0-eme
terme deS] (C;). On poseC; = S,(C3) dont le 0-eme terme est ® e;,. Si|Cy| > |Cs|, alors
le 0-ieme terme de5| (C1) est dans I'image de: et donc devient nulle si on y applique(qui
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est aussi la preraie feche deCs); si |C)| = |Ca|, le 0-éme terme d&] (C,) = S} (Cy) devient
nulle apesa, puisqueS; (C1) est compdte. On modifie”; en ajoutant le O&me terme dé} (C;)
a celui deC3. La suiteCs ainsi obtenue est une suite gpgendente.

Cas 2.1.2C5 termine paragl, doncCs commence paf. Le dernier terme dé€’;, estz @ e;, plus le 0-eme
terme deS, (C}). On poseCs = Sy(C3) dont le O-Bme terme est ® e;,. Si|C,| > |Cyl, alors
le O-ieme terme des; (C1) est dans I'image de: et donc devient nulle si on y applique (qui
est aussi la preréie feche deC's); si |C4| = |Cy|, le 0-iéme terme d&; (C1) = S7(C4) devient
nulle apesg3, puisques; (C) est compéte. On modifie’s en ajoutant le 0&me terme d& (C})
a celui deC’s. La suiteC3 ainsi obtenue est une suite éukendente.

Cas 2.2 termine parag, doncC, termine parﬂgl. Le dernier terme d€’; este ® e, +x ®e;,. On pose

~ N .o . —1 =
Ca = §1(Cs) dont le 0-eme terme est ® e;,. On la modifie en 'y ajoutar; (C1)  ou Sj(Cy) est
la suite extraite d&; (C1) compoge de|Cs| derniers termes. Maintenant le e terme d€’; est
biene ® e;, + = ® ¢;, puisque le dernier terme d& (C) este ® ¢;, etCy est donc maximale.

Cas 2.2.1C, termine parﬁgl, doncC3 commence patiy. Le dernier terme dé, este® e;, plus le 0-eme
terme deS] (C}). On poseCs = S,(C3) dont le 0-eme terme est ® e;,. Si|Cy| > |Cs|, alors
le 0-ieme terme de&S;(C1) est dans I'image de: et donc devient nulle si on y applique (qui
est aussi la preraie feche deCs); si |C)| = |Ca, le 0-me terme d&; (C) = S} (Cy) devient
nulle apesa, puisqueS; (C1) est compdte. On modifie”; en ajoutant le Oéme terme dé; (C;)
a celui deC3. la suiteC5 ainsi obtenue est une suite égkndente.

Cas 2.2.2C, termine para !, doncC3 commence pap. Le dernier terme dé€s estr ® e;, plus le 0-eme
terme deS;(C1). On poseC's = Sz(C3) dont le O-eme terme est ® e;,. Si|Cy| > |Cs|, alors
le 0-ieme terme d&S;(C1) est dans I'image de: et donc devient nulle si on y applique (qui
est aussi la preraie feche deCs); si |C)| = |Cy, le 0-iéme terme de&] (C,) = S} (C)) devient
nulle apesg, puisqueS; (C1) est compdte. On modifie”’; en ajoutant le O&me terme dé;(Ch)
a celui deC’s. La suiteC3 ainsi obtenue est une suite éukendente.

Casn arbitraire. Dans ce cas|Cy| > |Cs| > |Cs] > --- > |C,|, car Corollaire 6.3.4 montre qUé'| >
|Ca| > |C3] > -+ |Che1] > |Cy| et car si|C,—1]| = |Cy|, alorsC,,—; < C,. On utilise la Ecurrence pour
construire toutes le§;. Supposons que I'on ait constrdit, Cs, - - -, C, pourl < s < n telles queC, vérifie les
conditions suivantes:

() LesC; avecl < i < n sont compatibles, i.e. pour tolt< i < s — 1, C, etC, ., se recollent.
(i) C =81(Cy) (etdonc siCy est directe(”; est compite).
(iii) Toutes lex’; sont maximales.

(iv) SiC; estinverse, le dernier terme de est somme du 2ime terme dé&;(Csy1) et d’un terme qui devient
nul par la prentre feche d~382(03+1); si C, est directe, alors le dernier terme@geste R e;, +x R ¢,
et 'avant-dernier terme d€, este ® e;. Ouz ® e;_ suivant que la dergre feche de”; esta, ou Gy

Les cast = 1, 2, 3 justifient ces hypothses.

On va construire’, ;.

Si C, est inverse, alor€’s 1 est directe. On é&finit C‘Sﬂ = S2(Cs4+1) en remplacant le @me terme de
S2(Cs41) par le dernier terme dé,. Comme le facteur suppinentaire autre que le 8me terme d&2(Cs41)
dans le dernier terme dg€, devient nul par la prergre feche deS,(Cs1). On obtient quef‘sﬂ est une suite
indépendente maximale et son dermier terme:est; , +2 e, ,. Sila dernere feche de; ; estay (resp.
Bo), alors I'avant-dernier terme c(ésH este®e;,, (resp.r®e;, ;).
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—1 =7
Si C, est directe, alorg,,; est inverse. Onéfinit C,,; comme la somme d&(C,,) etC’ ol C, "est
la suite extraite d€” compoge de|C,| derniers termes d€,. Sie @ e;. (resp.z ® e; ) est Ie 0-eme terme
deS](Cs41), alors avant-dernier terme de, estz ® e;, (resp.e ® ¢;,). Comme|C, 1| < |C,|, on sait que le

0-ieme terme désl devient nul pary ou v est la feche parmiv et 3 tell que~y~! soit differente de la derare
fleche deS; (Cs1) (qui est aussi la preraie feche deS,(Cs42) sis+ 1 < n), car ce terme est dans I'image de
v- 5

Il est immédiat de voir que la suit€';; ainsi construite &rifie I'hypothése deé&currence s + 1 < n.

Sis=n-—1etsiC, est inverse, alors d’aps ci-dessus,, = C,, est la somme dé}(C,,) et c L

n—1

ou C _, est la suite extraite d€” _, compoge de<2|C,,| derniers termes d€',_;. La suiteS;(C,,) est par

...7_1
définition compeéte et commeC,,_1| > |C,|, C/_, est aussi compte d’apes Remarque 6.1.1, cela montre
queC,, est compite.

6.5 Un cas plus complige

On consi@re ensuite un cas plus complgwsoitC = C; - -- C,,, - - Cp telle queCy < --- < Cyyy, > -+ > C,.
Posonsm = ug;. Quitte a remplace€ par C~!, on peut supposer qué,, soit directe. On peut supposer
également qué < m < n, sinon on éduita la situation de la sectiongedente. On a

IC1] < -+ <|Cm-1| < |Cml > [Crnga| > -+ > |Gy

En effet, Corollaire 6.3.4 montre qU€;| < |Cs| < -+ < |Cr—1] < |Cr| 2 |Crgr| > -+ > [Cpa] > |Chl.
De plus,|C1| < |Cs|, car sinonCy| = |Cy|, C1 > Cy, et|Cp_1| > |Cy|, car sinonNC,_1| = |Cy], Cro1 < Cp.
Remarquons que I'on ne peut pas aJ6it,_1| = |Cyn| = |Crm+1], car sinon, sin = 2, alorsC,,—1 > Cp,; Si
n—m = 1, alorsC,, < Cp41;Sim > 2etn —m > 1, alorsC,,,_o < Cp—1 < Cpy > Criq > Crq o Mmontre
queCy,y1 > C,,, d'apres Lemme 6.3.5.

Regardons d’'abord la sous-cor@g- - - C,,,. On poseC'm = 81(C,). Constatons qu’en ce moment, d'apr
les amplifications de la section 6.2, le dernier termeltieeste ® e; + = @ e;, Si |Cru1| < |Ci|, €t st
ee;, tr®e;, +e®e;, ,+r®e;, , Si|Cpn_i| = |Cp|. On utilise la néthode de la section @edente pour

trouver les induction€),,,_1,--- ,C,. En effet, on pos€,, | = So(Cy_1) €tCpyo = S;(Crn_2) + C._,
ot Cm , estla suite extraite (ﬁ,’n_l compoge degS; (Cy,—2)| derniergléements. On POSE,,_5 = So(Crn—3)

et on change son dernier terme en leete terme de,,_». Pouri > 2 etm — 2i + 1 > 1, on cefinit par
recurrence’,, _o;,11 = S2(Cyn—2:+1) €t ON change son dernier terme en Ié}ﬁ}é terme d€,,, _5;12. Pouri > 2

etm — 2i > 1, on cefinit par ecurrence’,,,_»; = S1(Crm—2i) + C‘;,%QZ.H ou C _oi41 €St la suite extraite de
C‘{n,ziﬂ compoge dedS; (Cy,—2;)| dernierselements. |l est facile de voir que i, est directe, la suité'; ainsi
construite est compte.

Regardons maintena6t,,C.,,+1 - - - C,. On suit la néthode de la section @edented des modifications ps.

On distingue trois cas.

Cas 1|Cy,| = |Cr—1]-

En ce momentin > 2, car sinonCy = Cy_y > Cpy. Posong’,, = S1(Cy) €tCrst = S} (Crngr) +
—_1 ~ ~
c, Attention, en ce monment, le dernier terme@g ne s'identifie pas au Gme terme d€,,, 1.

Comme|Om 1| = |Cyn|, le demnier terme d€), este®e;, +x®e;, +e®@e;, , +r@e;, ,. SUPPOSONS,
par exemple, qué€’,,, soit de longueur paire et termine pag (les autres cas se font similairement). Alors
Iavant-dernier terme d€,, este @ ¢;,, + z ® ¢;,,_, et donc le 0&me terme d€,, ; este ® ¢;,, + = ®
e, +r®e;,, ,. Cela S|gn|f|e qu'il faut encore modifief,,, ;. On la laisse pour l'instant et oréinit
d’abord IesC'j pourm+2 < j <n. La suiteC‘m+2 est cefinie commeS,(C,,,12) et le dernier terme de



Un cas plus compliqué 390

C*m+1 est somme du eime terme dé*m+2 plus le dernier terme c@,’n qU| devient nul si ony applique
la premere feche dec*m+2, puisquelC,,| > |C,+1]. Il suffit encore de changer le @me terme d€m+2
en le dernier terme dé‘mH On cefinit ensuite en utilisant la @thode de la section @edente les suites
Cm+37 e 7Cn-

En effet, on pos&,,, .3 = S{(Cmt3) + /. ou C!,.» est la suite extraite d€”,, compoge des
|S1(Crmy3)| dernierselements Copss = SQ(Cm+4) et on change son @ine terme en le dernier terme de
Cr13. On pro@de ensuite paécurrence. Pour> 2 etm + 2i < n, on cfinit CmHZ = S2(Cpny2i) €LON
change son 0eme terme enle dernlerterme@gwgl 1 etpouri > 2etm+2i < n,on ofafltherng =

S1(Crg2it1) + Cmﬂh ou CmJr22 est la suite extraite d€,,, ,; compoge degS; (C,10i11)| derniers
elements. Il est facile de voir queGi, est inverse, la Suit€',, ainsi construite est comgtie.

Maintenant on effectue les modifications repart Proposition 6.3.10 montre qi@,, 1| < |Cp_2| =
2|/Ch—a| = [S{(Cpn—2)|. ON remplace’,,+1 par i1 + S{(Cm,z)_l. Cela corrige bien la diérence
entre le dernier terme d€,, et le 0-eme terme de€”,,, ;1. Supposons, comme ci-dessus, g soit de
longueur paire et termine par,. Alors l'avant-dernier terme dé€’,, este ® e;,, + = ® e;,,_, €t donc
le O-ieme terme de”,,,; avant modification est ® ¢;, + = @ ¢;, + 2 ® e;,, ,. Remarquons l'avant
dernier terme d&; (C,,,—2) este ® e;,,_,. On obtient donc que le @ine terme de Ié‘mH modifiee est
eRe;, +r®e; +e®e;, ,+rxr®e; ,quicancide avec le dernierterme dg,. CommeC,,, > Cpy_1,
on sait QUEC,,_2| > |Cpus1]. Sim = 3 €t|Cpu_s| > |Cruy1l, la suiteC,,_o = C,,_ est par éfinition
compkte. Si|C,—2| > |Cmt1l, 12 suiteC,,,_» est compdte d’apes Remarque 6.1.1. Alors le e
terme deS](C,,_») devient nul si on y applique la pretne fechey € {«a, 3} deC,, 2, puisque il est
dans I'image dey. Il suffit donc de mOdIerICm+2 en ajoutan& son 0-eme terme celui d&;(C,,—2)
et laisser inchar&ps toutes les autre{g pourm+3 < j < n. Si|Cp—_2| = |Cmnt1| €m > 3, alors
S1(Cr—2) = S1(Cpp—2). On remplace,,,  » par0m+2 +85(C,,—3) L. D’apres la construction de,,_s,
elle a néme 0-eme terme que:(C,,—3) et n'est diferente deSQ(C’m_g) gu’en le dernier terme dont la
différence est un terme qui devient nul@py avoir appliqé la dernere feche deC’, 3 (qui est aussi la
premere feche deC,,12). Maintenant comme&,,, > Cp,—1, |Cri2| > |Cr—s|. Si \Cm+2| > |Crm—sls

il N’est pas recessaire de modifier les autres suites. Si en revadghes| = |Cp—3|, d' apres Proposition

6.3.10, |Om+3| < |Cm 4| et doncm > 4. On peut remplace@m+3 parCm+3 +Cpy 0OUC,,_4 est
la suite extraite d€’,,,_, compoge de$0m+3| derniers termes. Comnt&,,_3 a méme 0-me terme que
S2(Crn—3), Cm+3 et Cm+2 se recollent. S|C,,+3] < |Ci—4|, On N'a pas besion de modifier les autres

cordes sauf ajouter au 8fe terme d€m+4 celui de( m,4) L Si|Cpa3| = |Crm—4l, On continue.

On pro@&de ensuite paecurrence. L'hypotbse de&currence su€’7,,,+2i pouri > 2 etm + 2i < n estla
suivante:

La suiteC,, +o; est modifee par I'une des fagons suivantes.

(i) Cyni2; €St obtenue sans modification

(i) Cm+22 est obtenue en modifiant son@nrie terme seloﬁ'mﬁz 1, 1.e. on a changle 0-eme terme de
Cm+22 en le dernier terme d@mﬁz 1

(i) m —2i —1 > 1etonremplace,, o; parCp, 2 + C !

m—2i—1" Ence momennlcm+j| - ‘CWL—j—1|
pour tout0 < j < 2¢ — 1.

L'hypothése de &currence SLﬁf’mHi,l pouri > 2 etm + 2i — 1 < n est la suivante:
La suiteC,, 12;_1 est modifee par I'une des fagons suivantes.

0] C‘m+2i,1 est obtenue sans modification
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(i) On remplaceC,, 2; 1 parCpioi 1 + Crn_2i . En ce moment|C,, ;| = |Cp,_j_1| pour tout
0<j<2i—2
Supposons que I'on a MOIC, 1, -+ , Cipyy2; AVECE > 2 €tm +2i < n. On va modifielC,, .2;41. Pour

les cas (i) et (i), on ne modifie p&s,, 12;+1. Sion est dans le cas (i), comparoiis,, 21| et|C,12:l.
Si [Cr—2i—1| < |Cm+2:|, ON Ne modifie pag’,, 12,11. Supposons qQUE,,—a;—1| = |Crtail- Prop03|-

tion 6.3.10 montre qUEC,,2i41| < |Crn_2i—2|. On remplace’,,, ;211 parCpiois1 + Cm_2i—2 . ON
verifie que 1aC,,;2i+1 ainsi modifee satisfait 'hypotbse deé&currence sin + 2i + 1 < n.

Si C,, estinverse, alora — m est impaire. D’apgs la construction ci-dessus, il existe deux pos&iilit
(i) C, estobtenue sans modification
(i) Onremplace, parC‘nJrC‘gm,l,n_l. En ce momentC,,. ;| = |C,,_;_1| pour toutd < j < n—m.
Comme la suite”,, avant modification est comégte, la prengre possibilié n’influence pas la cormjlude

Pour la deux@me possibilié, commeC,, est le dernier segment;,, . La suiteCapm—_1-n
est donc compgite, d’apés Remarque 6.1.1. La suifg, ainsi modifee reste encore congé.

Supposons que 'on a mod8C,, 1, - - - , Crupoi—1 AVECi > 2 etm + 2i — 1 < n. On va modifierC,,, ;.
Pour le cas (i), on ne modifie p&%,.2;.1. Si on est dans le cas (i), compardas,, ;| et|Cp,y2i-1]. Si
|Cm—2i] > |Cmt2i—1] OUm = 2i + 1, on modifie le 0-€me terme d€m+21 selonCmHl 1- Supposons
que|Cyy_ai| = [Crroi_1] €tm > 2i + 1. On remplace’,,, 2; parCp, 0, + C b, . On \erifie que la

suiteC,, . »; ainsi modifee satisfait I'hypothese décurrence sin + 2i < n.

Cas 2 |Ct1| = |Coml-

En ce momentp — m > 2, car sinon,C,, = C,,+1 > Cp,. On a monté donc queC,,—1] < |Cpl-
On poseC,, = S1(Cr). On pro@de comme suit pourédinir IesC’j pourm +1 < j < n. On pose
d'abordC, 1 = S;(Cpy1) ' 4+ C! etCpia = S2(Chupz). Constatons que le @ine terme d&,,, o
ne s’identifie pas au dernier terme @%H. On le laisse pour 'instant. On utilise ensuite l&timode de la
section pecaédente pour construire les suit€s, . s, - - - , C,,, que I'on ne epéte pas ici.

Maintenant on effectue les modifications regped. Comme Ie dernier terme @g, 1, ne s'identifie pas au
0-ieme terme dt€m+2 et on remplacej’mw par Cm+2 + C . Cela corrige bien la discordance entre
le dernier terme dé?mﬂ et le 0-eme terme d€m+2~. Si |Cm,1| < |C~’m+2|, alors on n’a plus besoin de
modifier lesC; pourm + 3 < j < n. Si|Cp,—1| = |Cp2|, alors Proposition 6.3.10 permet de remplacer
~ ~ -1 ~ ~ = -1

Cmts parCpis + C—a . Si|Chgs| < |Cr—2|, @lors comme le dernier terme d&,_>  devient nul
par la premére feche deCm+4, il suffit de changer le 0Oeme terme d€m+4 en le dernier terme d€,, 3
et laisser mvanant les suite€s; pourm + 5 < j < n, etc. Si|C,, 43| = |Cyn_a|, on remplace’,, 4 par

On procéde ensuite pagécurrence.

L'hypothese deé&currence su@mHi pouri > 2 etm + 2i < n est la suivante:
La suiteC’mHi est modifee par I'une des facons suivantes.

(i) ~m+2i est obtenue sans modification
(i) Cpni0: €St Obtenue en modifiant son&nie terme selof,, 2,1

(i) m—2i+1 > leton remplacéjmw parCm+22+Cm 211 €tence moment, on&’, ;| = [Cpyjv1]
pour tout0 < 5 < 27 — 1.
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L'hypothése de &currence suﬁ’mﬁi,l pouri > 2 etm + 2i — 1 < m est la suivante:
La suiteC’m+27;_1 est modifee par I'une des fagons suivantes.

0] C‘m+2i,1 est obtenue sans modification

~ ~ = 1 = ~
(i) On remplaceC,2i—1 ParCpy2i—1 + Cp2iy2 , OU Cpy_2i12 €St la suite extraite d€, 2,2

compoge desC), 21| derniers termes. En ce moment, on(&,_;| = |Cp,4j+1] pour toutd <
j<2i—2.

Supposons que I'on ait MOGC,, 41, - - , Cyn2; AVECE > 2 €tm+2i < n. OnvamodifieiC,, 2,11. Pour
les cas (i) et (ii), on ne modifie p&s,, 12;11. Si on est dans le cas (iii), compards,, —2; 11| €t|Cr,12i].
Si|Crm—2i+1] < |Crm+2i|, ON NE mod|f|e pa§m+21+1 Supposons qQUE, —2i+1| = |Cimt2i]- On remplace

Cm+21+1 par Cm+21+1 + Cpo; OU Om 5; est la suite extraite d€',_o; compoge des\Cm+22+1|
derniers termes.. Orgévifie que la sune?mﬁlﬂ ainsi modiféee satisfait I'hypothse de &currence sin +
214+ 1< n.

Si C,, estinverse, alors — m est impaire. D’apgs la construction ci-dessus, il existe deux posgitlit

(i) C, estobtenue sans modification
~ ~ —_—1
(i) On remplaceC,, parC,, + Com+1—n . En ce moment|C,,4,11| = |Ch—;| pour toutd < j <
n—m— 1.

Comme la suit&”,, avant modification est comigtie, la prengre possibilié n’influence pas la cormnlude

Pour la deux@me pOSSIbIlH& commeC,, est le dernier segmenty,,| < |Comt1-n|. L2 swteszH n
est donc compgite, d’apr’'es Remarque 6.1.1. La suiteainsi modifee reste encore congeé.

Supposons que I'on ait MOMiC 11, , Cini2i—1 AVeCi > 2 etm + 2i — 1 < n. On va modifier
CN’.,,H_% Pour les cas (i), on ne m0d|f|e pé]$,l+27+1 Si on est dans le cas (i), compardis,, 22| et

|Crnt2i—1]- ST|Crm—2i+2| > |Cimt2i—1], 0N modifie le 0-€me terme d€m+22 selonCy, 12;—1. Supposons
|Crm—2it2] = |Crg2i—1]- ON remplace?,mgz parCmHl + Cm 2i41- ON \erifie que la smtej’mﬁl ainsi

modifiée satisfait I'hypothse de&currence sin + 2i < n.

Cas 3|Cp—1] < |Cm| > |Crug1].

Comme|Cy,| > [Crq1| > -+ > |Cy, On peut utiliser la rathode de la section @eedente pour éfinir les
suitesC; pourm+1 < j < n. Il nexiste pas de discordance et on n’a pas besoin de faire des modifications.

6.6 Nombre de valeesv(C) etle casv(C) =1

Définition 6.6.1 SoitC = C1C5 - - - C,, une corde. Soit < i < n. On dit queC; est une vake sil < i < n
etC;_1 > C; < C;11. On dit queC; est une colline sC;_; < C; > C;41 ou on utilise la convention que
Co < C; > Cyy1 pour toutl < i < n. Désignons pav(C') le nombre des vadles dangCy,--- ,C,}.

Consicerons maintenant une corde= C, - - - C,, telle quev(C') = 1. On peut supposer
Cr < <Cuyy > >0, < <Cyy>-->0Cy

On pose = ug1, m = u; €tq = u1. SiC,, est directe, noton€) =, ---C,, etC? = Cp, 1 ---Cp; sSiC,
estinverse, noton6) = Cy ---C,_1 etC® =C,, --- C,,.

Quitte & remplacelC’ par C~!, on peut supposer qué,, soit directe. AlorsC®) = C;---C,, etCV) =
Crsr - Ch.



Nombre de vallées v(C) et le cas v(C) = 1 393

6.6.1 ConstruireC©

Construisons d’'abord’(®). La méthode est similairé celle utilie dans la section @edente, mais on doit
prendre en compte le fait que,, n'est plus le dernier segment et on donne étad cette construction.

Cas 1C, directe. Alorsm > p + 2.

Cas 1.1|Cy_1| < |Cp| > |Cp41]. Il suffit de copier la réthode de Cas 3 de la sectioegdente.
On remplace’,, parC’,..
Cas 1.2|C,_1| = |Cp| > |Cp11]. On utilise la néthode de la section 6.4 pour construire les suitgs - - , C;.

PosonsC,, = S1(C,) etCpi1 = Si(Cpy1) + C)) ', Attention, en ce moment, le dernier terme
de C, ne s'identifie pas au ®me terme d&, ;. Comme|C,_,| = |C,|, le demier terme d€,
este®e;, +r®e, +e®e, , +r®e;_,. SUpposoONs, par exemple, qag soit de longueur
paire et termine pat, (les autres cas se font similairement). Alors I'avant-dernier termé€,dest
e®e;, +r®e; ,etdoncle 0€me terme dé:“pﬂ este®e;, +r®e;, +x®e;,_,. Celasignifie
qu'il faut encore modifieC,,, ;. On la laisse pour linstant et oréfinit lesC; pourp + 2 < j < m.

La suiteC'p+2 est cefinie commeS:(C,+2) et le dernier terme dé*pﬂ est somme du C&me terme

1

de C‘HQ plus le dernier terme dé‘i')_ qui devient nul si on y applique la preéme feche deﬁp+2,
puisque|C,| > |Cpyq|. Il suffit encore de changer le @me terme d€,,» en le dernier terme de

- ~ —_—1
Cpt1. Sip + 2 = m, on s’arete et sinon on continue. é!]inissonsc'p+3 = S1(Cpy3) +Cyn et

ép+4 = S2(Cpta). Comme\0p+2| > |Cpy3), le dernier terme d€p+2 devient nul si ony applique
la premere feche dec*p+4 I suffit encore de changer le @se terme d€p+4 en le dernier terme
de Cp+3. Sip 4+ 4 = m, on s'aréte ici et sinon on continue. Eregeral, pouri > 2, on c&finit, si
p+2i <m, ép+2i = S32(Cp+2:) €t on change son @3+ine terme en le dernier terme d§+2i71 et, si

p+2i+1<m, Cprnipr =S (Cpiais1) +C'on ! 12 - Onvoit que les suite§); pourp +2 < i <m
se recollent. Constatons que I'on constrdijt avec|C,,| = 2|C,,| pour l'instant.
Maintenant on effectue les modifications repes. Proposition 6.3.10 implique qi€&, | > |Cp11].
On remplaceCpH parCpi1 + S;(Cp_2) ~'. Cela corrige bien la diffrence entre le dernier terme
de C et le 0-eme terme deCPH Supposons, comme ci-dessus, @uesoit de longueur paire
et termine parxg. Alors I'avant-dernier terme dé‘p este ® e;, + r ® e;,_, et donc le Oeme
terme de(:‘pﬂ avant modification est ® e;, + r ® ¢;, + * ® ¢;,_,. Remarquons l'avant dernier
terme deS;(C,_2) este ® e;,_,. On obtient donc que le @ine terme de IaﬁpH modifiee est
e®e;, +rRe;, +e®e;,_, +T®e;, , quicancide avec le dernier terme @ CommeC, > C),_1,
on sait qugCp_z| > |Cpi1|. Si|Cp_z| > |Cpia| Oup = 3, alors le 0-eme terme de5; (Cp—_2)
devient nul si on y applique la preéne fechey de C »+2, Puisque il est dans I'image de I suffit
donc de mod|f|eth+2 en ajoutan@ son 0-éme terme celui d&7(C,_») et de laisser inchaggs
toutes les autre§; pourp + 3 < j < m. Si|Cp_a| = |Cpr1| €tp > 3, alorsS] (C,_2) = S;(Cp_2).
Commep > 3, on remplace’, ,, parC, 2 + S2(C,_3)~'. En effet, d’apes la construction d€, s,
elle a néme 0-eme terme que,(Cp_3) et n'est dlférente deS;(C,_3) qu’en la dernére position
dont la difference est un terme qui devient nul&py avoir appligé la dernére feche deC, 3 qui
est aussi la prerare feche deC‘p+2.Sip + 2 = m, on s'ar@te ici et sinon on continue. Maintenant
commeC, > Cp_1, |Cpy2| > |Cp_s|. Si|Cpi2| > |Cp_s|, il N’est pas @cessaire de modifier les
autres cordes. Si en revancl®, o| = |C,_3|, d'aprs Proposition 6.3.1,,3| < |C,_4|. On

1

peut remplace€, ;s parCpys + C,_4 00 C,_4 est la suite extraite d€,_, compoge desC, . |
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derniers termes. Comrrfép 3 a meme 0-eme terme quéx(C,_3) ", Cpy3 €tCy 1o Se recollent. Si
|Cp+3] < |Cp-al, On n'a pas besion de modifier les autres corde§Cgis| = [C,-4[, ON remplace
Cp+4 paGC+4 + C 1 . Ces modifications sont possiblesigea Proposition 6.3.10.

On pro@de ensune paecurrence.

Lhypothese deé&currence suf,,»; 1 pouri > 2 etp + 2i — 1 < m est la suivante:

La suiteéﬁgi,l est modifee par I'une des facons suivantes.

0] C*p+2i_1 est obtenue sans modification

(i) On remplaceC),,2; 1 parCpio; 1 + Cp_o; . En ce moment|C,. ;| = |C,_;_1| pour tout
0<3<2—2.

L'hypothese deé&currence Sl.@p+2i pouri > 2 etp + 2i < m est la suivante:

La suiteC,,, »; est modifee par I'une des fagons suivantes.

@iy C, 2 est obtenue sans modification
(i) C,.2; est obtenue en modifiant son&nie terme seIoﬁ?,,Jrgi 1

(iiiy p—2i —1 > 0etonremplac€,o; parC, o; + C “9i_1- Ence momentCp ;| = |Cp—j_1]
pour tout) < j < 2¢ — 1.

Suppsons que I'on ait modiiC 1y .C b2i—1 aveci > 2 etp + 2i — 1 < m. On va modifier
Cp+21 Si Cp+21 1 est obtenu dans le cas (i), on ne modifie pg$22+1 Si on est dans le cas (ii),
comparon$0p 22| et|Cpiai—1]. Si|Cp_2i| > |Cpiai- 1| oup —2i = 1 on modifie le Oeme terme
deCp+21 selonCpJ,Ql 1- Supposons qu|e:‘p 2| = |C, p2i par
Cprai + O ;1. On\erifie que la suiteC,,, »; ainsi modlfee satisfait hypotbse deé&currence si
p+2i < m

Suppsons que I'on ait ModC,, 1, - - - ,Cpyo; aveci > 2 etp 4 2i < m. On va modifierC,, ;1.
Pour les cas (i) et (ii), on ne modifie pa%.2;+1. Si on est dans le cas (jii), comparod%,_»;_1| et
|Cpt2i|. Si|Cp—2i—1] < |Cpiail, ON Ne modifie pas?“pﬁiﬂ. Supposons qUET, —2i—1| = \~Cp+2i|.
Alors commeC), > Cp_l,lo < |Cpi2it1] < |Cp—2i—2| etdoncp —2i — 2 > 0. On remplace’, 211

parCpyoii1 + Cpoi o . On \erifie que la suite”, ;. ainsi construite satisfait I'nypotise de
récurrence sh+ 2i + 1 < m.
On remplace’,, parC’, .
Casl.3|C,_1| < |Cp| = |Cpi1]. On utilise la néthode de la section 6.4 pour construitg - - - , C}.
On pro@&de comme suit pourgdinir lesC;; pourp+1 < j < n. On pose d’abord,,; = S} (Cp11) +

——1 ~ ~
¢, .On oéfinit~Cp+2 = S52(Cp42). Constatons que le @ine terme d€’,., ne s'identifie pas au
dernier terme d€’, ;. On la laisse pour l'instant. $i+ 2 = m, on s’aréte et sinon on continue.

~ —1 ~
DéfinissonstJrg =S1(Cpi3) +Cyy 10,4 = S2(Cpya). Comme|Cyya| > |Cpys], le dernier

terme deC;JFZ_ devient nul sion y applique la preare feche deﬁ'p+4. Il suffit encore de changer le
0-ieme terme dé'p+4 en le dernier terme %5'“3. Sip+4 = m, on s'aréte et sinon on continue. En

géréral, pouri > 2, on cefinit, sip + 2i < m, C’p+2i = S2(Cp42i) €t ON Cchange son @31ine terme en

le dernier terme d€’,,5; 1 et, Sip + 2i + 1 < m, Cpiois1 = Si(Cprair1) + cr . ! i - Onvoit que

les suites”; pourp + 2 < i < m se recollent. Constatons que I'on consti@ijt avec|(:‘m\ = 2|Cp|
pour 'instant.

Maintenant on effectue les modifications repes. Sip = 1, commeC; est compgte, il suffit de
modifier le 0-eme terme d€,, en y ajoutant celui dé7’ Sip > 1, on remplace’, ,, parC, o +

Cp_1 . Ces modifications sont possiblesigea Proposmon 6.3.10. Cela corrige bien la @iffince
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entre le dernier terme (:@,,H et le 0-eme terme dté'pH Sip + 2 = m, on s’arite ici et sinon
on continue. S|C,_;| < |Cp.2|, alors on n'a plus besoin de modifier I€s pourp + 3 < j < m.

Si|C, 1| = |Cp+2\ alors Proposition 6.3.10 permet de rempla€gr s parCpy3 + Cp_o . Si

p =3, commeCp,g est compéte, alors il suffit de changer le 8me terme de7p+4 en le dernier
terme deC), 3 et laisser invariant les suit&gs; pourp + 5 < j < m. Supposons qug > 3. Si

|C,,+3| < |Cp 2|, alors comme le dernier terme «ﬂ-@p o devient nul par la prergre feche de
Cp+4, il suffit de changer le Ogéime terme d€p+4 en le dernier terme d@p+3 et Ialsser invaraint les
suitesC; pourp 45 < j < m. Si|Cpi3| = |Cp_2|, on remplace, 4 parCy 4 + O

On pro@de ensuite paécurrence.

L’hypothese de &currence su@pﬁi pouri > 2 etp + 2i < m est la suivante:

La suiteC‘pHi est modifee par I'une des fagons suivantes.

(i) C,.2: est obtenue sans modification
(i) C,2; est obtenue en modifiant son&nie terme selo’, , 2; 1
(iiiy p—2i+1 > 1etonremplac€, parép+27+() ,;1eten ce moment, on|&),., ;| = |Cp_j_1|
pour tout0 < 5 < 2¢ — 1.
L'hypothese de &currence Suf:'p+2i,1 pouri > 2 etp + 2i — 1 < m est la suivante:
La suiteC‘pHi_l est modifée par I'une des fagons suivantes.

0] C’p+27;_1 est obtenue sans modification
~ ~ _—1
(i) Onremplace’, 9,1 parCpioi—1+Cp_2;42 .e€tence moment, on&,;| = |Cp_ ;41| pour
tout0 <5 <27 —2.
Supposons que I'on ait ModfC, 1, - - - ,Cp2; aveci > 2 etp 4 2i < m. On va modifierC, o 1.
Pour les cas (i) et (ii), on ne modifie p&5.2;+1. Si on est dans le cas (jii), comparods,_s;+1| et
|Cpt2i|. Si|Cp_2it1| < |Cpt2il, on ne modifie pag’, 2;41. SUpPpPosons qUET,_2i+1] = |Cpail-
1

On remplace’,,  9;1 parCyiai11+Cp_o; . On\erifie que la suite”, ;1 ainsi modifee satisfait
I'hypothese deé&currence sh+ 2i + 1 < m.

Supposons que I'on ait MofiC,,, 1, -, Cpyai1 aveci > 2 etp + 2i — 1 < m. On va modifier
ép+2z Pour les cas (i), on ne modifie pé§+21+1 Sion est dans le cas (ii), compardrjlgj 2it2| et
|Cpt2i—1|. Si|Cp—2it2| > |Cpt2i—1], on modifie le 0me terme dé‘pHZ selonCergZ 1. Supposons
que\Cp 2i+2] = |Cpyai—1]. ON remplace!:y[ﬂrgZ par0p+2l + C 21+1 On \erifie que la sun@pﬁl
ainsi modifée satisfait I'hypothse de&currence sp + 27 < m.

On remplace’,, parC’,.

Cas 1.1.4|Cp—1| = |Cp| = |Cpya| =1
Ce cas est impossible, car on a en ce moment@ye < C,_; < Cp, > Cpy1 > Cpyp d'OU
I'impossibilité de ce cas, d’aps Lemme 6.3.5.

On remplace’,, parC”,.
Cas 2 C, inverse.

Cas 2.1|Cp_1| < |Cp| > |Cpy1]. I suffit de copier la réthode de Cas 3 de la sectioegdente.
On poseC,,, = C".

Cas 2.2|Cp_1| < |Cp| = |Cpi1]|. On construit les suiteS,,, - - - , C,, en utilisant la néthode de la section 6.4.
Constatons que I'on construit,, avec|C,,| = 2|C,,| pour I'instant.
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~ ~ —1
PosonsC), = 81(C,) etCy,1 = S1(Cp-1) + €} . Attention, cette fois-ci, le Oéime terme de
C, ne s'identifie pas au dernier terme @g_;. Comme|C,. 1| = |C,|, le 0-éme terme d&, est
e®e,  +trRe,  +e®e, , +r®e,, . SUpposoOns, par exemple, qlg soit de I0r~19ueur
paire et termine paﬂzo_1 (les autres cas se font similairement). Alors le premier termé€'gest
e®e;, , +TRipy et dor~1c le dernier terme dg, ; este®e;, +z®e;, +~a: ®e;,_,. Celasignifie
qu'il faut encore modifielC,_;. On la laisse pour l'instant et orédinit lesC; pourl < j < p — 2.
La suiteC,,_, est cefinie commeS;(C,_5) et le 0-eme terme d€’,_; est somme du (me terme

~ —1 ~
de Cy,—1 plus le dernier terme d€;,  qui devient nul si on y applique la deame feche deC), o,
puisque|C,,| > |C,_1|. Il suffit encore de changer le dernier termedg » en le 0-eme terme de
~ ~ —1 ~
Cp-1. Définissonsg’y, 3 = S{(Cp-3) +C), 5, etC, 4 = S2(Cps). Comme|Cy, 2| > |C)3],

le 0-ieme terme dép,g devient nul si on y applique la degre feche deCN'p,4. Il suffit encore de
changer le dernier terme d&,_4 en le O-eme terme d€’,_3. En geréral, on @finit,pouri > 2, si
p—2i > 1,Cp_9; = S2(Cp_2;) avec modlflcat|on du dernier terme se@;\_mH etsip—2i+1 > 1,

ép+2i+1 = S2(Cpy2ig1) + Cl it pH2i—1

Maintenant on effectue les modifications reged. Sip + 1 = m = wuq, alors on remplacé‘p,l
parC,_, +S{(Cul+1)_1. Comme|Cp_1| < |Cpt1| = |Cu,| < |Cu,+1], alors il suffit de modifier
le dernier terme dép 2 selonC’p 1. Supposons que + 1 > m. Proposition 6.3.10 implique que
|Cp 1| <|Cpial. Onremplace”, paGC 1+ 8] (Cp+2)71 Cela corrige bien la diffrence entre le
0-i"eme terme dé,* et Ie dernier terme d€, 1 Supposons comme ci-dessus, Giyesoit de longueur
paire et termine pat, '. Alors le premier terme d€), este ® €i,_, + T ®iyyo etdonc le dernier
terme deC —1 avant modificationest®e;, , + z®e;, , + = ®i,41. Remarquons I'avant-dernier
terme deS; (Cp42) ' este® €i,.,- ON obtlent donc que le dernier terme de la sdl};el modifiée est
e®e;,  +tr®e;,  +e®e;,, +x®e;,, quicdncide avec le Oéme terme dé?,,. Sip = 2, alors
Si |Cp_1]| = |Cpyel|, @lorsC, < Cp41, Ce qui est absurde. On obtient q@&,_;| < |Cp12|. Alors
le O-ieme terme de; ( p+2) " devient nul si on y applique lagthey € {«, 8} qui est diferente
de la premére feche deCp,l, puisque il est dans I'image de La cordeC; est donc compite.
Supposons qug > 2. CommeC), > Cp41, on sait qudCia| > |Cp_1|. Si|Cpya| > |Cp_1], alors
le 0-ieme terme d&; (Cp12) - devient nul si on y applique la degre feche deﬁ'p 2. Il suffit donc
de m0d|f|erC _o en ajoutant son dernier terme celui d& (C,2) et laisser incharges toutes les
autresC; pourl < j < p—3. Si|Cpy2| = |Cp_1|, AlorsS;(Cpi2) = Si(Cpi2). On remplace
Cp 9 paGC 2 + S2(Cpy3)~ L. En effet, d’apes la construction dép+3, elle a méme dernier terme
queSy(Cpy3) et nest dlférente deSy(Cp13) qu’en la 0-eme position dont la diirence est un terme
qui devient nul aprs y avoir appligé la premeére feche deC'p+3 qui est aussi la derare feche de
C,_». Maintenant comme, > C,1 1, |Cp_a| > |Cpys|. Si|C, 2| > |Cpysl, il N’est pas cessaire
de modifier les autres cordes. Supposons|qies| = |Cp43]. Sip + 3 = m, alors on remplace
CpsparCy_s+ 8 (Cuyt1) "4 S7(Cy,)- En effet, la diference entre le dernier terme @g_; et
le O-i2me terme d€,_, este ® ¢;,, + = ® ¢;, et notre modification corrige donc cette @ifénce.
Comme|Cp—3| < |Cp—2| = |Cpys| = [Cuy| < |Cuy41], alors il suffit de modifier le dernier terme
de C’p 4 selonCp 3. Supposons qug + 3 > m. D'apres Proposition 6.3. 1mp 3] < |C’p+4| On
peut remplace€, 3 parC, 3+ (C,.4)~'. Comme le 0&me terme d€’, , , coincide avec le dernier
terme deS,(Cj—3), Cp—3 €tC,_» se recollent.

On pro@&de ensuite paécurrence.

L’hypothese deé&currence SL@,_%H pouri > 2 etp — 2i + 1 > 1 est la suivante:
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La suiteép,giﬂ est obtenue par I'une des fagons suivantes.

0] C*p,giﬂ est obtenue sans modification
~ ~ -1
(i) p+2i < m etonremplac&’, 2,1 parC,_o;11 + Cpio; €L en ce moment, on @), ;| =

|Cp4j+1] pour toutd < j < 2i — 2.

. ~ ~ —1

(i) p+2i—1=metonremplac€,_s; 11 ParCp_oi41+S1(Cui+1) +S7(Cy,). En ce moment,
ona|Cp_j;| = |Cpyjt1] pourtoutd < j < 2i—2

L'hypothese de &currence suffp,m pouri > 2 etp — 2i > 1 est le suivant:

La suite(:’p_z,- est obtenue par I'une des fagons suivantes.

(i) C,_2: est obtenue sans modification

(i) C’p,gi est obtenue en modifiant son dernier terme sé!pnh«“

(iii) p+2i+1 < metonremplac€’,_o; parCy,_s+C, 5, 1. Ence moment, on@,_;| = [Cpy ;1]

pour tout0 < 5 < 2¢ — 1.

Suppsons que I'on ait mod&iC), 1, --- ,Cp_o;41 aveci > 2 etp—2i+1 > 1. On va modifieiC,, _y;.

En cas (i), on ne modifie pas,_2;. Si on est dans le cas (i), compardi%, ;| et|Cp_2i41]. Si

|Cpt2i| > |Cp—2i+1], on modifie le dernier terme dg&,_o; selonCp,_2;1. SUPPOSONS QUE, 12;| =

|Cp—2i+1|. ON remplaceC’p_gi par C’p_gi + C’I;rl%“. Si on est dans le cas (iii), on montre que

|Cp—2it1| < |Cp_gita] = |Cu,| < |Cu, 41|, il suffit de modifier le dernier terme d&,_»; selon

Cp—2:+1. On Verifie que la suit€”’, _,; ainsi modifee satisfait I'hypothse de&currence sp— 2i > 1.

Suppsons que I'on ait modiC), 1, ---,C,_o; aveci > 2 etp — 2i > 1. On va modifierC, _s; ;.

Pour les cas (i) et (ii), on ne modifie pa%_,;_1. Si on est dans le cas (iii), comparojs, ;21|

et|Cp_2i|. Si|Cpi2is1| < |Cp_2:|, on ne modifie pag, o, 1. SUpposons$Cyzit1| = |Cp_ail-

Sip+2i+1=m,o0n remplacei‘p,gi,l parC‘p,Qi,l + S1(Cuy41) ! + §1(Cy,). En revanche si
—1

p+2i+1 < m, alors on remplac€, ;1 parC,_o; 1+Cpioira . ON\erifie que la suite, o;
ainsi modifee satisfait 'hypothse de&currence sh— 2i — 1 > 1.
Si C; estdirecte, alorp — 1 est impaire. D'apgs la construction ci-dessus, il existe deux posgilit

(i) C, est obtenue sans modification
~ ~ —1
(i) Onremplace’y parCy + C3, . Ence momentCyy ;41| = |Cp—;| pour toutd < j <p —1.
Comme la suit€’; avant modification est comite, la prengre possibilié n'influence pas la comgiude.
—-1
Pour la dewé&me possibilé, alors comme’; est le premier segmenCy| < |Cyp|. La suiteCsy,
est donc compgite, d’apes Remarque 6.1.1. La suitg ainsi modifee reste encore congpé.
On remplace’,, parC’,,.
Cas2.3|C,| = |Cp_1| > |Cpi1]|- ON construit les suiteS,,, - - - , C,, en utilisant la néthode de la section 6.4.
Constatons que I'on construit,, avec|C,,| = 2|C,,| pour 'instant.
On poseCy_1 = S}(Cp-1) + Cit et Cp_y = S2(Cp—2). Attention le dernier terme d€),_ ne

caincide pas avec le @ine terme dé€’,_;. On construit d’abord les suité$, s, --- ,C} en utilisant
la méthode de la section 6.4.

On remplace ensuit€, , par poserC, 5 + C‘pjl. Si|Cp_2| > |Cpy1], alors on n'a plus besoin
de modifier les autres suites. Supposons [@ygo| = |Cpt1]- Sip +1 = m, alors|Cp_3| <
ICpos| = |Cpsr] = [Cra| < |Cursa]. ON remplacel, 5 parCp_s + 1 (Curgr)  + SL(Car).
Comme|Cy, 11| > |Cy,| = |Cp—2| > |Cp—3|, le 0-eme terme d&; (Cy, +1) ' + 8§1(C,, ) devient
nul si on y applique la derare feche deC,_4 et il suffit de changer le dernier terme d&_4 en
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~ ~ ~ = —1
le O-iéme terme d€’,_;. Supposons qug+ 1 < m. On remplaceCp sparCp_3 + Cpya . Si

|Cp—3] < |Cpi2l|, alors il suffit de changer le dernier terme dg 4 €Nn Ie 0-Bme terme de?p 3.
Supposons qui, 3| = |C,2|. Alors on remplace, 4, parC,_, + C

On pro@de ensuite paécurrence.

L’hypothese deé&currence su@,,_m- pouri > 2 etp — 2i > 1 est le suivant:

La suiteép,gi est obtenue par I'une des fagons suivantes.

(i) C,_2: est obtenue sans modification
(i) C‘p,gi est obtenue en modifiant son dernier terme sé]prml
(ii)) p+2i —1 < m et on remplace’,_,; parC,_»; + C, ', et en ce moment, on[&),_;| =
|Cptj+1] pour toutd < j < 2¢ — 1.
L’hypothese deé&currence SL@,_%H pouri > 2 etp — 24y > 1 est la suivante:
La suiteép,ziﬂ est obtenue par I'une des fagons suivantes.

0] C*p,giﬂ est obtenue sans modification
~ ~ _—1
(i) p+2i—2 < m,onremplace&’,_s; 11 parCp_g; 41+ Cpi2i—2 . Ence moment, ongl,_;| =

|Cpyj—1] pour toutd < j < 2i — 2.

(iiiy p+2i—3 =metonremplac€, 541 parCy 241 +S{(Cui+1)71 +8!(C,,). En ce moment,
onalCy_j;| = |Cpqjp1] pour toutd < j < 27 —2
Supposons que I'on ait Mo, 1, --- ,C,_o; aveci > 2 etp — 2i > 1. On va modifierC,,_o; ;.
Pour les cas (i) et (ii), on ne modifie p&$_,;_1. Si on est dans le cas (jii), comparods,2;_1| et
|Cp—2i|. Si|Cptai—1| < |Cp—2i|, ON ne modifie paép_Qi_l. Supposons qUEC,.ai—1] = |Cp_ail.
Sip+2i —1 = m, on remplace’, 2; 1 parC, 2 1 + S}(Cu,) g S1(Cy,). En revanche si
1

p+2i—1 < m, alors on remplac€, _»;_1 parC,__1 + Cpia; . On\erifie que la suit€’, o;_,
ainsi modifee satisfait I'hypothse de&currence sh — 2i — 1 > 1.

Supposons gue I'on ait moéf'(j’p 1, " C*p 2i+1 aveci > 2 etp — 2i + 1 > 1. On va modifier
Cp 2;. Pour les cas (i), on ne modifie pé; 2;. Sion estdans le cas (i), K'y—2i+1| < |Cpt2i—2],
on modifie le dernier terme (ﬁp 2; selonCy,_gi41. SUPPOSONS QUET), 12 2| = |Cp_2ir1]. ON

remplaceC,,_; parCp_o; + C; ! i2i—1- Si On est dans le cas (iii), on a en ce MoMENt 2;41| <
|Cp—2it2| = |Cptai—3| = |Cu,| < |Cu,+1]| et il suffit de modifier le dernier terme dfép,zZ selon
Cp—_2i+1. On \erifie que la suite”, _,; ainsi modifée satisfait I'hypothse de&currence sp—2i > 1.
Si C; estdirecte, alors — 1 est impaire. D'apgs la construction ci-dessus, il existe deux posgilit

() C, est obtenue sans modification

(i) Onremplace&; parC +C*2p_271. En ce momentC,,, ;| = |C,_;_1| pour toutd < j < p—2.
Comme la suit€’; avant modification est comigte, la prengre possibilié n’influence pas la comgiude.
Pour la dewéme possibil&, alors comme’; est le premier segmeniC;| < |Cap—_2|. La suite
@71 est donc compgite, d’apés Remarque 6.1.1. La suifg ainsi modifee reste encore congpé.
On remplace”,,, parC/ ..

Cas 2.4|Cp_1| = |Cp| = |Cp41]. Ce cas estimpossible, c&f,_1 < C, implique que|Cp_2| > |Cpi1| =
|Cp—1, ce qui est absurde.
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6.6.2 ConstruireC'(%)

Construit maintenar@ (")

Cas 1C, estinverse. On construit,, ;. 1, - ,C, en utilisant la néthode de la section 6.4. §i— 1 = m, on
s’arrete ici. Supposons donc que< g — 1.

Cas 1.1|C,_1| < |Cy| > |Cyy1]- Nl suffit de construireC,, - - -, C,, 1 en utilisant la réthode de la section 6.4.
Cas 1.2|Cy_1| < |C4| = |Cyt1l-

Onpose’y_1 = S} (Cy1)+C} B Comme|Cy_1| < |C,l, le 0-me terme d€/ " devient nul si on
y applique la derrére feche def*q_Q. On change le dernier terme @g_Q enle 0-eme terme dé*q_l.
Constatons que le dernier terme @g_l ne cdncide pas avec le &ine terme de’;‘q. On construit
d’abord les suite€’, 3,0 , Cmy1 en utilisant la néthode de la section 6.4. On remplace ensiljte,

parC, 1+8,(Cyra) . Si[Cq-1] < |Cy42|, alors le 0-eme terme de7 (C q+2)_1 devientnul siony
applique la derrére feche dqu o et on change le dernier terme dg 2 enle O-eme terme dé7q 1-
Supposons quE’, 1| = |C,12|. Alors on remplac€, o parC, s +Ss(Cyr3)~". Sig—3 =m, on

s'arréte ici. Supposons que— 3 > m. Si|Cy—2| > |Cqy3], On n'a plus besoin de modifier les autres
-1

suites. Supposons qUE,_»| = |C,3|. Alors on remplac€, 3 parCy_s + Cy4
On pro@&de ensuite paécurrencee.
L'hypothése deé&currence sutqu_giﬂ pouri > 2 etqg — 2i + 1 > m + 1 est la suivante:
La suiteéq,giﬂ est obtenue par I'une des facons suivantes.
0] C‘q,giH est obtenue sans modification
~ ~ —_—1
(i) On remplace’;_s; 11 parCy_2i+1 + Cqt2; €t en ce moment, on |[&,_;| = |Cyy ;41| pour
tout0 < j < 2i — 2.
L’hypothese deé&currence su@q_% pouri > 2 etq — 2i > m + 1 est la suivante:
La suiteéq,zi est obtenue par I'une des facons suivantes.

(i) C,_2: estobtenue sans modification
(i) C’q_gi est obtenue en modifiant son dernier terme sé]@rbiﬂ
(i) ¢ = 2i+1 < n eton remplac&,_»; parCy_o; + C; ;. En ce moment, on &C,_;| =
|Cy+j+1] pour toutd < j < 2i — 1.

Supposons que l'on ait moo&fi(:‘q 1,7 - C*q 2i+1 aveci > 2etq—2i+1 > m+ 1. Onva
mod|f|equ 2. En cas (i), on ne modifie pan 2;. Sion est dans le cas (ii), compardii$ ;| et
|Cy—2i41]- Si|Cyt2i| > |Cy—2i+1], on modifie le dernier terme déq 2 seIoan 241 Supposons
que|Cyiai] = [Cy—2i+1]. On remplacac*q_g2 par Cq_zz + Cq+2i+1‘ On \erifie que la Su|t€q_21
ainsi modifée satisfait I'hypothse de&currence sy — 2¢ > m + 1.
Suppsons que I'on ait Mod#C, 1, - - - ,C,_o; aveci > 2 etq—2i > m+1. OnvamodifielC, »; ;.
Pour les cas (i) et (ii), on ne modifie pa§_,;_1. Si on est dans le cas (jii), comparoi§, ;1| et
|Cy—2i|. Si|Cyt2i+1| < |Cy—2;], on ne modifie paé‘q_gi_l. Supposons QU+ 2i+1] = |Cy—2il-
Alors on remplace’, o1 parCy, o1+ C‘q+2i+2_1. On \erifie que la suite€, _»; _; ainisi modife
satisfait I'hypotlese de&currence s§ —2: — 1 > m + 1.

Cas 1.3|Cy_1| = |Cy| > |Cys1]. On poseCy_y = S;(Cyo1) + Ci7t et Cyy = S2(Cy—2). Constatons
que le dernier terme d€,_» ne cancide pas avec le @me terme d&’;,_,. On construit d'abord
les suitesC;_3, - - - , Cppy1 €n utilisant la néthode de la section 6.4. On remplace enstijfe, par
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Cq s+ CL ,+1 @ l'aide de Proposition 6.3.10. §i— 2 = m + 1, on s'aréte ici. Supposons que
qg—2>m+1. Si|Cy_2] > |Cy11], alors on n'a pas besoin de modifier les autre suites. Supposons

que|Cy_s| = |Cy11|. Alorson remplaceﬂ‘q 3 paqu 3+ Cq+2 é\ I'aide de Proposition 6.3.10. Si

|Cy—3| < |Cy+2|, le dernier terme dé?’q+2_ devient nul si on y applique la degre feche dqu 4
et il suffit de modifier le dernler terme d&,_, selonC,,_. Supposons quiC,_3| = |Cyi2|. ON
remplaceC’q 4 parC —4+ C 3 al'aide de Proposition 6.3.10, etc.

On pro@de ensuite paécurrencee.

L'hypothése deé&currence suﬂf‘q_giﬂ pouri > 2 etqg —2i + 1 > m + 1 est la suivante:

La suiteC‘q_QHl est obtenue par I'une des fagons suivantes.

() La suiteC’q,giH est obtenue sans modification
~ ~ —_—1
(i) Onremplace’,_o; 41 parCy_zi11 + Cy12i—2 €tence moment, on|&,. ;| = |C,—;_1| pour
tout0 <5 <27 —2.
L'hypothese de &currence sutﬁ*q,gi pouri > 2 etq — 2i > m + 1 est la suivante:

La suite@q_gi est obtenue par I'une des fagons suivantes.

() La suiteéq,gi est obtenue sans modification
(i) La suiteéq o; est obtenue en modifiant son dernier terme sélgm%ﬂ
(iiiy q+2i—1 < netonremplac€, 5 parC, o;+C.} r2i—1- ENncemoment, onf@y. ;| = [Cy— ;1|
pour tout0 < j < 27 — 1.
Supposons que I'on ait mod&fiC, 1, - -- ,C’g_QiH aveci > 2etg—2i+1 > m+1. Onva
modifierC,_»,. En cas (i), on ne modifie p&s,_»;. Si on est dans le cas (ii), comparqﬁ§+2Z 2| et
|Cy—2i41]- Si|Cyr2i—2| > |Cy—2i+1|, on modifie le dermertermec{é] Y seloan 2i+1. SUPpPOSONS

que|Cpiai—2| = |Cp_2i+1]. ON remplacch 2 paqu 2 +Cq+12t 1- On \érifie que la sunej'q 2
ainsi modifée satisfait I'hypothse de&currence sy — 2i > m + 1.
Supposons que l'on ait mod&fiC, ,,---,C,_o; aveci > 2 etq — 2 > m + 1. On va modi-

fier éq_gi_]_. Pour les cas (i) et (ii), on ne modifie pég 2i—1. Sion est dans le cas (i), com-
parons|Cyai—1] €t|Cy—2i|. Si|Cyiai—1] < |Cy—2:], on ne modifie pa€q 2i_1. Supposons que

|Cyt2i—1] = |Cy—2i]. Alors on remplacé'q 21 paqu 21 + Cqﬁz . On \erifie que la suite
Cy—2;—1 ainisi modifée satisfait I'hypothse de&currence s§ — 2¢ — 1 > m + 1.

Cas 1.4|Cy—1| = |Cy| = |Cy+1]. Lemme 6.3.5 montre que ce cas est impossible.
Cas 2 C, est directe. On construit les suit€s, C;,_1,--- , Cp, 1 en utilisant la néthode de la section 6.4.

Cas 2.1|C,_1| < |Cy| > |Cyy1]- ON construiC,, Cy i1, - - -, C,, en utilisant la néthode de la section 6.4.
Cas 2.2|C,_1| = |Cy] > |Cysrl.

~ ~771 ~
On poseCyy1 = S1(Cyr1) + C  etCyya = Sa(Cyra). Comme|Cyyy| < |Cyl, le dernier terme

de C‘,’I ' devient nul si on y applique la preere feche de(:*q+2 et on change le Geéme terme de
C,12 en le demier terme dé€),,;. Constatons que le dernier terme @g ne cdncide pas avec le
0-ieme terme d€,, 1. On construit d’abord les suites, s, --- , C,,, 1 en utilisant la réthode de la
section 6.4. Sij — 1 = m + 1, alors on remplacé’,;1 parCys1 + S, (Cur) - Si|Cyri| = [Cu, |,
alors|Cy,—1| > |Cy,| = |Cq41] > |Cyy2| et doncC,_, > C,, ce qui est absurde. On obtient
que|Cyi1| < |Cy,| et il suffiit de modifier le 0€me terme de&”, o selonC, ;. Supposons que

s ~ ! o
g —1 > m+ 1. Onremplace ensuit€,; parCyi1 + S;(Cy—2) . Si|Cys1| < |Cy—2|, alors
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le dernier terme d&(C,— 2) ' devient nul si on y appllque la preane feche dqu+2 et il suffit
de changer le Oime terme dé€’,, » en le dernier terme d€, ;. Supposons quE’, 1| = |C,_a|.
On remplaceC,,» par Cyio + S(Cy_3)~". Si|Cyial > |C,_3|, on n'a plus besoin de modifier
les autres suites. Supposons dGg, .| = |Cyq—3|. Sig —4 = m, alors on remplac€q+3 par

G348 (Car) +8](Cuys1). SUppOSONS qug—4 > m-+1. Onremplace,, 5 parCy  5+Cy_1
On pro@&de ensuite paécurrence.

L’hypothese deé&currence suﬂf‘q+2,;_1 pouri > 2 etq + 2i — 1 < n est la suivante:

La suiteéﬁgi,l est obtenue par I'une des fagons suivantes.

(i) LasuiteC, ;1 est obtenue sans modification

(i) ¢g—2i>m+1eton remplacé*ﬁgi,l parC’quzifl + C‘q,gi et en ce moment, on|&'y ;| =
|Cq—j—1| pourtoutd < j < 2i— 2.

~ ~ 1

(i) ¢ —2i+1=m+1etonremplac&, o1 parCqyioi—1 + S1(Cu,) + S1(Cu,41). Ence
moment, on dCy ;| = |Cy—;_1| pour toutd < j < 2i —2

Lhypothese deé&currence suf,, »; pouri > 2 etq + 2i < n est la suivante:

La suiteC‘qu est obtenue par 'une des fagons suivantes.

i) La suiteC,o; est obtenue sans modification
q+
i) La suiteC,»; est obtenue en modifiant son dernier terme sélom,;_,
a+ Qb

(iiiy ¢q—2i—1> 1etonremplac€, o paqu+21+C “9i_1- Encemoment,on@y, ;| = [Cy—_;_1]
pour tout0 < 5 < 2¢ — 1.
Suppsons que I'on ait modC,,, 1, - - -, Cyy0i 1 aveci > 2 etq+2i—1 < n. OnvamodifielC,, ;.
En cas (i), on ne modifie panHZ SI on est dans le cas (i), comparods, 1 2;_1| et|Cy_2;|. Si
|Cq—2i| > |Cqi2i—1|, on modifie le 0-€me terme d€q+2, seloanJrg2 1. Supposons quE,_o;| =
|Cyt2i—1]- ON remplaceﬁqwl paquJrgl + C —9;_1- Sion estdans le cas (jii), fq12i—1] = [Cu, |,
alors|Cy, —1| > |Cu,| = |Cqr2i-1] > |C’q+21| etdoncC, < C,_1, ce qui est absurde. On obtient que
|Cyt2i—1] < |Cy,| etil suffit de modifier le 0éme terme dé’qwi selonéq+2i_1. On \erifie que la
suiteC,, »; ainsi modifee satisfait 'hypothse de&currence sj + 2i < n.
Suppsons que I'on ait MOd#iC,, 1, - - ,C, 12 aveci > 2 etq + 2i < n. On va modifierC, ;1.
Pour les cas (i) et (ii), on ne modifie pé§+2i+1. Si on est dans le cas (i), comparoi$,_»,_+| et
|Cyi2i]- Si|Cy_2i—1| < |Cyiail, on ne modifie pa€’y o; 1. Supposons QU —2i—1| = |Cy+2i|- Si
¢—2i—1=m-+1,onremplac&, 2,1 parCy s + S (Cuy)  + S (Cu1+1). En revanche si

q+2i+1>m+1, alorson remplac€, 211 parCyioii1 + Cy2i 2 . On \erifie que la suite
C 1+2i+1 ainisi modifiee satisfait I'nypothse de&currence sy + 2i + 1 < n.

Si C,, estinverse, alors orévifie que la suite”,, ainsi modifee reste comple.
Cas 2.3|Cy_1| < |C4| = |Cy41]. Alorsg + 1 < n.

On poseCys1 = Sf(Cyr1) +C, ' etC, 12 = Sa(C,12). Constatons que le @ine terme d€, - ne
s’identifie pas au dernier terme dg.;. On construit d’aborsd Ies Suit€g 3, - -, C, en utilisant la
méthode de la section 6.4. On remplace enstjte, paqu+2+C —1- Si|Cyqa| > |Cq 1], onn'apas
besoin de modifier les autres suites. Supposon$@ue| = |C,_1|. Sig—2 = m, on remplac&’, | 3

~ 1 .
parCyss+87(Cur)  +81(Cor ). Si|Cuy| = [Cysal, al0rS|Cy 1] > [C| = [Cyas] > [Cyaal et

doncC, < Cy41, ce qui est absurde. On obtient qag,, | > |C,+3| et on change le (dme terme de
-1

C,+4 en le dernier terme d€,, 3. Supposons que—2 > m. On remplace’, , 3 parCy, 3 +C, o
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On pro@&de ensuite pagcurrence.
L’hypothese deé&currence suf:‘q“i,l pouri > 2 etq + 2i — 1 < n est la suivante:
La suite(:‘q+2i_1 est obtenue par I'une des fagons suivantes.
(i) LasuiteC, 2; , est obtenue sans modification
~ ~ —_—1
(i) ¢ —2i4+ 2 > m eton remplace&’, 9,1 par Cyioi—1 + Cy—2i+2 €t €n ce moment, on a
|Cy—j| = |Cytj+1| pour toutd < j < 2¢ — 3.

ee ~ ~ 1

(i) ¢ —2i+1=m+1etonremplac&, 21 parCyioi—1 + S, (Cu,) + S;(Cu,+1). Ence
moment, on dC,_;| = |Cy+,+1| pourtoutd < j < 2 —3

Lhypothese deé&currence suf,, »; pouri > 2 etq + 2i < n est la suivante:

La suiteéﬁgi est obtenue par I'une des fagons suivantes.

() La suiteéﬁ% est obtenue sans modification

(i) La suite(:*q+gi est obtenue en modifiant son dernier terme sé]glpm_l
(i) ¢—2i+1>m=1etonremplac€,o; parCy o; + C’;_12i+1. En ce moment, on g, _;| =

|Cq+j+1] pour toutd < j < 2i — 2.

Suppsons que I'on ait mod%"(:‘qH, -+, Cyyni_1 aveci > 2 etq+2i—1 < n. Onva modifieiC,, o;.
En cas (i), on ne modifie p£q+22 Si on est dans le cas (ii), comparqnjsﬁzz 1] et|Cy_2i=2|.
Si |Cy—2i+2] > |Cq42i—1], on modifie le O-€me terme de’,‘ﬁgl seloanJrzZ 1. Supposons que
|Cy—airal = |Cyy2i_1|- On remplaceC, o; par Cyio; + Cq72z+1' Si on est dans le cas (i), si
|Cqai-1| = |Cu, |, AlOrs|Cy, 1| = [Cu,| = |Cyp2i-1] > |Cqrai] €t doncCy < Cyyq, ce qui est
absurde. On obtient quU€',, 2 1| < |C,,| et il suffit de modifier le 0&me terme d&’,, »; selon
Oq+21 1. On\erifie que la SUIt«S’Hgz ainsi modifee satisfait I'nypotbse de&currence s+ 2i < n.

Suppsons que 'on ait moc&‘CqH, e ,Cq+2i aveci > 2etqg+2: <n. Onva m0d|f|er0q+21+1.
Pour les cas (i) et (i), on ne modifie pa§.2;+1. Si on est dans le cas (jii), comparod,_2;+1| et
|Cytail- SI|Cy—2i11] < |Cyt2:], On ne modifie paé'ﬁgiﬂ. Supposons QUEC;—2i+1] = |Cyt2i-
Sig—2i—1=m+1,onremplace’, 211 parCyizit1 +S;(Cu,) + 8’(Cu1+1). En revanche

Sig+2i+1>m+1,alorson remplac€q+2z+1 paqu+2Z+1 + Cq 2 . On\erifie que la suite
CHQZH ainisi modifée satisfait I'hypothse de&currence sj + 2i + 1 < n.

SiC,, estinverse, alors orévifie que la suite”,, ainsi modifee reste compte.
Cas 2.4|Cy_1| = |Cy| = |Cy+1]. Lemme 6.3.6 implique que ce cas est impossible.

6.6.3 CollerC® et

On suppose comme ci-dessus duig son dlrecte On suppose de plus glig termine parxy, le casf, étant
similaire. D’apes les contructions d€(©) etC()), on peut peciser le dernier terme dg,, et le 0-me terme de

C7n+1 B
PourC,,, on distingue les cas suivants:

Cas 1.1le dernier terme d€,, este ® €i,,

Cas 1.2si pour toutd) < i < m —p, |Cp_1_4| = |Cpril, le dernier terme d€), este @ e, + 1 ® €iny_m_» ELSINON
le dernier terme d€),,, este ® e, .

Cas 1.3sipourtoutd < i < m —p — 1, |Cp_i| = |Cpris1], le dernier terme d€,, este ® ¢;,, + 2 ® €iny_m L
sinon le dernier terme d€,, este ® e;,,
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Cas 2 le dernier terme d€,,, este ® €i,,
PourCmH, on distingue les cas suivants:
Cas 1.1le 0O-ieme terme dé‘mH este ® e;,, + = ® e;,, etl'avant-dernier terme d@mH estr®e;, .

Cas 1.2sipourtoutd < i < g—m — 1, |Cygyi14i| = |Cy—i|, le 0-ieme terme dé‘m+1 este®e;, +r®e;,, +e®
Cirg_y T T D €iy,_,, € I'avant-dernier terme d€,, 11 estz ® e;,, + e ® e;,,_,,; Sinon le 0-eme terme de
Cm+1 este ®e;, + = ® e, etlavant-dernier terme d@m+1 estr®e; .

Cas 1.3sipour tout) < i < g —m — 2, |Cy—;—1| = |Cy4.l, le O-ieme terme d€m+1 este®Re;,, +r®e;, +
e® Ciyy o+ T D ey, ., etlavant-dernier terme d€,, 1 estr®e;,, +e®@ey,, ,,_,; Sinon le 0-eme
terme deC,, 41 este ® e;, + = ® ;. et lavant-dernier terme d€,,,, estz ® e;, .

Cas 2 le 0-ieme terme dém+1 este®e;, +x ® e,  etlavant-dernier terme d@m+1 estr®e;, .

En uilisant les descriptions ci-dessus, on peut callé? etC()). On distingue cing casi

Cas 1Le dernier terme dé‘ este ® e;,, etle O-eme terme dé?mH este®e;  +x ®e;, . Alors on remplace
Cyn parCh, +C*jn+1 . C'est possible caf,,, < C i1 €Cn| = 2|Cm| =1 < 2|Crgi] < [Cruga]. S
|Con| < |C7,44], alors le 0-me terme dt!?)m+1 deV|ent nul si on y applique la dernieeéhe deCm 1
et il suffit de changer le dernier terme @g,_; en le O-2me terme d€,,,. Supposons qu|<€m| |Crg1l-

Alors |C,| = |Cry1] €6 CH < Crrr < Crga. ON remplace’,,,_; parC,,_1 + C;HQ, ceci est bien
définie, car Proposition 6.3. 10 implique qp[ém 1l > |Cm+2\ Si \Cm 1| > |Cm+2| on n’a pas besoin de

modifier les autres suites. Supposonskmg 1= |C’m+2| Alors on remplac€),,,_, parC,,_ 2+Cm+3
eton compar¢Cm_2| et \C,,L+3|.

On pro&de ensuite paécurrence.

Supposons qu'il existe> 1 tel que|C.,| = |Cry1| — 1 et que pour tout < j < 24, |Cryj| = [Crnpjral-
C’esta-dire que I'on a remplaC,, parC,, + C,’;jl et que 'on a rempla pour toutl < j < 24, Cy,—_;
parCr—j + Cpl i1

Sim—2i =1, alors sim+2i+1 < n, |Cpt2:+2| > 0 = |Cy| implique queC, < Cy11, Ce qui est absurde.
On a monte quem + 2i + 1 = n. Mais en ce moment, d'aps Corollaire 6.3.9, pour touk < j < 21,
|Cr—j| = |Cm+145| €t Ord3 donn&,, > Cy,41. C'est une contradiction.

Sim+2i+1=mn, alorsé,,,,+2ij1 est par construction comigk et il suffit de changer le dernier terme de
Cin—2i—1 €nle 0-eme terme d€’,,, ;.
Sim+2i+1<netm—2i > 1, alors on remplacé)m 2;_1 par Crn2i1 + Cm+21+2 On compare

|Crn—2i1] €t|Crnyaital. Si|Cm_si—1| > |Crmyois2|, alors on n'a pas besoin de modifier les autres suites.
Supposons qUE,,, —2;—1| = |Cin+2i+2|- Alors on recommence l@&currence.

Supposons qu'il existeé > 1 tel que|C,,| = |Cm+1| — 1 etque pourtout < j < 2i —1, [Cp_y| =
\OT,I+J+1| C’esta-dire que I'on a remplaC,, parC,, + C’,’njl et que I'on a remplag pour toutl < j <
2, Cpj parC,_; +Cn_1+7+1

Sim — 2i + 1 =1, alors on n’a pas besoin de modifier les autres suites.

Sim +2i = n, alors sim —2i+ 1 > 1, |Cp_2i| > 0 = |Cpy1| implique queC,, > C,,+1, C€ qui
est absurde. On a moéatquem — 2i + 1 = 1. Mais en ce moment, d’aps Corollaire 6.3.9, pour tout
0<j<2i—1,|Cn_j| =|Cmqjt1]. Ord3 donne alorg’,, > C,,41. C'est une contradiction.
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~ ~ —_—1
Sim+2i <mnetm—2i+1> 1, alors on remplac€’,, _2; parCy,—2; + Cpy2i41 - On compare
|Crn—2i| €1|1Cmt2it1]. Si|Crm—2i| < |Cm+2it1], @lors sim — 2¢ > 1, il suffit de changer le dernier terme

~ ~ —_—1 ~ ~
deC,,_2;,—1 enle 0-eme terme d€’,,,_o; et sim — 2i = 1, commeC,,,.2;4+1 estcompdte,C,,_o; = C4
est encore compte. Supposons qUé€',—2;| = |Cr12i+1]. Alors on recommence l&currence.

Cas 2 Le dernier terme d€',, este®e;,, etle 0-eme terme d€,,+ 1 este®e;,, +r®e;, +e®e;,, , +T@es,, .
. ‘ ~ s E At
ou |Cy—i| = |Cqy144| pourtoutd <i < g—m—1. Onremplace,, parC,,+C;, 1  +S1(Cog—m+1)

Si[Cn| = [Crnsa| = 1, @IOFS[Con| = [Crni1| = [Cogm| > |Cog—m1| implique queC, < Cyy1, ce qui
est absurde. Alors on a moatque|Cy,| < |Cpt1|. Si|Ch| < |S1(Coq—m+1)], alors il suffit d’ajouter le
0-ieme terme d&] (Coy_m11)  au demnier terme dé,,_ . Suppose qué,,| = |81(Cy— 1)l alors
|Com| = |Coq—mi1l- Si2¢ —m + 1 = n, alorsCq, 41 €st par construction comigt et il suffit d’ajouter
" 1 . -

le 0-ieme terme d&;(Caq—m+1) au dernier terme dé€',,_;. Supposons qug — m + 1 < n. Alors

0[‘ remplaCEﬂ'm,:L parcmfl +S2(C2q7m+2)_1- Comme‘cmfll > |Cm‘ = ‘C2q7m+l| > |02q7m+2|1

|Crm—1] > |S2(Cag—m-+2)|, alors on n'a plus besoin de modifier les autres suits.

Cas 3 Le dernier terme d€,, este ® ¢;,, etle O-Bme terme d€, 1 este @ e;,, + T ®e;, +e®ei,, ., +

~ ~ = —1

T ® €iyy_,n_yr OU|Cy1_4] = |Cyps| pour toutd < i < g —m — 2. Onremplace’,, parC,, +C;, ., +
-1 L~ ~ . .

S{(ng_m_l) . Si |Cm| = ‘Cm-i-l' -1, alorS[Cm| = |Cm+1| = ‘ng_m_g‘ ~> |02q_m_1| |mp||que

queC, < C,_1, ce qui est absurde. Alors on a mangque|C,,| < |Cpt1l|. Si|Ch| < |S1(Cag—m—1)l,

. i i . _—1 . ~ ~

alors il suffit d’ajouter le 0éme terme d&; (C2y—m—1) au dernier terme d€),,_1. Suppose qug’,,| =

151(Cy—u—1)l, @lors|Cr,| = [Cog—m—1]- Si2g —m — 1 = n, alorsCyy_,,,—1 €St par construction
. ) . N —1 . ~

compkte et il suffit d’ajouter le Oéme terme d&;(C2q—m—1) au dernier terme dé€',,_;. Supposons

que2g —m — 1 < n. Alors on remplace&,,,_; parCp,—1 + Sa(Coq—m) . Comme|Cy,_1| > |Cp| =

|Coq—m—1| > |Coq—m]s |Cm=1] > |S2(C24—m)|, alors on n'a plus besoin de modifier les autres suits.

Cas 4 Le dernier terme d€),, este @ e;, + z ® Ciny_m_n OU POUrtoutd < i < m — p, [Cpyi| = |Cp_i_1]. Ce
cas est impossible, cés,_,—2| < |Cap_m—1| = |Cm| < |Cpt1] implique queC,_1 > C,,.

Cas 5Le dernier terme d€,, este @ ¢;, + 2 ® €in,_,, OUpOUrtoutd <i <m—p—1,|Cp_| = |Cpyit1|. Ce
cas estimpossible, c&sp | < |Cop—m+1| = [Cm| < |Crog1| implique queC), < Cpyi.
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