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Inroduction

D’après le fameux th́eor̀eme de Yu. A. Drozd ([13]), toute algèbre de dimension finie sur un corps algébrique-ment
clos est de type de représentation fini, docile ou sauvage et les trois types de représentation sont mutuellement ex-
clusifs. Les alg̀ebres de type de représentation fini sont intensivementétudíees dans la litt́erature et sont assez bien
comprises si elles sont symétriques. La classe des algèbres de type de représentation docile est plus compliquéeà
comprendre. Bien que théoriquement il existe une bonne ”paramétrisation” des modules indécomposables sur une
algèbre de type de représentation docile, en pratique il est parfois difficile de trouver une classification complète
des modules ind́ecomposables sur une telle algèbre. Les alg̀ebre biśerielles sṕeciales sont une classes d’algèbres de
type de repŕesentation docile pour lesquelles il existe une classification complète des modules indécomposables,
ce qui attire des attentions depuis leur introduction.

Cette classe d’alg̀ebres a ses origines dans les travaux de I.M.Gelfand et V.A. Ponomarev sur les représentations
du groupe de Lorentz([21]). Elle est etudiées depuis une vingtaine d’années par plusieurs auteurs, dont Schröer,
Skowrónski, Geiss, de la Peña, Crawley-Boevey, Ringel.

Définition 1 Soientk un corps alǵebriquement clos etA une alg̀ebre surk. On appelleA une alg̀ebre biśerielle
sṕeciale si elle est́equivalente au sens de Moritaà l’algèbrekQ/〈ρ〉 définie par un carquois avec relations(Q, ρ)
qui satisfait les propriét́es suivantes:

(1) Chaque sommet est la source d’au plus deux flèches et est le but d’au plus deux flèches.

(2) Étant donńe une fl̀echeα, il existe au plus une fl̀echeβ telle que le but deα cöıncide avec la source deβ et
que leur concaténationαβ ne soit pas dans〈ρ〉, et il existe au plus une fl̀echeγ telle que le but deγ cöıncide
avec la source deα et que leur concaténationγα ne soit pas dans〈ρ〉.

(3) Tout chemin de longueur infinie contient un sous-chemin fini appartenantà 〈ρ〉.

Pour cette classe d’algèbres de type de représentation docile, il existe une description précise de la classification
des modules ind́ecomposables, i.e. les modules de type corde et les modules de type ruban ([11]).

Il est int́eressant de voir quels exemples classiques, par exemple, les algèbres de groupe, sont des algèbres
bisérielles sṕeciales. Dans [14] (voir aussi [15]), Karin Erdmann a classifié, à équivalences de Morita près, les
blocs à d́efaut díedral sur un corps algébriquement clos de caractéristique2. Thorsten Holm a ensuite classifé
ces blocs̀a équivalences d́erivées pr̀es ([23]). Il s’av̀ere que les blocs̀a d́efaut díedral sont, modulo le socle, des
algèbres biśerielles sṕeciales. Voici leur ŕesultats en d́etail. NotonsDb(A) la cat́egorie d́erivée des complexes
borńes deA-modules (de dimension finie) pour une algèbreA.

Théorème 1 ([14], [23]) SoitB un bloc de groupe de défaut díedralD d’ordre 2n avecn ≥ 2 sur un corpsk
algébriquement clos de caractéristique2. Soit l(B) le nombre desB-modules simples,̀a isomorphismes près.
D’après un th́eor̀eme de R. Brauer ([6]),l(B) ≤ 3.

(1) Si l(B) = 1, alorsB est MoritaéquivalentèakD dont le carquois avec relation estD(1A)q avecq = 2n−2.
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(2) Si l(B) = 2, alors la cat́egorie d́erivée borńeeDb(B) deB estéquivalentèa celle de l’alg̀ebreD(2A)s(c)
avecs = 2n−2 et c ∈ {0, 1} oùD(2A)s(c) est l’alg̀ebre d́efinie par le carquois avec relations suivant:
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γβ = 0, α2 = c(αβγ)s, (αβγ)s = (βγα)s

(3) Si l(B) = 3, alors la cat́egorie d́erivée borńeeDb(B) deB estéquivalentèa celle de l’alg̀ebreD(3K)a,b,c

avecb = 2n−2 eta = c = 1 oùD(3K)a,b,c est l’alg̀ebre d́efinie par le carquois avec relations suivant:
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α1α2 = α2α3 = α3α1 = 0
β1β3 = β3β2 = β2β1 = 0
(α1β1)a = (β3α3)c

(β1α1)a = (α2β2)b

(α3β3)c = (β2α2)b

Remarque 2 Dans la liste des alg̀ebres du th́eor̀eme pŕećedent, les alg̀ebresD(2A)s(1) avecs ≥ 1 ne sont des
algèbres biśerielles sṕeciales que modulo le socle. En revanche, toutes les autres le sont. Il est un problème
intéressant de distinguer la catégorie d́erivée deD(2A)s(1) et celle deD(2A)s(0). En effet, leur cat́egories
dérivées ne sont paśequivalentes. Ce fait áet́e prouv́e premìerement par M. Kauer dans sa thèse (voir [31] et
[32]). Récemment Thorsten Holm et Alexander Zimmermann ont trouvé une autre preuvéelémentaire dans [25]
en se servant des idéaux de Reynolds géńeraliśes qui sont des invariants de la catégorie d́erivée pour les alg̀ebres
symétriques d́efinies sur un corps algébriquement clos de caractéristique strictement positive ([46]).

Les alg̀ebres courtoises, introduites par I. Assem et A. Skowroński ([3]), sont des alg̀ebres biśerielles sṕeciales
vérifiant des conditions de minimalité.

Définition 2 Une alg̀ebre est courtoise si elle estéquivalente au sens de Moritaà l’algèbrekQ/〈ρ〉 définie par
un carquois avec relations(Q, ρ) qui, à part les conditions (1), (2) et (3) dans Définition 1, v́erifie en outre les
conditions suivantes:

(4) Leséléments dansρ sont des chemins de longueur2.

(5) Pour chaque fl̀echeα, il existe au plus une fl̀echeβ telle queαβ ∈ ρ et il existe au plus une fl̀echeγ telle
queγα ∈ ρ.

En 2003, Jan Schröer et Alexander Zimmermann ont montré le th́eor̀eme suivant quíetablit un lien entre les
algèbres courtoises et les algèbres biśerielles sṕeciales.

Théorème 3 ([44, Theorem 1.1]) SoitA une alg̀ebre biśerielle sṕeciale etM unA-module sans auto-extensions
non-triviales (appelé module rigide). Alors l’alg̀ebre des endomorphismes stable EndA(M), qui est par d́efinition
le quotient de l’alg̀ebre des endomorphismes EndA(M) divisée par l’id́eal engendŕe par les endomorphismes se
factorisant par des modules projectifs, est une algèbre courtoise.

Comme un corollaire, ils ont obtenu un résultat surprenant:
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Corollaire 4 ([44, Corallary 1.2]) La classe des algèbres courtoises est stable sous leséquivalences d́erivées.

Il existe d’autres liens profonds entre les propriét́es homologiques des algèbres biśerielles sṕeciales et des
algèbres courtoises. Dans [40] (voir aussi [43]) C. M. Ringel a montré que l’alg̀ebre ŕeṕetitive d’une alg̀ebre
courtoise est une algèbre biśerielle sṕeciale. Ce th́eor̀eme est un ingŕedient de la preuve du corollaire préćedent.
Un théor̀eme de D. Happel jouéegalement un r̂ole dans cette preuve. Pour une algèbreA, désignons parAmod
la cat́egorie stable dont les objets sont lesA-modules et dont l’espace des homomorphismes HomA(M,N) entre
deuxA-modulesM etN est le quotient de l’espace des homomorphismes HomA(M,N) par le sous-espace des
homomorphismes se factorisant par des modules projectifs. D. Happel ([22]) a montré que la cat́egorie d́erivée
Db(A) peut s’identifier̀a une sous-catégorie trianguĺee pleine de la catéorie stableRAmodde son alg̀ebre ŕeṕetitive
RA et que c’est unéequivalence ssiA est de dimension globale finie.

Etant donńe la classification des blocs̀a d́efaut díedral dans Th́eor̀eme 1, il sera une question intéressante de
voir si Théor̀eme 3 est vrai sur tous les blocsà d́efaut díedral vu que les alg̀ebresD(2A)s(1) avecs ≥ 1 ne
sont des alg̀ebres biśerielles sṕeciales que modulo le socle. Une deuxième question est que si la réponsèa la
premìere question est oui, quelles algèbres courtoises apparaissent-elles comme l’algèbre des endomorphismes
stable EndA(M) pourM un module sans auto-extensions sur un blocA à defaut díedral? D’apr̀es un ŕesultat de
Keller-Vossieck [33](aussi de J. Rickard [37]), deux algèbres syḿetriques ayant leur catégories d́erivées borńees
équivalentes ont́egalement leur catégories stableśequivalentes. Comme Théor̀eme 3 ne concerne que la catégorie
stable, il suffit de traiter les classes d’équivalences des blocsà d́efaut díedral,à équivalences d́erivées pr̀es. C’est-̀a-
dire que l’on n’a besoin de considérer que les alg̀ebres explicit́ees dans Th́eor̀eme 3. A titre d’exemple, Alexander
Zimmermann a calculé dans [45] le cas òuA = kA4 avecA4 étant le groupe alterné d’ordre 12, dont le carquois
avec relations estD(3K)1,1,1.

Cette th̀ese est une continuation de ses travaux. On montre que Théor̀eme 3 est vrai sur tous les blocsà d́efaut
diédral et on classifie toutes les algèbres courtoises qui apparaissent comme l’algèbre des endomorphismes stable
EndA(M) pourM un module sans auto-extensions sur un blocà defaut díedral. Voici le th́eor̀eme principal:

Théorème 5 SoitA l’une des alg̀ebres suivantes:D(1A)q avecq ≥ 1, D(2A)s(c) avecs ≥ 1 et c ∈ {0, 1} et
D(3K)a,b,c aveca = 1 = c ou b ≥ 1. SoitM unA−module tel que Ext1A(M,M) = 0.

1. L’algèbre des endomorphismes stable EndA(M) est une alg̀ebre courtoise.

2. Le module rigideM a au plus6 facteurs directes ind́ecomposables non projectifs non isomorphes.

3. L’algèbre EndA(M) a au plus deux facteurs directes indécomposables.

4. Tout facteur directe ind́ecomposable de EndA(M) est Moritaéquivalentèa l’une des65 algèbres courtoises
et chaque alg̀ebre apparâıt.

Pour la liste des 65 algèbres courtoises, voir l’énonće du th́eor̀eme 4.0.5 dans le chapitre 4 de la partie I (Page). La
table suivante donne préciśement le nombre des algèbres courtoises obtenue pour chaque algèbre (ou bloc)A.

algèbre (ou bloc)A nombre des alg̀ebres courtoises obtenues
D(1A)1 0

D(1A)q, q ≥ 2 0
D(2A)1(0) 4
D(2A)1(1) 4

D(2A)s(0), s ≥ 2 7
D(2A)s(1), s ≥ 2 7

D(3K)1,1,1 23
D(3K)1,b,1, b ≥ 2 65
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Une conśequence de cette classification est qu’un nombre très limit́e, plus pŕeciśement 65, d’alg̀ebres courtoises
apparaissent. Ceci estétonnant. Ce ŕesultat est líeà un probl̀eme pośe par O. Iyama dans ICRA XI qui demande s’il
existe une alg̀ebre artinienne telle que l’on puisse trouver une infinité de modules ind́ecomposablesMi telle que
pour tousi, j, Ext1A(Mi,Mj) = 0. D’après [26], ce probl̀eme a une ŕeponse negative pour les algèbres biśerielle
sṕeciales, puisqu’elles sont de dimension de représentation≤ 3 ([17]). Nos calculs donnent une réponse ńegative
pour les blocs̀a d́efaut díedral (vu que les alg̀ebresD(2A)s(1) avecs ≥ 1 ne sont pas des algèbres biśerielles
sṕeciales). On montre de plus qu’il existe au plussix facteurs ind́ecomposables non projectifs non isomorphes
dans un module rigide, c’est-à-dire qu’il existe une borne supérieure, plus pŕeciśement6, du nombre maximal des
facteurs ind́ecomposables non projectifs non isomorphes dans un module rigide.

D’ailleurs, les alg̀ebres obtenues ont des propriét́es particulìeres. Bien que si le nombre des modules simples
est fix́e, il existe un nombre fini d’alg̀ebres courtoises,̀a équivalences de Morita près, le nombre des algèbres
courtoises avec au plus6 sommets est plus grand que65 d’une part et d’autre part, les algèbres courtoises peuvent
être certes de type de représentation docile. Par exemple, le carquois de Kronecker•

//
//• , qui est une alg̀ebre

courtoise, est de type de représentation docile. Or, on constate que toutes les65 algèbres courtoises obtenues sont
de type de représentation fini, car il n’existe pas cordes de type ruban ([15, II.8.1. LEMMA]). Ces propriét́es sont
li ées, peut-̂etre,à la nature des blocs̀a d́efaut díedral. Ce sera une tâche ult́erieure d’exploiter les liens entre ces
propríet́es et la th́eorie modulaire des blocs et d’essayer d’interprêter les alg̀ebres courtoises qui apparaissent ou
plutôt qui n’apparaissent pas.

La partie II de cette th̀ese est consacréeà une approche de calculer les sommets des modules indécomposables
sur un2-groupe díedral. Notre ŕesultat principal de cette partie esténonće dans Problème 5.5.8 dans lequel on
conjecture une forme explicite de

IndG
T0
M(C) = kG⊗kT0 M(C)

où
G = D2n = 〈x, y|x2n−1

= e = y2, yxy = x−1〉

est le groupe diédral d’ordre2n avecn ≥ 2, où T0 = 〈x2, y〉 ∼= D2n−1 est un sous-groupe diédral d’ordre2n−1

et òuM(C) est un module de type corde surkT0. Plus pŕeciśement, soitC = C1C2 · · ·Cn avec lesCi étant ses
segments (D́efinition 1.2.3 de la partie I), on définit un ordre sophistiqúe selon leur longueurs sur l’ensemble des
segments{C1, C2, · · · , Cn} tel que l’on puisse comparer deux segments voisins (voir Définition 5.5.1 pour les
détails). Alors on fabrique une nouvelle cordeC̃ = C̃1C̃2 · · · C̃n surkG telle que

(1) Pour tout1 ≤ i ≤ n, C̃i est directe (resp. inverse) ssiCi est directe (resp. inverse).

(2) SiCi < Ci−1, Ci+1, alors|C̃i| = 2|Ci|−1; siCi > Ci−1, Ci+1, alors|C̃i| = 2|Ci|+1; sinon,|C̃i| = 2|Ci|.

(3) Si Ci > Ci−1, Ci+1, alorsC̃i commence parβ (donc termine aussi parβ) où β = 1 + yx est la fl̀echeβ
dansD(1A)q avecq = 2n−2 qui est le carquois avec relations dekG.

Nous pensons que le suivant est vrai.

Problème 6
IndG

T0
M(C) ∼= M(C̃)

Dans le deuxìeme chapitre de la partie II, on montre cet isomorphisme pour des cordes particulières en utilisant une
méthode constructive. Nous remarquons que si ce problèmeétait effectivement́etablie en ǵeńeral, cela donnerait
une formule ǵeńeral pour le sommet d’un module indécomposable de type corde sur un2-groupe díedral.
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Fournissons maintenant un guide de lecture de cette these.
Dans la partie I, le premier chapitre est de nature préliminaire. Apr̀es avoir fix́e des notations dans Section

1.1, on donne la notion d’algèbre biśerielle sṕeciale dans Section 1.2 et onétudie les formes possibles des rela-
tions sur une alg̀ebre biśerielle sṕeciale dans Section 1.3. Dans Section 1.4, on décrit la classification des modules
indécomposables sur une telle algèbre. Un th́eor̀eme tr̀es utile de W. Crawley-Boevey est cité dans Section 1.5.
Section 1.6 commence par une brève introductioǹa la th́eorie d’Auslander-Reiten et on décrit concr̀etement les
suites d’Auslander-Reiten et le carquois d’Auslander-Reiten d’une algèbre biśerielle sṕeciale. Cette section ter-
mine par unéetude des cordes minimales des composantes de typeZA∞∞ dueà C. Geiss ([20]). Dans les deux
dernìeres sections de ce chapitre, on rappelle les résultats de Karin Erdmann et Thorsten Holm concernant la
classification des blocs̀a d́efaut díedral et on d́ecrit les carquois d’Auslander-Reiten de ces blocs .

Le deuxìeme chapitre contient une preuve du théor̀eme de Jan Schröer et Alexander Zimmermann cité ci-
dessus. Apr̀es avoirénonće le th́eor̀eme (Section 2.1), ońetudie d’abord les formes explicites d’un morphisme qui
se factorise par un module projectif indécomposable. Section 2.3 contient deux lemmes qui rectifient et complètent
les lemmes 3.2 et 3.3 de [44] et la démonstration modifíee de Th́eor̀eme 3([44, Theorem 1.1]) est esquissée dans
Section 2.4.

Nos calculs occupent le troisième chapitre et le quatrième chapitre de cette partie.
Dans la premìere section du chapitre 3, on esquisse la stratégie de calcul. Etant donné un blocà d́efaut díedral,

on cherche d’abord tous les modules indécomposables qui sont rigides. Pour cela, le carquois d’Auslander-Reiten
est un outil organisateur. On regarde chaque composante de son carquois d’Auslander-Reiten et y localise les
modules rigides. Comme tout module de type ruban admet une auto-extension non scindée donńee par la suite
d’Auslander-Reiten commençant par lui-même, on n’a besoin de considérer que les modules de type corde. Pour
une cordeC,

Ext1A(M(C),M(C)) = 0⇐⇒ HomA(ΩM(C),M(C)) = 0

et
EndA(M(C)) = HomA(M(C),M(C)),

notre probl̀eme est donc de calculer l’espace des homomorphismes stable entre deux modules de type corde. Pour
cela, on va utiliser le th́eor̀eme de W. Crawley-Boevey(Théor̀eme 1.5.1) qui d́ecrit de façon combinatoire une base
de l’espace des homomorphismes entre deux modules de type corde et cela réduit le probl̀emeà montrer qu’un
morphisme est projectif ou non. On en donne des critères simples dans Section 3.2 qui permet de voir quand
un morphisme ne se factorise par aucun module projectif. Quand il est nécessaire de prouver qu’un morphisme
se factorise par un module projectif, on construit souvent explicitement une factorisation par un module projectif.
Ayant trouv́e et localiśe dans le carquois d’Auslander-Reiten tous les modules indécomposables rigides, on cherche
tous les modules rigides qui possèdent plusieurs facteurs indécomposables. SoitM = ⊕n

i=1M(Ci) un module
rigide. Alors

Ext1A(M,M) = 0⇐⇒ Ext1A(M(Ci),M(Cj)) = HomA(ΩM(Ci),M(Cj)) = 0,∀1 ≤ i, j ≤ n

et
EndA(M) = (HomA(M(Ci),M(Cj)))1≤i,j≤n

On rencontre de nouveau la tâche de calculer l’espace des homomorphismes stable entre deux modules de type
corde.

Les alg̀ebresD(1A)q avecq ≥ 1, abord́ees dans Section 3.3, sont facilesà traiter et les ŕesultats principaux
sont Proposition 3.3.1 et Proposition 3.3.2.

Le carquois d’Auslander-Reiten de l’algèbreD(2A)1(c) avecc = 0 est compośe d’une infinit́e de1-tubes,
un 3-tube non ŕegulier et une composante de typeZÃ1,3 (Proposition 3.4.1 ). Th́eor̀eme 3.4.2 montre qu’il ex-
iste deux types de modules rigides: les trois modules au bout du3-tube (qu’on appelle de quasi-longueur0, cf.
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Définition 1.6.5) sont de typei et les trois modules just au-dessus des modules de typei sont de typeii (qui
sont de quasi-longueur1). Proposition 3.4.3 calcule les possibilités quand on peut avoir un module rigide de la
formeMs ⊕Mt avecs, t ∈ {i, ii} (on dit que ces modules sont de type(s+t)) et le ŕesultat final est contenu dans
Théor̀eme 3.4.4 dans lequel on calcule les carquois avec relations des algèbres des endomorphismes stables de tous
les modules rigides.

Le carquois d’Auslander-Reiten de l’algèbreD(2A)s(c) avecs ≥ 2 et c = 0 est compośe d’une infinit́e de
1-tubes, un3-tube non ŕegulier et une infinit́e de composantes de typeZA∞∞ (Proposition 1.8.6). Th́eor̀eme 3.5.2
énonce qu’il existe trois types de modules rigides: les trois modules de quasi-longueur0 dans le3-tube sont de
typei, les trois modules de quasi-longueur1 sont de typeii et les modules de typeiii sont les syzygies deM(α)
contenus dansQ(α) ∪ Q(Ω(α)) qui sont deux composantes régulieres de typeZA∞∞ (pour un moduleM ou une
cordeC, on noteQ(M) ouQ(C) la composante qui le contient) . La preuve de ce théor̀eme 3.5.2 est achevée
par une śeries de propositions 3.5.3, 3.5.4, 3.5.5 et 3.5.6. Surtout la preuve longue de Proposition 3.5.6 est
report́eeà la fin de Section 3.5, qui se décompose en la proposition 3.5.12 et les lemmes 3.5.13- 3.5.28. Ensuite
les propositions 3.5.3(i+i, ii+ii, i+ii ), 3.5.7( iii+iii ), 3.5.8(i+iii ), 3.5.9(ii+iii ) et 3.5.10 (i+ii+iii ) calculent les
modules rigides̀a plusieurs facteurs et leur algèbres des endomorphismes stables. Le résultat final est ŕesuḿe dans
Théor̀eme 3.5.11.

L’analyse des alg̀ebresD(2A)s(c) avecs ≥ 1 et c = 1 est analoguèa celle deD(2A)s(c) avecs ≥ 1 c = 0.
Les alg̀ebresD(2A)s(c) avecs ≥ 1 et c = 1 ne sont pas biśerielles sṕeciales et les arguments sont donc plus
compliqúes mais restent en gros les mêmes. Dans le cas des algèbresD(2A)s(c) avecs ≥ 1 et c = 0, les
lemmes 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3 et les propositions 1.4.6, 1.6.11 sont lesénonćes clefs. On donne la forme modifiée
de ces assertions, respectivement dans les lemmes 3.6.1, 3.6.2, 3.6.3 et les propositions 4.1.5 et 4.1.6 de Section
3.6.1 et 3.6.2. L’analyse des algèbresD(2A)s(c) avecs ≥ 1 et c = 1 utilise ces assertions modifiées.

Le carquois d’Auslander-Reiten de l’algèbreD(2A)1(c) avecc = 1 est compośe d’une infinit́e de1-tubes, un
3-tube non ŕegulier et une composante de typeZÃ1,3 ( Proposition 3.6.6 ). Th́eor̀eme 3.6.7 montre qu’il existe
deux type de modules rigides: les trois modules de quasi-longueur0 dans le3-tube sont de typei et les trois
modules de quasi-longueur1 sont de typeii. Le résultat final est contenu dans Théor̀eme 3.6.8 dans lequel on
calcule les carquois avec relations des algèbres des endomorphismes stables de tous les modules rigides.

Le carquois d’Auslander-Reiten de l’algèbreD(2A)s(c) avecs ≥ 2 et c = 1 est compośe d’une infinit́e de
1-tubes, un3-tube non ŕegulier et une infinit́e de composantes de typeZA∞∞. (Proposition 3.6.9). Th́eor̀eme 3.6.10
énonce qu’il existe trois type de modules rigides: les trois modules de quasi-longueur0 dans le3-tube sont de type
i, les trois modules de quasi-longueur1 sont de typeii et les modules de typeiii sont les syzygies deM(α). et le
résultat final est́enonće dans Th́eor̀eme 3.6.11.

Section 3.7 rappelle les calculs de Alexander Zimmermann pour l’algèbreD(3K)1,1,1 ([45]).

Le quatrìeme chapitre est consacré à l’étude de l’alg̀ebreD(3K)1,b,1 avecb ≥ 2. Les calculs sont assez
volumineux et augmentent largement la taille de cette thèse (comparer la taille de ce chapitre avec celle de tous les
autres chapitres).

Le carquois d’Auslander-Reiten deD(3K)1,b,1 avecb ≥ 2 est compośe d’une infinit́e de 1-tubes, deux3-
tubesΩ-stables, une composante non régulìere de typeZA∞∞ contenantS1 (aussiP2 etP3), une composante non
régulìere de typeZA∞∞ contenantS2 (aussiS3 etP1) et une infinit́e de composantes régulìeres de typeZA∞∞. Il
existe8 types de modules indécomposables rigides (Théor̀eme 4.1.1). Les quatre premiers types sont les modules
de quasi-longueur0 ou 1 dans les deux3-tubes òu les types1 et 3 sont de quasi-longueur0 et òu les types2 et 4
de quasi-longueur1. Le type5 (resp le type6) sont les syzygies d’une certaine corde qui forment uneΩ-orbite
dans les deux composantes régulieres de typeZA∞∞ Q(α2) ∪ ΩQ(α2) (resp.Q(β2) ∪ ΩQ(β2)) . Le type7 (resp.
type 8) sont tous les modules dans la composanteQ(S1) (resp. Q(S2)) non ŕegulìere de typeZA∞∞ contenant
S1 (resp. S2). Proposition 4.1.4 montre que tous les modules dansQ(S1) ∪ Q(S2) sont rigides. Dans cette
proposition, on construit, pour chaque morphisme, une factorisation par un module projectif, qui est parfois très
compliqúee. La fin de Section 4.2 (Proposition 4.1.10 et Lemmes 4.1.11- 4.1.21 ) est consacréeà la preuve de
Proposition 4.1.9 qui montre qu’il n’existe plus de modules rigides dans une composante régulìere de typeZA∞∞
autre queQ(α2),ΩQ(α2), Q(β2),ΩQ(β2).



vii

Section 4.3étudie les modules rigides̀a deux facteurs. Le résultat de cette section peutêtre ŕesuḿe par le
graphe suivant:

1 2 5
<<

7 8

3 4 6
��

Dans ce diagramme, un trait reliant deux nombresi et j signifie que deux modules de type respectivementi et
j n’apparaissent pas comme facteurs dans un module rigide; s’il n’existe pas de traits relianti et j, un module
de typei aveci étant dans la première ligne et un module de typej avecj étant dans la troisième ligne sont
indépendants , i.e. tout morphisme entre ces deux modules se factorise par un module projectif. Le cas(5+6) est
impossible d’apr̀es Lemme 4.2.11 et Lemme 4.2.20 et 4.2.22 montrent que(5+7) et (6+7) sont impossibles. Les
lemmes 4.2.12- 4.2.23́etudie les possibilit́es (i+j) pouri ∈ {1, 2, · · · , 6} et j ∈ {7, 8} . Prenons, par exemple, le
cas(1+7)qui poss̀ede une configuration spéciale. Dans un module de type(1+7), disonsM1 ⊕M7, oùM1 (resp.
M7) est un module de type1(resp. de type7). Si M1 = M(α1), alorsM7 se situe dans

⋃
n∈Z Ω6nsdiag(S1)

où sdiag(S1) est la diagonale de nord-ouestà sud-est passant parS1 et òu Ω6nsdiag(S1) est la diagonale obtenue
par d́eplacer sdiag(S1) de3n pas vers le ĉoté gauche. Voir le graphe suivant (les points noirs sont les positions
possibles deM7):
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Les autres cas ont des configurations similaires. Le cas(7+8) est trait́e dans les lemmes 4.2.24- 4.2.26 et la
proposition 4.2.27 dont les preuves sont compliquées. SiM7 = M(C) ∈ Q(S1), alorsM8 = ΩM(D) ∈ Q(S2)
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avecD = [−1]C[2] ouD = [2]C[−1]. On peut visualiser la situation comme suit
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Le premier chapitre de la partie II commence par des rappels sur les représentations modulaires des groupes
finis (Section 1.1). Et puis, on calcule les sommets des modules indécomposables respectivement sur les groupes
cycliques (Section 1.2), le groupe de Klein (Section 1.3), le groupe diédral d’ordre8 (Section 1.4) et les groupes
diédraux d’ordre2n avecn ≥ 4. Dans les sous-sections 1.5.2 et 5.5.3, on définit l’ordre eténonce Problème 6.

Dans le deuxìeme chapitre, on d́eveloppe une ḿethode constructive pour résoudre Problème 6. Les notions de
suite ind́ependante et de suite indépendante canonique sont introduites dans les deux premières sections. Après
avoir prepaŕe des propríet́esélémentaires de l’ordre (Section 1.3), on traite des cas particuliers dans les sections
qui restent.
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I Alg èbres courtoises et blocs̀a défaut diédral 1
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2 Théorème de base 30
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5.5.1 Induction deH àG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .370
5.5.2 D́efinition d’un ordre sur l’ensemble des segments d’une corde . . . . . . . . . . . . . . .371
5.5.3 Une formule pour les cordes induites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .373
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Part I

Algèbres courtoises et blocs̀a défaut
diédral
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Chapter 1

Algèbres biśerielles sṕeciales

1.1 Carquois avec relations

Fixons un corpsk. Un carquoisQ = (Q0, Q1, s, t) consiste en la donnée d’un ensemble desommetsQ0, d’un
ensemble deflèchesQ1, d’une applications : Q1 → Q0 qui associèa une fl̀eche lasource, et d’une application
t : Q1 → Q0 le but.

Chaque sommeti ∈ Q0 peutêtre consid́eŕe comme un chemin de longueur nulle, noté ei. Un cheminC de
longueurn ≥ 1 dansQ est de la formeC = α1α2 · · ·αn avecαj ∈ Q1 pour tout1 ≤ j ≤ n et òu s(αj+1) = t(αj)
pour tout1 ≤ j ≤ n − 1(on dit queαj et αj+1 sont composables). On poses(C) = s(α1), t(C) = t(αn) et
s(ei) = i = t(ei). Un chemin de longueur infinie est une suite infinie de flèches· · ·αnαn+1 · · · telle que toutes
deux fl̀eches successives soient composables.

L’algèbre des cheminskQ est l’espace vectoriel ayant base l’ensemble des chemins de longueur finie (y com-
pris les sommets les chemins de longueur0) muni de la multiplication donńee par la concaténation des chemins:
pour deux cheminsC etD, le produitC ·D estCD, si t(C) = s(D) et est nul sinon.

Une représentationV deQ est la donńee d’un espace vectorielV (i) en chaque sommeti ∈ Q0 et d’une
application lińeaireV (α) : V (i)→ V (j) pour toute fl̀eche(α : i→ j) ∈ Q1. SoientV etW deux repŕesentations
deQ, un morphismef : V →W est la donńee d’une application lińeairef(i) : V (i)→W (i) en chaque sommet
i ∈ Q0 telles que pour toute fl̀eche(α : i→ j) ∈ Q1, on aitf(j) ◦ V (α) = W (α) ◦ f(i). On voit facilement que
la cat́egorie des représentations deQ estéquivalentes̀a celle deskQ-modules̀a droite.

Il existe un module simple, noté Si, correspondant̀a chaque sommeti ∈ Q0, qui associe l’espace nulà tout
sommet diff́erent dei et l’espace de dimension1 à i. Il existe aussi en chaque sommet un module projectif
indécomposable

Pi = eikQ = ⊕s(C)=ikC

et un module injectif ind́ecomposable
Ii = ⊕t(C)=ikC.

On d́esigne parkQ+ l’id éal dekQ engendŕe parQ1. Un idéalI est admissible s’il existe un entiern ≥ 2 tel
que(kQ+)n ⊆ I ⊆ (kQ+)2. Une relation est une combinaison linéaire de chemins de longeur≥ 2 de m̂eme
source et de m̂eme but, i.e. une relationR =

∑n
j=1 λjCj où pour tout1 ≤ j ≤ n, λi ∈ k∗ et òu lesCj sont

des chemins tels que pour tout1 ≤ j ≤ n, |Cj | ≥ 2, s(Cj) = s(C1) et t(Cj) = t(C1). Soit ρ un ensemble
de relations tel que l’id́eal〈ρ〉 engendŕe parρ soit admissible. Le quotientkQ/〈ρ〉 est ditl’alg èbre d́efinie par le
carquois avec relations(Q, ρ). Une repŕesentationV de(Q, ρ) est une repŕesentation deQ dont les applications
linéairesV (α) avecα ∈ Q1 vérifient les relations contenues dansρ. Evidemment, une représentation de(Q, ρ)
(de dimension finie)́equivautà unkQ/〈ρ〉-moduleà droite (de dimension finie). Sur(Q, ρ), le module simpleSi

2



Algèbres bisérielles spéciales 3

en chaque sommeti ∈ Q0 reste le m̂eme et le module projectif indécomposable

Pi = eikQ =
∑

s(C)=i

kC ⊆ kQ

qui est une somme mais pas nécessairement une somme directe. Dans la suite, onécrit souventR = 0 qui signifie
queR ∈ 〈ρ〉.

Dans cette th̀ese, on ne considère que les repŕesentations de dimension finie, i.e. les représentationsV telles
que

∑
i∈Q0

dimkV (i) < +∞.

Exemple 1.1.1Soit k un corps alǵebriquement clos de caractéristique2. Prenons le groupeV4 = Z/2 × Z/2.
L’algèbre de groupekV4 est isomorphèa l’algèbre d́efinie par le carquois avec relations suivant (voir par exemple
[5, chapter 4, section 4.3]), notéD(1A)1 :

"!
# 

"!
# 

6•
0
6α β

α2 = 0 = β2, αβ = βα

Une repŕesentationV de ce carquois avec relations est donc un espace vectorielV0 ( de dimension finie) et deux
automorphismes lińeairesV (α) etV (β) tels queV (α)2 = 0 = V (β)2 etV (α) ◦ V (β) = V (α) ◦ V (β).

Exemple 1.1.2Soit k un corps alǵebriquement clos de caractéristique2. SoitA4 le groupe alterńe d’ordre12.
L’algèbre de groupekA4 est isomorphèa l’algèbre d́efinie par le carquois avec relations suivant([15, V2.4.1
COROLLARY]), not́eD(3K)1,1,1:

•2 • 3

•
1

�
�

�
�

�
��/ �

�
�

�
��7

S
S

S
S

S
SSo

-
�

S
S

S
S

SSw

α1

β1

β2

α2

α3

β3

α1α2 = α2α3 = α3α1 = 0
β1β3 = β3β2 = β2β1 = 0
α1β1 = β3α3

β1α1 = α2β2

α3β3 = β2α2

1.2 Algèbres biśerielles sṕeciales

Définition 1.2.1 Un carquois avec relations(Q, ρ) est dit biśeriel sṕecial s’il satisfait les propriét́es suivantes:

SB1 Chaque sommet est la source d’au plus deux flèches et est le but d’au plus deux flèches.

SB2 Étant donńe une fl̀echeα, il existe au plus une fl̀echeβ telle quet(α) = s(β) et queαβ ne soit pas dans〈ρ〉
et au plus une fl̀echeγ telle quet(γ) = s(α) et queγα ne soit pas dans〈ρ〉.

SB3 Tout chemin de longueur infinie contient un sous-chemin fini appartenantàρ.

SoitA une alg̀ebre. On appelleA unealgèbre biśerielle sṕecialesi elle est́equivalente au sens de Moritaà l’algèbre
définie par un carquois avec relations(Q, ρ) qui est biśeriel sṕecial.

Pour une alg̀ebre biśerielle sṕecialeA, le carquois avec relations(Q, ρ) est d́efinie de façon unique. L’alg̀ebre
kQ/〈ρ〉 est son alg̀ebre basique([20] ou [5, Chapiter 4, Section 4.1]) et on dit que(Q, ρ) est le carquois avec
relations associé à l’algèbreA.
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Dans la suite,ρ+ désigne l’ensemble des chemins le plus petit tel que toutélément deρ est combinaison lińeaire
de chemins contenus dansρ+.

Comme dans [42, Section 2], on définit deux fonctionsσ, ε : Q1 → {−1, 1} telles que les conditions suivantes
soient v́erifiées

(1) Si α etβ sont deux fl̀eches diff́erentes avect(α) = t(β), alorsε(α) = −ε(β).

(2) Si α etβ sont deux fl̀eches diff́erentes avecs(α) = s(β), alorsσ(α) = −σ(β).

(3) Si α etβ sont deux fl̀eches telles quet(α) = s(β) etαβ /∈ ρ+, alorsε(α) = −σ(β).

(4) Soit i un sommet tel qu’il y existe une unique flèche entranteα et une unique fl̀eche sortanteβ. Alors si
αβ ∈ ρ+, définissonsε(α) = σ(β).

Remarque 1.2.1Les deux applicationsσ et ε se d́efinissent localement, i.e. leur valeurs en un sommet sont
indépendantes de celles en un autre sommet.

Pour d́efinir la notion de corde, introduisons le carquoisQ assocíe à un carqoisQ = (Q0, Q1). On pose
Q0 = Q0 etQ1 = Q1 ∪ Q−1

1 oùQ−1
1 est l’ensemble des flèches inverses formellesα−1 avecα ∈ Q1. Les deux

fonctionss et t s’étendent surQ−1
1 par la d́efinition s(α−1) = t(α) et t(α−1) = s(α) pour toutα ∈ Q1. On pose

par syḿetrie aussi(α−1)−1 = α. Désignonsρ+ := {C|C ouC−1 ∈ ρ+}.

Définition 1.2.2 SoientA une alg̀ebre biśerielle sṕeciale et(Q, ρ) son carquois avec relations.

(1) Pour chaque sommeti ∈ Q0, on d́efinit deux cordes de longueur0: 1(i,1) et 1(i,−1) avecs(1(i,u)) =
t(1(i,u)) = i pour toutu ∈ {−1, 1}. On poséegalement1−1

(i,1) = 1(i,−1).

(2) Une corde de longeurn ≥ 1 est un chemin surQ, disonsc1c2 · · · cn, de telle sorte que les propriét́es
suivantes soient v́erifiées:

St1 t(ci) = s(ci+1) pour tout1 ≤ i ≤ n− 1.

St2 ci 6= c−1
i+1 pour tout1 ≤ i ≤ n− 1.

St3 Pour tousi et j tels que1 ≤ i < j ≤ n, cici+1 · · · cj 6∈ ρ+

L’entier n est par d́efinition la longueur deC = c1c2 · · · cn, not́ee|C| = n. Définissonss(C) = s(c1) et
t(C) = t(cn) etC−1 = c−1

n · · · c−1
1 .

L’ensemble des cordes delongueur≥ 0 est not́eeSt.

Exemple 1.2.2L’algèbreD(1A)1 dans Exemple 1.1.1 est une algèbre biśerielle sṕeciale. Sur cette algèbre,αβ−1

est une corde, en revancheαβ ne l’est pas, puisqueαβ ∈ ρ+. On illustre souvent une corde de longueurn en
utilisant un grapheAn+1. On dessine un trait de nord-ouestà sud-est qui d́esigne une fl̀eche directe et un trait de

nord-est̀a sud-ouest qui d́esigne une fl̀eche inverse. Par exemple,αβ−1 est illustŕee par
0 α<<

0
β

��
0

.

On peutétendre les deux fonctionsσ et ε surSt comme suit:

(1) σ(1(i,u)) = u et ε(1(i,u)) = −u pour toutu ∈ {−1, 1}.

(2) Pour une fl̀echeα, σ(α−1) = ε(α) et ε(α−1) = σ(α).

(3) SiC = c1c2 · · · cn est une corde de longueur> 0, σ(C) = σ(c1) et ε(C) = ε(cn).
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SoientC etD deux cordes de longueur strictement positives telles quet(C) = s(D). Le produitCD est d́efinie
si leur concat́enationCD est encore une corde. Pour une cordeC de longueur≥ 0, on d́efinit 1(s(C),u)C = C si
σ(C) = u pouru ∈ {−1, 1} etC1(t(C),u) = C si ε(C) = −u. Sinon, le produit d’une corde arbitraire avec une
corde de longueur nulle n’est pas défini.

Remarque 1.2.3SiC etD sont deux cordes (possiblement de longueur nulle) telles queCD soit une corde, alors
t(C) = s(D) et ε(C) = −σ(D).

Définition 1.2.3 On dit qu’une cordeC = c1 · · · cn de longueur strictement positive est directe (resp. inverse) si
tous lesci sont dansQ1 (resp. tous lesci dansQ−1

1 ). On se sert souvent de l’écriture suivanteC = C1C2 · · ·Cs

où les cordesCi sont directes ou inverses et telle que pour1 ≤ i ≤ s − 1, Ci est directe (resp. inverse) ssiCi+1

est inverse (resp. directe). Les sous-cordesCi sont appeĺeessegmentsdeC.

Définition 1.2.4 Une cordeC est detype rubansi toute puisance strictement positive deC est d́efinie et siC n’est
une puissance d’aucune sous-corde stricte. L’ensemble des cordes de type ruban est notéBd.

Exemple 1.2.4Sur l’algèbreD(1A)1 dans Exemple 1.1.1,αβ−1 est une corde de type ruban.

On dispose de deux relations d’équivalence:∼ surSt et∼r surBd.

∼ identifie une cordèa son inverse et

∼r identifie une corde de type rubanC = c1c2 · · · cn à toutes ses rotationscici+1 · · · cnc1 · · · ci−1 et leur
inverses.

Définition 1.2.5 Unealgèbre de cordeest une alg̀ebre biśerielle sṕeciale telle que dans son carquois avec relations
(Q, ρ), tout élément dansρ soit un chemin.

Définition 1.2.6 Un carquois avec relations est dit courtois s’il est bisériel sṕecial et s’il v́erifie en plus les condi-
tions suivantes:

G1 Leséléments dansρ sont des chemins de longueur2.

G2 Pour chaque fl̀echeα, il existe au plus une fl̀echeβ telle queαβ ∈ ρ et au plus une fl̀echeγ telle queγα ∈ ρ.

Une alg̀ebre estcourtoisesi elle estéquivalente au sens de Moritaà l’algèbre d́efinie par un carquois avec
relations qui est courois.

Lemme 1.2.5 ([42, Lemma 2.1]) SoitA une alg̀ebre courtoise. SiC etD sont deux cordes telles quet(C) = s(D).
Alors

G1’ CD est une corde ssiσ(D) = −ε(C).

On se sert souvent d’uneécriture sṕeciale pour un carquois avec relations qui est courtois.

Exemple 1.2.6

"!
# 

-• •�
...

······6

...

α

β

ε

Dans cet exemple, les points verticauxà gauche reliantβ etα signifie queβα = 0, αβ = 0 est indiqúee par
les points verticaux̀a droite reliantα etβ et la ligne pointilĺeeà droite dans la boucle veut dire queε2 = 0.
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Exemple 1.2.7

-• •�
...

α

β

Dans cet exemple, la seule relation estαβ = 0 (comparer avec l’exemple préćedent).

1.3 Relations sur une alg̀ebre biśerielle sṕeciale

SoitA = kQ/I une alg̀ebre biśerielle sṕeciale.

Définition 1.3.1 Une relation de la formeC = 0 avecC un chemin de longueur≥ 2 est dite unezéro-relation;
une relation de la formeλC − µD = 0 avecλ, µ ∈ k∗, etC, D deux chemins de longueur≥ 2 est dite une
relation binomiale; une relation

∑n
j=1 λjCj = 0 estminimale, si pour toute partie stricteJ ⊂ {1, 2, · · · , n},∑

j∈J λjCj 6= 0

Notre objectif est de montrer la proposition suivante:

Proposition 1.3.1 SoitR =
∑n

u=1 λuCu = 0 une relation minimale òu pour tout1 ≤ u ≤ n, λu ∈ k∗ et òu les
Cu sont des chemins de longueur≥ 2. Alorsn = 1 ou2, i.e.R est une źero-relation ou une relation binomiale.

Cette proposition permet de choisirρ un ensemble forḿe de źero-relations minimales et de relations binomiales
minimales tel queI = 〈ρ〉. On a besoin d’un lemme.

Lemme 1.3.2 Soientα, β ∈ Q1 telles ques(α) = s(β). SoitE le cycle orient́e (i.e. un chemin dont la source et
le but cöıncident et qui n’appartient pasà I) de longueur minimale tel que sa première fl̀eche soitα etF le cycle
orient́e de longueur minimale tel que sa première fl̀eche soitβ (E etF sont uniques s’ils existent grâceà l’axiome
SB2 de D́efinition 1.2.1). Soitγ (resp.δ) la dernìere fl̀eche deE (resp. deF ). Étant donńeC un cycle orient́e de
premìere fl̀echeα, alors

(i) Si γα 6= 0, C = Es une puissance deE avecs ∈ N∗

(ii) Si γα = 0 et δβ 6= 0, C = EF s avecs ∈ N∗

(iii) Si γα = 0 et δβ = 0, C = EFE · · · dans lequelE etF apparaissent de façon alternée.

Démonstration SoientE = α1 · · ·αn, C = β1 · · ·βm etF = γ1 · · · γu avecα1 = β1 = α, αn = γ, γ1 = β et
γu = δ. Alors il existe1 ≤ s ≤ n,m tel que pour tout1 ≤ i ≤ s, αi = βi. Si s < n,m, alors posonsη := αs =
βs, on aηαs+1 6= 0 et ηβs+1 6= 0. Commeαs+1 6= βs+1, cela contredit l’axiome SB2 de D́efinition 1.2.1. On
obtients = n grâceà la minimalit́e deE et doncC = EC1 pour un cheminC1. Supposons que|C1| > 0.

(1) Si γα = αnα1 6= 0, commeγβn+1 = βnβn+1 6= 0, βn+1 = α. Alors en comparantC1 etE, on obtient
C = E2C2. Si |C2| > 0, alors la premìere fl̀eche deC2 est encoreα. Une ŕecurrence sur|C| montre que
C = Es pour certain entier positifs.

(2) Supposons queγα = αnα1 = 0. Alors commeγβn+1 = βnβn+1 6= 0, βn+1 = β. L’axiome SB2 assure
queC1 = FC2. On distingue ensuite deux cas.

(2.1) Supposons queδβ = γuγ1 6= 0. En utilisant la m̂eme ḿethode que celle de (1), on montre que
C1 = F s et par conśequent queC = EF s.
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(2.2) Supposons queδβ = γuγ1 = 0. Si |C2| > 0, alors commeδβn+u+1 = βn+uβn+u+1 6= 0, βn+u+1 =
α. L’axiome SB2 assure queC2 = EC3. Si |C3| > 0, alorsβ2n+u+1 = β et on aC3 = FC4. On
obtient par ŕecurrence queC = EFE · · · dans lequelE etF apparaissent de façon alternée.

2

Preuve de Proposition 1.3.1Supposons quen ≥ 2 et queCu 6= 0 pour tout1 ≤ u ≤ n. on va montrer que c’est
une relation binomiale.

On peutécrireR =
∑m

u=1 λuCu +
∑n

v=m+1 λvCv où lesCu avec1 ≤ u ≤ m ont même premìere fl̀eche et
où lesCv avecm + 1 ≤ v ≤ n ont même premìere fl̀eche diff́erente de celle deC1. Grâceà l’axiome SB2, pour
tout 1 ≤ u ≤ m et pour toutn + 1 ≤ v ≤ n, Cu etCv n’ont pas de fl̀eches communes. On peut supposer que
|C1| < · · · < |Cm| et que|Cm+1| < · · · < |Cn| quitteà reordonner les chemins en question.

Supposons quem ≥ 2.On va en d́eduire une contradiction.
Soientγ (resp.δ) la dernìere fl̀eche deC1 (respD1). Alors tous lesCu avec1 ≤ u ≤ m ont même dernìere

flècheγ et tous lesCu avecm+ 1 ≤ u ≤ n ont même dernìere fl̀echeδ. ComparonsC1 etC2. On aC2 = C1C
′
2

avecC ′2 un cycle orient́e de sourcej = t(C1). Soitα la premìere fl̀eche deC ′2 et soitE le cycle orient́e de longueur
minimale de premìere fl̀echeα. On aC ′2 = EC ′′2 . Si la dernìere fl̀eche deE estδ, alorsC2 = C1EC

′′
2 etD1 ont

même fl̀echeδ. C’est une contradiction. On a montré donc que la dernière fl̀eche deE estγ. D’après le lemme
préćedent, il existe des entiers positifss1 = 0 < s2 < · · · < sm tels queCu = C1E

su pour tout1 ≤ u ≤ m.
Constatons queδα = 0 et que pour toutm + 1 ≤ v ≤ n, CvE = 0. Soit s le plus petit entier positif tel que
C1E

s = 0. Notre hypoth̀ese assure ques > 0. Alors pour toutv ≥ 2, CvE
s−1 = 0 et on obtient que

0 = REs−1 =
m∑

u=1

λuCuE
s−1 +

n∑
v=m+1

λvCvE
s−1 = λ1C1E

s−1

Cela contredit la minimalit́e des. C’est une contradiction. On a trouvé une contradictioǹa la conditionm ≥ 2 et
cela implique doncm = 1. Similairementn−m = 1. La relation est bien une relation binomiale minimale.

2

Désormais,́etant donńe une alg̀ebre biśerielle sṕecialeA = kQ/〈ρ〉, on suppose toujours queρ soit compośe
de źero-relations minimales et de relations binomiales minimales.Alors tout chemin dansρ+ est soit une źero-
relation soit un terme d’une relation binomiale minimale.

Lemme 1.3.3 SoitC un chemin tel queC ∈ 〈ρ+〉 − 〈ρ〉. Alors il existe une relation binomiale minimale de la
formeλC − µD avecλ, µ ∈ k∗ etD un chemin de longueur≥ 2.

Démonstration C’estévident gr̂aceà la convention queρ soit compośe de źero-relations minimales et de relations
binomiales minimales.

2

1.4 Modules ind́ecomposables sur une alg̀ebre biśerielle sṕeciale

Dans cette section, fixons une algèbre biśerielle sṕecialeA = kQ/〈ρ〉. On va d́ecrire les modules ind́ecompo-
sables surA. Pour les d́emonstrations techniques, on renvoie le lecteurà [39] [11, Section 3] ou [5, chapter 4,
section 4.11] .

Soit d’abordΛ une alg̀ebre de corde. On va décrire les modules ind́ecomposables de type corde et de type
ruban qui forment une liste complète des classes d’isomorphismes des modules indécomposbales sur une algèbre
de corde.
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(1) SoitC = 1(i,u) aveci ∈ Q0, u ∈ {−1, 1} une corde de longueur nulle. Alors on définit M(C) = Si, le
module simple correspondant au sommeti.

(2) SoitC = c1c2 · · · cn une corde de longueurn ≥ 1. SoitQC le carquois de graphe sous-jacentAn+1:

e0
c1

e1
c2

e2
c3 cn−1

en−1
cn

en

où lese0, · · · , en sont des sommets (non nécessairement différents) dansQ0 tels queei−1 = s(ci), ei =
t(ci) pour toute fl̀echeci ∈ Q1∪Q−1

1 avec1 ≤ s ≤ n et òu le trait marqúe parci est une fl̀eche directe (resp.
inverse) ssici l’est. Le moduleM(C) a pour espace sous-jacent l’espace vectoriel de base les sommentsei

avec0 ≤ i ≤ n et l’action est donńee par posercses−1 = es si cs est directe, etc−1
s es = es−1, si cs est

inverse et nul sinon. On voit clairementM(C) 'M(C−1).

Exemple 1.4.1Soit k un corps alǵebriquement clos de caratérisque2. Regardons le carquois avec relation
(Q, ρ) suivant (comaprere avec celui dans Exemple 1.1.1):

"!
# 

"!
# 

6•
0
6α β

α2 = 0 = β2, αβ = 0 = βα

On voit facilement que c’est une algèbre de corde. Prenons une corde, par exemple,C = αβ−1α. En
utilisant la notation introduite dans Exemple 1.2.2,QC est de la forme

e0
α
BB

BB
BB

e1

β||
||

|| α
BB

BB
BB

e1 e3

où lesei sont tous le seul sommet0. La repŕesentationM(C) est l’espace vectoriel⊕4
i=1kei aveckei = k

pour tout0 ≤ i ≤ 3 et l’action est donńee par

α(e0) = e1, α(e1) = 0, α(e2) = e3, α(e3) = 0

et
β(e0) = 0, β(e1) = 0, β(e2) = e1, β(e3) = 0

Dans la pratique, par abus de notation, on illustre souvent aussi ce module par

0
α
==

==
= 0

β��
��

� α
==

==
=

0 0

(3) Si C = c1c2 · · · cn une corde de type ruban. Quitteà remplacerC par son inverse ou une de ses rotations,
on peut supposer quecn soit une fl̀eche inverse. SoitQC le carquois de graphe sous-jacent:

e0
c1

BB
BB

BBcn

{{xx
xx

xx

en−1 e1

c2

e2

c3||
||

||

e3
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Comme ci-dessus,es−1 = s(cs), es = t(cs) et l’arête marqúee parci està droite sici est directe,̀a gauche
sinon. Soit(V, ϕ) oùV est un espace vectoriel et oùϕ : V → V est une application lińeaire ind́ecomposable.
On d́esigne parM(C, V, ϕ) le module qui associèa un sommeti ∈ Q0 l’espace⊕es=iVs avecVs = V et
l’action est donńee par d́efinir

(1) cs : Vs−1 → Vs est l’identit́e, si1 ≤ s ≤ n− 1 et sics est directe,

(2) c−1
s : Vs → Vs−1 est l’identit́e, si1 ≤ s ≤ n− 1 et sics est inverse,

(3) c−1
n : Vn = V0 → Vn−1 estϕ

Exemple 1.4.2Prenons encore l’alg̀ebreΛ dans Exemple 1.4.1 . On a vu queC = αβ−1 est une corde de
type ruban. Le carquoisQC est de la forme

e0
α //

β
//e1

Soit (V, ϕ) où V est un espace vectoriel et où ϕ : V → V est une application lińeaire ind́ecomposable.
Alors le moduleM(C, V, ϕ) est l’espace vectorielV0 ⊕ V1 avecV0 = V = V1 tel queα y agisse comme[

0 Id
0 0

]
etβ comme

[
0 ϕ
0 0

]
Remarque 1.4.3Si le corps de basek est alǵebriquement clos,́etant donńe (n, λ) avecn ∈ N∗ etλ ∈ k∗,
on écrit souventM(C, n, λ) au lieu deM(C, V, ϕ) avecV = kn et ϕ = Jn(λ) où Jn(λ) est le bloc de
Jordan.

Théorème 1.4.4([11, page 161, Theorem])
Les modulesM(C) pourC ∈ S/ ∼ et lesM(C, n, λ) pourC ∈ B/ ∼r et avecn ∈ N∗ etλ ∈ k∗ forment une

liste compl̀ete des classes d’isomorphismes des modules indécompo-sables sur une algèbre de cordeΛ définie sur
un corps alǵebriquement clos.

Pour l’alg̀ebre biśerielle sṕecialeA, soitJ l’ensemble des sommetsi tel quePi le module projectif ind́ecompo-
sable correspondant au sommeti est injectif et non-śeriel, i.e. il existe au moins deux suites de composition pour
Pi. NotonsI =

⊕
i∈J Soc(Pi) qui est un id́eal bilat́eral deA. L’algèbre quotientA = A/I est alors une alg̀ebre

de corde. Si on note ind(Γ) l’ensemble des classes d’isomorphismes des modules indécomposables sur une algèbre
Γ, alors ind(A) = ind(A) ∪ {Pi, i ∈ J}. Voir [15, II.1.3] pour les d́etails.

Définition 1.4.1 Dans un carquois avec relations(Q, ρ), on dit qu’un cheminC 6∈ 〈rho〉 est maximalèa droite
(resp.à gauche) s’il n’existe pas de flècheβ ∈ Q1 telle queCβ 6∈ 〈ρ〉 (resp.βC 6∈ 〈ρ〉) .

Si (Q, ρ) est un carquois avec relations qui est bisérielle sṕeciale, une corde directeC est maximalèa droite
(resp.à gauche) s’il n’existe pas de flècheβ ∈ Q1 telle queCβ 6∈ 〈ρ+〉(resp.βC 6∈ 〈ρ+〉). Une corde inverseC est
maximaleà droite (resp.̀a gauche) s’il n’existe pas de flècheβ ∈ Q1 telle queCβ−1 6∈ 〈ρ+〉(resp.β−1C 6∈ 〈ρ+〉).

Constatons que dans une relation binomiale minimaleλC − µD (voir Définition 1.3.1), les cheminsC etD sont
tous maximaux̀a droite. Soiti ∈ Q0. Onétudie les formes possibles du module projectif indécomposablePi.

Cas 1 Supposons qu’il existe une seule flèche de sourcei. Il existe un unique chemin directe maximaleà drôıte,
not́eC, grâceà l’axiome SB3 de Definition 1.2.1. On montre queC est une corde. En effet, siC n’était pas
une corde, alorsC ∈ 〈ρ+〉 − 〈ρ〉, d’apr̀es Lemme 1.3.3, il existe une relation binomiale minimaleλC − µD
avecλ, µ ∈ k∗ etD un chemin de longueur≥ 2. Or, en ce moment, comme cette relation est minimale,
C et D ont de premìeres fl̀eches diff́erentes et il existe donc deux flèches diff́erentes de sourcei. C’est
une contradiction. On a montré queC est une corde et donc queC est une corde maximalèa droite et
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aussi un chemin maximalà droite. SoitC = α1 · · ·αn. Alors tout chemin de sourcei et qui n’appartient
pasà 〈ρ〉 est de la formeα1 · · ·αs avec0 ≤ s ≤ n. Alors on en d́eduit queM(C) =

∑n
s=0 kes =∑n

s=0 k(e0α1 · · ·αs) ∼=
∑

D:s(D)=i kD = Pi, où {ei} est la base deM(C) construite dans Section 1.4. Ce
cas est illustŕe par le graphe suivant:

i •

C

??
??

??
??

??
??

??

Ce modulePi est ditun module ind́ecomposable projectif unisériel etC est le chemin maximal dePi.

Cas 2 S’il existe deux fl̀eches de sourcei, alors il existe deux chemins directes maximalesà droiteC et D de
sourcei. Grâceà l’axiome SB2,C etD n’ont pas de fl̀eches communes.

Cas 2.1Si t(C) 6= t(D), alorsPi = M(C−1D). En effet, on peut montrer que les deux cheminsC etD sont
des cordes et donc queC−1D est une corde. Car sinon, alorsC,D ∈ 〈ρ+〉 − 〈ρ〉 et il existe donc une
relation binomiale minimale de la formeλC − µC ′ avecλ, µ ∈ k∗ etC,C ′ deux chemins diff́erents.
C’est impossible, puisque les deux chemins maximauxà droiteC ′ et D ont même premìere fl̀eche
et différent buts et cela contredit SB2. SoientC = α1 · · ·αn etD = β1 · · ·βm, alors tout chemin
de sourcei et qui n’appartient pas̀a 〈ρ〉 est de la formeα1 · · ·αs avec0 ≤ s ≤ n ou β1 · · ·βt avec
0 ≤ t ≤ m. Cela montre quePi

∼= M(C−1D). Ce cas peut̂etre illustŕe par le graphe suivant:

i •

C

��
��

��
��

��
��

��

D

??
??

??
??

??
??

??

Dans ce cas,C etD sont des cordes maximalesà droite et aussi des chemins maximalsà droite. Comme
Pi n’est pas injectif, on dit quePi estun module ind́ecomposable projectif non injectif non-sériel et
queC etD sont les chemins maximaux dePi.

Cas 2.2Si t(C) = t(D), alors il existeλ, µ ∈ k∗ tel queλC − µC ′ ∈ ρ+ − ρ. En effet, d’apr̀es Lemme 1.3.3,
C fait partie d’une relation binomiale minmaleλC−µC ′, alorsC ′ = D, puisqu’ils ont m̂eme premìere
flèche et sont tous maximauxà droite. Dans ca cas,C etD ne sont pas des cordes etkC = kD. On
peut visualiser le module indécomposable projectifPi comme suit:

�
�

@
@

•i

@
@

�
�

C D

Dans ce cas,Pi est aussi injectif. On dit quePi estun module ind́ecomposable projectif-injectif non-
sériel et queC¡¡etD sont les chemins maximaux dePi. Constatons que bien quePi ne soit pas un
module de type corde, RadPi etPi/SocPi le sont. En effet, siC = α1α2 · · ·αn etD = β1 · · ·βm, alors
RadPi = M((α2 · · ·αn)(β2 · · ·βm)−1) etPi/SocPi = M((α1 · · ·αn−1)−1(β1 · · ·βm−1)). Dans ce
cas,C etD sont des chemins maximauxà droite et les cordesα1 · · ·αn−1 et β1 · · ·βm−1 sont des
cordes maximales̀a droite et les cordesα1 · · ·αn etβ2 · · ·βm sont des cordes maximalesà gauche.
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Remarque 1.4.5SoitA une alg̀ebre biśerielle sṕeciale syḿetrique. Alors le but et la source de tout chemin max-
imal C d’un module ind́ecomposable projectifP sont le m̂eme sommet, car Soc(P ) ∼= P/Rad(P ) ([5, Theorem
1.6.3]).

Définition 1.4.2 Soit A une alg̀ebre biśerielle sṕeciale auto-injective. L’auto-injectivité implique que dans les
discussions ci-dessus, le cas 2.1 est impossible. SoitC = C1C2 · · ·Cn avec les segmentsCi pour1 ≤ i ≤ n. On
va d́efinir le premier syzygy deC, qui sera not́ee, par abus de notation,

Ω(C) = D = D0D1 · · ·DnDn+1

oùDi avec0 ≤ i ≤ n+ 1 sont les segments deD ou de longueur nulle.

Cas 1C1 est inverse etCn est directe.Alors on pose|D0| = 0 = |Dn+1| et on demande les conditions suivantes:

(i) C−1
1 αD1 etC2D

−1
2 sont les chemins maximaux dePs(C2) où α est une certaine fl̀eche.

(ii) Pour touti ∈ Z tel que3 ≤ 2i − 1 ≤ n − 3, C−1
2i−1D2i−1 etC2iD

−1
2i sont les chemins maximaux de

Ps(C2i).

(iii) C−1
n−1Dn−1 etCnβD

−1
n sont les chemins maximaux dePs(Cn) où β est une certaine fl̀eche.

Cas 2C1 est directe etCn est directe.On pose alors|Cn+1| = 0 et on demande les conditions suivantes:

(i) Si Ps(C1) est uniśeriel,alors|D0| = 0 etC1D
−1
1 est le chemin maximal dePs(C1).

(i’) Si Ps(C1) est non-śeriel,αD0 etC1D
−1
1 sont les chemins maximaux dePs(C1)où α est une certaine

flèche.

(ii) Pour touti ∈ Z tel que2 ≤ 2i ≤ n − 3, C−1
2i D2i et C2i+1D

−1
2i+1 sont les chemins maximaux de

Ps(C2i+1).

(iii) C−1
n−1Dn−1 etCnβD

−1
n sont les chemins maximaux dePs(Cn) où β est une certaine fl̀eche.

Cas 3C1 est inverse etCn est inverse. AlorsC−1 = C−1
n · · ·C−1

1 vérifie les conditions du cas 2 et on définit
Ω(C) = (Ω(C−1))−1.

Cas 4C1 est directe etCn est inverse. On demande les conditions suivantes:

(i) Si Ps(C1) est uniśeriel, alors|D0| = 0 etC1D
−1
1 est le chemin maximal dePs(C1).

(i’) Si Ps(C1) est non-śeriel,αD0 etC1D
−1
1 sont les chemins maximaux dePs(C1) où α est une certaine

flèche.

(ii) Pour touti ∈ Z tel que2 ≤ 2i − 1 ≤ n − 2, C−1
2i D2i etC2i+1D

−1
2i+1 sont les chemins maximaux de

Ps(C2i+1).

(iii) Si Ps(Cn) est uniśeriel, alors|Dn+1| = 0 etC−1
n Dn est le chemin maximal dePs(Cn).

(iii’) SiPs(Cn) est non-śeriel,βD−1
n+1 etC−1

n Dn sont les chemins maximaux dePs(Cn) oùβ est une certaine
flèche.

Proposition 1.4.6 SoitC = C1 · · ·Cn une corde surA qui est une alg̀ebre biśerielle sṕeciale auto-injective. Alors
Ω(M(C)) ∼= M(Ω(C)) où Ω(C) est d́efinie dans D́efinition 1.4.2.

Démonstration Les modules projectifs ind́ecomposables possèdent deux types, qui correspondent respectivement
aux cas 1 et cas 2.2 dans la description des modules projectifs indécompo-sables donnée au d́ebut de cette section,
puisqueA est auto-injective. Le cas 2.1 est impossible en ce moment.
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L’assertion d́ecoule de la construction deΩC. Soit

C = · · ·Cj−1CjCj+1Cj+2 · · ·

avecCj directe. On visualizeM(C) sous une base{ei} comme suit:

eij−1 OOoo
eij+1 OOoo

eij−1−1 eij−1+1 eij+1−1 eij+1+1

· · · HH
eij−2+1

oo
eij−1

II
eij+1

uu
eij+2−1

OO
· · ·

vv
eij−2 eij

eij+2

où eij−1 , eij−1+1, · · · , eij−1, eij correspond au segmentCj . L’enveloppe projective deM(C) est de la forme

P = · · · ⊕ Ps(Cj) ⊕ Pt(Cj+1) ⊕ · · ·

où les modules projectifs indécomposablesPs(Cj) etPt(Cj+1) sont de la forme

ẽij−1 MMqq
ẽij−1−1 ẽij−1+1

ẽij−2+1
ll

ẽij−1
NN

ẽ′′ij−2
= f ′′ij−2

RR
ẽ′ij

= f ′ij

pp
fij−2+1 fij−1

fij−1−1
MM

fij−1+1
rr

fij−1

et
ẽij+1 MMqq

ẽij+1−1 ẽij+1+1

ẽij+1
pp

ẽij+2−1
RR

ẽ′′ij
= f ′′ij NN

ẽ′ij+2
= f ′ij+2

ll
fij+1 fij+2−1

fij+1−1
LL

fij+1+1
rr

fij+1

L’application surjectiveP � M(C) envoie respectivement

ẽ′′ij−2
, ẽij−2+1, · · · , ẽij−1−1, ẽij−1 , ẽij−1+1, · · · , ẽij−1, ẽ

′
ij

en
eij−2 , eij−2+1, · · · , eij−1−1, eij−1 , eij−1+1, · · · , eij−1, eij

et envoie respectivement

ẽ′′ij
, ẽij+1, · · · , ẽij+1−1, ẽij+1 , ẽij+1+1, · · · , ẽij+2−1, ẽ

′
ij+2
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en
−eij

,−eij+1, · · · ,−eij+1−1,−eij+1 ,−eij+1+1, · · · ,−eij+2−1,−eij+2

Le noyau deP � M(C) est de la forme
· · ·⊕ kfij−2+1⊕· · ·⊕ kfij−1−1⊕ kfij−1 ⊕ fij−1+1⊕· · ·⊕ kfij−1⊕ k(f ′ij

+ f ′′ij−2
)⊕ kfij+1⊕· · ·⊕ kfij+1−1⊕

kfij+1 ⊕ fij+1+1 ⊕ · · · ⊕ kfij+2−1 ⊕ · · ·
Alors on visualiseΩM(C) comme suit:

· · ·
III

ẽ′ij
+ ẽ′′ij MMqq

· · ·
uuu

fij−2+1 fij−1 fij+1 fij+2−1

fij−1−1
MM

fij−1+1
rr

fij+1−1
LL

fij+1+1
rr

fij−1 fij+1

Cette pŕesentation donne l’isomorphismeΩM(C) ∼= M(ΩC).

2

1.5 Morphismes Explicites

Suivant Crawley-Boevey ([12]), on va décrire les morphismes entre deux modules de type corde. On utilise les
notations de Jan Schröer ([42, Section 3]).

Définition 1.5.1 Soit C une corde. NotonsP(C) = {(D,E, F )|D,E, F ∈ St,DEF = C}. Un élément
(D,E, F ) ∈ P(C) est une donńee dequotient explicitesi les deux conditions suivantes sont vérifiée:

(1) |D| = 0 ouD = d1d2 · · · dn avecdn ∈ Q−1
1

(2) |F | = 0 ouF = f1f2 · · · fm avecf1 ∈ Q1.

Constatons qu’une donnée de quotient explicite donne un morphisme surjectif canoniqueM(C) � M(E). La
cordeE avec ce morphisme surjectif est dit un quotient explicite deC. L’ensemble des données de quotient
explicite deC est not́e fac(C).

Un élément(D,E, F ) ∈ P(C) est une donńee desous-corde explicitesi les deux conditions suivantes sont
satisfaites,

(1) |D| = 0 ouD = d1d2 · · · dn avecdn ∈ Q1

(2) |F | = 0 ouF = f1f2 · · · fm avecf1 ∈ Q−1
1 .

Evidemment, si l’on dispose d’une donnée de sous-corde explicite, on a un morphisme injectif canonique

M(E) ↪→M(C).

La sous-cordeE avec ce morphisme injectif canonique est dite une sous-corde explicte deC. L’ensemble des
donńees de sous-corde explicite deC est not́e sub(C).

Si C1, C2 sont deux cordes, une paire((D1, E1, F1), (D2, E2, F2)) ∈ fac(C1) × sub(C2) est admissible (de
C1 à C2 ) si E1 ∼ E2, i.e. E1 = E2 ou E1 = E−1

2 . L’ensemble despaires admissiblesde C1 à C2 est
not́e A(C1, C2). Poura = ((D1, E1, F1), (D2, E2, F2)) ∈ A(C1, C2) , on d́efinit un morphisme canonique
fa : M(C1)→M(C2), appeĺemorphisme explicite, commeétant le compośe

M(C1) � M(E1) ∼= M(E2) ↪→M(C2)
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qui peutêtre visualiśe par

�����
�

E1

��?
??

? � E1 ∼= E2 ↪→ ��?
??

?
�����

�
E2

Dans ce morphisme,E1 ouE2 est appeĺee lecœurde ce morphisme explicite.

Théorème 1.5.1([12, page 261, Theorem]) SoientC1 etC2 deux cordes. Les morphismesfa poura ∈ A(C1, C2)
forment une base de HomA(M(C1),M(C2)) en tant qu’espace vectoriel.

L’ensemble des morphismes explicites est stable par composition.

Lemme 1.5.2 Soientfa : M(C1) → M(C2) et fb : M(C2) → M(C3) deux morphismes explicites. Alors le
compośefb ◦ fa estégalement un morphisme explicte ou le morphisme nul.

Définition 1.5.2 Soit a = ((D1, E1, F1), (D2, E2, F2)) ∈ A(C1, C2) . On dit quea (ou fa) est orient́ee si
E1 = E2. Le morphismefa estunilatéral à gauche(resp. à droite) s’il est orient́e et |D1| = |D2| = 0 (resp.
|F1| = |F2| = 0). Le morphismefa est unilat́eral s’il est unilat́eralà gauche oùa droite. Il estfaiblement unilat́eral
si a ou ((D1, E1, F1), (F−1

2 , E−1
2 , D−1

2 )) est unilat́eral. Lesa et fa sontbilatérauxs’ils ne sont pas faiblement
unilat́eraux.

Soit a = ((D1, E1, F1), (D2, E2, F2)) ∈ A(C1, C2) . Si a est orient́e, on d́efinit a(l) = a = a(r). Si a n’est
pas orient́ee, d́efinissons

a(l) = ((F−1
1 , E−1

1 , D−1
1 ), (D2, E2, F2)))

et
a(r) = ((D1, E1, F1), (F−1

2 , E−1
2 , D−1

2 )).

Evidemment
a(l) est unilat́eral⇔ a est faiblement unilatéral⇔ a(r) est unilat́eral.

Le lemme suivant d́ecrit le comportement de composition de morphismes explicites faiblement unilatéraux.

Lemme 1.5.3 Soientfa : M(C1) → M(C2) et fb : M(C2) → M(C3) deux morphismes explicites faiblement
unilat́eraux tel qu’aucun des deux ne soit un isomorphisme aveca(l) = ((D1, E1, F1), (D′

2, E1, F
′
2)) et b(r) =

((D2, E2, F2), (D3, E2, F3)).
(i) Si fa(l) et fb(r) sont unilat́erauxà gauche (resp.̀a droite), alorsfb(r) ◦ fa(l) est unilat́eral à gauche (resp.̀a

droite) etfb ◦ fa est donc faiblement unilatéral.
(ii) On suppose que|C2| > 0. Si fa(l) est unilat́eral à gauche et sifb(r) est unilat́eral à droite, i.e. |D1| =

|D′
2| = 0 et |F ′2| = |F3| = 0, alorsfb(r) ◦ fa(l) est faiblement unilatéral ssi

C1 = E1, C3 = E2, C2 = E1E2 et |E1 ∩ E2| = 0

Ce cas exceptionnel peutêtre illustŕe comme suit:

•
��	

S

E1

-
E1 ��	

•
S ��	

E2

-

E2

��	•
S

fa(l) fb(r)

C1 = E1 C2 = E1E2 C3 = E2

où fa(l) (resp.fb(r)) est l’injectionévidente (resp. la surjectiońevidente) et òu le point noir estE1 ∩ E2 qui
correspond au modules simpleS.
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Démonstration La premìere assertion est triviale. Pour la deuxième assertion, on distingue des cas suivant|E1|
et |E2|.

(1) Si |E1| = 0 = |E2|, alorsE1 ∩ E2 = φ, puisqueC2 = E1C2E2 et |C2| > 0 et doncfb(r) ◦ fa(l) = 0.

(2) Si |E1| > 0 et |E2| = 0, alorsE1 ∩E2 6= φ⇐⇒ E1 = C2. Dans ce cas,|F1| > 0, car sinonC1 = E1, fa(l)

serait un isomorphisme. On peut visualiser la situation par le graphe suivant:

@
@R

F1 - -
@

@R

r r r
E1 E2

fa(l) E1 E2 fb(r)
F3

E2

C1 C2 C3

oùE2 est le point noir. Le composéfb(r) ◦ fa(l) est donc un morphisme bilatéral, puisque|E1| = |C2| > 0
et |F1| > 0.

(3) On utilise un argument similiare que celui dans (2) pour le cas où |E1| = 0 et |E2| > 0.

(4) Supposons maintenant|E1| > 0, |E2| > 0 et |E1 ∩ E2| ≥ 0.

(i) SiE1 ⊆ E2, alorsE2 = C2 etE1 ∩E2 = E1. On a alors comme dans (2) que|D3| > 0, puisquefb(r)

n’est pas un isomorphisme. Sifb(r) ◦ fa(l) est faiblement unilatéral et comme|E1| > 0, on devrait
avoit |D3| = 0. C’est une contradiction. Le morphismefb(r) ◦ fa(l) est donc bilat́eral.

(ii) Le même argument s’applique au casE2 ⊆ E1.

(iii) Supposons queE1 * E2 et queE2 * E1. Alors si |E1 ∩ E2| > 0, fb(r) ◦ fa(l) est bilat́eral, puisque
|E1− (E1 ∩E2)| > 0 et |E2− (E1 ∩E2)| > 0. Si |E1 ∩E2| = 0, on a alors queC2 = E1E2, comme
illustré:

C2 =
�

�	

�
�	

E1 E2

r

On obtient facilement quefb(r) ◦ fa(l) est unilat́eral ssi|F1| = |D3| = 0. Mais dans ce cas, on a
forcémentC1 = E1 etC3 = E2. On est bien dans le cas exceptionnel.

2

Remarque 1.5.4Dans le cas exceptionel du lemme 1.5.3, on a

Ext1A(M(C3),M(C1)) 6= 0,

puisqu’on dispose d’une suite exacte courte non scindée

0→M(C1)
(fa(l),g)t

−→ M(C2)⊕ S
(fb(r),h)
−→ M(C3)→ 0

où S est le module simple correspondantàE1 ∩ E2 et òu les morphismesM(C1)
g→ S et S

h→ M(C3) sont
respectivement le morphisme surjectifévident et le morphisme injectifévident.
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On vaétudier les sous-cordes explicites et les quotients explicites d’une corde.
SoitC = CaCa+1 · · ·Cb aveca, b ∈ Z et a < b telle queCi est directe (resp. inverse) ssiCi+1 est inverse

(resp. directe) pour touta ≤ i ≤ b − 1, i.e. lesCi sont les segments deC. Soit a ≤ s < t ≤ b. On d́efinit
C[s,t] = Cs+1 · · ·Ct. On note aussiC[s,s] = Cs ∩ Cs+1. Pour le module simpleS = M(C[s,s]), on notes sa
position dansC, not́ees = PosC(S) et pour une cordeE ⊂ Cs tel que|E| > 0, on note PosC(E).

Proposition 1.5.5 Une sous-cordeD ⊂ C est une sous-corde explicite ssiD est parmi les sous-cordes suivantes:

(1) une sous-corde de la formẽCsCs+1 · · ·Ct−1C̃t aveca ≤ s < t ≤ b et C̃s ⊂ Cs, C̃t ⊂ Ct telle que
|C̃s| > 0 < |C̃t| et vérifiant

(i) siCs est directe, alors̃Cs 6= Cs, sauf sis = a.

(ii) siCs est inverse, alors̃Cs = Cs

(iii) siCt est directe, alors̃Ct = Ct

(iv) siCt est inverse, alors̃Ct 6= Ct, sauf sit = b.

(2) une sous-cordẽCs ⊂ Cs poura ≤ s ≤ b telle que

(i) si Cs est directe, alorsCs = C ′sC̃s pour une autre sous-cordeC ′s dont la longueur est strictement
positive sis 6= a

(ii) si Cs est inverse, alorsCs = C̃sC
′
s pour une autre sous-cordeC ′s dont la longueur est strictement

positive sis 6= b

Démonstration La suffisance est́evidente.
Pour la ńecessit́e, Supposons d’abord que|D| > 0. SoitCs le premier segment tel que|Cs ∩ D| > 0 et soit

Ct le dernier segment deC tel que|Ct ∩ D| > 0. PosonsC̃s = Cs ∩ D et C̃t = Ct ∩ D. Si s < t, alors
D = C̃sCs+1 · · · C̃t et on est dans le cas 1. CommeM(D) s’injecte dansM(C), il est facile de v́erifier les
conditions (i)-(iv). Sis = t, alorsD = C̃s et les deux conditions du cas 2 sont facilesà vérifier. Supposons
maintenant que|D| = 0. Alors il existes tel queD = Cs ∩ Cs+1 et en plusCs est directe etCs+1 est inverse.
Cs = CsD vérifie la condtion (i) du cas 2.

2

Dualement, les quotients explicites admettent une description:

Proposition 1.5.6 tout quotient explicite est parmi

(1) une sous-cordẽCsCs+1 · · ·Ct−1C̃t aveca ≤ s < t ≤ b telle que|C̃s| > 0 < |C̃t| et vérifiant

(i) siCs est directe, alors̃Cs = Cs

(ii) siCs est inverse, alors̃Cs 6= Cs sauf sis = a

(iii) siCt est directe, alors̃Ct 6= Ct sauf sit = b

(iv) siCt est inverse, alors̃Ct = Ct

(2) une sous-cordẽCs ⊂ Cs poura ≤ s ≤ b telle que

(i) Si Cs est directe, alorsCs = C̃sC
′
s pour une autre sous-cordeC ′s dont la longueur est strictement

positive sis 6= b

(ii) Si Cs est directe, alorsCs = C ′sC̃s pour une autre sous-cordeC ′s dont la longueur est strictement
positive sis 6= a
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Définition 1.5.3 Soit f : M(C) → P un morphisme d’un module de type cordeM(C) versP un module
indécomposable projectif-injectif non-sériel . Le morphismef est aussi dit un morphisme explicite, sif est le
compośe d’un morphisme explicte deM(C) à Rad(P ) avec l’inclusion canonique Rad(P ) ↪→ P .

Soit g : P → M(D) un morphisme d’un module indécomposable projectif-injectif non-sériel P vers un
module de type cordeM(D). Le morphismeg est aussi dit un morphisme explicite, sig est le compośe de la
surjection canoniqueP � P/Soc(P ) avec un morphisme explicte deP/Soc(P ) àM(D).

Remarque 1.5.7SoitA une alg̀ebre biśerielle sṕeciale auto-injective. Th́eor̀eme 1.5.1 peut se géńeraliser. Si on
a un morphismef : M(C)→ P avecP un module ind́ecomposable projectif-injectif non-sériel, alorsf factorise
par rad(P ), car sinonf serait surjectif et doncP serait un facteur directe deM(C), ce qui est absurde. On
obtient donc quef est somme de morphismes explicites décrits dans D́efinition 1.5.3. Il en est de m̂eme pour un
morphismeg : P →M(D).

1.6 Carquois d’Auslander-Reiten d’une alg̀ebre biśerielle sṕeciale

Dans cette section, On résume des résultats connus sur le carquois d’Auslander-Reiten d’une algèbre biśerielle
sṕeciale.

1.6.1 Rappels sur la th́eorie d’Auslander-Reiten

On rappelle dans cette sous-section des rudiements de la théorie d’Auslander-Reiten, pour les détails, on renvoie
le lecteurà [5, chapter 4] and [4]. Fixons un corps algébriquement closk etA une alg̀ebre de dimension finie sur
k.

Définition 1.6.1 Un morphismef : M → N deA-modules est dit projectif s’il se factorise par un module
projectif.

Pour une alg̀ebreA , on écritAmod pour la cat́egorie desA-modulesà gauche (de dimension finie surk). La
cat́egorie stableAmodest la cat́egorie ayant les m̂emes objets queAmod et dont l’espace des morphismes d’unA-
moduleM vers un autreN , not́e HomA(M,N), est par d́efinition le quotient de HomA(M,N) par le sous-espace
desmorphismes projectifs(i.e. les morphismes factorisant par des modules projectifs). Soitf un morphisme dans
Amod , onécritf son image dansAmod.

Remarque 1.6.1SiA est une alg̀ebre auto-injective, la catégorieAmodest une cat́egorie trianguĺee de foncteur de
translation[1] = Ω−1 (voir [22, Chapter 2, Section 2]). Dans ce cas, on a les formules suivantes utilisées souvent
dans la suite:

Ext1A(M,N) = HomA(ΩM,N) = HomA(M,Ω−1N)

Ext1A(ΩnM,ΩnN) = Ext1A(M,N)

HomA(ΩnM,ΩnN) = HomA(M,N)

quelques ce soient deuxA-modulesM etN et pour toutn ∈ Z.

Définition 1.6.2 Etant donńe un morphisme deA-morphismef : M → N entre deux modules indécomposables,
ce morphisme est dit irréductible s’il n’est pas un epimorphisme scindé ni un monomorphisme scindé et pour toute
factorisationf = g ◦ h, soitg est un epimorphisme scindé soith est un monomorphisme scindé.
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Définition 1.6.3 Une suite exacte courte0 → X → Y → Z → 0 est dite une suite d’Auslander-Reiten si elle
n’est pas scind́ee et si elle v́erifie la condition suivante:
(AR) Pour tout morphismehX → X ′ qui n’est pas un monomorphisme scindé, il existe un morphismeh′ : Y →
X ′ tel queh′ ◦ f = h.
ou équivalentement,
(AR’) pour tout morphismeu : X → X ′ qui n’est pas un epimorphisme scindé, il existe un morphismeu′ : Z ′ →
Y tel queg ◦ u′ = u.

Théorème 1.6.2SoitA une alg̀ebre de diemnsion finie sur un corpsk. Alors

(i) Pour tout module ind́ecomposableZ non projectif, il existe une suite d’Auslander-Reiten terminant parZ.

(ii) Pour tout module ind́ecomposableZ non injectif, il existe une suite d’Auslander-Reiten commençant parZ.

On écritX = τZ, appeĺe le translat́e d’Auslander deZ. SimilairementZ = τ−1X. L’opérationτ (resp.τ−1

est d́efinie sur l’ensembles des modules indécomposables non projectifs (resp. non injectifs).
SiA est une alg̀ebre syḿetrique, il existe une description simple deτ :

Lemme 1.6.3 SiA est syḿetrique, alorsτ = Ω2.

On a la formules tr̀es importante duèa Auslander et Reiten.

Théorème 1.6.4 (La formule d’Auslander-Reiten)SoientM etN deuxA-modules ind́ecomposables. Alors

Ext1A(M,N) = DHomA(N, τM)

oùD = Homk( , k) et òu τ est le translat́e d’Auslander-Reiten.

Le théor̀eme suivant́etablit les liens entre la notion de morphisme irréductible et celle de suite d’Auslander-
Reiten.

Théorème 1.6.5Etant donńe une suite d’Auslander-Reiten0→ X
f→ Y

g→ Z → 0,

(i) Les morphismes irŕeductibles commençant parX sont de la formeX
f ′→ Y ′ où Y ′ est un facteur directe de

Y ,disonsY = Y ′ ⊕ Y ′′ et òu f = [f ′, f ′′]t pour certainf ′′.

(ii) Les morphismes irŕeductibles finissant parZ sont de la formeY ′
g′→ Z où Y ′ est un facteur directe deY ,

disonsY = Y ′ ⊕ Y ′′ et òu g = [g′, g′′]t pour certaing′′.

Pour les modules ind́ecomposables projectif-injectifs, il existe des suites d’Auslander-Reiten canoniques.

Lemme 1.6.6 Soit P un module ind́ecomposable projectif-injectif. Alors il existe une suite d’Auslander-Reiten
de la forme suivante:

0→ RadP → RadP/SocP ⊕ P → P/SocP → 0

Introduisons maintenant le carquois d’Auslander-Reiten qui joue un role important dans les problèmes de
classification dans la théorie des représentations.

SoientX et Y deuxA-modules et́ecrivonsX = ⊕Xj et Y = ⊕Yi avec tous lesXj et Yi indécomposables.
Fixons de telles d́ecompositions et́ecrivons tout morphismef : M → N de la forme de matrice[fij ] où fij :
Xj → Yi. Le radical de HomA(X,Y ) est par d́efinition l’espace

R(X,Y ) = {f : X → Y |aucun desfij n’est pas un isomorphisme}
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SoitR2(X,Y ) =
∑

Z R(Z, Y )R(X,Z). Evidemment pourX etY indécomposables, un morphismef : X → Y
est irŕeductible ssif ∈ R(X,Y ) etf 6∈ R2(X,Y ). Dans ce cas, le quotient Irr(X,Y ) = R(X,Y )/R2(X,Y ) est
l’espace des morphismes irréductibles. Notons

a(X,Y ) = dimkIrr(X,Y )

Définition 1.6.4 (i) Le carquois d’Auslander-ReitenΓ(A) est le carquois dont les sommets sont les classes
d’isomorphismes[X] des modules ind́ecomposables et dont le nombre de flèches de[X] à [Y ] esta(X,Y ).

(ii) Le carquois d’Auslander-Reiten stableΓs(A) est le sous-carquois deΓ(A) en supprimant tous les modules
τ−sP et tous lesτ s(I) pour touts ∈ N où P est ind́ecomposable projectif et où I est ind́ecomposable
injectif.

Le translat́e d’Auslander-Reitenτ établit un automorphisme de chaque composante deΓs(A)
En ǵeńeral, le carquoisΓs(A) est union disjointe des composantes connexes. Il existe un théor̀eme de Christine

Reidtemann qui decrit la structure des composantes du carquois d’Auslander-Reiten stable.

Théorème 1.6.7([38]) SoitQ une composante connexe deΓs(A). Alors il existe un arbre directeT et un groupe
admissible d’automorphismesΠ ⊆ AutZT tels queQ ∼= ZT/Π. La classe d’arbreT est uniquèa isomorphismes
près etΠ est uniquèa conjugaisons dans AutZT près.

Dans cette th̀ese, on va rencontrer des composantes de type suivantes:

(1) T = A∞ = • • • · · ·∞ . Si Π = 1, alorsZA∞ est la forme

...

##G
GG

GG
GG

G ...

##G
GG

GG
GG

G ...

%%JJ
JJJ

JJJ

· · ·
''PPPPPPP

99tttttttt

&&MMMMMMM

;;wwwwwwww

&&MMMMMMM

;;wwwwwwww · · ·

&&MMMMMMM

88qqqqqqq

&&MMMMMMM

88qqqqqqq

''PPPPPPP

77nnnnnnn

· · ·
''PPPPPPP

77nnnnnnn

&&MMMMMMM

88qqqqqqq

&&MMMMMMM

88qqqqqqq · · ·

&&MMMMMMM

88qqqqqqq

&&MMMMMMM

88qqqqqqq

''PPPPPPP

77nnnnnnn

· · ·
''PPPPPPP

77nnnnnnn

&&MMMMMMM

88qqqqqqq

&&MMMMMMM

88qqqqqqq · · ·

''OOOOOOO

88qqqqqqq

''OOOOOOO

88qqqqqqq

((RRRRRRRR

77nnnnnnn66llllllll

77ooooooo

77ooooooo
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SoitΠ = 〈τ s〉 avecs ∈ N− {0}. Alors ZT/Π est dit uns-tube. Un exemple de3-tube

•

��3
3

3
3

3
3

3
3

3

•

&&N
NNNN •

xxppppppppppppppppppppp

•

OO�
�
�
�
�

��3
3

3
3

3
3

3
3

3

•

OO

&&N
NNNN •

OO

xxppppppppppppppppppppp

•

OO�
�
�
�
�

•

OO

•

OO

(2) T = Z∞∞ = ∞· · · • • • · · ·∞ . SoitΠ = 1. ZA∞∞ est de la forme

...

##G
GG

GG
GG

G ...

##G
GG

GG
GG

G ...

%%JJ
JJJ

JJJ

· · ·
''PPPPPPP

99tttttttt

''NNNNNNNN

;;wwwwwwww

''NNNNNNNN

;;wwwwwwww · · ·

''NNNNNNNN

77pppppppp

''NNNNNNNN

77pppppppp

''PPPPPPP

77nnnnnnn

· · ·
''PPPPPPP

77nnnnnnn

''NNNNNNNN

77pppppppp

''NNNNNNNN

77pppppppp · · ·

''NNNNNNNN

77pppppppp

''NNNNNNNN

77pppppppp

''PPPPPPP

77nnnnnnn

· · ·
''PPPPPPP

77nnnnnnn

''NNNNNNNN

77pppppppp

''NNNNNNNN

77pppppppp · · ·

$$II
III

III

77pppppppp

$$II
III

III

77pppppppp

%%LLLLLLLLL

77nnnnnnn99rrrrrrrrr ...

::uuuuuuuu ...

::uuuuuuuu

(3) La composanteZÃpq peutêtre visualiśee en identifiant le sommet en position(n,m) pour tout(n,m) ∈ Z2

au sommet en position(n+ p,m+ q) dans une composante de typeZA∞∞.

Définition 1.6.5 Une composante de typeZA∞ ouZA∞/τn est appeĺeequasi-śerielle. Les modules̀a l’extrémit́e
poss̀edent laquasi-longueur0. Un module est de quasi-longueurn s’il apparâıt dans le terme interḿediare dans une
suite d’Auslander-Reiten commençant par les modules de quasi-longueurn− 1 et s’il n’est pas de quasi-longueur
n− 2.

1.6.2 Suites d’Auslander-Reiten

A partir de cette sous-section, on fixeA une alg̀ebre biśerielle sṕeciale. On introduit des notations duesà Christof
Geiss([20, Section 3]).
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Définition 1.6.6 Soienti ∈ Q0 etu ∈ {−1, 1}. NotonsS(i,u) = {C ∈ St|s(C) = i, σ(C) = u}. On d́esigne par
U(i,u) l’unique corde directe de longueure maximale dansS(i,u), et parV(i,u) l’unique corde inverse de longueur
maximale dansS(i,u).

(1) PourC ∈ S(i,u) − {V(i,u)},

C[1] =
{
Cα−1U(s(α),−σ(α)) , si ∃α ∈ Q1 telle queCα−1 soit une corde

D , oùC = DβV(t(β),−ε(β)) avecβ ∈ Q1

On d́efinit par ŕecurrenceC[n] = (C[n− 1])[1] pourn ∈ N∗.

(2) PourC ∈ S(i,u) − {U(i,u)} en posant

C[−1] =
{
CβV(t(β),−ε(β)) , si ∃β ∈ Q1 telle queCβ soit une corde

D , oùC = Dα−1U(s(α),−σ(α)) avecα ∈ Q1

On d́efinit par ŕecurrenceC[−n] = (C[−n+ 1])[−1] pourn ∈ N∗

(3) PourC ∈ S(i,u) − {V −1
(i,u)},

[1]C =

{
U−1

(s(α),−σ(α))αC , si ∃α ∈ Q1 telle queαC soit une corde
D , oùC = V −1

(t(β),−ε(β))βD avecβ ∈ Q1

On d́efinit par ŕecurrence[n]C[n] = [1]([n− 1]C) pourn ∈ N∗.

(4) PourC ∈ S(i,u) − {U−1
(i,u)} en posant

[−1]C =

{
V −1

(t(β),−ε(β))β
−1C , si ∃β ∈ Q1 telle queβ−1C soit une corde
D , oùC = U−1

(s(α),−σ(α))αD avecα ∈ Q1

On d́efinit par ŕecurrence[−n]C = [−1]([−n+ 1]C) pourn ∈ N∗.

Remarque 1.6.8 Il existe un morphisme irŕeductible canonique deM(C) àM(C[1]) qui se d́efinit comme suit:

(1) S’il existeα ∈ Q1 telle queCα−1 soit une corde, alors l’injection canonique

M(C) ↪→M(Cα−1U(s(α),−σ(α))) = M(C[1])

est irŕeductible;

(2) SiC = DβV(t(β),−ε(β)) avecβ ∈ Q1, alors la surjection canonique

M(C) = M(DβV(t(β),−ε(β))) � M(D) = M(C[1])

est irŕeductible.

On peut d́efinir similairement les morphismes irréductibles canoniques

M([−1]C)→M(C), M(C)→M(C[1]) et M(C[−1])→M(C).

Remarque 1.6.9La définition pŕecedente possèdent un caractère local, i.e. siC = C1 · · ·Cn une corde avec les
Ci étant ses segments, alors

(1) si [1]C1 existe, alors[1]C = ([1]C1)C2 · · ·Cn
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(2) si [−1]C1 existe, alors[−1]C = ([−1]C1)C2 · · ·Cn

(3) siCn[1] existe, alorsC[1] = C1 · · ·Cn−1(Cn[1])

(3) siCn[−1] existe, alorsC[−1] = C1 · · ·Cn−1(Cn[−1])

Théorème 1.6.10([11, Page 172, Proposition])
SoitΛ une alg̀ebre biśerielle sṕeciale. Alors
(1) SoitP un module projectif-injectif ind́ecomposable. Alors

0→ RadP → P ⊕ RadP/SocP → P/SocP → 0

est une suite d’Auslander-Reiten.
(2) Pour toutα ∈ Q1, il existe une suite d’Auslander-Reiten

0→M(V −1
(t(α),−ε(α)))→M(V −1

(t(α),−ε(α))α
−1U(s(α),−σ(α)))→M(U(s(α),−σ(α)))→ 0

(3) Si pourC ∈ St− {V v
(i,u) : i ∈ Q0, u, v ∈ {−1, 1}}, le moduleM(C) n’est pas injectif, alors

0→M(C)→M([1]C)⊕M(C[1])→M(([1]C)[1])→ 0

est une suite d’Auslander-Reiten dans laquelle les morphismes sont définis dans Remarque 1.6.8.
(4) SoientC une corde de type ruban,n ∈ N∗ etλ ∈ k∗. Alors il existe une suite d’Auslander-Reiten.

0→M(C, n, λ)→M(C, n− 1, λ)⊕M(C, n+ 1, λ)→M(C, n, λ)→ 0

oùM(C, 0, λ) := 0.

Lemme 1.6.11SoitA une alg̀ebre biśerielle sṕeciale syḿetrique. SoitC une corde telle queC[1] soit d́efinie.
Alors Ω(C[1]) = (ΩC)[1].

Démonstration SoientC = C1 · · ·Cn etΩ(C) = D = D0D1 · · ·DnDn+1.

Cas 1Cn est directe.Alors d’apr̀es la construction deΩC (Définition 1.4.2),|Dn+1| = 0. Soitα ∈ Q1 telle que
CnαD

−1
n soit un chemin maximal dePs(Cn).

Cas 1.1S’il existeβ ∈ Q1 telle quet(β) = t(Cn) et ε(β) = −ε(Cn), i.e. β est la fl̀eche de butt(Cn) et qui est
diff érente de la dernière fleche deCn, d’apr̀es D́efinition 1.6.6,

C[1] = C1 · · ·Cnβ
−1U(s(β),−σ(β))

et d’apr̀es D́efinition 1.4.2, on voit bien que

Ω(C[1]) = D0 · · ·Dnα
−1U(s(α),−σ(α)) = D[1] = (Ω(C))[1]

Cas 1.2S’il n’existe pas de fl̀echeβ ∈ Q1 telle quet(β) = t(Cn) etε(β) = −ε(Cn), alors d’apr̀es D́efinition 1.6.6,

C[1] = C1 · · ·C ′n
si onécritCn = C ′nγ avecγ ∈ Q1 et on a aussi que

Ω(C)[1] = D0 · · ·Dnα
−1U(s(α),−σ(α)).

En fait, |U(s(α),−σ(α))| = 0, car sinon, il existerait une flècheδ de m̂eme source queα et le module
indécomposablePt(γ) = Ps(α) serait non-śeriel. C’est-̀a-dire qu’il existe deux fl̀eches de butt(γ), ce
qui contredit notre hypoth̀ese. C’est une contradiction. On a montré donc que

Ω(C)[1] = D0 · · ·Dnα
−1 = D[1] = (Ω(C))−1.
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Cas2Cn est inverse.Si onécritDn = D′
nα avecα ∈ Q1, alorsDn+1 = V(t(α),−ε(α)). En ce moment,

ΩC = D = D0 · · ·D′
nαV(t(α),−ε(α))

et donc
D[1] = D0 · · ·D′

n.

Cas 2.1S’il existeβ ∈ Q1 telle queCnβ
−1 soit encore une corde,alors d’apr̀es D́efinition 1.6.6,

C[1] = C1 · · ·Cnβ
−1U(s(β),−σ(β)).

On va montrer queβC−1
n D′

n est un chemin maximal dePs(α) et donc que

Ω(C[1]) = D0 · · ·D′
n = D[1] = (Ω(C))[1].

En effet, commeC−1
n D′

nα est un chemin maximal dePt(α), βC−1
n D′

nα = 0, alorsβC−1
n D′

n contient
un chemin maximal dePs(β) et il suffit de montrer queβC−1

n D′
n 6∈ 〈ρ〉 . Notonsu = s(α), i = s(β)

et j = t(γ). La situation peut̂etre visualiśee comme suit:

i β
��9

9

j
C−1

n

==
==

==

D′
n

@@
@@

@

u
α
��=

=

j

La cordeC−1
n D′

n n’est pas le chemin maximal dePu terminant parC−1
n D′

n, car sinon,C−1
n D′

nα ∈ 〈ρ〉,
ce qui est absurde. Le cheminβC−1

n D′
n est contenu dans ce chemin maximal et doncβC−1

n D′
n 6∈ 〈ρ〉.

Cas 2.2 S’il n’existe pas de fl̀eche, disonsβ, telle queCnβ
−1 soit encore une corde, alorsCn = V(t(γ),−ε(γ)) si

on écriveCn−1 = C ′n−1γ, D’après la construction deΩC, Dn+1 = V(t(α),−ε(α)). On va montrer que
|D′

n| = 0 et donc queDn = α. En effet, si|D′
n| > 0, écrivonsD′

n = δD′′
n avecδ ∈ Q1. Regardons la

cordeC−1
n δ ( CnD

′
nα. Comme pour toute fl̀echeβ ∈ Q1 telle quet(β) = s(Cn), on aβC−1

n δ = 0,
alorsC−1

n δ est un chemin maximal dePt(δ) et donc0 = C−1
n D′

nα ) C−1
n δ, ce qui est absurde. On a

montŕe queDn = α. Alors

(ΩC)[1] = D[1] = D0 · · ·Dn−1 = Ω(C[1])

2

1.6.3 Carquois d’Auslander-Reiten d’une alg̀ebre biśerielle sṕeciale

On rappelle des résultats de Karin Erdmann et Andrej Skowroński ([18]) qui d́ecrivent les formes possibles des
composantes du carquois d’Auslander-Reiten stable pour une algèbre biśerielle sṕeciale auto-injective.

Théorème 1.6.12([18, 2.1 Theorem]) SoitΛ une alg̀ebre biśerielle speciale auto-injective. Alors pour le carquois
d’Auslander-Reiten stableΓsΛ, les conditions suivantes sontéquivalentes:

(i) ΓsΛ a une composante de typeZÃp,q

(ii) ΓsΛ est infinie mais n’a pas de composantes de typeZ∞∞.
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(iii) Il existe des entiersm, p, q > 0 tels queΓsΛ soit union disjointe dem composantes de typeZÃp,q, m
composantes de typeZA∞/〈τp〉,m composantes de typeZA∞/〈τ q〉 et une infinit́e de composante de tubes
homog̀enes.

(iv) Λ est de croissance polynomiale.

Remarque 1.6.13D’après [13], une alg̀ebreA est de type de représentation docile si, pour toute dimensiond, il
existe un nombre fini deA − k[X]−bimodulesQi, avec1 ≤ i ≤ nd qui sont de type fini et libre en tant que
K[X]−moduleà droite et qui satisfont la condition suivante: toutes les classes d’isomorphismes desA-modules
indécomposables de dimensiond sauf un nombre fini sont de la formeQi⊗k[X] k[X]/(X −λ) pour certainλ ∈ k
et pour certain1 ≤ i ≤ nd. SoitµA(d) le nombre minimal de bimodulesQi satifaisant la condition ci-dessus.
L’algèbreA est dite de croissance polynomiale s’il existem ∈ N tel queµA(d) ≤ dm pour toutd ≥ 1.

Théorème 1.6.14([18, 2.2 Theorem]
SoitΛ une alg̀ebre biserielle speciale auto-injective. Alors pour le carquois d’Auslander-Reiten stableΓsΛ, les

conditions suivantes sontéquivalentes:

(i) ΓsΛ a une composante de typeZA∞∞

(ii) ΓsΛ est union disjointe d’un nombre fini de composantes de typeZA∞/〈τn〉 avecn > 1, une infinit́e de
1-tubes et une infinité de composantes de typeZA∞∞.

(iii) Λ n’est pas de croissance polynomiale

1.6.4 Composantes de typeZA∞∞
Définition 1.6.7 Une composante du carquois d’Aulander-Reiten est régulìere s’elle ne contient aucun projectif ni
injectif.

Dans une composante de typeZA∞∞, les suites d’Auslander-Reiten sont de la forme (voir Théor̀eme 1.6.10(1)
et (2))

0→M(C)→M([1]C)⊕M(C[1])→M([1]C[1])→ 0

ou
0→ RadP → P ⊕ RadP/SocP → P/SocP → 0

pour P un module projectif-injectif. On illustre souvent une composante stable de typeZA∞∞ contenant une
cordeC comme suit (en ajoutantéventuellement des modules projectifs ou injectifs si cette composante n’est pas
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régulìere):

**VVVVVVVVVV

**UUUUUUUUUU

&&NNNNNNNN

&&MMMMMMMM

66nnnnnnnnnn M([1]C[−2])

))SSSSSSS

44iiiiiiiiii
M([2]C[−1])

))RRRRRRR

44iiiiiiiii

M(C[−2])

))TTTTTTT

55jjjjjjj
M([1]C[−1])

))SSSSSSS

55kkkkkkk
M([2]C)

$$JJ
JJJ

JJ

::ttttttt

&&MMMMMMMM

88qqqqqqqq M(C[−1])

))SSSSSSSS

55kkkkkkk
M([1]C)

))RRRRRRR

55lllllll

M([−1]C[−1])

))TTTTTTT

55jjjjjjj
M(C

))SSSSSSSS

55kkkkkkkk
M([1]C[1])

$$JJ
JJJ

JJ

::ttttttt

&&MMMMMMMM

88qqqqqqqq M([−1]C)

))SSSSSSS

55kkkkkkkk
M(C[1])

))RRRRRRR

55lllllll

M([−2]C)

**VVVVVVVVVVV

55jjjjjjj
M([−1]C[1])

**UUUUUUUUUU

55kkkkkkk
M(C[2])

&&NNNNNN

::ttttttt

66nnnnnnn

44iiiiiiiiii

44iiiiiiiiii

Remarque 1.6.15Une composante stable de typeZA∞∞ contnenant une cordeC est ŕegulìere ssi pour tout(s, t) ∈
Z2,

dimkM([s]C) + dimkM(C[t]) = dimkM(C) + dimkM([s]C[t])

ou bienéquivalentement
|[s]C|+ |C[t]| = |C|+ |[s]C[t]|

Définition 1.6.8 SoitQ une composante de typeZA∞∞. et soitC une corde dansQ. Alors on pose

diag(C) = {[n]C : n ∈ Z}

qui est une diagonale passant parC et les cordesC[n] avecnZ forment une sous-diagonale passant parC, not́ee

sdiag(C) = {C[n] : n ∈ Z}.

En 1998, Christof Geiss a montré le th́eor̀eme suivant :

Théorème 1.6.16[20, Section 4 Corollary] SoitΛ une alg̀ebre de corde. Alors toute composante régulìere de type
ZA∞∞ contient un unique module de dimension minimale parmi tous les modules de cette composante..

Il a pu aussi donner un critère pour qu’une corde soit la corde minimale d’une composante regulière de typeZA∞∞.

Proposition 1.6.17 ([20, Proposition 3]) SoientΛ une alg̀ebre de corde etC une corde. Les conditions suivantes
sontéquivalentes:

(i) M(C) est le module de dimension minimale dans une composante regulière de typeZA∞∞
(ii) Pour tousi, j ∈ Z, C(i, j) = [i]1(s(C),−σ(C)) · C · 1(t(C),ε(C))[j] est defini.

On ǵeńeralise le th́eor̀eme de Geiss aux algèbres biśerielles sṕeciales .

Proposition 1.6.18 SoitA une alg̀ebre biśerielle sṕeciale. SoitQ une composante de typeZA∞∞ telle qu’aucun
module projectif et aucun module injectif ne soit contenu dansQ ni dansΩQ. AlorsQ contient un unique module
de dimension minimale. Cette corde est appeléecorde minimaledeQ.
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Démonstration La condition assure queQ est une composante régulìere de l’alg̀ebre de cordeA correspondante
(voir la fin de Section 1.4) . Alors le théor̀eme de Geiss s’applique.

2

D’après cette proposition, l’ensemble des composantesQ de typeZA∞∞ telle qu’aucun module projectif ni
aucun module injectif soit contenu dansQ ni dansΩQ est en bijection avec l’ensemble des cordes minimales
modulo la relation d’́equivalence qui identifie une cordeà son inverse.

1.7 Blocsà défaut diédral

On cite d’abord le fameux th́eor̀eme suivant

Théorème 1.7.1(Bondarenko-Drozd [7] ) SoientG un groupe fini etk un corps infini de caractéristiquep. Soit
B un bloc dekG. Alors

(1) B est de type de représentation fini ssi son groupe de défaut est cyclique.

(2) B est de type de représentation docile ssip = 2 et son groupe de défaut est díedral, semi-díedral ou de
quaternion ǵeńeraliśe.

(3) Dans tous les autres cas,B est de type de représentation sauvage.

Théorème 1.7.2(R. Brauer [6]) Un bloc̀a d́efaut díedral sur un corps algébriquement clos de caractéristique 2
admet au plus trois modules simples,à isomorphismes près.

Dans [14], Karin Erdmann a introduit la classe des algèbres de type dih́edral comme une ǵeńeralisation des
blocs des alg̀ebres de groupèa d́efaut díedral.

Définition 1.7.1 [14, 2.1 Definition] SoitA une alg̀ebre. Elle est de type diédral si

(1) A est de type de représentation docile, syḿetrique et ind́ecomposable.

(2) La matrice de Cartan deA est non-singulìere.

(3) Le carquois d’Auslander-Reiten stableΓsA est compośe des composantes suivantes: une infinité de 1-tubes,
au plus deux3-tubes, et tous les autres composantes non periodiques sont de classe d’arbreZA∞∞.

Dans [14], Karin Erdmann a classifié les alg̀ebres de type diédralà équivalences de Morita près et elle a donńee
une liste d’alg̀ebres en terms de carquois avec relations. Pour sa classification, voir [14] ou [15]. On s’intéresse
à la classificatioǹa équivalences deriv́ees pr̀es duèa Thorsten Holm ([23]). On d́esignera parDb(Λ) la cat́egorie
dérivée des complexes bornés deΛ-modules de dimension finie pour une algèbreΛ sur le corps de basek.

Pour une alg̀ebre posśedant un unique module simple,à isomorphismes près, la notion d’́equivalence deriv́ee
s’indentifieà celle d’equivalence de Morita (voir par exemple [41, Corollary 2.13]). Donc un blocà d́efaut díedral
d’un seul module simple sur un corps algébriquement clos de caractéristique 2 est Morita-́equivalentèa kD pour
D le groupe de d́efaut díedral. Son carquois avec relations estD(1A)q avecq = 2n−2.

"!
# 

"!
# 

6•
0
6α β

α2 = 0 = β2, (αβ)q = (βα)q
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Pour les blocs̀a d́efaut díedral possedant deux ou trois modules simples, la notion d’équivalence deriv́ee ne
s’indentifie plusà celle d’́equivalence de Morita. Plus préciśement, Thorsten Holm a montré les th́eor̀emes suiv-
ants:

Théorème 1.7.3([23]) Soitk un corps alǵe briquement clos de caractéristique 2. SoitA un blocà d́efaut díedral
d’ordre 2n avecn ≥ 2 qui posss̀ede deux modules simples,à isomorphisme près. Alors il existes = 2n−2

et c ∈ {0, 1} tel que la cat́egorie d́erivée desA-modules soit́equivalentèa celle desD(2A)s(c)-modules, òu
D(2A)s(c) est l’alg̀ebre d́efinie par le carquois avec relations:

• •-

"!
# 

6�α

β

γ

γβ = 0, α2 = c(αβγ)s, (αβγ)s = (βγα)s

Remarque 1.7.4 (1) Dans la liste des algèbres du th́eor̀eme pŕećedent, les alg̀ebresD(2A)s(1) avecs ≥ 1 ne sont
des alg̀ebres biśerielles sṕeciales que modulo le socle. Il est un problème int́eressant de distinguer les catégories
dérivées deD(2A)s(1) et deD(2A)s(0). En effet, leur cat́egories d́erivées ne sont paśequivalentes. Ce fait a
ét́e prouv́e premìerement par M. Kauer dans sa thèse (voir [31] et [32]). Ŕecemment Thorsten Holm et Alexander
Zimmermann ont trouv́e une autre preuvéelémentaire dans [25] en se servant des idéaux de Reynolds géńeraliśes
qui sont des invariants de la catégorie d́erivée pour les alg̀ebres syḿetriques d́efinies sur un corps algébriquement
clos de caractéristique strictement positive ([46]).

(2) Dans le th́eor̀eme pŕećedent, la constantec ∈ {0, 1} n’est pas connue. Il est un problème ouvert de
déterminer sic = 0 ou c = 1.

Théorème 1.7.5([23]) Soit k un corps alǵebriquement clos de caractéristique 2. SoitA un blocà d́efaut díedral
d’ordre2n avecn ≥ 2 qui poss̀ede,à isomorphismes près, trois modules simples. Alors la catégorie d́erivée des
A-modules est́equivalentèa celle desD(3K)a,b,c-modules aveca = c = 1 et b = 2n−2, où D(3K)a,b,c est
l’algèbre d́efinie par le carquois avec relations.

•2 • 3

•
1

�
�

�
�

�
��/ �

�
�

�
��7

S
S

S
S

S
SSo

-
�

S
S

S
S

SSw

α1

β1

β2

α2

α3

β3

α1α2 = α2α3 = α3α1 = 0
β1β3 = β3β2 = β2β1 = 0
(α1β1)a = (β3α3)c

(β1α1)a = (α2β2)b

(α3β3)c = (β2α2)b

1.8 Carquois d’Auslander-Reiten des bloc̀a défaut diédral

On s’int́eresse dans cette sectionà donner le carquois d’Auslander-Reiten des algèbresD(1A)q avecq ≥ 1,
D(2A)s(c) avecs ≥ 1 et c ∈ {0, 1} etD(3K)1,b,1 avecb ≥ 1.

Lemme 1.8.1 ([18, 4.7 Corollary])

(i) L’algèbreD(1A)q avecq ≥ 1 est de croissance polynomiale ssiq = 1.
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(ii) L’algèbreD(2A)s(c) avecs ≥ 1 et c ∈ {0, 1} est de croissance polynomiale ssis = 1.

(i) L’algèbreD(3K)1,b,1 avecb ≥ 2 est de croissance polynomiale ssib = 1.

En combinant avec Th́eor̀eme 1.6.12, Th́eor̀eme 1.6.14, Lemme 1.8.1 et Définition 1.7.1, on obtient

Proposition 1.8.2 ([15, II 7.3 LEMMA])
Le carquois d’Auslander-Reiten deD(1A)q avecq = 1 est compośe de

• une infinit́e de 1-tubes

• une composante de typeZÃ12

Proposition 1.8.3 ([18, 4.7 Corollary])
Le carquois d’Auslander-Reiten stable deD(2A)s(c) avecs = 1 et c ∈ {0, 1} est compośe de

• une infinit́e de 1-tubes

• un3-tube non ŕegulier

• une composante de typeZÃ1,3

Proposition 1.8.4 ([18, 4.8 Corollary] ou [15, II.7.4 LEMMA])
Le carquois d’Auslander-Reiten stable deD(3K)1,b,1 avecb = 1 est compośe de

• une infinit́e de 1-tubes

• deux3-tubes ŕeguliers

• une composante de typeZÃ3,3

Proposition 1.8.5 ([5, Chaptre 4, Section 4.17, Page 164] ou [15, II.7.4 LEMMA])
Le carquois d’Auslander-Reiten deD(1A)q avecq ≥ 2 est compośe de

• une infinit́e de 1-tubes.

• une infinit́e de composante de typeZA∞∞.

Proposition 1.8.6 ([18, 4.7 Corollary])
Le carquois d’Auslander-Reiten deD(2A)s(c) avecs ≥ 2 et c ∈ {0, 1} est compośe de

• une infinit́e de 1-tubes.

• un 3-tube.

• une infinit́e de composante de typeZA∞∞.

Proposition 1.8.7 ([18, 4.7 Corollary])
Le carquois d’Auslander-Reiten deD(3K)1,b,1 avecb ≥ 2 est compośe de

• une infinit́e de 1-tubes.

• deux 3-tubes.

• une infinit́e de composante de typeZA∞∞.
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Dans Chapitre 3 et 4, on va calculer concrètement les composantes formées des modules de type corde dans
les carquois d’Auslander-Reiten de ces algèbres. La ḿethode est la suivante:

On cherche d’abord les suites d’Auslander-Reiten de terme intermédiare ind́ecomposable, car ce sont les
extŕemidit́es de tous les3-tubes (s’ils existent) et eventuellement les extrémit́es de certains 1-tubes. Ces suites
poss̀edent une forme simple, i.e. pour chaque flècheα, il existe une suite d’Auslander-Reiten donnée dans (2)
de Th́eor̀eme 1.6.10. Et puis on peut calculer d’autres composantes en utilisant Théor̀eme 1.6.10. Pour les
composantes de typeZA∞∞, on d́etermine toutes les cordes minimales en utilisant Proposition 1.6.17.



Chapter 2

Théorème de Jan Schr̈oer et Alexander
Zimmermann

2.1 Enonće du théorème principal

Dans ce chapitre, nous révisons la preuve (avec des modifications mineures) du théor̀eme de Jan Schröer et Alexan-
der Zimmermann qui sertà la base de nos travaux dans cette thèse.

Définition 2.1.1 Un moduleM sur une algebreA est dit rigide, si Ext1A(M,M) = 0.

Rappelons d’abord le théor̀eme principal:

Théorème 2.1.1([44, Theorem 1.1]) SoitA une alg̀ebre biśerielle sṕeciale etM un A-module rigide. Alors
EndA(M) est une alg̀ebre courtoise.

Ce th́eor̀eme poss̀ede une conśequence surprenante:

Corollaire 2.1.2 ([44, Corallary 1.2]) La classe des algèbres courtoises est stable sous leséquivalences d́erivées.

Il existe une ǵeńeralisation facile du th́eor̀eme principal.

Proposition 2.1.3 SoitA une alg̀ebre auto-injective stablementéquivalentèa une alg̀ebre biśerielle sṕeciale auto-
injective B, i.e. leur cat́egories stables sontéquivalentes en tant que catégories trianguĺees. Alors pour tout
A-module rigideM , EndA(M) est une alg̀ebre courtoise.

Démonstration Soit le fonctuerF : Amod→ Bmodqui établit l’équivalence. Alors commeA etB sont auto-
injectives, Ext1A(M,M) = HomA(ΩM,M) = HomA(M [−1],M), où [1] = Ω−1 est le foncteur de translation
dansAmod. On en d́eduit que Ext1A(M,M) = 0⇐⇒ Ext1B(FM,FM) = 0.

2

Corollaire 2.1.4 SoientA etB deux alg̀ebres auto-injectives. Si leur catégories d́erivées sont́equivalentes:F :
Db(A) ∼= Db(B), alors unA-moduleM est rigide ssiFM est rigide et EndA(M) ∼= EndB(FM).

Démonstration D’après un th́eor̀eme de Jeremy Rickard([37]), uneéquivalence entre les catégories d́erivées de
deux alg̀ebres auto-injective induit unéequivalence entre leur catégories stables. Ce corollaire déduit imḿediate-
ment de la proposition préćedente.

2

Fixons dans ce chapitre une algèbre biśerielle sṕecialeA = kQ/〈ρ〉.

30
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2.2 Morphismes projectifs

On vaétudier en d́etail le compośe de deux morphismes explicitesf : M(C) → P et g : P → M(D) où C et
D sont deux cordes et où P est un module projectif ind́ecomposable. On suppose qu’aucun desf et g n’est un
isomorphisme.

Consid́erons d’abord le cas où P est uniśerielle de formeM(R) pourR une corde. La situation peutêtre
illustrée par le graphe suivant:

��	
•C1

C2
D1 D2

@
@@

@@R
•
R1

-f
R2

R1

S2

S1
@

@@

@@•
=

@@
@

@@

•
g-

@@R
@

@@��	

S2

PC D

Dans ce graphe,C = C1R1C2 où C1 est de longueur nulle ou termine par une flèche inverse et òu C2 est de
longueur nulle ou commence par une flèche directe,D = D1S2D2 oùD1 est de longueur nulle ou termine par une
flèche directe et òuD2 est de longueur nulle ou commence par une flèche inverse etP = M(R2R1) = M(S2S1)
avecR2R1 = S2S1 et òu R2, R1, S2, S1 sont directes. Le morphismef est de cœurR1 et g de cœurS2. Le
compośeg ◦ f est nul siR1 ∩ S2 = ∅ et est le morphisme explicite de cœurR1 ∩ S2 siR1 ∩ S2 6= ∅. Ce compośe
est faiblement unilatéral ssi

(i) Si |R1 ∩ S2| > 0,R1 ( R1R2 = S2 et |C2| = 0 = |D2|

(ii) Si |R1 ∩ S2| = 0, |C1| = 0 = |D2| ou |C2| = 0 = |D2| = |R1|

En effet, supposons d’abord que|R1 ∩ S2| > 0. Alors

(1) g ◦ f est unilat́eral à gauche ssi|C1| = 0 = |D1| etR1 ∩ S2 = S2. On en d́eduit queR1 = R2R1 ⊃ S2 et

donc quef est surjectif. CommeP est projectif,M(C)
f∼= P et cela contredit l’hypoth̀ese quef ne soit pas

un isomorphisme.

(2) g ◦ f est unilat́eral à droite ssi|C2| = 0 = |D2| etR1 ∩ S2 = R1. On en d́eduit queS2 = S2S1 ⊃ R1 et
M(S2) = P .

(3) M(C)
f→ P

g→M(D) ∼= M(D−1) n’est pas unilat́eral, puisque|R1 ∩ S2| > 0.

Supposons que|R1 ∩ S2| = 0. Alors

(1) g ◦ f est unilat́eral à gauche ssi|C1| = 0 = |D1S2|. On en d́eduit queR1 = R1R2 ) S2 et donc que

f est surjectif. CommeP est projectif,M(C)
f∼= P et cela contredit l’hypoth̀ese quef ne soit pas un

isomorphisme.

(2) g ◦ f est unilat́eralà droite ssi|R1C2| = 0 = |D2|.

(3) M(C)
f→ P

g→M(D) ∼= M(D−1) est unilat́eralà gauche ssi|C1| = 0 = |D2|.

(4) M(C)
f→ P

g→M(D) ∼= M(D−1) est unilat́eralà droite ssi|R1C2| = 0 = |D2|.

SoitP un module ind́ecomposable projectif non injectif non-sériel. Alors on visualise la situatioǹa l’aide du
graphe suivant:
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S1

g R′2 S2

Dans ce graphe,C = C1R1C2 où C1 est de longueur nulle ou termine par une flèche inverse et òu C2 est de
longueur nulle ou commence par une flèche directe et òuR1 est inverse, etD = D1R

′
2S2D2 oùD1 est de longueur

nulle ou termine par une flèche directe et òuD2 est de longueur nulle ou commence par une flèche inverse, etP =
M(R1R2S) = M(R′1R

′
2S2S1) avecR1R2 = R′1R

′
2 etS = S2S1, où les cordesR−1

1 , R−1
2 , R′−1

1 , R′−1
2 , S, S1, S2

sont directes et òuR′1 ouS1 peutêtre vide mais pas toutes. Le morphismef est de cœurR1 etg de cœurR′−1
2 S2.

Le compośe g ◦ f est nul siR1 ∩ R′2 = ∅ et est le morphisme explicite de cœurR1 ∩ R′2 si R1 ∩ R′2 6= ∅. Ce
morphisme est faiblement unilatéral ssi

(i) Si |R1 ∩R′2| > 0,R1 ( R1R2 = R′2 et |C1| = 0 = |D1|

(ii) Si |R1 ∩R′2| = 0, (R1 ( R1R2 = R′2 et |C1R1| = 0 = |D1|) ou |C1| = 0 = |D2|

En effet, supposons d’abord que|R1 ∩R′2| > 0. Alors

(1) g ◦ f est unilat́eralà gauche ssi|C1| = 0 = |D1| etR1 ∩R′2 = R1.

(2) g ◦ f est unilat́eralà droite ssi|C2| = 0 = |S2D2| etR1 ∩R′2 = R′2. On en d́eduit queR1 = R′1R
′
2 ⊃ R′2.

C’est impossible car im(f) = M(R1) est un sous-module deP .

(3) M(C)
f→ P

g→M(D) ∼= M(D−1) n’est pas unilat́eral.

supposons que|R1 ∩R′2| = 0. Alors

(1) g ◦ f est unilat́eralà gauche ssi|C1R1| = 0 = |D1|.

(2) g ◦ f est unilat́eralà droite ssi|C2| = 0 = |R′2S2D2|. Cela montre queR1 = R′1R
′
2 qui est impossible, car

im(f) = M(R1) est un sous-module deP .

(3) M(C)
f→ P

g→ M(D) ∼= M(D−1) est unilat́eral à gauche ssi|C1R1| = 0 = |R′2S2D2|. Cela montre que
R1 = R′1R

′
2 qui est impossible, car im(f) = M(R1) est un sous-module deP .

(4) M(C)
f→ P

g→ M(D) ∼= M(D−1) est unilat́eral à droite ssi|C2| = 0 = |D1|, carM(R′1R
′
2) n’est pas un

sous-module deP .

Soit maintenantP un module ind́ecomposable projectif-injectif non-sériel. Dans ce cas, voir le graphe suivant:
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PC D
Dans ce graphe,C = C1R1S1C2 où C1 est de longueur nulle ou termine par une flèche inverse et òu C2 est

de longueur nulle ou commence par une flèche directe et òu les cordesR1 etS−1
1 sont directes.D = D1R

′
2S

′
2D2

où D1 est de longueur nulle ou termine par une flèche directe et òu D2 est de longueur nulle ou commence par
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une fl̀eche inverse. Les cordesR1, R
−1
2 , R′1, R

′−1
2 , S−1

1 , S2, S
′−1
1 , S′2 sont directes etR1, S1, R

′
1, S

′
1 peuvent̂etre

de longueur nulle. Le morphismef est de cœurR1S1 etg de cœurR′2S
′
2.

On distingue les cas suivants:
Cas 1:R1 ∩R′2 = ∅ = S1 ∩ S′2. Alors g ◦ f = 0.
Cas 2:|R1∩R′2| = 0, S1∩S′2 = ∅. Alors |R1| > 0 < |R′2| etg◦f est le morphisme explicite de cœurR1∩R′2

qui est de longueur nulle. Le composég ◦ f est unilat́eral (̀a gauche) ssi|C1| = 0 = |D1|.
Cas 2’:R1 ∩R′2 = ∅, |S1 ∩ S′2| = 0. Alors |S1| > 0 < |S′2| etg ◦ f le morphisme explicite de cœurS−1

1 ∩ S′2
qui est de longueur nulle. Le composég ◦ f est unilat́eral (̀a droite) ssi|C2| = 0 = |D2|.

Cas 3: |R1 ∩ R′2| = 0 = |S1 ∩ S′2|. Alors g ◦ f est la somme des deux morphismes explicites de cœur (de
longueur nulle) respectivementR1 ∩ R′2 etS1 ∩ S′2. Le premier morphisme est unilatéral ssi|C1| = 0 = |D1| et
le deuxìeme l’est ssi|C2| = 0 = |D2|. La situation òu les deux sont tous unilatéraux peut̂etre visualiśee comme
suit:
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@@r b (∗)

oùR1 ∩R′2 est repŕesent́e par un point noir, etS1 ∩ S′2 par un point blanc.
Cas 4:|R1 ∩ R′2| > 0, S1 ∩ S′2 = ∅. Alors g ◦ f est le morphisme explicite de cœurR1 ∩ R′2. Ce morphisme

est bilat́eral puisque|R1 ∩R′2| > 0 et |R1| > |R1 ∩R′2| < |R′2|.
Cas 4’:R′2 ∩R1 = ∅, |S′2 ∩ S1| > 0. Alors g ◦ f est le morphisme explicite de cœurS1 ∩ S′2. Ce morphisme

est bilat́eral puisque|S1 ∩ S′2| > 0 et |S1| > |S1 ∩ S′2| < |S′2|.
Cas 5: |R1 ∩ R′2| > 0, |S1 ∩ S′2| = 0 Alors g ◦ f est la somme des deux morphismes explicites de cœur

respectivementR1∩R′2 etS1∩S′2. Le premier est bilatéral, gr̂ace au fait que son cœur est de longueur strictement
positive, et le deuxième est unilat́eralà droite ssi|C2| = 0 = |D2|.

Cas 5’: |R′2 ∩ R1| = 0, |S′2 ∩ S1| > 0. Alors g ◦ f est la somme des deux morphismes explicites de cœur
respectivementR1 ∩ R′2 etS1 ∩ S′2. Le premier est unilatéral (̀a gauche) ssi|C1| = 0 = |D1| et le deuxìeme est
bilatéral, gr̂ace au fait que son cœur est de longueur strictement positive.

Cas 6: |R′2 ∩ R1| > 0, |S′2 ∩ S1| > 0. Alors g ◦ f est la somme des deux morphismes explicites de cœur
respectivementR1 ∩R′2 etS1 ∩ S′2, tous les deux́etant bilataux.

Remarque 2.2.1Les discussions de 6 cas ci-dessus donne le fait suivant: soientf : M(C) → P et g : P →
M(D) deux morphismes explicites avecP un module ind́ecomposable projectif-injectif non sériel. Alors le com-
pośe g ◦ f est un morphisme explicite ou somme de deux morphismes explicites. Ces nouveaux morphismes
explicites sont bilat́eraux ou faiblement unilatéraux de cœur de longueur nulle et leur cœurs sont disjoints l’unà
l’autre.

Remarque 2.2.2Soit f : M(C) → M(D) un morphisme explicite projectif de cœurE qui est une corde directe
ou inverse. Alors les discussions ci-dessus implique qu’il existe un module indécomposable projectifP et deux
morphisme explicitesg : M(C)→ P eth : P →M(D) tels queg ◦h = f +f ′ pourf ′ étant un autre morphisme
explicite de cœur disjoint de celui def ou le morphisme nul. En effet, commef est projectif, il existe un module
projectif P = ⊕Pj avecPj des modules ind́ecomposables projectifs et des morphismesgj : M(C) → Pj et
hj : Pj → M(D) tels que

∑
j hj ◦ fj = f . Les morphismesgj ethj peuvent s’́ecrire en somme de morphismes

explicites en vertu du th́eor̀eme de Crawley-Boevey (Théor̀eme 1.5.1) et sa géńeralisation Remarque 1.5.7. Sans
perdre de ǵeńeralit́e, on peut supposer que les morphismesgj et hj sont explicites. D’apr̀es Remarque 2.2.1,
hj ◦ gj est un morphisme explicite ou somme de deux morphismes explicites de cœur disjoint. Comme différents
morphismes explicites sont linéairement ind́ependants, alors il existe unj tel quehj ◦ gj = f ouhj ◦ gj = f + f ′

tel que le cœur def ′ soit disjoint de celui def .
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Plus ǵeńeralement, sif : M(C)→M(D) est projectif, alors il existe des modules indécomposables projectifs
P1, P2, · · · , Pr et des morphismes explicitesgi : M(C) → Pi ethi : Pi → M(D) avec1 ≤ i ≤ r tels que pour
tout 1 ≤ i < r, hi ◦ gi = fi + fi+1 et hr ◦ gr = fr où lesfi sont des morphismes explicites distincts non nuls
deM(C) àM(D) avecf1 = f . En effet, d’apr̀es ce qui pŕec̀ede, il existe un module indécomposable projectif
P1 et deux morphisme explicitesg1 : M(C) → P1 eth : P1 → M(D) tels queh1 ◦ g1 = f1 + f2 pourf2 étant
un autre morphisme explicite de cœur disjoint de celui def1 = f ou le morphisme nul. Sif2 = 0, c’est fait. Si
f2 6= 0, alors il existe un module indécomposable projectifP2 et deux morphisme explicitesg2 : M(C) → P2

et h : P2 → M(D) tels queh2 ◦ g2 = f2 + f3 pourf3 étant un autre morphisme explicite de cœur disjoint de
celui def2 ou le morphisme nul. Commef est projectif, on construit par récurrence une suite finie de modules
indécomposables projectifsPi avec1 ≤ i ≤ r et des morphismes explicitesgi : M(C)→ Pi ethi : Pi →M(D)
avec1 ≤ i ≤ r tels que pour tout1 ≤ i ≤ r, hi ◦ gi = fi + fi+1 ethr ◦ gr = fr où lesfi sont des morphismes
explicites non nuls deM(C) àM(D) avecf1 = f . S’il existe1 ≤ i < j ≤ r tel quefi = fj . Alors on peut
supprimer les modulesPi, Pi+1, · · · , Pj−1 et les morphismes explicitesgs : M(C) → Pi et hs : Pi → M(D)
aveci ≤ s ≤ j − 1. Ce qui reste v́erifie encore les conditions et on peut supposer donc que lesfi sont distincts
deuxà deux.

Lemme 2.2.3 Soitf : M(C)→M(D) un morphisme qui factorise par une somme de modules indécomposables
projectif-injectifs non-śeriels. Alorsf est combinaison lińeaire de morphismes bilatéraux et de morphismes faible-
ment unilat́eraux de cœur de longueur nulle.

Démonstration Il suffit de traiter le cas òu f factorise par un module projectif-injectif indécomposable. Ecrivons
f = h ◦ g où g : M(C) → P eth : P → M(D) pour un module ind́ecomposable projectif-injectif non-sérielP .
Le théor̀eme de Crawley-Boevey (Théor̀eme 1.5.1) implique queg eth sont combinaisons lińeaires de morphismes
explictes. Le morphismef est donc somme de composés d́ejà discut́es dans les 6 cas ci-dessus. Ce lemme découle
de Remarque 2.2.1.

2

Remarque 2.2.4Ce lemme remplace Lemma 3.1 de [44], qui néglige l’existence des morphismes unilatéraux de
cœur de longueur nulle. Nous allons en donner un contre-exemple dans Remarque 3.7.2.

2.3 Deux lemmes pŕeparatoires

Donnons d’abord une propriét́e importante.

Proposition 2.3.1 ([44, Proposition 3.7]) Soitfa : M(C1)→M(C2) un morphisme explicite. Si on suppose que
Ext1A(M(C2),M(C1)) = 0, alorsfa = 0 oufa est faiblement unilatéral

Le lemme suivant est une version stable du théor̀eme de Crawley-Boevey (Théor̀eme 1.5.1).

Lemme 2.3.2 Soientfj : M(C) → M(D), 1 ≤ j ≤ l tous les morphismes explicites différents tels quefj 6= 0
pour tout1 ≤ j ≤ l dans HomA(M(C),M(D)). Si on suppose Ext1

A(M(D),M(C)) = 0, alors lesfj avec
1 ≤ j ≤ l forment une base de HomA(M(C),M(D)) en tant qu’espace vectoriel.

Démonstration D’après Proposition 2.3.1, lesfj sont faiblement unilatéraux. Supposons queΣλjfj = 0, où les
λj ne sont pas tous nuls. Notonsf = Σλjfj . Alors il existe des constantesµi ∈ k∗ et unA-module projectifP =∑l

i=1 P (i) avecP (i) indécomposable projectif pour touti et des homomorphismesg = [g1, · · · , gl] : M(C)→ P
et h = [h1, · · · , hl]t : P → M(D) tels quef = h ◦ g. Le compośe Σλifi = f = h ◦ g = µi

∑
hi ◦ gi.

On peut supposer que lesgi et hi soient des morphismes explicites en vertu du théor̀eme de Crawley-Boevy
(Théor̀eme 1.5.1) et sa géńeralisation (Remarque 1.5.7). D’après Remarque 2.2.2,gi◦hi est un morphisme explicite
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ou somme de deux morphismes explicites. Dans le premier cas,gi ◦ hi = 0. Dans le deuxìeme cas,́ecrivons
gi ◦ hi = fa + fb pour deux paires admissiblesa etb. Alors si l’un desfa etfb est projectif, l’autre l’est aussi. On
poseJ l’ensemble des indicesi tels quehi ◦ gi est un morphisme explicite ouhi ◦ gi = fa + fb avecfa etfb tous
projectifs. Ońecrit

∑
λjfj =

∑
µihi ◦gi =

∑
i∈J µihi ◦gi +

∑
i 6∈J µihi ◦gi. Alors

∑
i∈J µihi ◦gi = 0, puisque

les morphismes explicites sont linéairement ind́ependants. On peut donc supprimer tous lesP (i), gi et hi pour
i ∈ J . Maintenant ce qui nous reste sont les facteursP (i) projectif-injectifs non-śeriels tel quegi ◦ hi = f ′i + f ′′i ,
où aucun desf ′i etf ′′i n’est projectif. En ce moment, comme

∑
j λjfj =

∑
i µihi ◦ gi =

∑
i µi(f ′i + f ′′i ), chaque

fj est égaleà certainf ′i ou f ′′i . Commefj est faiblement unlatéral, Remarque 2.2.1 implique quefj = f ′i ou
fj = f ′′i est faiblement unilatéral de cœur de longueur nulle. On admettre pour l’instant la déclaration suivante:
supposons qu’il existei et j tels quegi ◦ hi = f ′i + f ′′i et gj ◦ hj = f ′j + f ′′j avecf ′i = f ′j et f ′′i 6= f ′′j . Alors
|f ′i | = 0.

Supposons queλ1 6= 0. Il existei1 tel quehi1 ◦gi1 = f ′i1 +f ′′i1 avecf ′i1 = f1. Sif ′′i1 est l’un desfj , 1 ≤ j ≤ l,
alors commef ′i1 et f ′′i1 sont faiblement unilatéraux, on est dans la situation (*) de Section 2.2. Or, dans ce cas, on
a une suite exacte courte non-scindée dont les morphismes sontévidents

0 -
@

@@

r
�

��

b - �
��

@
@@

r b@@@

�
��

⊕ r b - �
��

@
@@q a - 0

C D

Dans cette suite, le terme intermédiare est somme directe deP (i) avec les deux modules simples qui correspondent
respectivement aux cœurs def ′i1 et f ′′i1 . On en ŕesulte que Ext1A(M(D),M(C)) 6= 0. C’est une contradiction. Si
f ′′i1 n’est pas parmi lesfj , il existei2 tel quehi2 ◦ gi2 = f ′i2 + f ′′i2 tel quef ′i2 = f ′′i1 et avecf ′′i2 un autre morphisme
explicite. La d́eclaration montre que|f ′i2 | = 0, alorsC est de la forme

•

??
??

??
? •

��
��

��
� ��@

@@

dans lequel le premier point noir est le cœur def1 = f ′i1 et le deuxime est celui def ′i2 . D est de la forme

��
��

��
�

??
??

??
?

��~~~
• •

dans lequel le premier point noir est le cœur def ′i1 et le deuxìeme est celui def ′i2 . Si f ′′i2 est l’un desfj avec
1 ≤ j ≤ l, alors commef ′′i2 est faiblement uniláeral,C est de la forme

•
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??

??
? •

??
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?

��
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��
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•
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dans lequel les points noirs sont respectivement le cœur def ′i1 , f ′i2 etf ′′i2 etD est de la forme
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?
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��
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??
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• • •
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dans lequel les points noirs sont respectivement le cœur def ′i1 , f ′i2 etf ′′i2 . En ce moment, il existe une suite exacte
courte non scind́ee

0→

•
??

??
? •

??
??

?

��
��

�
•

��
��

�
→ Pi1 ⊕ Pi2 ⊕ S1 ⊕ S2 ⊕ S3 → ??

??
?

��
��

�

��
��

�
??

??
?

• • •
→ 0

où les modulesS1, S2 etS3 sont respectivement les modules simples correspondant aux cœurs def ′i1 , f
′
i2

et f ′′i2 .
Cela implique que Ext1A(M(D),M(C)) 6= 0, ce qui est absurde..

En utilisant la d́eclaration, on montre par récurrence qu’il existe des entiersi1, i2, · · · , is tels quehiu ◦ giu =
f ′iu

+ f ′′iu
, 1 ≤ u ≤ s où lesf ′iu

et f ′′iu
sont des morphismes explicites différents de cœur de longueur nulle avec

f ′iu
= f ′′iu+1

pour tout1 ≤ u ≤ s− 1 et òu aucun desf ′′iu
, 1 ≤ r ≤ s− 1 n’est parmi lesfj pour1 ≤ j ≤ l et que

f ′′is
∈ {f1, · · · , fl}. En ce moment, commef ′′is

est unilat́eralà droite,C est de la forme
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dans lequel le u-ième point noir est le cœur def ′iu
pour1 ≤ i ≤ s et le dernier point noir est celui def ′′is

. D est de
la forme
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• • • • • •

dans lequel le u-ième point noir est le cœur def ′iu
pour1 ≤ u ≤ s et le dernier point noir est celui def ′′is

. En ce
moment, il existe une suite exacte courte non-scindée similairèa celle ci-dessus.

0→M(C)→ ⊕1≤u≤sP (iu)⊕ (⊕1≤u≤s+1Su)→M(D)→ 0

dans lequel les modules simplesSu pour1 ≤ u ≤ s+ 1 correspondent respectivemnet aux cœurs def ′i1 , · · · , f
′
is

et f ′′is
et les morphismes sont des morphismesévidents. On aurait donc que Ext1

A(M(D),M(C)) 6= 0, ce qui est
absurde.

On montre maintenant la déclaration. Supposons le contraire, i.e.|E| > 0, oùE est le cœur defa. LesP (i) et
P (j) sont de la forme

•

•

•

•

•

•

•

•
@
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R2

R1
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@
@@
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E

R′2

R′1

S′

P (i) P (j)

Comme|E| > 0 etER1 etER′1 sont des cordes, l’axiome SB2 implique queR1 ⊆ R′1 ouR′1 ⊆ R1. On peut
supposerR1 ⊆ R′1. SiR1 = R′1, alorsP (i) = P (j) et on afb = fc. En effet, supposons im(gi) = M(ER1S1)
et im(gj) = M(ER1S

′
1) où S1 ( S ) S′1. On écritC = C1ER1S1C2 etC = C1ER1S

′
1C

′
2 où C2 (aussiC ′2)
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est de longueur nulle ou commence par une flèche directe. On a alorsS1C2 = S′1C
′
2, cela impliqueS1 = S′1,

car sinon, on peut supposerS1 ( S′1, alorsS1 est suivie d’une fl̀eche directe dansS1C2 et d’une fl̀eche inverse
dansS′1C

′
2. C’est absurde. On a montré donc queR1 6= R′1 et doncP (i) � P (j). Supposons d́es maintenant que

R′1 = R1R11 avec|R11| > 0. Ce cas peut̂etre illustŕe comme suit:

@
@

�
�	

@
@

@
@�

�
��@

@RC =

C1 E

R1

R11 S′1

C2

r r r
rr

où C = C1ER1R11S
′
1C2 avecS′1 ⊂ S′, où C1 est de longueur nulle ou termine par une flèche inverse et òu

C2 est de longueur nulle ou commence par une flèche directe. Cependant, on voit que dans ce cas,hi ◦ gi est un
morphisme explicite de cœurE, car en ce moment im(gi) = M(ER1). Cela contredit notre hypothèse, car on a
suppriḿe tous les morphismes de ce type.

2

Remarque 2.3.3Ce lemme remplace Lemma 3.2 de [44], dans lequel il manque la condition de nullité de Ext1.
Cette condition est pourtant nécessaire comme montre un exemple donné dans Remarque 3.7.2.

Lemme 2.3.4 Soientfa : M(C1)→M(C2) etfb : M(C2)→M(C3) deux morphismes explicites unilatérauxà
gauche tels quefa 6= 0 6= fb. Si on suppose que|C2| > 0 et que Ext1A(M(Ci),M(Cj)) = 0, pour1 ≤ i, j ≤ 3.
Alors fb ◦ fa 6= 0 entrainefb ◦ fa 6= 0.

Démonstration Supposons quefb ◦ fa = 0. On va montrer quefa = 0 oufb = 0.
Supposons

a = ((D1, E1, F1), (D2, E1, F2))

et
b = ((D′

2, E2, F
′
2), (D3, E2, F3))

avec|D1| = |D2| = |D′
2| = |D3| = 0.

Cas 1: |E1| = 0 et |E2| = 0
Dans ce cas,E1 = E2. Comme|E1| = 0 et |C2| > 0, E1 est suivi d’une fl̀eche inverse dansC2; comme

|E2| = 0 et |C2| > 0, E2 est suivi d’une fl̀eche directe dansC2. Vu queE1 = E2, c’est absurde. Ce cas est donc
impossible.

Cas 2: |E1| = 0 et |E2| > 0
Comme diff́erents morphismes explicites sont linéairement ind́ependants, d’après les discussions dans Remar-

que 2.2.2, on peut trouverP un module ind́ecomposable projectif et deux morphismes exlicitesg : M(C1)→ P
eth : P →M(C3) tels queh ◦ g soitfb ◦ fa ou la somme defb ◦ fa avec un autre morphisme explicitefc.

Cas 2.1 P projectif uniśeriel.
Alors h ◦ g = fb ◦ fa.
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@
@@

@@R -
R1

F11

E1

• E2

F2

E2

F3

b
@

@
@@

R1

@
@

@@R

- ��	 @@R - ��	

��	

�
�

���

@
@@

@
@@

b
b b

C1

fa

C2 C3

fb

g hR2
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Dans ce graphe, les points blancs sontE1. Les segments epaix sontE2. L’image deg estM(R1) et im(h) '
M(R−1

2 ). EcrivonsC1 = E1R1F11 oùF11 est de longueur nulle ou commence par une flèche directe,C2 = E2F2

où F2 est de longueur nulle ou commence par une flèche directe etC3 = E2F3 où F3 est de longueur nulle ou
commence par une flèche inverse.

Si |R1| = 0, alorsP = M(R2), ker(h) = 0 eth est injectif. On compareR−1
2 etE2 dansC3. SiE2 ⊆ R−1

2 ,

fa factorise parP viaM(C2) � M(E2) ↪→ P = M(R2)
h
↪→ M(C3). SiR−1

2 ( E2, E2 = R−1
2 β−1E21 avec

β ∈ Q1 etP = M(R−1
2 ) est un sous-module deM(C2). fa factorise parP viaM(C1)

g→ P ↪→M(C2).
Supposons maintenant que|R1| > 0. SoitR1 = αR11 où α est une fl̀eche directe. Alors on peutécrire

C1 = E1αR11F11F12, où F11 est directe ou de longueur nulle et où F12 est de longueur nulle ou commence par
une fl̀eche inverse. ComparonsE2 etR−1

2 .
Si E2 ⊆ R−1

2 , alorsα−1E2 ⊆ α−1R−1
2 ⊂ (R2R1)−1 est encore une corde et doncα−1C2 = α−1E2F2

l’est aussi puisqueF2 est de longueur nulle ou commence par une flèche directe. On obtient quefa factorise par
τM(C2) via

M(C1) � M(α) ↪→ τM(C2)→M(C2)

où les deux premiers morphismes sont evidents et où le troisìeme est le composé des morphismes irréductibles
τM(C2) = M([−1]C2[−1])→M([−1]C2)→M(C2). Comme la formule d’Auslander-Reiten donne que

HomA(M(C1), τM(C2)) = DExt1A(M(C2),M(C1)) = 0

on a alors quefa = 0. C’est une contradictioǹa l’hypoth̀ese du lemme.
SiR−1

2 ( E2, alorsE2 = R−1
2 E21E22 avecE21 inverse de longueur strictement positive et oùE22 commence

par une fl̀eche directe ou est de longueur nulle. Ici|E21| > 0, carM(R1) est un sous-module deM(C3). Le
morphismefa est projectif via

M(C1)
g→ P � M(R2) ↪→M(C2)

Cas 2.2P non-śeriel projectif non-injectif
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Dans ce graphe, les points blancs sontE1 qui est ŕeduità un point et les segments epaix sontE2,C1 = E1F1 oùF1

est de longueur nulle ou commence par une flèche directe,C2 = E2F2 où F2 est de longueur nulle ou commence
par une fl̀eche directe etC3 = E2F3 où F3 est de longueur nulle ou commence par une flèche inverse. Et puis
P = M(L1L2R1R2) avecL−1

1 , L−1
2 , R1, R2 directes. Le cœur defa estE1 et celui defb estE2. im(g) = M(L1)

et im(h) = M(L2R1).

Cas 2.2.1:|L1| = 0.
ComparonsE2 etL1L2R1. SiE2 $ L1L2, alorsM(E2) est un sous-module deP etfb factorise parP via

M(C2) � M(E2) ⊂ P
h→M(C3)

Si L1L2 ⊂ E2 ⊂ L1L2R1, alors commeF3 est de longueur nulle ou commence par une flèche inverse,
E2 = L1L2R1, alorsfa factorise parP , car écrivonsF2 = F21F22 avecF21 directe et òu F22 est de longueur
nulle ou commence par une flèche inverse. On a queR1F21 ⊆ R1R2 et quefa est le compośe

M(C1)
g→ P � M(E2F21) ↪→M(C2)

SiE2 = L1L2R1α
−1E21 oùα est une fl̀eche directe, dans ce cas,M(L1L2R1) est un sous-module deM(C2).

On obtient quefa est projectif via

M(C1)
g→ P � M(L1L2R1) ↪→M(C2)

Cas 2.2.2:|L1| > 0
ÉcrivonsL1 = L11α

−1 avecα ∈ Q1 et òu L11 est de longueur nulle ou est inverse etF1 = L−1
1 F11 où F11

est de longueur nulle ou commence par une flèche directe. ComparonsL2R1 etE2.
SiE2 ⊆ L2R1, alorsα−1E2 ⊆ α−1L2R1 est une corde et doncα−1C2 = α−1E2F2 l’est aussi. Le morphsime

fa factorise parτM(C2) via
M(C1) � M(α−1) ↪→ τM(C2)→M(C2)

On obtient comme avant quefa = 0 à l’aide de la formule d’Auslander-Reiten.
Supposons queE2 ) L2R1. Si |R1| > 0, alorsα−1E est une corde, et doncα−1C2 = α−1E2F2 l’est aussi.

Le morphsimefa factorise parτM(C2) via

M(C1) � M(α−1) ↪→ τM(C2)→M(C2)

On obtient comme avant quefa = 0 à l’aide de la formule d’Auslander-Reiten. Supposons que|R1| = 0.
ÉcrivonsE2 = L2E21E22 avecE21 inverse et òuE22 est de longueur nulle ou commence par une flèche directe.
Si |E21| = 0, α−1E est une corde, et doncα−1C2 = α−1E2F2 l’est aussi. Le morphsimefa factorise par
τM(C2) via

M(C1) � M(α−1) ↪→ τM(C2)→M(C2)

On obtient comme avant quefa = 0 à l’aide de la formule d’Auslander-Reiten. Si|E21| > 0, M(L2) est un
sous-module deM(C2) etfa factorise parP via

M(C1)
g

P� M(L2) ↪→M(C2)

Cas 2.3:P projectif-injectif non śeriel
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P
Dans ce graphe, les points blancs sontE1, le cœur defb, et les segments noir sontE2, le cœur defb. C1 = E1F1

où F1 est de longueur nulle ou commence par une flèche directe,C2 = E2F2 où F2 est de longueur nulle ou
commence par une flèche directe,C3 = E2F3 où F3 est de longueur nulle ou commence par une flèche inverse.
DansP , les chemins maximaux sontR2R1 etS2S1. L’image img = R1S1 où l’on peut supposer que|R1| > 0 et
queR1 = E1R1. En ce cas, l’image deg ne peut paŝetre simple, car sinonh ◦ g = 0. NotonsR1 = αR11 avecα
une fl̀eche etF1 = R1S1F11 oùF11 est de longueur nulle ou commence par une flèche directe . imh = M(R2S3)
où S3 ⊂ S2S1.

Supposons d’abord|R11| > 0. ComparonsR2S3 etE2. SiE2 ⊂ R2S3, α−1E2 est une corde etα−1C2 l’est
aussi. Le morphisme explicitefa factorise parτM(C2) et la formule d’Auslander-Reiten entraı̂ne quefa = 0.
SupposonsE2 ) R2S3. Si |S3| > 0, alorsα−1E2 est une corde etα−1C2 l’est aussi. Le morphisme explicite
fa factorise parτM(C2) et la formule d’Auslander-Reiten entraı̂ne quefa = 0. Supposons|S3| = 0 et écrivons
E2 = R2E21E22 avecE21 inverse et òu E22 est de longueur nulle ou commence par une flèche directe. Si
|E21| = 0, alorsα−1E2 est une corde etα−1C2 l’est aussi. Le morphisme explicitefa factorise parτM(C2) et la
formule d’Auslander-Reiten entraı̂ne quefa = 0. Si |E21| > 0, alorsM(R2) est un sous-module deM(C2) etfa

factorise parP viaM(C1)
g→ P � M(R2) ↪→M(C2).

Supposons que|R11| = 0 et queR1 = α. Maintenant comparonsE2 etR2S3. (i)Si E2 $ R2, alorsα−1C2

est une corde et comme ci-dessus, on utilise la formule d’Auslander-Reiten. (ii) SiR2 ⊂ E2 ⊂ R2S3, commeF3

est de longueur nulle ou commence par une flèche inverse,E2 = R2S3. Alors écrivonsF2 = F21F22 avecF21

directe et òu F22 commence par une flèche inverse ou est de longueur nulle. NotonsS4 = S1 ∩ S3, alorsécrivons
S3 = S31S4 et C2 = E2F2 = R2S31S4F21F22. On voit queR2S31S4F21 est un quotient explicite deP . Le
compośeM(C1)

g→ P � M(R2S31S4F21) ↪→ M(C2) est la somme defa avec un morphisme de cœurS4F21,
not́e fc. Commefa 6= 0, fc 6= 0, alors Proposition 2.3.1 et Remarque 2.2.1 impliquent quefc est faiblement
unilat́eral de cœur de longueur nulle. En ce moment, on obtient|S4F21| = 0 = |F11| = |F22|,C1 = R1S1 = αS1,
S2 = S3 etC2 = R2S2, mais dans ce cas, on a une suite exacte courte non scindée (comme dans la preuve du
lemme 2.3.2 )

0→M(C1)→M(E1)⊕ P ⊕M(S4F21)→M(C2)→ 0

dans lequel les morphismes sontévidents. On en d́eduit une contradiction au fait que Ext1
A(M(C2),M(C1)) = 0.

(iii) Si E2 = R2S3α
−1E22 avecα une fl̀eche directe. Notonsfc le morphisme explicitéevident de cœurS3 ∩ S1

tel queh ◦ g = fa + fc. Maintenantfc est bilat́eral puisque|R2| > 0 < |α−1E22| et d’apr̀es Proposition 2.3.1,
fc = 0. On en d́eduit quefa = 0.

Cas 3: |E1| > 0 et |E2| = 0
Ce cas se d́emontre de m̂eme façon que Cas 2.

2

Remarque 2.3.5Ce lemme remplace Lemma 3.3 de [44], dans lequel il manque la condition de nullité des groupes
Ext1 et la condition|C2| > 0. Nous allons en donner un contre-exemple dans Remarque 3.7.3.
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2.4 Preuve du th́eorème principal

Pour le preuve modifíee du th́eor̀eme principal, il suffit de remplacer Lemma 3.1 de [44] par Lemme 2.2.3, Lemma
3.2 de [44] par Lemme 2.3.2 et Lemma 3.3 de [44] par Lemme 2.3.4. Le reste de la preuve de Proposition 3.4 et
de Theorem 1.1 de [44] se transformeà l’identique.

On esquisse ici la preuve du théor̀eme principal.
Soit M = ⊕Mi avec lesMi indécomposables tel que Ext1

A(M,M) = 0. Comme tout module de type
ruban admet une auto-extension non triviale, i.e. la suite d’Auslander-Reiten commençant par lui-même, on peut
supposer que lesMi = M(Ci) sont tous des modules non projectifs de type corde. On peut supposer en plus
que lesMi sont non-isomorphes deuxà deux,à équivalence de Morita près. SoitB l’ensemble des morphismes
explicitesf : M(Ci) → M(Cj) tel quef 6= 0. Proposition 2.3.1 implique que leséléments deB sont tous
faiblement unilat́eraux. Lemme 2.3.2 montre queB = {f : f ∈ B} est une base de EndA(M). Cette base se
comporte multiplicativement, i.e. soientf, g ∈ B, alorsf ◦ g = 0 ouf ◦ g ∈ B. On peut calculer le carquois avec

relations de l’alg̀ebre EndA(M). Les sommets sont les applications identiquesM(Ci)
Id→ M(Ci) et les fl̀eches

sont lesf ∈ B qui ne sont pas de la formeg ◦ h en tant qu’applications (hg en tant que fl̀eches) avecg et h
non inversibles dansB. On montre ensuites les axiomes pour une algèbre courtoise (D́efinition 1.2.6) en utilisant
Lemme 2.3.4 et le fait qu’étant donńe un morphisme explicite orienté unilat́eral, alors il est unilatéralà gauche ou
à droite et il n’existe pas une troisième direction.



Chapter 3

Blocsà défaut diédral I

3.1 Stratégie

L’objectif de ce chapitre et du chapitre qui le suit est de classifier,à équivalences de Morita près, les alg̀ebres
courtoises qui apparaissent comme EndAM pourM un module sans auto-extensions non triviales surA un blocà
défaut díedral sur un coprs algébriquement clos de caractéristique2.

En vertu de Proposition 2.1.4, il suffit de considérer les classes d’équivalences des blocsà d́efaut díedral, à
équivalences d́erivées pr̀es. D’apr̀es Section 1.7, la catégorie d́erivée d’un blocà d́efaut díedral est́equivalentèa
celle de l’une des alg̀ebres suivantes:D(1A)q avecq ≥ 1, D(2A)s(c) avecs ≥ 1 et c ∈ {0, 1} etD(3K)1,b,1

avecb ≥ 1. Dans la suite, on váetudier en d́etail ces alg̀ebres. Constatons que chacune des ces algèbres est,
modulo le socle, une algèbre biśerielle sṕeciale dont la classification des modules indécomposables est connue
(voir Section 1.4). C’est ce point qui permet d’achever la tâche de la classification.

Etant donńe une telle alg̀ebre, on cherche d’abord tous les modules indécomposables qui sont rigides. Pour
cela, le carquois d’Auslander-Reiten est un outil organisateur. On ragarde chaque composante et y localise les
modules rigides. Comme tout module de type ruban admet une auto-extension non scindée donńee par la suite
d’Auslander-Reiten commençant par lui-même, on n’a que besoin de considérer les modules de type corde. Pour
une cordeC,

Ext1A(M(C),M(C)) = 0⇐⇒ HomA(ΩM(C),M(C)) = 0

et
EndA(M(C)) = HomA(M(C),M(C))

notre probl̀eme est donc de calculer l’espace des homomorphismes stable entre deux modules de type corde.
Pour cela, on va utiliser le théor̀eme de Crawley-Boevey(Théor̀eme 1.5.1) qui d́ecrit une base de l’espace des
homomorphismes entre deux modules de type corde et cela réduit le probl̀emeà montrer qu’un morphisme explicite
est projectif ou non. On va donner des critères simples dans la prochaine section pour montrer qu’un morphisme
explicite est non projectif. Quand il est nécessaire de prouver qu’un morphisme explicite est projectif, on construit
souvent explicitement une factorisation par un module projectif.

Ayant trouv́e tous les modules indécomposables rigides, on cherche ensuite tous les modules rigides qui possènt
plusieurs facteurs ind́ecomposables. Comme un facteur projectif devient nul dans la catégorie stable et comme on
s’intéressèa classifier les alg̀ebres des endomorphismes stables,à équivalences de Morita près, on peut supposer
que les facteurs ind́ecomposables sont non projectifs et non isomorphes. L’étape la plus difficile est de trouver les
modules rigides̀a deux facteursM = M(C1)⊕M(C2), car on rencontre de nouveau la tâche de montrer que

Ext1A(M(C1),M(C2)) = HomA(ΩM(C1),M(C2)) = 0

et que
Ext1A(M(C2),M(C1)) = HomA(ΩM(C2),M(C1)) = 0

42
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Une fois que c’est fait, il sera facile de trouver les modules rigidesà plus de2 facteurs, car siM = ⊕n
i=1M(Ci)

est un module rigidèan facteurs ind́ecomposables non projectifs et non isomorphes, alors

Ext1A(M,M) = 0⇐⇒ Ext1A(Mi ⊕Mj ,Mi ⊕Mj) = 0,∀1 ≤ i, j ≤ n

SoitM = ⊕M(Ci) un module rigide. D’apr̀es Proposition 2.3.1, tout morphisme explicite non projectif de
M(Ci) àM(Cj) est faiblement unilatéral et cela permet de déterminer une base de EndA(M(Ci),M(Cj)). Soit
B l’ensemble des morphismes explicites faiblement unilatéraux non projectifs entre lesM(Ci). Alors B = {f :
f ∈ B} est une base de EndA(M). On peut calculer le carquois avec relations de l’algèbre EndA(M) dont les

sommets sont les applications identiquesM(Ci)
Id→M(Ci) et dont les fl̀eches sont lesf ∈ B qui ne sont pas de la

formehg en tant que fl̀eches (g ◦ h en tant qu’applications ) avecg eth non inversibles dansB.

3.2 Préliminaires

Cette section contient des lemmes simples mais fortement utiles, car on rencontre souvent le problème de d́eterminer
si un morphisme devient non nul dans la catégorie stable.

SoitA = kQ/〈ρ〉 une alg̀ebre biśerielle sṕecialeauto-injective. CommeA est auto-injective, il existe deux type
de modules projectifs ind́ecomposables: les modules indécomposables projectif-injectifs unisériels et les modules
indécomposables projectif-injectifs non-sériels. Constatons que dans les deux cas, Soc(P ) est un module simple
(voir Section 1.4).

Lemme 3.2.1 Soit A une alg̀ebre biśerielle sṕeciale auto-injective. Soitf : M(C) → M(D) un morphisme
explicite entre deux modules de type corde tels qu’aucun des deux ne soit projectif.

(1) Si le compośe Soc(M(C))→M(C)→M(D) n’est pas nul, alorsf 6= 0.
(2) Si le compośeM(C)→M(D)→M(D)/Rad(M(D)) n’est pas nul, alorsf 6= 0.

Démonstration On montre (1), la preuve de (2)étant duale. Sif = 0, alors il existe un module projectifP =∑
P (j) et des morphismes explicitesgj : M(C) → Rad(P (j)) ethj : P (j)/Soc(P (j)) → M(D) tels quef =∑
hj◦ηj◦gj oùηj est le compośe Rad(P (j)) ↪→ P (j) � P (j)/Soc(P (j)). Comme pour toutj (Remarque 2.2.1),

ηj est la somme d’au plus deux morphismes explicites,gj ◦ ηj ◦ hj est la somme d’au plus deux morphismes
explicites. Comme les morphismes explicites sont linéairement ind́ependants, il existei tel quef soit un facteur
de gi ◦ ηi ◦ hi. Comme Soc(P (i)) est simple, Soc(P (i)) ⊆ Ker(ηi) et comme le composé Soc(M(C)) ↪→
M(C)

gi→ Rad(P(i)) a pour image contenue dans Soc(P (i)), le compośe Soc(M(C)) ↪→ M(C)
gi→ Rad(P(i))

ηi→
P (i)/Soc(P (i)) est nul, et doncf = 0, ce qui est absurde.

2

Lemme 3.2.2 SoitA une alg̀ebre biśerielle sṕeciale auto-injective. SoientC = C1C2 · · ·Cn etD = D1D2 · · ·Dm

deux cordes. Soitf : M(C) → M(D) un morphisme explicite de cœurE qui est une corde directe de longueur
strictement positive. Supposons queE ⊂ Ci etE ⊂ Dj et écrivonsCi = EC ′i etDj = D′

jE. Si D′
jECi ne

contient aucun chemin maximal (voir Définition 1.4.1), alorsf 6= 0.

Démonstration Si f = 0, alors d’apr̀es Remarque 2.2.2 il existe un module projectif indécomposableP et deux
morphismes explicitesg : M(C) → P et h : P → M(D) tels queg ◦ h = f + f ′ avecf ′ un autre morphisme
explicite ou le morphisme nul. On va montrer queD′

jECi contient un chemin maximal. On distingue deux cas.
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Si P est uniśeriel, la situation peut̂etre illustŕee comme suit.

M(C) =

E
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::xxx
· · ·

C′
i

::
::

::

· · ·
xxx
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i
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D′
j
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::xxx
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E
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::
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· · ·
xxx

où im(g) ∼= M(EC ′′i ) avecC ′′i ⊆ C ′i et òu im(h) ∼= M(D′′
jE) avecD′′

j ⊆ D′
j . On voit donc queD′′

jEC
′′
i

est un chemin maximal (m̂eme une corde maximale) et on en déduit queD′
jEC

′
i ⊇ D′′

jEC
′′
i contient un chemin

maximal, cela contredit les conditions.
Si P est non-śeriel, on visualise la situation comme suit:
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oùD′′
jEC

′′
i etF sont les deux chemins maximaux deP , où im(g) ∼= M(EC ′′i R) avecR ⊆ F etC ′′i ⊆ C ′i et òu

im(h) ∼= M(SD′′
jE)) avecD′′

j ⊆ D′
j . On voit donc queD′

jEC
′
i contient le chemin maximalD′′

jEC
′′
i .

2

Lemme 3.2.3 Soit A une alg̀ebre biśerielle sṕeciale auto-injective. Soitf : M(C) → M(D) un morphisme
explicite de cœurE avec|E| = 0. Supposons queE = Ci ∩ Ci+1 (i.e. PosC(E) = i voir sa d́efinition avant
Proposition 1.5.5 ) etE = Dj ∩Dj+1(i.e. PosD(E) = j). Notons

Ci = C ′iα
−1, Ci+1 = βC ′i+1, Dj = D′

jγ,Dj+1 = δ−1D′
j+1

oùα, β, γ etδ sont des fl̀eches (directes). Si tous lesγα, δα, γβ etδβ sont dans l’id́eal admissible〈ρ〉, alorsf 6= 0.

Démonstration Si f = 0, alors il existe un module projectif indécomposableP et deux morphismes explicites
g : M(C) → Rad(P ) eth : P/Soc(P ) → M(D) tels quef soit un facteur deg ◦ ηP ◦ h où ηP est le compośe
Rad(P ) ↪→ P � P/Soc(P ). Or,comme dans la preuve du lemme préćedent, il existe une cordeF ⊂ Ci ou
F ⊂ Ci+1 qui contientE et une sous-cordeG ⊂ Dj ouG ⊂ Dj+1 qui contientE tel que, par exemple, si on
suppose queF ⊂ Ci etG ⊂ Dj (les autres caśetant similaires), alorsGF−1 est un chemin maximal. CommeG
termine parγ etF−1 commence parα, γα 6∈ 〈ρ〉.

2

3.3 Cas d’un seul module simple

A partir de cette section, on suppose quek soit un corps alǵebriquement clos de caractéristique2.
Un bloc à d́efaut díedral avec un seul module simple,à isomorphismes près, est́equivalent̀a kD où D est le

groupe de d́efaut (voir [41, Corollary 2.13])). On distingue deux cas.

Cas 1:D = V4 = C2 × C2
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Le carquois avec relations dekV4 estD(1A)q avecq = 1.

"!
# 

"!
# 

6•
0
6α β

α2 = 0 = β2, αβ = βα

Proposition 3.3.1 Si D = V4 = C2 × C2, alors tout moduleM non projectif surkV4 = D(1A)1 vérifie
Ext1A(M,M) 6= 0.

Démonstration Le seul module ind́ecomposable projectif est

kG = P0 =

0 α<<β
��

0
α

<<
0

β
��

0

Le carquois d’Auslander-Reiten deD(1A)1 est compośe d’une infinit́e de1-tubes homog̀enes et d’une composante
de typeZÃ12 (voir Proposition 1.8.2). On calcule concrètement ces composantes.

La cordeαβ−1 est l’unique corde de type ruban surD(1A)1, modulo la relation d’́equivalence∼r, et il existe
donc , pour toutλ ∈ k∗, un1-tubeQ(αβ−1, λ) compośe des modules de type rubanM(αβ−1, n, λ) avecn ∈ N∗.
D’après Th́eor̀eme 1.6.10 (2), les suites d’Auslander-Reiten de terme intermédiaire ind́ecomposable sont

0→M(α)→M(αβ−1α)→M(α)→ 0

et
0→M(β)→M(βα−1β)→M(β)→ 0

Les modulesM(α) etM(β) forment donc les extrémit́es de deux1-tubes: la composanteQ(α) formé des modules
de type cordeM((αβ−1)nα) et la composanteQ(β) formés des modules de type cordeM((βα−1)nβ) avec
n ∈ N.

Il est facile de voir que tous les autres modules de type corde sont de la formeM((αβ−1)n)(= Ωn(k)) ou
M((α−1β)n)(= Ω−n(k)) avecn ∈ N∗ où k est le module simple de dimension1 avec l’action triviale deG.
D’après Th́eor̀eme 1.6.10 (3), Ces modules appartiennent aux suites d’Auslander-Reiten suivantes:

0→M((αβ−1)n)→M((αβ−1)n+1)⊕M((αβ−1)n+1)→M((αβ−1)n+2)→ 0

et
0→M((α−1β)n)→M((α−1β)n+1)⊕M((α−1β)n+1)→M((α−1β)n+2)→ 0

On obtient donc que ces modules forment une composante de typeZÃ12:

· · ·
//
//Ω−2(k)

//
//Ω−1(k)

//
//k

//
//Ω1(k)

//
//Ω2(k)

//
// · · ·

Comme les modules dans les1-tubes admettent des auto-extensions non triviales, il suffit de considérer les
modulesΩn(k) avecn ∈ Z. Or,

Ext1A(Ωn(k),Ωn(k)) = Ext1A(k, k) = HomA(Ω1(k), k) 6= 0

car il existe une surjection

Ω1(k) = M(α−1β) =
0 α<<β

��
0 0

� S0 = k

qui n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
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2

Cas 2: D un groupe diédral d’ordre2n ≥ 8
Le carquois avec relations dekD estD(1A)q avecq = 2n−2.

"!
# 

"!
# 

6•
0
6α β

α2 = 0 = β2, (αβ)q = (βα)q

Proposition 3.3.2 SoitA = D(1A)q avecq ≥ 2. Alors toutA-module non projectif admet des auto-extensions
non-triviales.

Avant de donner la preuve de cette propsoition, on décrit la premìere syzygy d’un module de type cordeM(C).
Le seul module projectif ind́ecomposablekD = P0 est de la forme

0 α<<β
��

0
α

0
β

0 0

0
β

0
α

0
α

<<
0

β
��

0

dont les deux chemins maximaux sont(αβ)q et (βα)q. SoitC = C1C2 · · ·Cn une corde avec lesCi étant ses
segments (D́efinition 1.2.3). On va d́ecrireΩC = D = D0D1 · · ·DnDn+1 où lesDj avec0 ≤ j ≤ n+ 1 sont les
segments deD ou de longueur nulle (voir Proposition 1.4.6).

(1) C1 est inverse. Alors |D0| = 0, D1 est directe et|D1| = 2q − 1 − |C1| (constatons que si|C1| = 2q − 1,
alors |D1| = 0 etD2 sera le premier segment deD). De plus siC1 commence parα−1 (resp. β−1), D1

commence parα (resp.β).

(1’) C1 est directe. Alors |D0| = 2q − 1 etD0 est directe.D1 est inverse et|D1| = 2q − |C1|. De plus siC1

commence parα (resp.β),D0 commence parα (resp.β), i.e.D0 = α(βα)q−1 (resp.D0 = β(αβ)q−1).

(2) Pour1 < i < n, |Di| = 2q − |Ci|. SiCi est inverse et commence parα−1 (resp.β−1), Di est directe et
commence parβ (resp.α). SiCi est directe et termine parα (resp.β), Di est inverse et termine parβ−1

(resp.α−1).

(3) Cn est directe. Alors |Dn+1| = 0,Dn est inverse et|Dn| = 2q−1−|Cn| (constatons que si|Cn| = 2q−1,
alors|Dn| = 0 etDn−1 sera le dernier segment deD). De plus siCn termine parα (resp.β), Dn termine
parα−1 (resp.β−1), i.e.D0 = (α(βα)q−1)−1 (resp.D0 = (β(αβ)q−1)−1).

(3’) Cn est inverse. Alors |Dn+1| = 2q − 1 etDn+1 est inverse.Dn est directe et|Dn| = 2q − |Cn|. De plus si
Cn termine parα−1 (resp.β−1),Dn+1 termine parα−1 (resp.β−1).

Démonstration Le carquois d’Auslander-Reiten deD(1A)q avecq ≥ 2 est compośe d’une infinit́e de1-tubes
homog̀enes et d’une infinit́e de composantes de typeZA∞∞ (voir Proposition 1.8.5). D’après Th́eor̀eme 1.6.10 (2),
les suites d’Auslander-Reiten de terme intermédiaire ind́ecomposable sont

0→M((αβ)q−1α)→M((αβ)q−1αβ−1(αβ)q−1α)→M((αβ)q−1α)→ 0
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et
0→M((βα)q−1β)→M((βα)q−1β)α−1(βα)q−1β))→M((βα)q−1β))→ 0

DoncM((αβ)q−1α) (resp.M((βα)q−1β)) forme l’extŕemit́e d’un1-tubeQ((αβ)q−1α) (resp.Q((βα)q−1β)).
On va montrer que pour une cordeC = C1C2 · · ·Cn,

Ext1A(M(C),M(C)) = HomA(Ω1(M(C)),M(C)) 6= 0

(1) C1 est inverse et|C1| < 2q − 1. Alors ΩC = D = D1D2 · · ·Dn+1 avecD1 directe de longueur
2q − 1− |D1| > 0, alors le morphisme explicite

M(D) = M(1(0,σ(D1))D1 · · ·Dm) � M(1(0,σ(D1))) ∼= S0
∼= M(1(0,σ(C1))) ↪→M(1(0,σ(C1))C1 · · ·Cn) = M(C)

n’est pas projectif, d’après Lemme 3.2.3, carC1 etD1 ont même premìere fl̀eche et leur composé est nulle.
(2) C1 est inverse et de longueue2q − 1. Supposons que Ext1

A(M(C),M(C)) = 0. Si |C2| > 1 ou n = 2,
alorsΩ(C) = D1D2 · · ·Dm vérifie les conditions de (1), i.e. le premier segmentD2 est inverse et de longueur
2q − |C2| < 2q − 1, et on a forćement

Ext1A(M(C),M(C)) = Ext1A(ΩM(C),ΩM(C)) 6= 0.

On a donc que|C2| = 1 et n > 2. PourΩ(C) = D2 · · ·Dn+1, |D2| = 2q − 1 etD2 est inverse. Alors par
l’argument de (1) ci-dessus appliqué aΩC, on obtient que|D2| = 1 etD a au moins deux segments, car sinon,
l’argument ci-dessus entraı̂ne que

Ext1A(M(C),M(C)) = Ext1A(Ω2M(C),Ω2M(C)) 6= 0.

Cela entraine queC3 est de longueur2q − 1. On a ńecessairement quen > 4, puisque sin = 3,

C = (αβ)q−1αβ−1(αβ)q−1α

ou
C = (βα)q−1βα−1(βα)q−1β,

C est contenue dans le1-tubeQ(αβ)q−1α) ( ouQ((βα)q−1β)). On obtient par ŕecurrence que|C2i+1| = 2n−1−1
et |C2i| = 1 pour touti ≥ 1. Cela implique que|C| = +∞ qui est absurde.

(3)C1 est directe et|C1| < 2q− 1. Alors Ω−1C vérifie les conditions de (1), carD1 est inverse et de longueur
2q − 1− |C1| < 2q − 1.

(4)C1 est directe et|C1| = 2q − 1. On raisonne comme dans (ii), mais au lieu de regarder lesΩnC, n > 0, on
examineΩnC, n < 0.

2

3.4 D(2A)k(c) aveck = 1 et c = 0

Rappelons l’alg̀ebreD(2A)1(0).

• •-

"!
# 

6�α

β

0 1γ
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γβ = 0, α2 = 0, αβγ = βγα

Les fonctionsσ et ε sont d́efinies comme suit (voir Section 1.2):

α β γ
σ 1 -1 1
ε 1 -1 -1

Proposition 3.4.1 (voir Proposition 1.8.3) Le carquois d’Auslander-Reiten stable deD(2A)1(0) est compośe de

• une infinit́e de1-tubes

• un3-tube non ŕegulier

• une composante de typeZÃ1,3

On va calculer concrètement les composantes formées des modules de type corde.
Les modules projectifs ind́ecomposables sont (voir Section 2.2)

P0 =

0β
��

α<<

1
γ

0
β

0
α

<<
1

γ��
0

P1 =

1 γ<<

0 α<<

0 β<<

1

CommeP1 est projectif-injectif, selon Th́eor̀eme 1.6.10(1) il existe une suite d’Auslander-Reiten dont le terme
intermédiaire ne contient qu’un facteur indécomposable non projectif:

0→ Rad(P1)→ P1 ⊕ Rad(P1)/Soc(P1)→ P1/Soc(P1)→ 0, (1)

où Rad(P1) =

0
<<

0
<<

1

et Rad(P1)/Soc(P1) =
0

<<

0
etP1/Soc(P1) =

1
<<

0
<<

0
D’après Th́eor̀eme 1.6.10(2), les suites d’Auslander-Reiten de terme intermédiaire ind́ecomposable sont

0→M(V −1
(0,−1))→M(V −1

(0,−1)α
−1U(0,−1))→M(U(0,−1))→ 0

oùM(V −1
(0,−1)) =

0
<<

1
<<

0

= M(U(0,−1)) etM(V −1
(0,−1)α

−1U(0,−1)) =

0
<<

1
<<

0
<<��

0 1
<<

0

0→M(1(1,−1))→M(1(1,−1)β
−1U(0,1)) = M(β−1U(0,1))→M(U(0,1))→ 0 (2)

oùM(1(1,−1)) = S1,M(β−1U(0,1)) =

0
�� <<

1 0
<<

1

etM(U(0,1)) =

0
<<

0
<<

1

0→M(V −1
(0,1))→M(V −1

(0,1)γ
−11(1,−1)) = M(V −1

(0,1)γ
−1)→M(1(1,−1))→ 0 (3)
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où M(V −1
(0,1)) =

1
<<

0
<<

0

, M(V −1
(0,1)γ

−11(1,−1)) =

1
<<

0
<<

1
��

0

etM(1(1,−1)) = S1. La premìere suite

appartient̀a un1-tube etM(U(0,−1)) forme l’extŕemit́e de cet1-tube, puisque

τM(U(0,−1)) = Ω2M(U(0,−1)) = M(V −1
(0,−1)) ∼= M(U(0,−1))

Les deux dernìeres suites avec celle induite parP1 donnent les modules̀a l’extrémit́e d’un3-tube. On pose

C =

1
<<

0
<<

0

, D = 1(1,1) et E =

0
<<

0
<<

1

Alors (pour les notations, voir D́efinition 1.6.6)

C[1] =

1
<<

0
<<

1
��

0

, D[1] =

0
<<��

1 0
<<

1

E[1] =
0

<<

0
.

On montre facilement, en utilisant Proposition 1.6.11, queΩ(C[n]) = D[n], Ω(D[n]) = E[n] etΩ(E[n]) = C[n].
Alors les notations ci-dessus, les suites d’Auslander-Reiten deviennt

0→M(E)→M(E[1])⊕ P1 →M(C)→ 0

0→M(D)→M(D[1])→M(D)→ 0

0→M(C)→M(C[1])→M(C)→ 0

Il existe des suites d’Auslander-Reiten de la forme

0→M(C[n])→M(C[n− 1])⊕M(D[n− 1])→M(D[n])→ 0

0→M(D[n])→M(D[n− 1])⊕M(E[n− 1])→M(E[n])→ 0

0→M(E[n])→M(E[n− 1])⊕M(C[n− 1])→M(C[n])→ 0
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pour toutn ≥ 1. Toutes ces suites d’Auslander-Reiten forment l’unique3-tube dans le carquois d’Auslander-
Reiten. Sa forme est

•M(D[2])

��3
3

3
3

3
3

3
3

3
3

3
3

3

•M(C[2])

''N
NNNNNNN •M(E[2])

wwppppppppppppppppppppppppppppppp

•M(D[1])

OO�
�
�
�
�
�
�

��3
3

3
3

3
3

3
3

3
3

3
3

3

•M(C[1])

OO

''N
NNNNNNN •M(E[1])⊕P1

OO

wwppppppppppppppppppppppppppppppp

•M(D)

OO�
�
�
�
�
�
�

•M(C)

OO

•M(E)

OO

La seule composante contenant les modules non-périodiques est une composante de typeZÃ1,3 3 S0 =
M(1(0,−1)). Sa forme est

,,YYYYYYYYYY
,,YYYYYYYYY

))SSSSSSSSS

((QQQQQQQ

44iiiiiiiiii M([1]1(0,−1)[−2])
++WWWWW

22eeeeeeeee
M([2]1(0,−1)[−1])

++VVVVV

22fffffffff

M(1(0,−1)[−2])
++WWWWW

33ggggg
// P0

// M([1]1(0,−1)[−1])
++WWWWW

33ggggg
M([2]1(0,−1))

''OOOOOO

77oooooo

((QQQQQQQ

66mmmmmmm M(1(0,−1)[−1])
++WWWWW

33ggggg
M([1]1(0,−1))

++VVVVV

33hhhhh

M([−1]1(0,−1)[−1])
++WWWWW

33ggggg
S0 = M(1(0,−1))

++WWWWW

33ggggg
M([1]1(0,−1)[1])

''OOOOOO

77oooooo

((QQQQQQQ

66mmmmmmm M([−1]1(0,−1))
++WWWWW

33ggggg
M(1(0,−1)[1])

++VVVVV

33hhhhh

M([−2]1(0,−1))
,,YYYYYYYYYYY

33ggggg
M([−1]1(0,−1)[1]) //

,,YYYYYYYYY

33ggggg
P0

// M(1(0,−1)[2])
))SSSSS

77oooooo

44iiiiii
22eeeeeeeee

22fffffffffff

où

1(0,−1)[1] =
1

��
0

, 1(0,−1)[2] =

0
�� <<

1
��

0
<<

0 1

, 1(0,−1)[3] =

0
�� <<

1
��

0

0
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et

[−1]1(0,−1)[1] =

0
<<

1
��

1
<<

0
��

0

= Ω(1(0,−1)), [−1]1(0,−1)[3] = 1(0,−1)

Dans cette composante non régulìere,

[i]1(0,−1)[j] = [i− 1]1(0,−1)[j + 3]

pouri, j ∈ Z et donc c’est une composante de typeZÃ13. En effet, on a vu que[−1]1(0,−1)[3] = 1(0,−1) et donc

[i]1(0,−1)[j] = [i]([−1]1(0,−1)[3])[j] = [i− 1]1(0,−1)[j + 3]

On a aussi que
Ω([i]1(0,−1)[j]) = [i− 1]1(0,−1)[j + 1],

en effet, d’apr̀es Proposition 1.6.11,

[i− 1]1(0,−1)[j + 1] = [i]([−1]1(0,−1)[1])[j] = [i](Ω(1(0,−1)))[j] = Ω([i]1(0,−1)[j])

Théorème 3.4.2Soit M un module ind́ecomposable surD(2A)1(0). Alors Ext1A(M,M) = 0 ssiM est un
module de quasi-longeur (voir Définition 1.6.5)0 ou1 dans le3-tube. En outre, siM ∈ {M(C),M(D),M(E)},
on a EndA(M) = k et siM ∈ {M(C[1]),M(D[1]),M(E[1])}, on obtient EndA(M) = k[ε]/ε2.

Démonstration Chaque module dans les1-tubes admet une auto-extension non triviale et on n’a besoin que de
consid́erer les modules de type corde.

Pour les modules dans la composante de typeZÃ1,3, grâce aux formules[i]1(0,−1)[j] = [i− 1]1(0,−1)[j + 3],
Ω([i]1(0,−1)[j]) = [i − 1]1(0,−1)[j + 1] et Ω2([i]1(0,−1)[j]) = [i − 1]1(0,−1)[j − 1] quelques soienti, j ∈ Z, il
suffit de regarder les modulesM(1(0,−1)[1]) etM(1(0,−1)[2]).

PourM = M(1(0,−1)[1]) =
1

0
�� , ΩM =

0
<<

1
. On voit que

Ext1A(M,M) = HomA(ΩM,M) = HomA(
0

<<

1
,

1

0
�� ) 6= 0,

car le morphisme explicite

__�
�

�
�

__0 <<

1
→

1
__�
�

�
�

__0
�� n’est pas projectif, d’après Lemme 3.2.3. Notons ici les parties en

case sont le cœur du morphisme explicite. Nous utiliserons souvent cette méthode de pŕesentation.

PourM = M(1(0,−1)[2]) =

0
�� <<

1
��

0
<<

0 1

, ΩM = S0. Alors

Ext1A(M,M) = HomA(S0,

0
�� <<

1
��

0
<<

0 1

) 6= 0,

car il existe a une injectiońevidente qui n’est pas projectif d’après Lemme 3.2.1.

Il resteà traiter le3-tube. CommeΩ(C[n]) = D[n], Ω(D[n]) = E[n] etΩ(E[n]) = C[n], il suffit de regarder
Ext1A(M(C[n]),M(C[n])) = HomA(M(D[n]),M(C[n])) pourn ∈ N.
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(i) Si n = 0, Ext1A(M(C),M(C)) = HomA(M(D),M(C)) = HomA(S1,

1
<<

0
<<

0

) = 0, puisque il

n’existe pas de morphismes explicites du premier module au deuxième. On voit aussi que EndA(M(C)) =

EndA(
1

<<

0
) = k, car il n’y pas de morphismes explicites deM(C) à lui-même autres que l’identité.

(ii) Si n = 1,

Ext1A(M(C[1]),M(C[1])) = Ext1A(M(D[1]),M(D[1])) = HomA(M(E[1]),M(D[1])) = 0

car il n’existe pas de morphismes explicites deM(E[1]) =
0

<<

0
àM(D[1]) =

0
<<��

1 0
<<

1

. L’algèbre

des endomorphismes stable EndA(M(C[1])) estk[ε]/ε2, carà part l’identit́e, il n’y existe que le morphisme
explicite

1
<<

0
<<

1
��

0

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _

ε−→

1
55

5

0
55

5 1
		

	

0

_ _�
�
�

�
�
�

_ _

qui n’est pas projectif d’après Lemme 3.2.1 et on vérifie queε2 = 0.

(iii) Si n = 2, le morphisme explicite

f : M(D[2]) =
0

<<��
1 0

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

→M(C[2]) =

1
<<

0
<<��

0
<<

1
��

0
<<

0 1

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _

n’est pas projectif, d’après Lemme 3.2.1, puisque Soc(M(D[2]))
η
↪→ M(D[2])

f→ M(C[2]) n’est pas nul,
où η est l’inclusion canonique de Soc(M(D[2])) àM(D[2]).

(iv) Si n = 3, le morphisme explicite

f : M(D[3]) =
0

<<��
1

��
1 0

_ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _ →M(C[2]) =

1
<<

0
<<��

0
<<

1
��

0

0

_ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _

n’est pas projectif, d’après Lemme 3.2.1, puisque Soc(M(D[3]))
η
↪→ M(D[3])

f→ M(C[3]) n’est pas nul,
où η est l’inclusion canonique de Soc(M(D[3]) àM(D[3]).

(v) Si n = 4, le morphisme explicite

M(D[4]) =

0
<<��

0
<<��

1
��

0
<<

1 0 1

_ _ _ _ _ _ _�
�
�
�

�
�
�
�

_ _ _ _ _ _ _
→M(C[4]) =

1
<<

0
<<��

1
��

0
<<

1
��

0

0

_ _ _ _ _ _ _�
�
�
�

�
�
�
�_ _ _ _ _ _ _

n’est pas projectif, d’après Lemme 3.2.1.
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(vi) Si n ≥ 5 etn ≡ 2 mod3, alors le morphisme explicite

M(D[n]) =

0
<<��

· · ·
BBB

1
��

0

0

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ →M(C[n]) =

1
<<

0
BBB��

0
<<

1
��

· · ·

0

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

(vii) Si n ≥ 5 etn ≡ 0 mod3, alors

M(D[n]) =
· · ·

BBB
0

<<��
1

��
1 0

_ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _
→M(C[n]) =

1
<<

0
BBB��

0
<<

1
��

· · ·

0

_ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _

,

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

(viii) Si n ≥ 2 etn ≡ 1 mod3, alors

M(D[n]) =

0
<<��

· · ·
BBB

0
<<��

1
��

0
<<

1 0 1

_ _ _ _ _ _ _�
�
�
�

�
�
�
�

_ _ _ _ _ _ _
→M(C[n]) =

0
BBB

1
<<

0
<<��

1
��

��
· · ·

0
<<

1
��

0

0

_ _ _ _ _ _ _�
�
�
�

�
�
�
�

_ _ _ _ _ _ _

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

2

Proposition 3.4.3 SoientM etN deuxA-modules ind́ecomposables sans auto-extentions.
(1) (i+i) SiM etN sont tous les deux de type (i), alors Ext1

A(M ⊕N,M ⊕N) = 0 ssiM ∼= N .
(2) (ii+ii) SiM etN sont tous les deux de type (ii), alors Ext1

A(M ⊕N,M ⊕N) = 0 ssiM ∼= N .
(3) (i+ii) Si M est type (i) etN de type (ii), alors Ext1A(M ⊕ N,M ⊕ N) = 0 ssi il existei ∈ Z tel que

M = ΩiS1 et (N = Ωi(M(C[1])) ou N = Ωi(M(D[1]))

Démonstration Pour l’assertion (1), on a vu que Ext1
A(M(C),M(C)) = 0;

Ext1A(M(C),M(D)) = HomA(M(D),M(D)) 6= 0,

carM(D) n’est pas projectif;

Ext1A(M(C),M(E)) = HomA(M(D),M(E)) = HomA(S1,M(E)) 6= 0,

car il existe une injectiońevidente deS1 àM(E) =

0
<<

0
<<

1

qui n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

Pour l’assertion (2), on a vu que Ext1
A(M(C[1]),M(C[1])) = 0;

Ext1A(M(C[1]),M(D[1])) = HomA(M(D[1]),M(D[1])) 6= 0,
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carM(D[1]) n’est pas projectif;

Ext1A(M(C[1]),M(E[1])) = HomA(M(D[1]),M(E[1])) = HomA(S1,M(E[1])) 6= 0,

car le morphisme explicite

M(D[1]) =

0
�� <<

1 0
<<

1

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ � M(E[1]) =

0
<<

0

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
Pour (3), gr̂aceà la ṕeriodicit́e des modules dans le3-tube, on peut supposerM = S1. Alors on voit facilement

que

Ext1A(S1,M(C[1])) = HomA(S1,Ω−1M(C[1])) = HomA(S1,M(E[1])) = HomA(S1,
0

<<

0
) = 0.

Ext1A(S1,M(D[1])) = HomA(S1,Ω−1M(D[1])) = HomA(S1,M(C[1])) = HomA(S1,

1
<<

0
<<

1
��

0

) = 0.

Ext1A(S1,M(E[1])) = HomA(S1,Ω−1M(E[1])) = HomA(S1,M(D[1])) = HomA(S1,

0
<<��

1 0
<<

1

) 6= 0.

Ext1A(M(C[1]), S1) = HomA(ΩM(C[1]), S1) = HomA(M(D[1]), S1) = HomA(

0
<<��

1 0
<<

1

, S1) = 0.

Ext1A(M(D[1]), S1) = HomA(ΩM(D[1]), S1) = HomA(M(E[1]), S1) = HomA(
0

<<

0
, S1) = 0.

Ext1A(M(E[1]), S1) = HomA(ΩM(E[1]), S1) = HomA(M(C[1]), S1) = HomA(

1
<<

0
<<

1
��

0

, S1) 6= 0.

L’assertion (3) en d́ecoule.

2

Théorème 3.4.4SoitM un module sans auto-extensions non-triviales surD(2A)1(0). Alors
(1)M a au plus deux facteurs directes indécomposables non projectifs non-isomorphes.
(2) EndA(M) est ind́ecomposable.
(3) EndA(M) estéquivalente au sens de Moritaà l’une desquatrealgèbres suivantes:

I1 "!
# 

• •I2
······6
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II4 "!
# 

-• •
······6

"!
# 

II5 �• •
······6

Démonstration L’assertion (1) est une conséquence imḿediate de la proposition préćedente.
On peut supposer que les facteurs directes indécomposables non projectifs deM sont non-isomorphes, puisque

on s’int́eressèa classifier les alg̀ebres des endomorphismes stables,à équivalences de Morita près. SiM est
indécomposable, alors on peut appliquer Théor̀eme 3.4.2, i.e. siM est de type (i), alors EndA(M) = k; siM est
de type (ii), alors EndA(M) = k[ε]/ε2.

SiM a deux facteurs directs indécomposables, alors d’après Proposition 3.4.3 l’un est de type (i) et l’autre (ii).
On peut supposer

M = S1 ⊕M(C[1]) = S1 ⊕

1
<<

0
<<

1
��

0

ou M = S1 ⊕M(D[1]) = S1 ⊕

0
<<��

1 0
<<

1
.

Dans le premier cas, notons

M(C[1]) =

__�
�

�
�

__1 <<

0
<<

1
��

0

β
� S1, M(C[1]) =

1
<<

0
<<

__�
�

�
�

__1
��

0

α
� S1

M(C[1]) =

1
<<

0
<<

1
��

0

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _
ε→M(C[1] =

1
<<

0
<<

1
��

0

_ _�

�

�

�
_ _

Aucun de ces morphismes explicites n’est projectif en vertu de Lemme 3.2.1. On voit facilement que

HomA(M(C[1]), S1) = kα⊕ kβ, HomA(S1,M(C[1])) = 0,

EndA(M(C[1])) = kId⊕ kε EndA(S1) = kId

Il est faicle de voir queε2 = 0 et on v́erifie queα ◦ ε = β en tant qu’applications et donc queεα = β en tant que
flèches. On obtient donc que EndA(M) est isomorphèa l’algèbre II5.

"!
# 

II5 �• •
······6

α
ε

i ii
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Dans le deuxìeme cas, notons

S1
γ
↪→M(D[1]) =

0
<<��

1 0
<<

1

, S1
δ
↪→M(D[1]) =

0
<<��

1 0
<<

1

M(D[1]) =

0
<<

1 0
<<

1

_ _�

�

�

�
_ _

η→M(D[1]) =

0
<<��

1 0
<<

1

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

Aucun de ces morphismes explicites n’est projectif en vertu de Lemme 3.2.1. On voit facilement que

HomA(S1,M(D[1])) = kγ ⊕ kδ, HomA(M(D[1]), S1) = 0

EndA(M(D[1])) = kId⊕ kη, EndA(S1) = kId

Il est faicle de voir queη2 = 0 et on v́erifie queη ◦ γ = δ en tant qu’applications et sonc queγη = δ en tant que
flèches. On obtient donc que EndA(M) est isomorphèa l’algèbre II4.

II4 "!
# 

-• •
······6

γ
η

i ii

2

3.5 D(2A)s(c) avecs ≥ 2 et c = 0

• •-

"!
# 

6�α

β

0 1γ

γβ = 0, α2 = 0, (αβγ)s = (βγα)s

Proposition 3.5.1 (Proposition 1.8.6) Le carquois d’Auslander-Reiten stable deD(2A)s(0) avecs ≥ 2 est com-
pośe de

• une infinit́e de1-tubes

• un3-tube non ŕegulier

• une infinit́e de composantes de typeZA∞∞

On d́efinit d’abord les deux fonctionsσ et ε (voir Section 1.2).

α β γ
σ 1 -1 1
ε 1 -1 -1
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Les deux modules projectifs indécomposables ont la structure suivante:

P0 =

0 α<<β
��

1
γ

0
β

0
α

1
γ

0 0

...
...

0
β

0
α

1
γ

0
β

0
α

<<
1

γ��
0

et P1 =

1 γ<<

0 α<<

0 β<<

1
;;

...
;;

1 γ<<

0 α<<

0 β<<

1

DansP0, les deux chemins maximaux (Définition 1.4.1) sont(βγα)s et (αβγ)s et la corde(γαβ)s est le seul
chemin maximal deP1. CommeP1 est projectif-injectif, il existe une suite d’Auslander-Reiten de la forme suivante
selon Th́eor̀eme 1.6.10(1):

0→ Rad(P1)→ P1 ⊕ Rad(P1)/Soc(P1)→ P1/Soc(P1)→ 0 (1)

où Rad(P1) = M((αβγ)s−1αβ), P1/Soc(P1) = M((γαβ)s−1γα) et Rad(P1)/Soc(P1) = M((αβγ)s−1α).
Les suites d’Auslander-Reiten de terme intermédiaire ind́ecomposables sont (Théor̀eme 1.6.10)

• 0→M(V −1
(0,−1))→M(V −1

(0,−1)α
−1U(0,−1))→M(U(0,−1))→ 0

avecV −1
(0,−1) = U(0,−1) = (βγα)s−1βγ

• 0→ S1 = M(1(1,−1))→M(1(1,−1)β
−1U(0,1)) = M(β−1U(0,1))→M(U(0,1))→ 0 (2)

avecU(0,1) = (αβγ)s−1αβ

• 0→M(V −1
(0,1))→M(V −1

(0,1)γ
−11(1,−1)) = M(V −1

(0,1)γ
−1)→ S1 = M(1(1,−1))→ 0 (3)

avecV −1
(0,1) = (γαβ)s−1γα

Le moduleM(U(0,−1)) se situeà l’extrémit́e d’un 1-tube, carτ(U(0,−1)) = Ω2(U(0,−1)) = V −1
(0,1) = U(0,−1).

Les modulesS1,M(U(0,1)) etM(V −1
(0,1)) forment l’extŕemit́e d’un 3-tube. On noteU = U(0,1), V = V −1

(0,1) et
S = 1(1,−1). On peut visualiserU etV comme suit

U =

0
α77

0 β77

1 γ77

0 77

...

0
α77

77

0 β77

1

et V =

1 γ77

0
α77

0 β77

1 77

...

1 γ77

77

0
α77

0
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Nontons queU [1] = (αβγ)s−1α, V [1] = (γαβ)s−1γαγ−1, S[1] = β−1(αβγ)s−1αβ qui ont les structures
suivantes:

U [1] =

0
α77

0 β77

1 γ77

0 77

...

0
α77

77

0

, V [1] =

1 γ77

0
α77

0 β77

1 77

...

1 γ77

77

0
α77 1

0
γ

��

S[1] =

0 α<<β
��

1 0 β<<

1 γ<<

0
;;

...
;;

0 α<<

0 β<<

1

Avec ces notations c-dessus, les suites d’Auslander-Reiten (1), (2) et (3) deviennt

0→M(U)→M(U [1])⊕ P1 →M(V )→ 0

0→ S1 →M(S[1])→M(U)→ 0

0→M(V )→M(V [1])⊕M(U [n− 1])→ S1 → 0

Dans le3-tube, (pour les notations, voir Définition 1.6.6), en utilisant Proposition 1.6.11, on montre queΩ(U [n]) =
V [n], Ω(V [n]) = S[n] etΩ(S[n]) = U [n] et les suites d’Auslander-Reiten sont

0→M(U [n])→M(U [n− 1])⊕M(V [n− 1])→M(V [n])→ 0

0→M(V [n])→M(V [n− 1])⊕M(S[n− 1])→M(S[n])→ 0

0→M(S[n])→M(S[n− 1])⊕M(U [n− 1])→M(U [n])→ 0
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pour toutn ≥ 1. Ce3-tube est de la forme

•M(S[2])

��3
3

3
3

3
3

3
3

3
3

3

•M(V [2])

''N
NNNNNN •M(U [2])

ppppppppppppppppppppppppppp

•M(S[1])

OO�
�
�
�
�
�

��3
3

3
3

3
3

3
3

3
3

3

•M(V [1])

OO

''N
NNNNNN •M(U [1])⊕P1

OO

ppppppppppppppppppppppppppp

•S1

OO�
�
�
�
�
�

•M(V )

OO

•M(U)

OO

Théorème 3.5.2SoitM un module ind́ecomposable surD(2A)s(c) avecs ≥ 2 et c = 0. AlorsM est rigide ssi
il est parmi les modules suivants:

(i) M(U),M(V ) etS1, i.e. les modules de quasi-longueur0 (Définition 1.6.5) dans le3-tube.

(ii) M(U [1]),M(V [1]) etM(S[1]), i.e. les modules de quasi-longueur1 dans le3-tube.

(iii) Ωn(M(α)), n ∈ Z

Pour les modules de type (i). EndA(M) = k et pour les modules de type (ii) et (iii), EndA(M) = k[ε]/ε2

On d́emontre ce th́eor̀eme par une śerie de propositions.

Proposition 3.5.3 SoientM etN deux modules dans le3-tube ci-dessus.

(1) Ext1A(M,M) = 0 et EndAM = k pourM ∈ {M(U),M(V ), S1}, i.e. les modules de quasi-longueur0
dans le3-tube

(2) Ext1A(M,M) = 0 et EndAM = k[ε]/ε2 pourM ∈ {M(U [1]),M(V [1]),M(S[1])}, i.e. les modules de
quasi-longueur1 dans le3-tube.

(3) Ext1A(M,M) 6= 0 pourM autre que les six modules ci-dessus.

(4) (i+i) SiM,N ∈ {M(U),M(V ), S1}, Ext1A(M ⊕N,M ⊕N) = 0⇔M ' N .

(5) (ii+ii) SiM,N ∈ {M(U [1]),M(V [1]),M(S[1])}, Ext1A(M ⊕N,M ⊕N) = 0⇔M ∼= N .

(6) (i+ii) SiM1 ∈ {M(U),M(V ), S1} etM2 ∈ {M(U [1]),M(V [1]),M(S[1])}, Ext1A(M1⊕M2,M1⊕M2) =
0⇔ ∃i ∈ Z tel que (M1

∼= ΩiS1 etM2
∼= Ωi(M(V [1]))) ou (M1

∼= ΩiS1 etM2
∼= Ωi(M(S[1])))

SiM1 = ΩiS1 etM2 = Ωi(M(V [1])), EndA(M1 ⊕M2) est isomorphèa II5.

SiM1 = ΩiS1 etM2 = Ωi(M(S[1])), EndA(M1 ⊕M2) est isomorphèa II4.
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Démonstration Comme ce3-tube estΩ-stable, pour les trois modules de même quasi-longueur, il suffit d’en
consid́erer un.

(1) Ext1A(S1, S1) = HomA(M(U), S1) = 0, puisque Top(M(U)) = S0 � S1. L’ égalit́e EndA(S1) = k est
évidente.

(2) Tout morphisme explicite de

Ω(M(S[1])) = M(U [1]) = M((αβγ)s−1α)

vers
M(S[1]) = M(β−1(αβγ)s−1αβ)

est de cœur(αβγ)iαβ avec0 ≤ i ≤ s− 2 et factorise parP0 via

M(U [1]) ↪→ P0 � M((γαβ)i+1) ↪→M(S[1])

On obtient donc
Ext1A(M(S[1]),M(S[1])) = HomA(M(U [1]),M(S[1])) = 0

Montrons que EndA(M(S[1])) = k[ε]/ε2. En effet, le morphisme explicite

ε : M(S[1]) =

0 α<<β
��

1 0 β<<

1 γ<<

0
;;

...
;;

0 α<<

0 β<<

1

_ _�

�

�

�
_ _

→M(S[1]) =

0 α<<β
��

1 0 β<<

1 γ<<

0
;;

...
;;

0 α<<

0 β<<

1

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

n’est pas projectif d’après Lemme 3.2.1 et forme avec l’identité une base de EndA(M(S[1])). Car tout autre
morphisme explicite deM(S[1]) à lui-même est de cœur(αβγ)iαβ pour0 ≤ i ≤ s− 2 et factorise parP1 via

M(S[1]) � M((αβγ)s−1αβ) ↪→ P1 � M((γαβ)i+1) ↪→M(S[1])

(3) On va montrer que Ext1
A(S[n], S[n]) 6= 0, pourn ≥ 2. Constatons que

S[2] = β−1(αβγ)s−1α = β−1U [1]

et que

Ω−1S[2] = V [2] = (γαβ)s−1γαγ−1β−1(αβγ)s−1αβ = γ(αβγ)s−1αγ−1β−1(αβγ)s−1αβ = γU [3]

On en d́eduit queS[n] = β−1U [n− 1] et V [n] = γU [n+ 1] pourn ≥ 2.
Le morphisme explicite

M(S[n]) = M(β−1U [n− 1]) � M(U [n− 1])→M(U [n])→M(U [n+ 1]) ↪→M(γU [n+ 1]) = M(V [n])

n’est pas projectif en vertue de Lemme 3.2.1, puisque Soc(M(S[n])) ↪→ M(S[n]) → M(V [n]) n’est pas nul.
Dans ce composé, les deux morphismes

M(U [n− 1])→M(U [n]) et M(U [n])→M(U [n+ 1])
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définis dans D́efinition 1.6.6 sont irŕeductibles.
(4) On a vu que Ext1A(S1, S1) = 0;

Ext1A(S1,M(U)) = HomA(S1,Ω−1M(U)) = HomA(S1, S1) 6= 0

carS1 n’est pas projectif;

Ext1A(S1,M(V )) = HomA(S1,Ω−1M(V )) = HomA(S1,M(U)) 6= 0

car il existe une injectiońevidente deS1 àM(U) qui n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
(5) On a vu que Ext1A(M(S[1]),M(S[1])) = 0;

Ext1A(M(S[1]),M(U [1])) = HomA(M(S[1]),Ω−1M(U [1])) = HomA(M(S[1]),M(S[1])) 6= 0

carM(S[1]) n’est pas projectif;

Ext1A(M(S[1]),M(V [1])) = HomA(M(S[1]),Ω−1M(V [1])) = HomA(M(S[1]),M(U [1])) 6= 0

car il existe une surjectiońevidente deM(S[1]) àM(U [1]) qui n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
(6) on peut supposerM = S1. Alors il est facile de voir que

Ext1A(S1,M(U [1])) = HomA(S1,M(S[1])) 6= 0, Ext1A(M(U [1]), S1) = HomA(M(V [1]), S1) 6= 0

Ext1A(S1,M(V [1])) = HomA(S1,M(U [1])) = 0, Ext1A(M(V [1]), S1) = HomA(M(S[1]), S1) = 0

Ext1A(S1,M(S[1])) = HomA(S1,M(V [1])) = 0, Ext1A(M(S[1]), S1) = HomA(M(U [1]), S1) = 0

où les deux premières ińegalit́es d́ecoulent de Lemme 3.2.1 et les quatres dernièreségalit́es sont vraies en regardant
les socles et les têtes. On en d́eduit les possibilit́esM1 ⊕M2 = S1 ⊕M(V [1]) ouM1 ⊕M2 = S1 ⊕M(S[1]).

SiM1 = S1,M2 = M(V [1]). Notons

S1

f
� M(V [1]) = M((γαβ)s−1γαγ−1) =

1 γ77

0
α77

0 β77

1 77

...

1 γ77

77

0
α77 1

0
γ

��

__�
�

�
�__

et

S1

g
� M(V [1]) = M((γαβ)s−1γαγ−1) =

1 γ77

0
α77

0 β77

1 77

...

1 γ77

77

0
α77 1

0
γ

��

__�
�

�
�

__
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et

M(V [1]) =

1 γ77

0
α77

0 β77

1 77

...

1 γ77

77

0
α77 1

0
γ

��

_ _�
�
�

�
�
�

_ _

η→M(V [1]) =

1 γ77

0
α77

0 β77

1 77

...

1 γ77

77

0
α77 1

0
γ

��

_ _�
�
�

�
�
�_ _

Lemme 3.2.1 implique quef, g, η 6= 0. On voit que

HomA(S1,M(V [1])) = 0 et HomA(M(V [1]), S1) = kf ⊕ kg

En plus
EndA(M(V [1])) = kId⊕ kη,

car tout autre morphisme explicite deM(V [1]) à lui-même est de cœur(γαβ)iγα avec0 ≤ i ≤ s− 2 et factorise
parP0 via

M(V [1]) ↪→ P0 � M((βγα)i+1) ↪→M(V [1]).

On vérifie queηf = g et on obtient que EndA(M ⊕N) est isomorphèa l’algèbre II5.

"!
# 

�• •
······6

i ii

f
η

QuandM1 = S1,M2 = M(S[1]), notons

S1
f ′

↪→M(S[1]) =

0 α<<β
��

1 0 β<<

1 γ<<

0
;;

...
;;

0 α<<

0 β<<

1

__�
�

�
�__
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et

S1
g′

↪→M(S[1]) =

0 α<<β
��

1 0 β<<

1 γ<<

0
;;

...
;;

0 α<<

0 β<<

1
__�
�

�
�

__
Similairement on montre que

HomA(S1,M(S[1])) = kf ′ ⊕ kg′, HomA(M(S[1]), S1) = 0

et
EndA(M(S[1])) = kId⊕ kε

On vérifie quef ′ε = g′ et on obtient que EndA(M ⊕N) est isomorphèa l’algèbre II4.

"!
# 

-• •
······6

i ii

f ′
ε

2

On traite maintenant les composantes de typeZA∞∞.

Proposition 3.5.4 Pour tout moduleM ∈ Q(ΩS0) ∪Q(S0), Ext1A(M,M) 6= 0.

Démonstration Comme ces deux composantes sontΩ-isomorphes, tout module dansQ(ΩS0) ∪ Q(S0) est un
syzygy de certainM([n]1(0,−1)) pourn ∈ Z. On va montrer que pour toutn ∈ Z,

Ext1A(M([n]1(0,−1)),M([n]1(0,−1))) 6= 0

Si n ≥ 1,

[n]1(0,−1) = (((βγα)s−1βγ)−1α)n = (((βγα)s−1βγ)−1α)n−1(αβγ)−(s−1)γ−1β−1α

et on obtient que
Ω([n]1(0,−1)) = (((βγα)s−1βγ)−1α)n−1(αβγ)−(s−1)γ−1.

On voit donc que le morphisme expliciteΩ(M([n]1(0,−1))) ↪→ M([n]1(0,−1)) n’est pas projectif en vertu de
Lemme 3.2.1.

Si n < 0,
[n]1(0,−1) = ((βγα)s−1βγα−1)−n

et
Ω([n]1(0,−1)) = ((βγα)s−1βγα−1)−n(βγα)s−1βγ((γαβ)s−1γα)−1.

On voit donc que le morphisme expliciteΩ(M([n]1(0,−1))) � M([n]1(0,−1)) n’est pas projectif en vertu de
Lemme 3.2.1.

L’in égalit́e Ext1A(S0, S0) 6= 0 estévident gr̂aceà l’existence deα.
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2

Proposition 3.5.5 PourM ∈ Q(α)∪ΩQ(α), Ext1A(M,M) = 0⇔M = Ωi(M(α)) pour certaini ∈ Z. En plus,
si tel est le cas, EndA(M) = k[ε]/ε2.

Démonstration Supposons d’abord ques ≥ 3. On n’a besoin de considérer que les cordes[n]α avecn ∈ Z.

(1) n = 0. Ω(α) = (γαβ)s−1γα((γαβ)s−1γ)−1 et donc Top(Ω(M(α))) = S1 ⊕ S1. on a donc que

Ext1A(M(α),M(α)) = HomA(Ω(M(α)),M(α)) = 0

(2) n = 1. Le morphisme explicite

Ω(M([1]α)) = M((γαβ)s−1) � M(γα) = M([1]α)

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

(3) n ≥ 2.
[n]α = [n− 2]((αβγ)s−1αβ)−1βγα) = Cα−1βγα

Ω([n]α) = D(γα(βγα)s−2)−1 = D(βγα)2−sα−1γ−1

pour des cordesC etD. Alors le morphisme

Ω(M([n]α)) = M(D(βγα)2−sα−1γ−1) � M(α−1γ−1) ∼= M(γα) ↪→M(Cα−1βγα) = M([n]α)

n’est pas projectif d’après Lemme 3.2.2. Ce morphisme explicite est illustré par

ΩM([2]α) =

1γ
��

0α
��

0
		
	

...
		
	

0β
��

0γ
��

· · ·
BBB

0α
��

0

_ _ _ _�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

_ _ _ _

→M([2]α) =

0 β<<α
|||

· · · 1 γ<<

0 α==

_ _ _ _�
�
�
�

�
�
�
�

_ _ _ _

En effet, le segment deΩ(M([n]α)) contenant le cœur est(βγα)2−sα−1γ−1 et celui deM([n]α) estβγα.
Selon Lemme 3.2.2, si ce morphisme etait projectif, la corde(βγα)2−sα−1γ−1β−1 contiendrait un chemin
maximal, ce qui est absurde.

(4) n = −1. [−1]α = β−1α et
Ω([−1]α) = α(βγα)s−1((γαβ)s−1γ)−1
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Le morphisme explicite de cœurS0

Ω(M([−1]α)) =

0
α77 1

γ��
0 β77 0

α��
1 γ77 0

β
��

0 77 1
��

�
...

77
· · ·

��
�

0
α77 1

γ��
0

__�
�

�
�

__

→M([−1]α) =
0

α77
β

��
1 0

__�
�

�
�

__

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3.

(5) n = −2. Alors [−2]α = (γαβ)s−1γαγ−1β−1α et Ω[−2]α = β−1(αβγ)s−1α((γαβ)s−1γ)−1. Le mor-
phisme explicite deΩM([−2]α) àM([−2]α) de cœurS0

0
β

�� α77 1
γ��

1 0 β77 0
α��

1 γ77 0
β

��
0 77 1

��
�

...
77

· · ·
��

�

0
α77 1

γ��
0

__�
�

�
�

__

→

1 γ77

0
α77

0 β77

1 77

...
77

0 γ77 0
β

�� α77

0
α77 1

γ��
0

0

__�
�

�
�

__

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3.

(6) Si n ≤ −3,

[n]α = Dαγ−1β−1α et Ω([n]α) = Eαγ−1β−1(αβγ)s−1α((γαβ)s−1γ)−1

Le morphisme explicite deΩM([n]α) àM([n]α) de cœurS0

0
β

�� α77 1
γ��

· · · 1
γ��

0 β77 0
α��

0
α==

1 γ77 0
β

��
0 77 1

��
�

...
77

· · ·
��

�

0
α77 1

γ��
0

__�
�

�
�

__

→

0
β

�� α77

· · ·
α==

1
γ��

0

0

__�
�

�
�__

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3.
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Supposons maintenant ques = 2. On voit facilement que(Ω−1α)−1 = [2]α[−1] et donc que pours, t ∈ Z,

Ω−1([s]α[t]) = [s]([2]α[−1])−1[t] = ([2 + t]α[−1 + s])−1

Il suffit donc de ne consid́erer que les cordes[n]α avecn ∈ N.

(1) n = 0. Ω(α) = γαβγα(γαβγ)−1 et donc Top(Ω(M(α))) = S1 ⊕ S1.

Ext1A(M(α),M(α)) = HomA(Ω(M(α)),M(α)) = 0

(2) n = 1. Le morphisme expliciteΩ(M([1]α)) = M(γαβ) � M(γα) = M([1]α) n’est pas projectif en vertu
de Lemme 3.2.1.

(3) si n = 2, le morphisme explicite

Ω(M([2]α)) =

1
γ��

0
α��

0

↪→M([2]α) =

0 β<<
α��

0
β

��
1 γ<<

1
γ��

0 α<<

0
α��

0

0
β

��
1

_ _ _ _�
�
�
�
�

�
�
�
�
�_ _ _ _

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

(4) si n = 3, [3]α = (Ω−3(α))−1. Comme ce que l’on a montré dans (1), le moduleM([3]α) est rigide.

(5) si n = 4, le morphisme explicite de cœurγ

Ω(M([4]α)) =

0 β77
α��

1
γ��

0
β

��
1 γ77 0

α��
1
γ��

0

0
α��

0
β

��
1

_ _�

�

�

�
_ _

→M([4]α) =

0 β77
α��

0
β

��
1 γ77

1
γ��

0
α77

1 γ77 0
α��

0

0

_ _�
�
�

�
�
�

_ _

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

(6) Pourn ≥ 5, [n]α = Eα−1βγα−1γ−1β−1α−1βγα et Ω([n]α) = F (αβγα)−1βγα−1γ−1 avecE etF des
cordes. Le morphisme explicite de cœurγ

Ω(M([n]α)) =

0 β77
α��

1
γ��

0
β

��
1 γ77 0

α��
1
γ��

0

· · ·
==

0
α��

0

_ _�

�

�

�
_ _

→M([n]α) =

0 β77
α��

0
β

��
1 γ77

0 β77
α��

1
γ��

0
α77

· · · 1 γ77 0
α��

0

0

_ _�
�
�

�
�
�_ _

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.
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2

Proposition 3.5.6 SoitC une corde minimale autre queα. Alors pour toutM ∈ Q(C), Ext1A(M,M) 6= 0.

On reporte la preuve de cette proposition (à partir de Proposition 3.5.12)vers la fin de cette section.
Compte tenu des4 propositions pŕećedentes, Th́eor̀eme 3.5.2 est́evidente. On calcule ensuite les algèbres des

endomorphismes stables.

Proposition 3.5.7 (iii+iii) SiM etN sont de type (iii) dans Th́eor̀eme 3.5.2, alors

Ext1A(M ⊕N,M ⊕N) = 0⇔M ∼= N

Démonstration On va montrer que

HomA(Ωn(M(α)),M(α)) = 0⇔ n ∈ {−2, 1}

et on en d́eduit donc que

Ext1A(Ωn(M(α))⊕M(α),Ωn(M(α))⊕M(α)) = 0⇔ n = 0

(1) CommeΩ−2(α) =

1 γ<<

0 α<<
1

γ��
0

, il est évident que HomA(Ω−2(M(α)),M(α)) = 0, car il n’existe pas

de morphismes explicites deΩ−2(M(α) àM(α). L’ égalit́e

HomA(Ω1(M(α)),M(α)) = Ext1A(M(α),M(α)) = 0

est d́ejà montŕee.

(2) Si n ≥ 1, le morphisme explicite

Ω2n(M(α)) == M([−n+ 1](β−1αβ)[−n+ 1]) =

0
α77β

��
· · · 0 β??

· · ·

_ _�
�
�

�
�
�

_ _ � M(α) =
0

α77

0

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

(3) Si n ≥ 2, le morphisme explicite

Ω−2n(M(α)) = M(Cβγαγ−1β−1αβD) � M(α)

avecC etD des cordes n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

Ω−2n(M(α)) =

0 β77
α��

· · · 1 γ77 0
α77

β
��

0
α77 1

γ��
0

β333

0 · · ·

_ _�
�
�

�
�
�_ _

� M(α) =
0

α77

0

(4) Le morphisme explicite

Ω3(M(α)) = M((αβγ)s−1α(αβγ)1−s) � M(α)

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
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(5) Si n ≥ 2, le morphisme

Ω2n+1(M(α)) = M([−n+ 2](β−1(αβγ)s−1α(αβγ)1−sβ)[−n+ 2]) � M(α)

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

(6) Le morphisme explicite

Ω−1(M(α)) = M(((βγα)s−1β)−1(αβγ)s−1αβ) � M(α)

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

(7) Si n ≥ 1, le morphisme explicite

Ω−2n−1M(α) = M([n− 1]((βγα)1−s(αβγ)s−1α)[n− 1]) � M(α)

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

2

Proposition 3.5.8 (i+iii) SiM1 est de type (i) etM3 de type (iii). Alors

Ext1A(M1⊕M3,M1⊕M3) = 0⇔ ∃i, n ∈ Z tel que(M1 = ΩiM(U) ouM1 = ΩiM(V )) etM3 = Ω3n+iM(α)

En plus siM1 = ΩiM(U) etM3 = Ω3n+iM(α), EndA(M1 ⊕M3) est isomorphèa l’algèbre II5 et siM1 =
ΩiM(V )etM3 = Ω3n+iM(α), EndA(M1 ⊕M3) est isomorphèa l’algèbre II4.

Démonstration Il est facile de voir que

Ext1A(M(α),M(U)) = HomA(M(α), S1) = 0 = HomA(M(α),M(U)) = Ext1A(M(α),M(V ))

car il n’existe pas de morphismes explicites deM(α) àS1 ni deM(α) àM(U).

Ext1A(M(α), S1) = HomA(M(α),M(V )) 6= 0

car il existe une injectiońevidenteM(α) ↪→ M(V ) qui n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1. On obtient
aussi que

Ext1A(M(V ),M(α)) = HomA(S1,M(α)) = 0 = HomA(M(V ),M(α)) = Ext1A(M(U),M(α))

car il n’existe pas de morphismes explicites deS1 àM(α) ni deM(V ) àM(α).

Ext1A(S1,M(α)) = HomA(M(U),M(α)) 6= 0

car il existe une surjectiońevidenteM(U) � M(α) qui n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1. Comme les
modulesM(U),M(V ), S1 sont ṕeriodique de ṕeriode3, on obtient le ŕesultat voulu.

Calculons maintenant EndA(Ωi(M(V ))⊕ Ω3n+iM(α)) = EndA(M(V )⊕M(α)). Notons

M(α) =
0

α77

0

f
↪→M(V ) =

1 γ77

0
α77

0 β77

1 77

...

1 γ77

77

0
α77

0

_ _�
�
�

�
�
�

_ _
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M(α) =
0

α77

0

__�
�

�
�

__ g→M(V ) =

1 γ77

0
α77

0 β77

1 77

...

1 γ77

77

0
α77

0
__�
�

�
�__

ε : M(α) =
0 α<<

0

__�
�

�
�

__ →
0 α<<

0
__�
�

�
�__

Le morphisme explicitef n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1 etg 6= 0 6= ε grâceà Lemme 3.2.3. On
obtient que

HomA(M(α),M(V )) = kf ⊕ kg et EndA(M(α)) = kId⊕ kε

On a vu que HomA(M(V ),M(α)) = 0 et EndA(M(V )) = kId. On v́erifie queεf = g et on obtient donc que
EndA(M(α)⊕M(V )) est isomorphèa l’algèbre II5.

"!
# 

�• •
······6

i iii

f
ε

Calculons maintenant EndA(Ω3n+iM(α)⊕ Ωi(M(U))) = EndA(M(α)⊕M(U)). Notons

M(U) =

0
α77

0 β77

1 γ77

0 77

...

0
α77

77

0 β77

1

_ _�
�
�

�
�
�_ _

f ′

� M(α) =
0

α77

0
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M(U) =

0
α77

0 β77

1 γ77

0 77

...

0
α77

77

0 β77

1

__�
�

�
�

__

g′

� M(α) =
0

α77

0
__�
�

�
�

__

Le morphisme explicitef ′ n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1 etg′ 6= 0 grâceà Lemme 3.2.3. On obtient
que

HomA(M(U),M(α)) = kf ′ ⊕ kg′ et EndA(M(α)) = kId⊕ kε

On a vu que HomA(M(α),M(U)) = 0 et EndA(M(U)) = kId. On v́erifie quef ′ε = g′ et on obtient donc
EndA(M(α)⊕M(U)) est isomorphèa l’algèbre II4.

"!
# 

-• •
······6

i iii

f ′
ε

2

Proposition 3.5.9 (ii+iii) SiM2 est de type (ii) etM3 de type (iii). Alors

Ext1A(M2 ⊕M3,M2 ⊕M3) = 0⇔ ∃i, n ∈ Z tel queM2 = Ωi(M(U [1])) etM3 = Ω3n+i(M(α))

et tel est le cas, EndA(M2 ⊕M3) est isomorphèa l’algèbre II6.

Démonstration Il est facile de voir que

Ext1A(M(α),M(U [1])) = HomA(M(α),M(S[1])) = 0, Ext1A(M(α),M(V [1])) = HomA(M(α),M(U [1])) 6= 0

Ext1A(M(α),M(S[1])) = HomA(M(α),M(V [1])) 6= 0, Ext1(V [1],M(α)) = Hom(S[1],M(α)) 6= 0

Ext1(M(U [1]),M(α)) = HomA(M(V [1]),M(α)) = 0, Ext1(S[1],M(α)) = Hom(U [1],M(α)) 6= 0

On obtient donc que pourM2 de type (ii),

Ext1A(M(α)⊕M2,M(α)⊕M2) = 0⇔M2
∼= M(U [1]).

Si on note

ε : M(α) =
0

<<

0

__�
�

�
�__ →M(α) =

0
<<

0
__�
�

�
�

__
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M(U [1]) =

0
α77

0 β77

1 γ77

0 77

...

0
α77

77

0
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η→M(U [1]) =
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α77

0 β77

1 γ77
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M(U [1]) =

0
α77
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0
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� M(α) =
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M(U [1]) =
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� M(α) =
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α77
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M(α) =
0

α77

0

g
↪→M(U [1]) = (αβγ)s−1α =

0
α77

0 β77

1 γ77

0 77

...

0
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77
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M(α) =
0

α77

0

__�
�

�
�__ g′→M(U [1]) =

0
α77

0 β77

1 γ77

0 77

...

0
α77

77

0
__�
�

�
�__

On voit que
HomA(M(U [1]),M(α)) = kf ⊕ kf ′, HomA(M(α),M(U [1])) = kg ⊕ kg′

EndA(M(α)) = kId⊕ kε, EndA(M(U [1])) = kId⊕ kη

On vérifie quefg′ = η, fε = f ′, εg = g′, gf = 0 et on a aussi quefg = g ◦ f = 0, carg ◦ f factorise parP0 via

M(U [1]) ↪→ P0 �

0 β77

1 γ77

0
α77

0

↪→M(U [1])

On en d́eduit que l’alg̀ebre EndA(M(U [1])⊕M(α)) est isomorphèa II6

"!
# 

-• •�
······6

ii iii

...
...

f

g
ε

2

Proposition 3.5.10 (i+ii+iii) SiM1 est de type (i),M2 de type (ii) etM3 de type (iii). Alors Ext1A(M1 ⊕M2 ⊕
M3,M1 ⊕M2 ⊕M3) = 0⇔ ∃i, n ∈ Z tels que(M1 = Ωi(M(U)) ouM1 = Ωi(M(V ))),M2 = Ωi(M(U [1]))
etM3 = Ω3n+i(M(α)).

SiM1 = Ωi(M(U)),M2 = Ωi(M(U [1])) etM3 = Ω3n+i(M(α)), EndA(M1 ⊕M2 ⊕M3) est isomorphèa
III12. et siM1 = Ωi(M(V )),M2 = Ωi(M(U [1])) etM3 = Ω3n+i(M(α)), EndA(M1 ⊕M2 ⊕M3) est III13.

Démonstration Proposition 3.5.9 montre qu’il existei, n ∈ Z tels que

M2 = Ωi(M(U [1])) et M3 = Ω3n+i(M(α));

Proposition 3.5.3 montre que siM2 = Ωi(M(U [1])), alors

M1 = Ωi(M(U)) ou M1 = Ωi(M(V ));

Proposition 3.5.8 montre que (M1 = Ωi(M(U)) ouM1 = Ωi(M(V ))) etM3 = Ω3n+i(M(α)) sont compatibles,
c’est-̀a-dire que leur somme est encore rigide.
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Regardons maintenant EndA(M1 ⊕M2 ⊕M3). Supposons d’abord queM1 = M(U), M2 = M(U [1]) et
M3 = M(α). Regardons les morphismes explicites introduits dans la preuve de Proposition 3.5.9:

f : M2 = M(U [1]) � M3 = M(α), g : M3 = M(α) ↪→M2 = M(U [1])

ε : M3 = M(α)→M3 = M(α), η : M2 = M(U [1])→M2 = M(U [1])

et notons
l : M1 = M(U) � M(α)

qui est le morphisme explicitef ′ introduits dans la preuve de Proposition 3.5.8 et

h : M1 = M(U)→M2 = M(U [1])

qui est le morphisme irréductible deM(U) àM(U [1]) et qui engendre HomA(M(U),M(U [1])).
Proposition 3.5.9 montre que l’algèbre EndA(M(U [1])⊕M(α)) est II6

"!
# 

-• •�
······6

ii iii

...
...

f

g
ε

Proposition 3.5.3 montre que l’algèbre EndA(M1 ⊕M2) est II4

"!
# 

-• •
······6

i ii

h
η

et Proposition 3.5.8 montre que l’algèbre EndA(M1 ⊕M3) est II4

"!
# 

-• •
······6

i iii

l
ε

On vérifie quehf = l etη = fεg. cela montre que l’alg̀ebre EndA(M1 ⊕M2 ⊕M3) est II12

-• • •-

6"!
# 

······�
...

...
h f

g

ε

i ii iii

L’autre casM1 = M(V ), M2 = M(U [1]) etM3 = M(α) se fait similairement et on obtient que l’algèbre
EndA(M1 ⊕M2 ⊕M3) est II13.

2

On arrive au th́eor̀eme principal de cette setion qui résume ce que l’on a montré ci-dessus.
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Théorème 3.5.11SoitM un module sans auto-extensions non-triviales surD(2A)s(0) avecs ≥ 2. Alors
(1)M a au plus trois facteurs indécomposables non-projectifs non-isomorphes.
(2) EndA(M) est ind́ecomposable.
(3) EndA(M) estéquivalente au sens de Moritaà l’une des7 algèbres suivantes:

I1 "!
# 

• •I2
······6

II4 "!
# 

-• •
······6

II5 "!
# 

�• •
······6

II6 "!
# 

-• •�
······6

...
...

II12 -• • •-

6"!
# 

······�
...

...

III13 �• • •-

6"!
# 

······�
...

...

Maintenant on montre Proposition 3.5.6. On décrit d’abord les cordes minimales.

Proposition 3.5.12 SoitC = C1C2 · · ·Cn une corde. Si la cordeC est une corde minimale, alors

(1) C1 commence par l’une des flèchesα, α−1, β ouγ−1 etCn termine par l’une des fl̀echesα, α−1, β−1 ou
γ

(2) Si n ≥ 2, |C1|, |Cn| ≤ 3s− 3; si n = 1, |C| ≤ 3s− 4.
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Démonstration Si C1 est directe et commence parγ, alors|[1]C| < |C|(voir Définition 1.6.6); siC1 est inverse
et commence parβ−1, alors|[−1]C| < |C|; si Cn est directe et termine parβ, alors|C[−1]| < |C|; si Cn est
inverse et termine parγ−1, alors|C[1]| < |C|. Cela montre la ńecessit́e de (1).

Supposons quen ≥ 2. Si |C1| = 3s−1, alors siC1 est directe,|[1]C| < |C| et siC1 est inverse,|[−1]C| < |C|.
Si |Cn| = 3s − 1, alors siCn est directe,|C[−1]| < |C| et siCn est inverse,|C[−1]| < |C|. Supposons que
|C1| = 3s− 2. Alors siC1 est directe, alorsC1 commence parα etC1 = (αβγ)s−1α; siC1 est inverse, alorsC1

commence parα−1 etC1 = ((αβγ)s−1α)−1. Car siC1 était directe de première fl̀echeβ, alorsC1 = (βγα)s−1β
et commet(β) = 1, n = 1; si C1 était inverse de première fl̀echeγ−1, alorsC1 = ((γαβ)s−1γ)−1 et comme
s(γ) = 1, n = 1. Or, siC1 = (αβγ)s−1α, [1]C = γC1C2 · · ·Cn = γ(αβγ)s−1αC2 · · ·Cn et donc|[2]C| < |C|;
siC1 = ((αβγ)s−1α)−1, [−1]C = β−1C1C2 · · ·Cn = β−1((αβγ)s−1α)−1C2 · · ·Cn et donc|[−2]C| < |C|.

Supposons quen = 1. On peut supposer queC soit directe. Si|C| = 3s− 2, alors siC est directe,[1](C[−1])
n’existe pas et siC est inverse,[−1](C[1]) n’existe pas. Si|C| = 3s− 3, alorsC = (βγα)s−1 ouC = (αβγ)s−1,
mais on v́erifie que(βγα)s−1, (αβγ)s−1 ∈ ΩQ(S0).

2

SoitC = C1 une corde minimale que l’on peut supposer directe. Alors d’après la proposition préćedente,C
est parmi les cordes suivante:

(αβγ)i, 1 ≤ i ≤ s− 2; (αβγ)iα, 0 ≤ i ≤ s− 2; (βγα)i, 1 ≤ i ≤ s− 2; (βγα)iβγ, 1 ≤ i ≤ s− 2

Constatons queΩQ(α) = Q((αβγ)s−2α), puisqueΩ((αβγ)s−2α) = [−2]α−1. Cela implique que l’on n’a
besoin de consid́erer que les cordes minimales suivantes

(αβγ)i, 1 ≤ i ≤ s− 2, (αβγ)iα, 1 ≤ i ≤ s− 3, (βγα)i, 1 ≤ i ≤ s− 2, (βγα)iβγ, 1 ≤ i ≤ s− 2

Lemme 3.5.13SoitC = (αβγ)i avec1 ≤ i ≤ s− 2. Alors pour toutM ∈ Q(C), Ext1A(M,M) 6= 0

Démonstration Il suffit de consid́erer les modulesM(C[n]) avecn ∈ Z, puisque tout module dansQ(C) est un
syzygy d’un certainM(C[n]) avecn ∈ Z. Proposition 1.4.6 et Proposition 1.6.11 montre que

ΩM(C[n]) ∼= M(ΩC[n]) ∼= M((ΩC)[n])

On va utiliser souvent implicitement ce fait dans la suite.
Si n = 0,

ΩC = (γαβ)s−1γα((βγα)s−i−1βγ)−1

et le morphisme explicite deΩM(C) àM(C) de cœurβγ

1 γ<<
0

β
��

0 α<<
1

γ��
0 β<<

0
α��

1
;;

0
		
	

...
;;

...
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1

γ��
0
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1 γ<<
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...
;;
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0 β<<

1 γ<<

0

_ _ _ _�
�
�
�
�

�
�
�
�
�_ _ _ _



D(2A)s(c) avec s ≥ 2 et c = 0 76

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2. En effet, suivant les notations de ce lemme 3.2.2,E = βγ, C ′i =
((αβγ)s−i−1)−1, D′

j = (αβγ)i−1α etD′
jEC

′−1
i = (αβγ)i−1αβγ(αβγ)s−i−1 = (αβγ)s−1 ne contient aucun

chemin maximal.
Sin > 0, ΩC[n] = (γαβ)s−1γα((αβγ)s−i)−1βD avecD une corde et le morphisme explicite deΩM(C[n])

àM(C[n]) de cœurαβγ
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n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.
Si n < 0, C[n] = (C[−1])[n+ 1] = (αβγ)iαγ−1E etΩC[n] = (γαβ)s−1γα((βγα)s−i−1βγ)−1αF avecE

etF des cordes. Le morphisme explicite deΩM(C[n]) àM(C[n]) de cœurβγα

1 γ<<
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n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.

2

Lemme 3.5.14SoitC = (αβγ)iα avec1 ≤ i ≤ s− 3. Alors pour toutM ∈ Q(C), Ext1A(M,M) 6= 0

Démonstration Il suffit de consid́erer les modulesM(C[n]) avecn ∈ Z, puisque tout module dansQ(C) est un
syzygy d’un certainM(C[n]) avecn ∈ Z.
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Si n = 0, ΩC = (γαβ)s−1γα((γαβ))s−i−1γ)−1 et le morphisme explicite deΩM(C) àM(C) de cœurγα
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n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2. En effet, suivant les notations de ce lemme 3.2.2,E = γα, C ′i =
((βγα)s−i−2βγ)−1,D′

j = (αβγ)i−1αβ etD′
jEC

′−1
i = (αβγ)i−1αβγα(βγα)s−i−2βγ = (αβγ)s−1 ne contient

aucun chemin maximal.
Si n > 0, C[n] = (αβγ)iαγ−1D et ΩC[n] = (γαβ)s−1γα(βγα)s−i−1βγ)−1αE avecD etE des cordes.

Commes− i− 1 ≥ 2, le morphisme explicite deΩM(C[n]) àM(C[n]) de cœurβγα
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n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.
Si n = −1, C[−1] = (αβγ)iαβ et ΩC[−1] = (γαβ)s−1γα((αβγ)s−i−1)−1. Le morphisme explicite de
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ΩM(C[−1]) àM(C[−1]) de cœurαβ
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n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.
Si n < −1, C[n] = (C[−1])[n+ 1] = (αβγ)i+1α−1F etΩC[n] = (γαβ)s−1γα((αβγ)s−i−1)−1βG avecF

etG des cordes. Commes− i− 1 ≥ 2, le morphisme explicite deΩM(C[n]) àM(C[n]) de cœurβγα
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n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.

2

Lemme 3.5.15SiC = (βγα)iβγ avec0 ≤ i ≤ s− 2, alors pour toutM ∈ Q(C), Ext1A(M,M) 6= 0.

Démonstration On consid̀ere les cordesC[n] avecn ∈ Z, puisque tout module dansQ(C) est un syzygy d’un
certainM(C[n]) avecn ∈ Z.

Si n ≥ 0, C[n] = (βγα)iβγD où |D| = 0 ouD commence parα−1 et

ΩC[n] = (βγα)s−1βγα−1E = (βγα)iβγα(βγα)s−i−2βγα−1E

avecE une corde. Alors le morphisme explicite

ΩM(C[n]) � M((βγα)iβγ) ↪→M(C[n])
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n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
Si n < 0, C[n] = (βγα)i+1γ−1F et ΩC[n] = (βγα)s−1βγα−1G = (βγα)i+1(βγα)s−i−2βγα−1G avecF

etG des cordes. Alors le morphisme explicite

ΩM(C[n]) � M((βγα)i+1) ↪→M(C[n])

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

2

Lemme 3.5.16SiC = (βγα)i avec1 ≤ i ≤ s− 2, alors pour toutM ∈ Q(C), Ext1A(M,M) 6= 0.

Démonstration On consid̀ere les cordesC[n] avecn ∈ Z.
Si n ≥ 0, C[n] = (βγα)iD où |D| = 0 ouD commence parγ−1 et

ΩC[n] = (βγα)s−1βγα−1E = (βγα)i(βγα)s−i−1βγα−1E

avecE une corde. Alors le morphisme explicite

ΩM(C[n]) � M((βγα)i) ↪→M(C[n])

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
Si n < 0, C[n] = (βγα)iβF où |F | = 0 ouF commence parγα−1 et

ΩC[n] = (βγα)s−1βγG = (βγα)iβγα(βγα)s−i−2βγG

avecG une corde. Alors sin = −1, le morphisme explicite

ΩM(C[n]) � M((βγα)iβ) ↪→M(C[n])

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1 et sin < −1, le morphisme explicite

ΩM(C[n]) � M((βγα)iβγ) ↪→M(C[n])

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

2

SoitC = C1C2 · · ·Cn une corde minimale avecn ≥ 2. Supposons d’abord queC1 soit directe. AlorsC1 est
parmi les cordes suivantes:

(αβγ)i, 1 ≤ i ≤ s− 2; (αβγ)iα, 0 ≤ i ≤ s− 2; (βγα)i£¬1 ≤ i ≤ s− 2; (βγα)iβγ£¬0 ≤ i ≤ s− 2

Comme dans une composanteQ(C), on n’a besoin de considerer les cordesC[n] dont les premiers segments
sontC1. Dans la suite, on va traiter toutes les cordes non périodiques qui ne sont pas dansQ(S0) ∪ ΩQ(S0) ∪
Q(α) ∪ ΩQ(α) et dont les premiers segments sont parmi les cordes ci-dessus, i.e. les cordes non périodiques
C = C1 · · ·Cn telles queC1 soit parmi les cordes

(αβγ)i, 1 ≤ i ≤ s− 1; (αβγ)iα, 0 ≤ i ≤ s− 2; (βγα)i£¬1 ≤ i ≤ s− 1; (βγα)iβγ£¬0 ≤ i ≤ s− 2

D’après Proposition 1.4.6,ΩC = D = D0D1 · · ·DnDn+1.

Lemme 3.5.17SoitC = C1 · · ·Cn une corde non ṕeriodique qui n’est pas dansQ(S0)∪ΩQ(S0)∪Q(α)∪ΩQ(α).
SiC1 = α, alors Ext1A(M(C),M(C)) 6= 0.
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Démonstration Supposons que Ext1
A(M(C),M(C)) = 0. NotonsΩC = D = D0D1 · · ·Dn+1. AlorsD0 =

(γαβ)s−1γα etD1 = ((βγα)s−1βγ)−1.
Si |D2| > 1, i.e.D2 = αβD′

2 avecD′
2 une corde, alors le morphisme explicite de cœurα deM(D) àM(C)
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n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1. On obtient donc queD2 = α et C2 = ((βγα)s−1βγ)−1. Si
D3 6= ((βγα)s−1βγ)−1, alorsC1C2 = α((βγα)s−1βγ)−1 = D2D3C

′
2 avec|C ′2| > 0. Le morphisme explicite

M(D) = M(D0D1D2D3 · · ·Dn+1) � M(D2D3) ↪→M(D2D3C
′
2C3 · · ·Cn) = M(C)

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1. On en déduit queD3 = ((βγα)s−1βγ)−1 et donc queC3 = α.
On montre par ŕecurrence que pour que Ext1

A(M(C),M(C)) = 0, C2i−1 = α etC2i = ((βγα)s−1βγ)−1

pour touti ≥ 1. Cela signifie queC serait une corde infinie, ce qui est absurde.

2

Lemme 3.5.18SoitC = C1 · · ·Cn une corde non ṕeriodique qui n’est pas dansQ(S0)∪ΩQ(S0)∪Q(α)∪ΩQ(α).
SiC1 = (αβγ)i avec1 ≤ i ≤ s− 2, alors Ext1A(M(C),M(C)) 6= 0.

Démonstration CommeΩC = D = D0D1 · · ·Dn+1 où D0 = (γαβ)s−1γα et òu D1 = ((αβγ)s−i)−1, le
morphisme explicite de cœurαβγ deM(D) àM(C)
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n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.



D(2A)s(c) avec s ≥ 2 et c = 0 81

2

Lemme 3.5.19SoitC = C1 · · ·Cn une corde non ṕeriodique qui n’est pas dansQ(S0)∪ΩQ(S0)∪Q(α)∪ΩQ(α).
SiC1 = (αβγ)s−1, alors Ext1A(M(C),M(C)) 6= 0.

Démonstration Constatons queΩC = D = D0D1 · · ·Dn+1 avecD0 = (γαβ)s−1γα etD1 = (αβγ)−1.
SiC2 = α−1, alorsD2 = (βγα)s−1βγ. Supposons que Ext1

A(M(C),M(C)) = 0. SiC3 6= (βγα)s−1βγ ou
(C3 = (βγα)s−1βγ etn = 3), alors

D1D2 = γ−1β−1α−1(βγα)s−1βγ = γ−1β−1C2C3D
′
2

oùD′
2 est de longueur nulle sin = 3 et est directe sin > 3. Le morphisme explicite

M(D) = M(γ−1β−1C2C3D
′
2D3 · · ·Dn+1) � M(C2C3) ↪→M(C1C2 · · ·Cn) = M(C)

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1. On obtient quen > 3 etC3 = (βγα)s−1βγ. DoncD3 = α−1. Si
C4 6= α−1, alors

C2C3C4 = α−1(βγα)s−1βγα−1C ′4

avec|C ′4| > 0 et
D1D2D3 = γ−1β−1α−1(βγα)s−1βγα−1

Le morphisme explicite
M(D) � M(α−1D2D3) ∼= M(C2C3α

−1) ↪→M(C)

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1. On obtient queC4 = α−1. On montre par ŕecurrence que pour que
Ext1A(M(C),M(C)) = 0, C2i = α−1 etC2i−1 = (βγα)s−1βγ pour touti ≥ 1. Cela signifie queC serait une
corde infinie, ce qui est absurde.

SiC2 6= α−1, alors pour que le morphisme explicite deM(D) àM(C)
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ne soit pas projectif, il faut que|C2| ≥ 3s−2, d’apr̀es Lemme 3.2.2. Si|C2| = 3s−1, alorsC2 = ((γαβ)s−1γα)−1

etn = 2.Alors
C = (αβγ)i((γαβ)s−1γα)−1 = (αβγ)i−1αβγ((γαβ)s−1γα)−1

et
D = (γαβ)s−1γαγ−1β−1α−1β

Le morphisme explicite

M(D) � M((γαβ)s−1γαγ−1β−1α−1) ∼= M(αβγ((γαβ)s−1γα)−1) ↪→M(C)
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n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1. Si|C2| = 3s − 2, i.e. C2 = ((αβγ)s−1α)−1, alorsD2 = βγ. Si
|D3| < 3s− 2, alorsC2 = D3C

′
2 avec|C ′2| > 0 et donc

C1C2 = (αβγ)i((αβγ)s−1α)−1 = (αβγ)iαD2D3C
′
2

Le morphisme explicite

M(D) = M(D0D1D2D3 · · ·Dn+1) � M(D2D3) ↪→M((αβγ)i−1αD2D3C
′
2C3 · · ·Cn) = M(C)

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1. Si|D3| = 3s − 1, i.e. D3 = ((γαβ)s−1γα)−1, alors|C3| = 0 et
n = 2.

D = D0D1D2D3 = (γαβ)s−1γα(αβγ)−1βγ((γαβ)s−1γα)−1 = [−2]α−1[−2] ∈ Q(α)

Si |D3| = 3s− 2 D−1
3 = (αβγ)s−1α = C1α. Le morphisme explicite

M(D) = M(D0D1D2α
−1C−1

1 D4 · · ·Dn+1) � M(C1) ↪→M(C1 · · ·Cn) = M(C)

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

2

Lemme 3.5.20SoitC = C1 · · ·Cn une corde non ṕeriodique qui n’est pas dansQ(S0)∪ΩQ(S0)∪Q(α)∪ΩQ(α).
SiC1 = (αβγ)iα avec1 ≤ i ≤ s− 2, alors Ext1A(M(C),M(C)) 6= 0.

Démonstration CommeΩC = D = D0D1 · · ·Dn+1 avecD0 = (γαβ)s−1γα etD1 = ((βγα)s−i−1βγ)−1. Le
morphisme explicite de cœurβγα deM(D) àM(C)
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n’est pas projectif, d’après Lemme 3.2.2.

2

Lemme 3.5.21SoitC = C1 · · ·Cn une corde non ṕeriodique qui n’est pas dansQ(S0)∪ΩQ(S0)∪Q(α)∪ΩQ(α).
SiC1 est directe et commence parβ telle que|C1| ≤ 3s− 3, alors Ext1A(M(C),M(C)) 6= 0.

Démonstration CommeD0 = (βγα)s−1βγ = C1D
′
0 avec|D′

0| > 0, le morphisme explicite

M(D) = M(C1D
′
0D2 · · ·Dn+1) � M(C1) ↪→M(C1 · · ·Cn) = M(C)

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
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2

Consid́erons maintenant les cordesC = C1 · · ·Cn avecn ≥ 2 non ṕeriodique qui ne sont pas dansQ(S0) ∪
ΩQ(S0) ∪Q(α) ∪ ΩQ(α) telle queC1 soit parmi les cordes suivantes:

(αβγ)−i, 1 ≤ i ≤ s− 1; ((αβγ)iα)−1, 0 ≤ i ≤ s− 2; (βγα)−i, 1 ≤ i ≤ s− 1; ((βγα)iβγ)−1, 1 ≤ i ≤ s− 2

Lemme 3.5.22SiC1 = α−1, alors Ext1A(M(C),M(C)) 6= 0.

Démonstration Supposons que Ext1
A(M(C),M(C)) = 0. Ω(C) = D0 · · ·Dn+1 avecD1 = (γαβ)s−1γ.

EcrivonsC2 = βE pour une cordeE.
SiC2 6= (βγα)s−1βγ, alorsD1 = ED′

1 avec|D′
1| > 0. Le morphisme explicite

M(D) = M(EFD2 · · ·Dn+1) � M(E) ↪→M(C1βEC3 · · ·Cn) = M(C)

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1. On a montré donc queC2 = (βγα)s−1βγ. Sin = 2, alors

C = C1C2 = α−1(βγα)s−1βγ = 1(0,1)[1] ∈ Q(S0)

et on a donc quen > 2. SiC3 6= α, alorsC3 = αC ′3 avec|C ′3| > 0.

C2C3 = (βγα)s−1βγαC ′3 = β(γαβ)s−1γα−1C ′3 = βD1D2C
′
3

Le morphisme explicite de cœurD1D2 deM(D) àM(C)
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n’est pas projectif, d’après Lemme 3.2.1. On obtient donc queC3 = α−1. On montre par ŕecurrence queC2i−1 =
α−1 etC2i = (βγα)s−1βγ pouri ≥ 1. Cela signifie queC serait de longueur infinie, ce qui est absurde.

2

Lemme 3.5.23SiC1 = (αβγ)−i avec1 ≤ i ≤ s− 1, alors Ext1A(M(C),M(C)) 6= 0.
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Démonstration AlorsD1 = (βγα)s−i−1βγ et le morphisme explicite deM(D) àM(C)

0 β<<

1 γ<<

0 α<<

0
;;

...
;;

1 β<<

0 γ<<
· · ·
α|||

0

__�
�

�
�

__

→

0
α��

βBBB

0
β

��
· · ·

1
γ��

0
		
	

...
		
	

0
α��

0
β

��
1

γ��
0

__�
�

�
�

__

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3.

2

Lemme 3.5.24SiC1 = ((αβγ)iα)−1 avec1 ≤ i ≤ s− 2, alors Ext1A(M(C),M(C)) 6= 0.

Démonstration C1 = ((αβγ)iα)−1 = α−1γ−1((αβγ)i−1αβ)−1 etD1 = γαβγ(αβγ)s−i−2. Le morphisme
explicite de cœurγα deM(D) àM(C)

1 γ<<

0 α<<

0 β<<

1 γ<<

0
;;

...
;;

0 α<<

0 β<<

1 γ<<
· · ·
γ|||

0

_ _ _ _�
�
�
�
�

�
�
�
�
�_ _ _ _

→

0
α�� BBB

0
β

��
· · ·

1
γ��

0
		
	

...
		
	

0
α��

0
β

��
1

γ��
0

α��
0

_ _ _ _�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

_ _ _ _

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.

2

Lemme 3.5.25SiC1 = βγ, alors Ext1A(M(C),M(C)) 6= 0.
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Démonstration D1 = (βγα)s−1 et le morphisme explicite de cœurS0 deM(D) àM(C)

0 β<<

1 γ<<

0 α<<

0
;;

...
;;

0 β<<

1 γ<<

0 α<<
· · ·

|||
0

__�
�

�
�

__

→

0
β

��
αBBB

1
γ��

· · ·

0
__�
�

�
�__

n’est pas projectif, d’après Lemme 3.2.3.

2

Lemme 3.5.26SiC1 = (βγα)1−s, alors Ext1A(M(C),M(C)) 6= 0.

Démonstration Si n = 2 etC2 = (αβγ)s−1α, alorsC = C1C2 = (βγα)1−s(αβγ)s−1α et

ΩC = D = γαγ−1 = [1]α[1] ∈ Q(α)

SiC2 = (αβγ)s−1αβ, alorsn = 2 etΩC = γα et le morphisme explicite de cœurγα deM(D) àM(C)

1 γ<<

0 α<<

0

↪→

0
β

��
αBBB

1
γ��

· · ·

0
α��

0
		
	

...
		
	

0
β

��
1

γ��
0

α��
0

_ _ _ _�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

_ _ _ _

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.
Supposons que|C2| < 3s − 1 et quen > 2. On peutécrireD2 = γ−1β−1E avecE une corde. Si|E| > 0,

C1 = (βγα)1−s = EC ′1 avec|C ′1| > 0. Le morphisme expliciteM(D) = M(γαγ−1β−1ED3 · · ·Dn+1) �
M(E) ↪→ M(EC ′1C2 · · ·Cn) n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2. Si|E| = 0, alors le morphisme
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explicite de cœurS0 deM(D) àM(C)

1 γ<<
0

β
��

αBBB

0 α<<
1

γ��
· · ·

0

__�
�

�
�__

↪→

0
β

��
αBBB

1
γ��

· · ·

0
α��

0
		
	

...
		
	

0
β

��
1

γ��
0

α��
0

__�
�

�
�

__

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3.

2

Lemme 3.5.27SiC1 = (βγα)−i avec1 ≤ i ≤ s− 2, alors Ext1A(M(C),M(C)) 6= 0.

Démonstration D1 = (γαβ)s−i−1γα et le morphisme explicite deM(D) àM(C) de cœurγα

1 γ<<

0 α<<

0 β<<

1
;;

...
;;

1 γ<<

0 α<<
· · ·

|||
0

_ _ _ _�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

_ _ _ _

↪→

0
β

��
αBBB

1
γ��

· · ·

0
α��

0
		
	

...
		
	

0
β

��
1

γ��
0

α��
0

_ _ _ _�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

_ _ _ _

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.

2

Lemme 3.5.28SiC1 = (βγα)iβγ avec1 ≤ i ≤ s− 2, alors Ext1A(M(C),M(C)) 6= 0.
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Démonstration D1 = (βγα)s−i−1 et le morphisme explicite deM(D) àM(C) de cœurS0

0 β<<

1 γ<<

0 α<<

0
;;

...
;;

1 β<<

0 γ<<

1 α<<
· · ·

|||
0

__�
�

�
�__

→

0
β

�� BBB

1
γ��

· · ·

0
α��

0
		
	

...
		
	

0
β

��
1

γ��
0

__�
�

�
�

__

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3.

2

3.6 D(2A)s(c) avecs ≥ 1 et c = 1

3.6.1 Lemmes cĺes modifíes

Regardons la structure des algèbresA = D(2A)s(1) avecs ≥ 1.

• •-

"!
# 

6�α

β

0 1γ

γβ = 0, α2 = (αβγ)s = (βγα)s

Le module projectif ind́ecomposable

P1 =

1 γ<<

0 α<<

0 β<<

1
;;

...
;;

1 γ<<

0 α<<

0 β<<

1
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est un module de type corde unisériel et le module projectif ind́ecomposable de têteS0 est

P0 = ke0 ⊕ kβ ⊕ kβγ ⊕ kβγα⊕ · · · ⊕ k(βγα)s−1βγ ⊕ kα⊕ kαβ ⊕ kαβγ ⊕ · · · ⊕ k(αβγ)s−1αβ ⊕ kα2

où kα2 = k(αβγ)s = k(βγα)s. On peut visualiserP0 comme suit

P0 =

ke0 α
RRRRRRRβ

lllllll

kβ
γ

kα
β

α

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

kβγ
α

kαβ
γ

kβγα kαβγ

...
...

k(βγα)s−1

β

k(αβγ)s−1

α

k(βγα)s−1β
γ

k(αβγ)s−1α
β

k(βγα)s−1βγ

α QQQQ
Q

k(αβγ)s−1αβ

γmmmm
m

kα2

ou P0 =

0 α<<β
��

1
γ

0
β

α

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

0
α

1
γ

0 0

...
...

0
β

0
α

1
γ

0
β

0
α

<<
1

γ��
0

Constatons que les chemins maximaux deP0 sont(βγα)s, (αβγ)s etα2. Notons queA = A/SocP0 = A/kα2

est une alg̀ebre de corde. LesA-modules ind́ecomposables sont donc lesA-modules ind́ecomposables etP0. On
regarde Rad(P0) etP0/S0.

Rad(P0) = kβ ⊕ kβγ ⊕ kβγα⊕ · · · k(βγα)s−1βγ ⊕ kα⊕ kαβ ⊕ kαβγ ⊕ · · · k(αβγ)s−1αβ ⊕ kα2

Constatons que(α− (βγα)s−1βγ)α = α2 − (βγα)s = 0 et donc on visualise sa structure comme suit:

kβ
γ

k(α− (βγα)s−1βγ)
β

kβγ
α

kαβ
γ

kβγα kαβγ

...
...

k(βγα)s−1

β

k(αβγ)s−1

α

k(βγα)s−1β
γ

k(αβγ)s−1α
β

k(βγα)s−1βγ

α QQQQ
Q

k(αβγ)s−1αβ

γjjjjjj

kα2

ou

1
γ

0
β

0
α

1
γ

0 0

...
...

0
β

0
α

1
γ

0
β

0
α

<<
1

γ��
0

∼= M((γαβ)s−1γα((βγα)s−1βγ)−1)

Si on notex la classe d’uńelémentx dansP0/S0, alors

P0/S0 = ke0 ⊕ kβ ⊕ kβγ ⊕ kβγα⊕ · · · k(βγα)s−1βγ ⊕ kα⊕ kαβ ⊕ kαβγ ⊕ · · · k(αβγ)s−1αβ
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On visualiserP0/S0 comme suit

P0 =

ke0 α
QQQQQQQβ

mmmmmmm

kβ
γ

kα
β

kβγ
α

kαβ
γ

kβγα kαβγ

...
...

k(βγα)s−1

β

k(αβγ)s−1

α

k(βγα)s−1β
γ

k(αβγ)s−1α
β

k(βγα)s−1βγ k(αβγ)s−1αβ

ou

0 α<<β
��

1
γ

0
β

0
α

1
γ

0 0

...
...

0
β

0
α

1
γ

0
β

0 1

∼= M(((βγα)s−1βγ)−1(αβγ)s−1αβ)

On voit que le compośe Rad(P0) ↪→ P0 � P0/S0 est la somme des trois morphismes explicitesθ1 + θ2 + θ3

1 0

0 1

0 0

...
...

0 0

1 0

0
<<

1
��

0

__�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

__

θ1→

0
<<��

1 0

0 1

0 0

...
...

0 0

1 0

0 1

__�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�__

,

1 0

0 1

0 0

...
...

0 0

1 0

0
<<

1
��

0

__�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

__

θ2→

0
<<��

1 0

0 1

0 0

...
...

0 0

1 0

0 1

__�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�__

et

1 0

0 1

0 0

...
...

0 0

1 0

0
<<

1
��

0

__�
�

�
�__

θ3→

0
<<��

1 0

0 1

0 0

...
...

0 0

1 0

0 1
__�
�

�
�

__

Pour cette alg̀ebreD(2A)s(1) avecs ≥ 1, on modifie les lemmes de la section 3.2 .

Lemme 3.6.1 SoitA = D(2A)s(1) avecs ≥ 1. Soit f : M(C) → M(D) un morphisme explicite entre deux
modules de type corde tels qu’aucun des deux ne soit projectif.

(1) Si le compośe Soc(M(C))→M(C)→M(D) n’est pas nul, alorsf 6= 0.
(2) Si le compośeM(C)→M(D)→M(D)/Rad(M(D)) n’est pas nul, alorsf 6= 0.

Démonstration On montre (1), la preuve de (2)étant duale. Sif = 0, alors il existe un module projectifP =∑
P (j) et des morphismes explicitesgj : M(C) → Rad(P (j)) et hj : P (j)/Soc(P (j)) → M(D) tels que

f =
∑
hj ◦ ηj ◦ gj où ηj est le compośe Rad(P (j)) ↪→ P (j) � P (j)/Soc(P (j)). Comme pour toutj , ηj est

la somme d’au plus trois morphismes explicites,gj ◦ ηj ◦ hj est la somme d’au plus trois morphismes explicites.
Comme les morphismes explicites sont linéairement ind́ependants, il existei tel quef soit un facteur degi ◦ηi ◦hi.
Comme Soc(P (i)) est simple, Soc(P (i)) ⊆ Ker(ηi) et comme le composé Soc(M(C)) ↪→ M(C)

gi→ Rad(P(i))
a pour image contenue dans Soc(P (i)), le compośe Soc(M(C)) ↪→ M(C)

gi→ Rad(P(i))
ηi→ P (i)/Soc(P (i)) est

nul, et doncf = 0, ce qui est absurde.

2
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Lemme 3.6.2 SoitA = D(2A)s(1) avecs ≥ 1. SoientC = C1C2 · · ·Cn etD = D1D2 · · ·Dm deux cordes.
Soit f : M(C) → M(D) un morphisme explicite de cœurE qui est une corde directe de longueur strictement
positive. Supposons queE ⊂ Ci etE ⊂ Dj et écrivonsCi = EC ′i etDj = D′

jE. SiD′
jECi ne contient aucun

chemin maximal (voir D́efinition 1.4.1) ou contientα2, alorsf 6= 0.

Démonstration Si f = 0, alors il existe un module projectif indécomposablePi aveci ∈ {0, 1} et deux mor-
phismes explicitesg : M(C)→ Rad(Pi) eth : Pi/Si →M(D) tels quef soit un factuer deh◦ηi◦g. Si i = 1,P1

est uniśeriel et ce cas áet́e trait́e dans la preuve de Lemme 3.2.2:D′
jEC

′
i contient le chemin maximal(γαβ)s. Si

i = 0, en regardant les structures de Rad(P0) etP0/S0, on voit queD′
jEC

′
i contient(αβγ)s ou (βγα)s, mais elle

ne contient jamaisα2. En effet, si on combine dansP0 la corde Im(g) ⊆ Rad(P0) et la corde de Im(h) ⊆ P0/S0,
alors le graphe obtenu ne contient pasα2.

2

Lemme 3.6.3 SoitA = D(2A)s(1) avecs ≥ 1. Soit f : M(C) → M(D) un morphisme explicite de cœurE
avec|E| = 0. Supposons queE = Ci ∩ Ci+1 (i.e. PosE(C) = i voir sa d́efinition avant Proposition 1.5.5 ) et
E = Dj ∩Dj+1(i.e. PosE(D) = j). Notons

Ci = C ′iα
−1
1 , Ci+1 = α2C

′
i+1, Dj = D′

jα3, Dj+1 = α−1
4 D′

j+1

où lesαi sont des fl̀eches directes. Si tous lesα3α1, α4α1, α3α2 etα4α2 sont dans l’id́eal admissible〈ρ〉, alors
f 6= 0.

Démonstration Si f = 0, alors il existe un module projectif indécomposableP et deux morphismes explicites
g : M(C) → Rad(P ) eth : P/Soc(P ) → M(D) tels quef soit un facteur deg ◦ ηP ◦ h où ηP est le compośe
Rad(P ) ↪→ P � P/Soc(P ). Or,comme dans la preuve du lemme préćedent, il existe une cordeF ⊂ Ci ou
F ⊂ Ci+1 qui contientE et une sous-cordeG ⊂ Dj ouG ⊂ Dj+1 qui contientE tel que, par exemple, si on
suppose queF ⊂ Ci etG ⊂ Dj (les autres caśetant similaires), alorsGF−1 est un chemin maximal. CommeG
termine parα3 etF−1 commence parα1, α3α1 6∈ 〈ρ〉.

2

3.6.2 Syzygies

Dans le cas de l’alg̀ebreD(2A)s(0), on calcule souvent les syzygies de modules de type corde. Le point crucial est
les proposition 1.4.6 et 1.6.11. On va montrer dans cette sous-scetion que surD(2As(1) avecs ≥ 1, si on garde
la définition deΩC dans D́efinition 1.4.2, Proposition 1.4.6 reste vraie pour les cordes autres que les cordesT [n]
et (T [n])−1 avecn ∈ N où T = (βγα)s−1βγ, i.e. ceux dans le1-tubeQ(T (. Il en résulte que Proposition 1.6.11
rest vrai pour les cordes autres que les cordesT [n] et (T [n])−1 avecn ∈ N, puisque cette proposition ne concerne
que la d́efinition deΩC et celle deC[1].

Proposition 3.6.4 SoitA = D(2A)s(1) avecs ≥ 1. SoitC une corde autre que les cordesT [n] et (T [n])−1 avec
n ∈ N où T = (βγα)s−1βγ. Alors ΩM(C) ∼= M(ΩC) où ΩC est d́efinie dans D́efinition 1.4.2.

La démonstration de cette proposition occupe tout le reste de cette sous-section.

Proposition 3.6.5 SoitA = D(2As(1) avecs ≥ 1. SoitC une corde autre que les cordesT [n] et (T [n])−1 avec
n ∈ N. Alors Ω(C[1]) = (ΩC)[1].
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On utilise des notations dans la preuve de Proposition 1.4.6. Supposons queΛ soit une alg̀ebre biśerielle
sṕeciale. SoitC = · · ·Cj−1CjCj+1Cj+2 · · · une corde surΛ avecCj directe. On visualizeM(C) sous une base
{ei} comme suit:

eij−1 OOoo
eij+1 OOoo

eij−1−1 eij−1+1 eij+1−1 eij+1+1

· · · HH
eij−2+1

oo
eij−1

II
eij+1

uu
eij+2−1

OO
· · ·

vv
eij−2 eij eij+2

L’enveloppe projective deM(C) est de la formeP = · · · ⊕ Ps(Cj) ⊕ Pt(Cj+1) ⊕ · · · où les modules projectifs
indécomposablesPs(Cj) etPt(Cj+1) sont de la forme

ẽij−1 MMqq
ẽij−1−1 ẽij−1+1

ẽij−2+1
ll

ẽij−1
NN

ẽ′′ij−2
= f ′′ij−2

RR
ẽ′ij

= f ′ij

pp
fij−2+1 fij−1

fij−1−1
MM

fij−1+1
rr

fij−1

et
ẽij+1 MMqq

ẽij+1−1 ẽij+1+1

ẽij+1
pp

ẽij+2−1
RR

ẽ′′ij
= f ′′ij NN

ẽ′ij+2
= f ′ij+2

ll
fij+1 fij+2−1

fij+1−1
LL

fij+1+1
rr

fij+1

L’application surjectiveP � M(C) envoie respectivement

ẽ′′ij−2
, ẽij−2+1, · · · , ẽij−1−1, ẽij−1 , ẽij−1+1, · · · , ẽij−1, ẽ

′
ij

en
eij−2 , eij−2+1, · · · , eij−1−1, eij−1 , eij−1+1, · · · , eij−1, eij

et envoie respectivement

ẽ′′ij
, ẽij+1, · · · , ẽij+1−1, ẽij+1 , ẽij+1+1, · · · , ẽij+2−1, ẽ

′
ij+2

en
−eij ,−eij+1, · · · ,−eij+1−1,−eij+1 ,−eij+1+1, · · · ,−eij+2−1,−eij+2

Le noyau deP � M(C) est de la forme
· · ·⊕ kfij−2+1⊕· · ·⊕ kfij−1−1⊕ kfij−1 ⊕ fij−1+1⊕· · ·⊕ kfij−1⊕ k(f ′ij

+ f ′′ij−2
)⊕ kfij+1⊕· · ·⊕ kfij+1−1⊕
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kfij+1 ⊕ fij+1+1 ⊕ · · · ⊕ kfij+2−1 ⊕ · · ·
Alors on visualiseΩM(C)(∼= M(ΩC)) comme suit:

· · ·
III

ẽ′ij
+ ẽ′′ij MMqq

· · ·
uuu

fij−2+1 fij−1 fij+1 fij+2−1

fij−1−1
MM

fij−1+1
rr

fij+1−1
LL

fij+1+1
rr

fij−1 fij+1

On va utiliser cette présentation d’une base pourΩM(C) même si pourC une corde sur l’alg̀ebreD(2A)s(1))
avecs ≥ 1.

Maintenant on se place sur l’algèbreD(2As(1)) avecs ≥ 1.
Regardons d’abordP0. Pour simplifier la pŕesentation,P0 est illustŕee par le graphe suivant:

e0
α

PPPPPPPβ

nnnnnnn

e1
γ

e′1
β

α

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

e2
α

e′2
γ

e3 e′3

...
...

e3s−3

β

e′3s−3
α

e3s−2

γ

e′3s−2
β

e3s−1

α
OOO

O e′3s−1

γppp

e3s = e′3s

Les quotients explicites deP0/S0 = M(((βγα)s−1βγ)−1(αβγ)s−1αβ) sont de la formeC−1D avec(βγα)s−1βγ =
CC ′ et (αβγ)s−1αβ = DD′. On montre queΩM(C−1D) ∼= M(Ω(C−1D)) pourC−1D 6= T−1. Notons
|C| = u et |D| = v. AlorsC−1D 6= T−1 implique quev > 0 ouu < 3s− 1. Si v > 0, alors

ΩM(C−1D) = keu+1 ⊕ · · · ⊕ ke3s−1 ⊕ ke3s ⊕ ke′3s−1 ⊕ · · · ⊕ e′v+1

qui est illustŕee comme suit:

eu+1

HHH
H e′v+1

vv
eu+2 e′v+2

e3s−1

OOO
O e′3s−1

ppp

e3s = e′3s

Cette pŕesentation donne l’isomorphismeΩM(C−1D) ∼= M(Ω(C−1D)).
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Si v = 0 etu < 3s − 1, ΩM(C−1D) = keu+1 ⊕ · · · ⊕ ke3s−1 ⊕ ke3s ⊕ ke′3s−1 ⊕ · · · ⊕ e′1 qui est illustŕee
par le graphe suivant:

e′1
β

α

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
e′2

γ

eu+1 e′3

...
...

e3s−3

β

e′3s−3
α

e3s−2

γ

e′3s−2
β

e3s−1

α
OOO

O e′3s−1

γppp

e3s = e′3s

Cette pŕesentation ne donne pas l’isomorphismeΩM(C−1D) ∼= M(Ω(C−1D)), puisquev + 1 ≥ 2. En revanche
si on changee′1 en e′1 − e3s−1, on constate queα(e′1 − e3s−1) = e′3s − e3s = 0 et β(e′1 − e3s−1) = e′2, et le
présentation suivante donne l’isomorphisme voulu.

e′1 − e3s−1
β

e′2
γ

eu+1 e′3

...
...

e3s−3

β

e′3s−3
α

e3s−2

γ

e′3s−2
β

e3s−1

α
OOO

O e′3s−1

γllll
l

e3s = e′3s

On montre maintenant la proposition 3.6.4.
SoitC une corde directe différente de(βγα)s−1βγ. Si s(C) = 1, commeP1 est un module de type corde,

ΩM(C) ∼= M(ΩC) estévidente.
Supposons ques(C) = 0. AlorsC ( (βγα)s−1βγ ouC ⊆ (αβγ)s−1αβ. Cette corde est donc un quotient

explicite deP0 et le fait queΩM(C) ∼= M(ΩC) a ét́e d́ejà montŕe ci-dessus.
SoitC = C1 · · ·Cn une cordèan segments avecn ≥ 2 surD(2A)s(1). PosonsΩC = D = D0D1 · · ·Dn+1.

On peut visualiser une base deΩM(C) en forme deΩC = D = D0D1 · · ·DnDn+1 comme suit (voir les notations
introduites au d́ebut de cette sous-section):

· · ·
III

f ′ij
+ f ′′ij MMqq

· · ·
uuu

fij−2+1 fij−1 fij+1 fij+2−1

fij−1−1
MM

fij−1+1
rr

fij+1−1
LL

fij+1+1
rr

fij−1 fij+1
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Cette pŕesentation ne donne pas l’isomorphismeΩM(C) ∼= M(ΩC) = M(D). En effet, siDj = ((βγα)s−1βγ)−1,
alorsαf ′ij

= fij−1 et siDj+1 = (βγα)s−1βγ, alorsαf ′′ij
= fij+1 . On va modifier cette base pour que ce soit une

base deM(D) à condition queD 6∈ Q(T ), ce qui donne l’isomorphismeΩM(C) ∼= M(ΩC).
Pour les cordesDt telles queDt 6= (βγα)s−1βγ, ((βγα)s−1βγ)−1. Ce n’est pas ńecessaire de les modifier.
Supposons queDt soit un segment tel queDt = (βγα)s−1βγ ouDt = ((βγα)s−1βγ)−1. Supposons d’abord

que l’on ne soit dans aucune des deux situations suivantes:

(1) Dt est le premier segment deD etDt est inverse.

(2) Dt est le dernier segment deD etDt est directe.

Alors par syḿetrie, on peut supposer queDt soit directe. On en d́eduit que|Dt+1| > 0. On distingue des cas.
Supposons d’abord queDt soit le premier segment deD.

fit−1

β
LL

VVVVVVVVVVV

fit−1+1

33
33

33
3α · · ·

yy

fit−1

γ
FF

f ′it+1

α
xx

fit

Dans ce diagramme, la ligne indexée parα signifie queαfit−1 = fit . On sait queαfit−1 = fit . Si |Dt+1| > 1,
alorsβfit+1 = 0. On changefit−1 enfit−1−fit+1 et doncα(fit−1−fit+1) = fit−fit = 0 etβ(fit−1−fit+1) =
fit−1+1.

fit−1 − fit+1

β
SSS
fit−1+1 · · ·

xx
fit−1

γ
GG

fit+1

α
ww

fit

On a ŕegĺe le probl̀eme pourDt. Si |Dt+1| = 1, alorsit + 1 = it+1 et l’élément en cette position estf ′it+1
+ f ′′it+1

avecβ(f ′it+1
) = 0 etα(f ′it+1

) = fit .

fit−1

β
LL

VVVVVVVVVVV

fit−1+1

33
33

33
3α

fit−1

γ
EE

f ′it+1
+ f ′′it+1

αooo β
OOO

fit
· · ·

Si on changefit−1 enfit−1 − f ′it+1
, alorsα(fit−1 − f ′it+1

) = fit
− fit

= 0 etβ(fit−1 − f ′it+1
) = fit−1+1. On a

régĺe le probl̀eme pourDt.

fit−1 − f ′i1βQQ
fit−1+1

fit−1 γEE
f ′it+1

+ f ′′it+1

αooo β
OOO

fit
· · ·



D(2A)s(c) avec s ≥ 1 et c = 1 95

Supposons maintenant queDt ne soit pas le premier segment deD. Si |Dt+1| > 1, alorsβ(fit+1) = 0.

f ′it−1
+ f ′′it−1αll

β
RR

WWWWWWWWWWW

fit−1−1

tt
fit−1+1

44
44

44
4α · · ·

xx
· · · fit−1 γGG

fit+1

α
ww

fit

Dans ce digramme, la ligne indexée parα signifie queαf ′′it−1
= fit

, mais pasα(f ′it−1
+ f ′′it−1

) = fit
. Il en est de

meme pour des diagrammes similaires dans la suite. alors on changef ′it−1
+ f ′′it−1

enf ′it−1
+ f ′′it−1

− fit+1. Alors

α(f ′it
+ f ′′it

− fit+1) = fit−1−1 + fit
− fit

= fit−1−1

et
β(f ′it−1

+ f ′′it−1
− fit+1) = 0 + fit−1+1 + 0 = fit−1+1

f ′it−1
+ f ′′it−1

−−fit+1
α

hhhhh
β

VVVVV
fit−1−1

tt
fit−1+1 · · ·

xx
· · · fit−1 γGG

fit+1

α
ww

fit

Si |Dt+1| = 1,

f ′it−1
+ f ′′it−1

αll
β
RR

WWWWWWWWWWW

fit−1−1

uuu
fit−1+1

33
33

33
3α

· · · fit−1

γ
EE

f ′it+1
+ f ′′it+1

αooo β
OOO

fit
· · ·

alors on changef ′it−1
+ f ′′it−1

enf ′it−1
+ f ′′it−1

− f ′it+1. Alors

α(f ′it
+ f ′′it

− f ′it+1) = fit−1−1 + fit
− fit

= fit−1−1

et
β(f ′it−1

+ f ′′it−1
− f ′it+1) = 0 + fit−1+1 + 0 = fit−1+1

Cela r̀egle le probl̀eme pourDt.

f ′it−1
+ f ′′it−1

− f ′it+1

αiiii
β

UUUU
fit−1−1

uuu
fit−1+1

· · · fit−1

γ
EE

f ′it+1
+ f ′′it+1

αooo β
OOO

fit
· · ·

On traite maintenant les deux cas exclus (1) et (2). Comme ils sont symmétriques, on peut supposer queDt

soit le premier segment deD et queDt soit inverse.
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Si |Dt+1| > 1, alorsαf ′it
= fit−1 .

f ′it
+ f ′′itβ

oo
α
NN

gggggggggggg

��
��

��
��

α fit−1−1 fit+1 JJ

fit−1+1

γ
rr

fit+2
FF

fit−1 · · ·

On changefit+1 en fit+1 + fit−1 . Cela r̀egle le probl̀eme pourDt+1, carα(f ′it
+ f ′′it

) = fit+1 + fit−1 et
β(fit+1 + fit−1) = fit+2 + 0 = fit+2 puisqueβfit−1 = 0.

f ′it
+ f ′′itβ

oo αSSS

fit−1−1 fit+1 + fit−1β
RRR

fit−1+1γ
rr

fit+2
FF

fit−1 · · ·

Supposons que|Dt+1| = 1. SiDt+1 est le dernier segment deD,

f ′it
+ f ′′it

β
oo αMM

gggggggggggg

��
��

��
��

α fit−1−1 fit+1

fit−1+1

γ
rr

fit−1

alors il suffit de changerfit+1 enfit+1 + fit−1 .

f ′it
+ f ′′itβ

oo αSS

fit−1−1 fit+1 + fit−1

fit−1+1γ
rr

fit−1

Supposons queDt+1 ne soit pas le dernier segment deD.

f ′it+2
+ f ′′it+2

OOO
fit+2−1

ll
· · ·

f ′it
+ f ′′it

β
oo αMM

gggggggggggg fit+1+1

��
��

��
��

α fit−1−1 fit+1

rr

fit−1+1

γ
rr

fit−1

On changeDt+2 en y ajoutant termèa termeDt, i.e. on changefit+1 enfit+1 +fit−1 , fit+1+1 enfit+1+1+fit−1+1,
· · · , fit+2−1 enfit+2−1+fit−1+it+2−it+1−1, f ′it+2

+f ′′it+2
, si |Dt+2| < 3s−1, enf = f ′it+2

+f ′′it+2
+fit−1+it+2−it+1
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et, si|Dt+2| < 3s− 1, enf = f ′it+2
+ f ′′it+2

+ f ′it
+ f ′′it

f
>>

fit+2−1 + fit−1+it+2−it+1−1

hhhhhhh
· · ·

f ′it
+ f ′′itβ

nn αSSS
fit+1+1 + fit−1+1

fit−1−1 fit+1 + fit−1

hhh

fit−1+1γ
qq

fit−1

Si |Dt+2| < 3s− 1, alors cela r̀egle les probl̀emes.
Si |Dt+2| = 3s− 1, un probl̀eme suppĺementaire apparait. Car l’élément en positionit+2 estf ′it+2

+ f ′′it+2
+

f ′it
+ f ′′it

et

α(f ′it+2
+ f ′′it+2

+ f ′it
+ f ′′it

) = fit+1 + fit+2+1 + fit−1 + fit+1 = fit+2+1 + fit−1 6= fit+2+1

SiDt+2 est le dernier segment deD ou si|Dt+3| > 1, commeβ(fit−1) = 0, il suffit changerfit+2+1 enfit+2+1 +
fit−1 . Supposons que|Dt+3| = 1 et queDt+3 ne soit pas le dernier segment deD. Alors on ajouteà Dt+4

la suiteDt termeà terme i.e. on changefit+3 en fit+3 + fit−1 , fit+3+1 en fit+3+1 + fit−1+1, · · · , fit+4−1 en
fit+4−1 + fit−1+it+4−it+3−1 et on changef ′it+4

+ f ′′it+4
, si |Ds+4| < 3s− 1, enf ′it+4

+ f ′′it+4
+ fit−1+it+4−it+3 et,

si |Ds+4| = 3s− 1, enf ′it+4
+ f ′′it+4

+ f ′it
+ f ′′it

.
On montre par ŕecurrence que ce processus s’arrête en un nombre fini d’étapes, carC 6∈ Q(T ). Notre modifi-

cations fournissent alors une base quiétablit un isomorphismeΩM(C) ∼= M(ΩC).

3.6.3 D(2A)1(1)

Rappelons l’alg̀ebreA = D(2A)1(1).

• •-

"!
# 

6�α

β

0 1γ

γβ = 0, α2 = 0, αβγ = βγα

Les modules projectifs ind́ecomposables sont (voir Section 2.2)

P0 =

0β
��

α<<

1
γ

0
β

α

��
��
��

0
α

<<
1

γ��
0

P1 =

1 γ<<

0 α<<

0 β<<

1

NotonsA′ = D(2A)1(1). Alors A/S0
∼= A′/S′0 où S′0 est le module simple deA′ en sommet0. Le carquois

d’Auslander-Reiten stable deA a la m̂eme structure que celui deA′.

Proposition 3.6.6 Le carquois d’Auslander-Reiten stable deD(2A)1(1) est compośe de
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• une infinit́e de1-tubes

• un3-tube non ŕegulier

• une composante de typeZÃ1,3

Suivant les notations de la sous-section 3.6.2,T = βγ. D’après Th́eor̀eme 1.6.10(2), il existe une suite
d’Auslander-Reiten de terme intermédiaire ind́ecomposable

0→M(T )→M(T [1])→M(T )→ 0

Cette suite appartientà un1-tube etM(T ) forme l’extŕemit́e de cet1-tube, puisqueτM(T ) = Ω2M(T ) ∼= M(T ).
Constatons que sur cette algèbreA = D(2A)1(1), on voit directement que

ΩM(βγ) ∼= M(βγα−1, 1, 1)

qui est un module de type ruban et queΩ établit un isomorphismes de1-tubesQ(T ) etQ(Tα−1, 1). En revanche,
sur l’algèbreA′ = D(2A)1(0), ΩM(βγ) ∼= M(βγ) etΩ est un automorphisme du1-tubeQ(T ).

On voit facilement que la composanteQ(T ) est forḿe des modulesM(T [n]) pourn ∈ N. D’après Proposi-
tion 3.6.4, toute cordeC satisfaisantC 6∈ Q(T ) vérifie queΩM(C) ∼= M(ΩC).

Théorème 3.6.7On pose

C =

1
<<

0
<<

0

, D = 1(1,1) et E =

0
<<

0
<<

1

Soit M un module ind́ecomposable surD(2A)1(1). Alors Ext1A(M,M) = 0 ssiM est un module de quasi-
longeur0 ou 1 (voir Définition 1.6.5) dans le3-tube. En outre, siM ∈ {M(C),M(D),M(E)}, EndA(M) = k
et siM ∈ {M(C[1]),M(D[1]),M(E[1])}, EndA(M) = k[ε]/ε2.

Théorème 3.6.8SoitM un module sans auto-extensions non-triviales surD(2A)1(1). Alors
(1)M a au plus deux facteurs directes indécomposables non projectifs non-isomorphes.
(2) L’algèbre EndA(M) est une alg̀ebre ind́ecomposable.
(3) L’algèbre EndA(M) est équivalente au sens de Moritaà l’une desquatre algèbres suivantes et chaque

algèbre apparaˆit.

I1 "!
# 

• •I2
······6

II4 "!
# 

-• •
······6

"!
# 

II5 �• •
······6
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Pour les preuves de ces deux théor̀emes, on copie les preuves de Théor̀eme 3.4.2 et de Th́eor̀eme 3.4.4 pour
l’algèbreD(2A)1(0), dans lesquelles on remplace Lemme 3.2.1 par Lemme 3.6.1, Lemme 3.2.2 par Lemme 3.6.2
et Lemme 3.2.3 par Lemme 3.6.3. Dans ces deux preuves, on montre parfois que HomA(M(C),M(D)) = 0 pour
certaines cordesC etD, mais on constate que dans tous les cas il n’existe pas de morphismes explicites deM(C)
àM(D).

3.6.4 D(2A)s(1) avecs ≥ 2

Rappelons l’alg̀ebreA = D(2A)s(1) avecs ≥ 2.

• •-

"!
# 

6�α

β

0 1γ

γβ = 0, α2 = (αβγ)s = (βγα)s

Les modules projectifs ind́ecomposables sont

P0 =

0 α<<β
��

1
γ

0
β

α

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

0
α

1
γ

0 0

...
...

0
β

0
α

1
γ

0
β

0
α

<<
1

γ��
0

et P1 =

1 γ<<

0 α<<

0 β<<

1
;;

...

1 γ<<

;;

0 α<<

0 β<<

1

NotonsA′ = D(2A)s(0) avecs ≥ 2. AlorsA/S0
∼= A′/S′0 où S′0 est le module simple deA′ en sommet0. Le

carquois d’Auslander-Reiten stable deA a la m̂eme structure que celui deA′.

Proposition 3.6.9 Le carquois d’Auslander-Reiten stable deD(2A)1(1) est compośe de

• une infinit́e de1-tubes

• un3-tube non ŕegulier

• une infinit́e de composante de typeZA∞∞

Les remarques suivant Proposition 3.6.6 restent valables. En fait, suivant les notations de la sous-section 3.6.2,
T = (βγα)s−1βγ. D’après Th́eor̀eme 1.6.10(2), il existe une suite d’Auslander-Reiten de terme intermédiaire
indécomposable

0→M(T )→M(T [1])→M(T )→ 0
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Cette suite appartient̀a un 1-tube etM(T ) forme l’extŕemit́e de cet1-tube, puisqueτM(T ) = Ω2M(T ) ∼=
M(T )). Constatons que sur cette algèbreA = D(2A)1(1), on voit facilement que

ΩM(βγ) ∼= M(βγα−1, 1, 1)

qui est un module de type ruban et queΩ établit un isomorphismes de1-tubesQ(T ) etQ(Tα−1, 1). En revanche,
sur l’algèbreA′ = D(2A)1(0), ΩM((βγα)s−1βγ) ∼= M((βγα)s−1βγ) et Ω est un automorphisme du1-tube
Q(T ).

On voit aiśement que la composanteQ(T ) est forḿe des modulesM(T [n]) pourn ∈ N. D’après Proposi-
tion 3.6.4, toute cordeC satisfaisantC 6∈ Q(T ) vérifie queΩM(C) ∼= M(ΩC).

Théorème 3.6.10On noteU = (αβγ)s−1αβ, V = (γαβ)s−1γα etS = 1(1,−1). SoitM un module ind́ecomposable
surD(2A)s(c) avecs ≥ 2 et c = 1. AlorsM est rigide ssi il est parmi les modules suivants:

(i) M(U),M(V ) etS1, i.e. les modules de quasi-longueur0 (Définition 1.6.5) dans le3-tube.

(ii) M(U [1]),M(V [1]) etM(S[1]), i.e. les modules de quasi-longueur1 dans le3-tube.

(iii) Ωn(M(α)), n ∈ Z

Pour les modules de type (i). EndA(M) = k et pour les modules de type (ii) et (iii), EndA(M) = k[ε]/ε2

Théorème 3.6.11SoitM un module sans auto-extensions non-triviales surD(2A)s(1) avecs ≥ 2. Alors
(1)M a au plus trois facteurs indécomposables non-projectifs non-isomorphes.
(2) EndA(M) est ind́ecomposable.
(3) EndA(M) estéquivalente au sens de Moritaà une des7 algèbres suivantes et chaque algèbre apparâıt.

I1 "!
# 

• •I2
······6

II4 "!
# 

-• •
······6

II5 "!
# 

�• •
······6

II6 "!
# 

-• •�
······6

...
...

II12 -• • •-

6"!
# 

······�
...

...
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III13 �• • •-

6"!
# 

······�
...

...

Pour les preuves de ces deux théor̀emes, on copie les preuves de Théor̀eme 3.5.2 et de Th́eor̀eme 3.5.11 pour
l’algèbreD(2A)s(0), dans lesquelles on remplace Lemme 3.2.1 par Lemme 3.6.1, Lemme 3.2.2 par Lemme 3.6.2
et Lemme 3.2.3 par Lemme 3.6.3. Dans ces deux preuves, on montre parfois qu’un morphisme explicite est
projectif qui factorise parP0. Bien que lesP0 sont diff́erents pour l’alg̀ebreD(2A)s(1) et l’algèbreD(2A)s(0),
on vérifie les factorisations parP0 restent les m̂emes en utilisant la description de composé

(Rad(P0) ↪→ P0 � P0/S0) = θ1 + θ2 + θ3

donńee dans la sous-section 3.6.1.

3.7 D(3K)a,b,c aveca = b = c = 1

L’algèbreD(3K)1,1,1 est

•2 • 3

•
1

�
�

�
�

�
��/ �

�
�

�
��7

S
S

S
S

S
SSo

-
�

S
S

S
S

SSw

α1

β1

β2

α2

α3

β3

α1α2 = α2α3 = α3α1 = 0
β1β3 = β3β2 = β2β1 = 0
(α1β1)a = (β3α3)c

(β1α1)a = (α2β2)b

(α3β3)c = (β2α2)b

Ce cas áet́e calcuĺe par Alexander Zimmermann dans [45]. Voici son résultat:

Théorème 3.7.1SoitM un module surD(3K)a,b,c aveca = b = c = 1 tel que Ext1A(M,M) = 0. Alors

1. M a au plus5 facteurs directes ind́ecomposables non projectifs non isomorphes.

2. EndA(M) a au plus deux facteurs directe indécomposbles,̀a équivalences de Morita près.

3. tout facteur directe ind́ecomposable de EndA(M) est Moritaéquivalentèa l’une des23 algèbres suivantes et
chaque alg̀ebre apparâıt.

I1 "!
# 

• •I2
······6

II1 -• •
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II2
-• •�

...

II4 "!
# 

-• •
······6

II5 "!
# 

�• •
······6

III1 �• • •-

III2 -• • •�

III3 -• • •-
················

III4 -• • •-
�
...

III5 �• • •-
�
...
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III6 �• • •�················
-

...

III7 -• • •-
�

················ ...

III11 �
-• • •-

�
...

...
················
················

IV3 �• • • - •�················
-
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IV4 �• • •� •�················
-
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IV5 -• • •-
�
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IV6 -• • •-
�
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IV9 �
-• • •-

�
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················
················

IV10 �
-• • •-

�
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V 5 �
-•• • •-
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················

Remarque 3.7.2Pour cette alg̀ebreD(3K)1,1,1, P1 =

1
<<��

2
<<

3
��

1

. Alors le morphisme

M(C) =
2

<<
3

��
1

� S2 ⊕ S3 ↪→
1

<<��
2 3

= M(D)

est projectif, car il factorise parP1 via

2
<<

3
��

1
↪→ P1 =

1
<<��

2
<<

3
��

1

�
2

<<��
1 3

mais il est somme de deux morphismes non projectifs qui sont faiblement unilatéraux de cœur de longueur nulle:

2
<<

3
��

1

__�
�

�
�

__ f→
1

<<��
2 3

__�
�

�
�__

et
2

<<
3

��
1

__�
�

�
�

__ g→
1

<<��
2 3

__�
�

�
�__

En effet, sif est projectif, alors d’après Remarque 2.2.2, il existe un module indécomposable projectifP et deux
morphisme explicitesf1 : M(C)→ P etf2 : P →M(D) tels quef2 ◦ f1 = f + f ′ pourf ′ un autre morphisme
explicite de cœur disjoint de celui def ou le morphisme nul. On áevidemment queP = P1 et quef ′ = g.
Commef + g = 0, f = 0 ⇐⇒ g = 0. Or, sig est projectif, il existe un module indécomposable projectifP ′ et
deux morphisme explicitesg1 : M(C) → P ′ et g2 : P ′ → M(D) tels queg2 ◦ g1 = g + f ′′ pourf ′′ 6= f un
autre morphisme explicite de cœur disjoint de celui def ′ ou le morphisme nul. On voit queP ′ = P1 et donc que
f ′′ = f , Ceci est une contradiction et on en déduit quef etg sont non projectifs.

Cet exemple contredit Lemmas 3.1 et 3.2 de [44].

Remarque 3.7.3Dans Lemme 2.3.4, les conditions|C2| > 0 et Ext1A = 0 sont ńećessaires.

(1) Si |C2| = 0, alors le compośe
2

<<��
3 1

__�
�

�
�

__ θ
� S2

η
↪→

1
<<��

2 3
__�
�

�
�

__
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factorise parP1 via

2
<<��

3 1
↪→ P1 =

1
<<��

2
<<

3
��

1

�
2

<<��
1 3

mais aucun des deux morphismes explicitesθ etη sont projectifs en vertu de Lemme 3.2.1.

(2) S’il n’existe pas conditions de nullité de Ext1, notons

h :
2

<<��
3 1

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

→
2

<<
3

��
1

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

et

g :
2

<<
3

��
1

__�
�

�
�

__ →
1

<<��
2 3

__�
�

�
�

__

Alors h est non projectif en vertu de Lemme 3.2.1 et on a montré dans la remarque préćedente queg n’est
pas projectif, mais leur composéθ dans (1) est projectif. Constatons que

Ext1A

(
1

<<��
2 3

,
2

<<��
3 1

)
= HomA

(
S1,

2
<<��

3 1

)
6= 0

car le morphisme explicite

S1 ↪→
2

<<��
3 1

__�
�

�
�

__

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

Remarque 3.7.4On va traiter l’alg̀ebreD(3K)1,b,1 avecb ≥ 2 dans le prochain chapitre. Sib ≥ 2, la situation
devient beaucoup plus compliquée, car

(1) L’algebreD(3K)1,b,1 avecb ≥ 2 n’est pas de croissance polynomiale (Lemme 1.8.1).

(2) Le carquois d’Auslander-Reiten deD(3K)1,b,1 avecb ≥ 2 est plus compliqúe celui deD(3K)1,1,1. La
composante de typeZÃ3,3 dans le carquois d’Auslander-Reiten deD(3K)1,1,1 devient une infinit́e de com-
posantes de typeZA∞∞ dans le carquois d’Auslander-Reiten deD(3K)1,b,1 avecb ≥ 2.



Chapter 4

Algèbres courtoises et blocs̀a défaut
diédral II

Dans ce chapitre, on traite l’algèbreD(3K)a,b,c avecb ≥ 2 eta = c = 1. Rappelons l’alg̀ebreD(3K)a,b,c.

•2 • 3

•
1

�
�

�
�

�
��/ �

�
�

�
��7

S
S

S
S

S
SSo

-
�

S
S

S
S

SSw

α1

β1

β2

α2

α3

β3

α1α2 = α2α3 = α3α1 = 0
β1β3 = β3β2 = β2β1 = 0
(α1β1)a = (β3α3)c

(β1α1)a = (α2β2)b

(α3β3)c = (β2α2)b

Voici le théor̀eme principal de ce chapitre.

Théorème 4.0.5SoitM un module surD(3K)1,b,1 avecb ≥ 2 tel que Ext1A(M,M) = 0.

1. M a au plus6 facteurs directes ind́ecomposables non projectifs non isomorphes.

2. EndA(M) a au plus deux facteurs directe indécomposbles,̀a équivalences de Morita près.

3. tout facteur directe ind́ecomposable de EndA(M) est Moritaéquivalentèa l’une des65 algèbres courtoises
et chaque alg̀ebre apparâıt.

I1 "!
# 

• •I2
······6

II1 -• •

106
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II2
-• •�

...

II3
-• •�

...
...

II4 "!
# 

-• •
······6

II5 "!
# 

�• •
······6

II6 "!
# 

-• •�
······6

...
...

III1 �• • •-

III2 -• • •�

III3 -• • •-
················

III4 -• • •-
�
...
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III5 �• • •-
�
...

III6 �• • •�················
-

...

III7 -• • •-
�

················ ...

III8 -• • •-
�
...

...

III9 �• • •-
�
...

...

III10 �
-• • •-

�
...

...
...

III11 �
-• • •-

�
...

...
················
················

III12 -• • •-

6"!
# 

······�
...

...
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III13 �• • •-

6"!
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······�
...
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III14 • •
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�

S
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S
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Sw�

�
�
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�

�
�7
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IV1 -• • •-
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IV2 �• • •-
�
...

... •-

IV3 �• • • - •�················
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...

IV4 �• • •� •�················
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...

IV5 -• • •-
�

········ - •
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IV6 -• • •-
�

················ ... � •
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IV7 �
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-• • •-
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-• • •-
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... •
················
················

� •
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IV14 -• • •-

•

�

?

...
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4.1 Modules ind́ecomposables rigides

Dans cette section, on cherche tous les modules rigides indécomposables surD(3K)1,b,1 avecb ≥ 2.

Introduisons des notations. Désignons par
2 ∼<<

3
la corde(α2β2)b−1α2, par

3 ∼<<

2
la corde(β2α2)b−1β2,

par
2 <<<<

3
la corde(α2β2)b−1 et par

3 <<<<

2
la corde(β2α2)b−1. Graphiquement, ce sont les cordes de la forme

2 ∼<<

3
=

2 α2<<

3 β2<<

2

2 α2<<

3 β2<<

2 α2<<

3

,
3 ∼<<

2
=

3 β2<<

2 α2<<

3

3 β2<<

2 α2<<

3 β2<<

2
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2 <<<<

2
=

2 α2<<

3 β2<<

2

2 α2<<

3 β2<<

2

,
3 <<<<

3
=

3 β2<<

2 α2<<

3

3 β2<<

2 α2<<

3
Notre ŕesultat principal est

Théorème 4.1.1SoitM un module ind́ecomposable surD(3K)1,b,1 avecb ≥ 2. Alors M est rigide ssi il est
parmi les modules suivants:

(1)
1

<<

2
,

3
<<

1
,

2 ∼<<

3

(2)
1

<<
3

�� <<

2 1
,

3
<<

2
��

∼<<

1 3
,

2 ∼<<
1

�� <<

3 2

(3)
2

<<

1
,

3 ∼<<

2
,

1
<<

3

(4)
2

<<
3

��
∼<<

1 2
,

3 ∼<<
1

�� <<

2 3

1
<<

2
�� <<

3 1

(5) Ωn(
2

<<
1

�� <<

3 2
), n ∈ Z

(6) Ωn(
2

<<
3

�� <<

1 2
), n ∈ Z

(7) les modules dans la composante de typeZA∞∞ contenantS1, disonsQ(S1)

(8) les modules dans la composante de typeZA∞∞ contenantS2, disonsQ(S2)

Pour les modulesM de type (1) (3) (7) (8), EndA(M) = k, et pour ceux de type (2)(4)(5)(6), EndA(M) = k[ε]/ε2

Définissons les deux fonctionsσ et ε (voir Section 1.2).

α1 β1 α2 β2 α3 β3

σ 1 -1 1 1 1 -1
ε 1 -1 -1 -1 1 1

Proposition 4.1.2 (Proposition 1.8.7) Le carquois d’Auslander-Reiten deD(3K)1,b,1 avecb ≥ 2 est compośe de

• une infinit́e de 1-tubes

• deux3-tubesΩ-stables.

• une composante non régulìere de typeZA∞∞ contenantP2, P3 etS1
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• une composante non régulìere de typeZA∞∞ contenantS2,S3 etP1

• une infinit́e de composantes régulìeres de typeZA∞∞

Les modules projectifs ind́ecomposables sont

P1 =

1
<<��

2
<<

3
��

1

, P2 =

2 ∼<<��
1

<<
3

��
2

et P3 =

3 ∼<<��
1

<<
2

��
3

Les suites d’Auslander-Reiten de terme intermédiare ind́ecomposable sont (voir Théor̀eme 1.6.10(2))

0→
1

<<

2
→

1
<<

3
<<

β2
��

2 1
→

3
<<

1
→ 0, 0→

3
<<

1
→

3
<<

2 ∼<<
β1

��
1 3

→
2 ∼<<

3
→ 0

0→
2 ∼<<

3
→

2 ∼<<
1

<<
β3

��
3 2

→
1

<<

2
→ 0, 0→

2
<<

1
→

2
<<

3 ∼<<
α3

��
1 2

→
3 ∼<<

2
→ 0

0→
3 ∼<<

2
→

3 ∼<<
1

<<
α1

��
2 3

→
1

<<

3
→ 0, 0→

1
<<

3
→

1
<<

2
<<

α2
��

3 1
→

2
<<

1
→ 0

Comme

Ω

(
1

<<

2

)
=

3
<<

1
, Ω

(
3

<<

1

)
=

2 ∼<<

3
et Ω

(
2 ∼<<

3

)
=

1
<<

2
,

les trois modules
1

<<

2
,

3
<<

1
et

2 ∼<<

3
forment l’extŕemit́e d’un 3-tubeΩ-stable. De m̂eme, les trois modules

2
<<

1
,

3 ∼<<

2
et

1
<<

3
forment l’extŕemit́e d’un autre 3-tubeΩ-stable. Si on pose

C =
1

<<

2
, D =

3
<<

1
, E =

2 ∼<<

3
,

C ′ =
2

<<

1
, D′ =

3 ∼<<

2
, E′ =

1
<<

3
,

alors

C[1] =
1

<<
3

�� <<

2 1
, D[1] =

3
<<

2
��

∼<<

1 3
, E[1] =

2 ∼<<
1

�� <<

3 2

C ′[1] =
2

<<
3 ∼<<��

1 2
, D′[1] =

3 ∼<<
1

<<��
2 3

, E′[1] =
1

<<
2

<<��
3 1

Pour les notations, voir D́efinition 1.6.6. On montre, en utilisant Proposition 1.6.11, que

Ω(C[n]) = D[n], Ω(D[n]) = E[n], Ω(E[n]) = C[n],

Ω(C ′[n]) = D′[n], Ω(D′[n]) = E′[n], Ω(E′[n]) = C ′[n]
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pour toutn ∈ N. D’après Th́eor̀eme 1.6.10, il existe des suites d’Auslander-Reiten de la forme: pour toutn ∈ N,

0→M(C[n])→M(C[n+ 1])⊕M(D[n− 1])→M(D[n])→ 0

0→M(D[n])→M(D[n+ 1])⊕M(E[n− 1])→M(E[n])→ 0

0→M(E[n])→M(E[n+ 1])⊕M(C[n− 1])→M(C[n])→ 0

où on utilise la convention
M(C[−1]) = M(D[−1]) = M(E[−1]) = 0.

Ces suites d’Auslander-Reiten forment les deux3-tubesΩ-stables suivants:

•M(D[2])

��3
3

3
3

3
3

3
3

3
3

3

•M(C[2])

''N
NNNNNN •M(E[2])

wwppppppppppppppppppppppppppp

•M(D[1])

OO�
�
�
�
�
�

��3
3

3
3

3
3

3
3

3
3

3

•M(C[1])

OO

''N
NNNNNN •M(E[1])

OO

wwppppppppppppppppppppppppppp

•M(D)

OO�
�
�
�
�
�

•M(C)

OO

•M(E)

OO

•M(D′[2])

��3
3

3
3

3
3

3
3

3
3

3

•M(C′[2])

''N
NNNNNN •M(E′[2])

wwppppppppppppppppppppppppppp

•M(D′[1])

OO�
�
�
�
�
�

��3
3

3
3

3
3

3
3

3
3

3

•M(C′[1])

OO

''N
NNNNNN •M(E′[1])

OO

wwppppppppppppppppppppppppppp

•M(D′)

OO�
�
�
�
�
�

•M(C′)

OO

•M(E′)

OO

Lemme 4.1.3 SoitM un module dans les deux3-tubes ci-dessus. Alors

(i) SiM est de quasi-longueur0 (voir Définition 1.6.5), i.e.

M ∈ {M(C),M(D),M(E),M(C ′),M(D′),M(E′)},

alors Ext1A(M,M) = 0 et EndA(M) = k.

(ii) SiM est de quasi-longueur1, i.e.

M ∈ {M(C[1]),M(D[1]),M(E[1]),M(C ′[1]),M(D′[1]),M(E′[1])},

alors Ext1A(M,M) = 0 et EndA(M) = k[ε]/ε2.

(iii) SiM est de quasi-longueur≥ 2, alors Ext1A(M,M) 6= 0.

Démonstration (i). Il suffit de regarderM =
1

<<

2
ouM =

2
<<

1
, puisque

Ext1A(ΩiM,ΩiM) = Ext1A(M,M) et EndA(ΩiM) = EndA(M),
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pour tout moduleM et touti ∈ Z. On montre le casM =
1

<<

2
, l’autre caśetant similaire.

Ext1A(
1

<<

2
,

1
<<

2
) = HomA(Ω

(
1

<<

2

)
,

1
<<

2
) = HomA(

3
<<

1
,

1
<<

2
) = 0

car il n’existe pas de morphismes explicites de
3

<<

1
vers

1
<<

2
.

Le fait que EndA(M) = k est aussíevident, car̀a part l’identit́e, il n’existe pas de morphismes explicites de
1

<<

2
à lui-même.

(ii) Comme dans (i), on peut supposer queM =
1

<<
3

<<��
2 1

. Le seul morphisme explicite

ΩM =
3

<<
2 ∼<<��

1 3

__�
�

�
�__ →M =

1
<<

3
<<��

2 1
__�
�

�
�__

est de cœurS2, comme illustŕe dans les deux modules, mais il est projectif car il est le composé

3
<<

2 ∼<<��
1 3

→ P1 =

1
<<��

3
<<

2
��

1

→
1

<<
3

<<��
2 1

On obtient donc que
Ext1A(M,M) = HomA(ΩM,M) = 0.

Calculons EndA(M). A part l’identité, il existe un autre morphisme explicite deM à lui-même, not́e ε,

ε :
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�

__ →
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�

__

Ce morphisme n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3 et forme avec l’identité une base de EndA(M).
(iii). Si n ≥ 2, regardonsC[n] etΩC[n] = D[n],

C[n] =
1

<<
3

<<��
2 ∼<<�� ···

2 1 3
���

D[n] =
3

<<
2 ∼<<��

1
<<�� ···

1 3 2
���

_ _ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _ _

En effet, si on pose

C1 =
1

<<

2
, C2 =

3
��

2
, C3 =

3
<<

1
, C4 =

2
��

1
, C5 =

2 ∼<<

3
, C6 =

1
��

3

et si on d́efinit que pour toutm ∈ Z, Cm = Cm′ pourm ≡ m′ mod6 etm′ ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, alors

C[n] = C1C2 · · ·C2n+1, D[n] = C3C4 · · ·C2n+3



Modules indécomposables rigides 121

et la partie en boite dansD[n] est
C7 · · ·C2n+3 = C1 · · ·C2n−3.

On a donc un morphisme explicite

M(D[n]) � M(C7 · · ·C2n+3) ∼= M(C1 · · ·C2n−3) ↪→M(C)

qui n’est pas projectif, d’après Lemme 3.2.1. On obtient donc que

Ext1A(M(C[n]),M(C[n])) = HomA(Ω(M(C[n])),M(C[n])) = HomA(M(D[n]),M(C[n])) 6= 0

2

Il existe deux composantes non régulìeres.
La premìere composante est celle contenantS1 = M(1(1,1)). Sa forme est

++WWWWWWWWWWWW

++WWWWWWWWWWW

''PPPPPPPPPP

''OOOOOOOOO

66lllllllllll M([1]1(1,1)[−2])

**UUUUUUUU

33ggggggggggg
M([2]1(1,1)[−1])

**TTTTTTTT

33hhhhhhhhhhh

M(1(1,1)[−2])

**UUUUUUUU

44iiiiiiii
M([1]1(1,1)[−1])

**UUUUUUUU

44iiiiiiii
M([2]1(1,1))

&&LLLLLLLL

88rrrrrrrr

''OOOOOOOOO

77ooooooooo M(1(1,1)[−1]) //

**UUUUUUUU

44iiiiiiii
P2

// M([1]1(1,1))

**TTTTTTTT

44jjjjjjjj

M([−1]1(1,1)[−1])

**UUUUUUUU

44iiiiiiii
M(1(1,1))

**UUUUUUUU

44iiiiiiii
M([1]1(1,1)[1])

&&LLLLLLLL

88rrrrrrrr

''OOOOOOOOO

77ooooooooo M([−1]1(1,1))

**UUUUUUUU
//

44iiiiiiii
P3

// M(1(1,1)[1])

**TTTTTTTT

44jjjjjjjj

M([−2]1(1,1))

++WWWWWWWWWWWW

44iiiiiiii
M([−1]1(1,1)[1])

++WWWWWWWWWWW

44iiiiiiii
M(1(1,1)[2])

''PPPPPPP

88rrrrrrrr

66lllllll

33ggggggggggg

33hhhhhhhhhhh

où

1(1,1)[1] =
3 ∼<<��

1 2
, 1(1,1)[−1] =

1
<<

3∼
��

2
, [1]1(1,1) =

2
<<∼

��
3 1

, [−1]1(1,1) =
2 ∼<<

1
��

3
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L’autre composante est celle contenantS3 = M(1(3,1)).

++WWWWWWWWWWWW

++XXXXXXXXXXXXX

''PPPPPPPPPP

''OOOOOOOOO

66lllllllllll M([1]1(3,1)[−2])

**VVVVVVVVV

33fffffffffffff
M([2]1(3,1)[−1])

**TTTTTTTT

33hhhhhhhhhhh

M(1(3,1)[−2])

**UUUUUUUU

44iiiiiiii
S2 = M([1]1(3,1)[−1])

**VVVVVVVVV

44hhhhhhhhh
M([2]1(3,1))

&&LLLLLLLL

88rrrrrrrr

''OOOOOOOOO

77ooooooooo M(1(3,1)[−1]) //

**VVVVVVVVV

44hhhhhhhhh
P1

// M([1]1(3,1))

**TTTTTTTT

44jjjjjjjj

M([−1]1(3,1)[−1])

**UUUUUUUU

44iiiiiiii
S3 = M(1(3,1))

**VVVVVVVVV

44hhhhhhhhh
M([1]1(3,1)[1])

&&LLLLLLLL

88rrrrrrrr

''OOOOOOOOO

77ooooooooo M([−1]1(3,1))

**VVVVVVVVV

44hhhhhhhhh
M(1(3,1)[1])

**TTTTTTTT

44jjjjjjjj

M([−2]1(3,1))

++WWWWWWWWWWWW

44iiiiiiii
M([−1]1(3,1)[1])

++XXXXXXXXXXXXX

44hhhhhhhhh
M(1(3,1)[2])

''PPPPPPP

88rrrrrrrr

66lllllll

33fffffffffffff

33hhhhhhhhhhh

où

1(3,1)[1] =
2

<<��
3 1

, 1(3,1)[−1] =
3

<<
2

��
1

, [1]1(3,1) =
1

<<��
2 3

,

[−1]1(3,1) =
1

<<
3

��
2

, [1]1(3,1)[−2] =
2

<<
1

��
3

, [2]1(3,1)[−1] =
3

<<��
1 2

Proposition 4.1.4 Soit M un module ind́ecomposable dansQ(S1) ∪ Q(S2). Alors on a Ext1A(M,M) = 0 et
EndA(M) = k.

Avant de donner la preuve de cette proposition, introduisons des notations. Posons

C1 =
3

��
1

, C2 =
3 ∼<<

2
, C3 =

1
��

2
, C4 =

1
<<

3
, C5 =

2
��

3
, C6 =

2
<<

1

et d́efinissons que toutm ∈ Z, Cs = Cs′ pours ≡ s′ mod6 ets′ ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Alors

P3 =

3 ∼<<��
1

<<
2

��
3

=
C2??C1

��

C4

??
C5

��
, P1 =

1
<<��

2
<<

3
��

1

=
C4??C3

��

C6

??
C1

��
etP2 =

2
<<��

3 ∼<<
1

��
2

=
C6??C5

��

C2

??
C3

��

Constatons que tout chemin maximal dans les modules projectifs indécomposables est composé de deux cordes
CiCi+3 pouri ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} (où on prend les indices modulo6).

Lemme 4.1.5 Supposons queC = CiCi+1 · · ·Ci+n aveci ∈ Z et n ∈ N. Alors D = Ω(C) est de la forme
suivante:

(i) siCi etCi+n sont inverses, alorsD = Ci+4 · · ·Ci+n+4.

(ii) siCi etCi+n sont directes, alorsD = Ci+2 · · ·Ci+n+2.
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(iii) siCi est inverse etCi+n est directe, alors sin = 1,D = Ci ∩ Ci+1 et sin ≥ 2,D = Ci+4 · · ·Ci+n+2.

(iv) siCi est directe etCi+n est inverse, alorsD = Ci+2 · · ·Ci+n+4.

Démonstration Il suffit de regarder les structures des modules projectifs indécomposablesPi avec1 ≤ i ≤ 3 et
ce lemme est une conséquence imḿediate de Proposition 1.4.6.

2

Posons

C ′1 =
2

<<

1
, C ′2 =

2∼
��

3
, C ′3 =

1
<<

3
, C ′4 =

1
��

2
, C ′5 =

3
<<

2
C ′6 =

3
��

1

et d́efinissons que toutm ∈ Z, C ′m = C ′m′ pourm ≡ m′ mod6 etm′ ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Alors

P2 =

2
<<∼

��
3

<<
1

��
2

=
C′

1??C′
2
��

C′
5

??
C′

4

��
, P1 =

1
<<��

2
<<

3
��

1

=
C′

3??C′
4
��

C′
1

??
C′

6

��
etP3 =

3
<<��

1
<<

2∼
��

3

=
C′

5??C6
��

C′
3

??
C′

2

��

Constatons que tout chemin maximal dans les modules projectifs indécomposables est composé de deux cordes
C ′iC

′
i+3 pouri ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Comme d’habitude, on prend les indices modulo6.

Lemme 4.1.6 Supposons queC ′ = C ′j+mC
′
j+m−1 · · ·C ′j avecj ∈ Z etm ∈ N. Alors D′ = Ω(C ′) est de la

forme suivante:

(i) siC ′j+m etC ′j sont inverses, alorsD′ = C ′j+m+2 · · ·C ′j+2.

(ii) siC ′j+m etC ′j sont directes, alorsD′ = C ′j+m+4 · · ·C ′j+n+4.

(iii) siC ′j+m est inverse etC ′j est directe, alors sim = 1,D′ = C ′j+1 ∩C ′j et sim ≥ 2,D = C ′j+m+2 · · ·C ′j+2.

(iv) siC ′j+m est directe etC ′j est inverse, alorsD′ = C ′j+m+4 · · ·C ′j+2.

Démonstration Il suffit de regarder les structures des modules projectifs indécomposablesPi avec1 ≤ i ≤ 3 et
ce lemme est aussi une conséquence imḿediate de Proposition 1.4.6.

2

Preuve de Proposition 4.1.4 Comme les deux composantes sontΩ-isomorphes, on n’a besion que de traiter
Q(S1). Commeτ = Ω2 pour une alg̀ebre syḿetrique et par conséquent,

Ext1A(τM, τM) = Ext1A(Ω2M,Ω2M) = Ext1A(M,M),

il suffit de regarder les modulesM(1(1,1)[n]) avecn ≥ 0 et les modulesM([m]1(1,1)) avecm > 0, puisque
tout module dans ces composantes est un syzygy d’un certain module de la formeM(1(1,1)[n]) avecn ≥ 0 ou
M([m]1(1,1)) avecm > 0 .

Consid́erons d’abord les modulesM(1(1,1)[n]) avecn ≥ 0.

(1) Si n = 0,M = S1 etΩM =
3

<<
2

��
1

. Il n’existe pas de morphismes explcites deΩM versM et donc

Ext1A(M,M) = HomA(ΩM,M) = 0.
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(2) Sin = 1,M = M(1(1,1)[1]) =
3 ∼<<��

1 2
etΩM = S3. Il n’existe pas morphismes explicites deΩM vers

M . On en d́eduit que
Ext1A(M,M) = HomA(ΩM,M) = 0.

(3) Pourn ≥ 2,
1(1,1)[n] = C = C1C2 · · ·C2n

et donc
ΩC = D = C5C6 · · ·C2n+2,

d’apr̀es Lemme 4.1.5. Les cordesC etD sont de la forme

C =
3 ∼<<��

1
<<��

2
<<��

3 ∼<<��
1

<<��
2

<<��
· · ·

|||
1 2 3 1 2 3 1

D =
2

<<��
3 ∼<<��

1
<<��

2
<<��

3 ∼<<��
· · ·

|||
3 1 2 3 1 2

J’affirme que le cœur d’un morphisme explicite deΩM(C) = M(D) versM(C) est parmi

{S1, S2, S3, (β2α2)sβ2 =
3

2
, avec0 ≤ s ≤ b− 2}.

En effet, d’apr̀es les descriptions des sous-cordes explicites (voir Proposition 1.5.5) et des quotient explicites
(voir Proposition 1.5.6), les sous-cordes explicites deC sont

(i) S1, S2, S3

(ii)
a

2
aveca ∈ {2, 3} qui est une sous-corde explicite de

2 <<<<

2
et qui est de longueur strictement

positive.

(iii) C[s,t] = Cs+1 · · ·Ct avec0 ≤ s < t ≤ 2n ets, t paires.

(iv)

(
a

2

)
C6s+3 · · ·Ct avec0 ≤ 6s + 2 < t ≤ 2n et t paire, òu

a

2
est une sous-corde explicite

de
2 <<<<

2
et est de longueur strictement positive.

et les quotients explicites deD sont

(i) S1, S2, S3

(ii)
3

b
avecb ∈ {2, 3} qui est un quotient explicite de

3 <<<<

3
et qui est de longueur strictement

positive.

(iii) D[s,t] = Cs+1 · · ·Ct avec4 ≤ s < t ≤ 2n+ 2 tels que ou bien (s, t soient impaires) ou bien (s = 4 et
t soit impaire) ou bien (s soit impaire ett = 2n+ 2).
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(iv) Cs · · ·C6t+1

(
3

b

)
avec5 ≤ s < 6t+ 2 ≤ 2n+ 2 tel ques soit paire ous = 5 où

3

b
est un

quotient explicite de
3 <<<<

3
et est de longueur strictement positive.

Comme le cœur d’un morphisme explicite deM(D) àM(C) està la fois un quotient explicite deM(D) et
une sous-corde explicite deM(C), on voit facilement l’affirmation.

Etant donńe un morphisme explicite deM(D) àM(C) de cœur(β2α2)sβ2 =
3

2
avec0 ≤ s ≤ b− 2,

on le factorise parP3 via

M(D) =
3 ∼<<|||

1
BBB��

· · · 2 · · ·
=

3
|||

· · · 2
<<

3 · · ·

2
|||

→ P3 =

3

��
��
��

2

1

..
..

..
3

2
��

3

→

· · · 3
��

1

BBB
2

<<

3 · · ·

2
|||

=
· · · 3 ∼<<��

· · ·

1 2
= M(C)

où l’intersection des deux boites dansP3 est(β2α2)sβ2 =
3

2
.

Soit f : ΩM → M un morphisme explicite de cœurE = Si pour i ∈ {1, 2, 3}. Notons s = PosD(E) et
t = PosC(E), alorss est impaire,t est paire ets+ 3 ≡ t mod6.

(i) Si s ≤ t+ 3, alorsf est le compośe

M(D) � M(D[4,s]) ↪→ I(M(D[4,s])) � M(C[t−s+3,t]) ↪→M(C)

où I(M(D[4,s])) est l’enveloppe injective deM(D[4,s]) qui est aussi projectif, puisqueA est une
algèbre auto-injective voire syḿetrique. En effet,

D[4,s] = C5 · · ·Cs et C[t−s+3,t] = Ct−s+4 · · ·Ct.

Commes + 3 ≡ t mod6 , (t − s + 4) + 4 ≡ 5 mod6 et t + 2 ≡ s − 1 mod6. CommeCt−s+4 est
inverse etCt est directe, Lemme 4.1.5 implique que

ΩC[t−s+3,t] = Ω(Ct−s−4 · · ·Ct) = C(t−s+4)+4 · · ·Ct+2 = C5 · · ·Cs−1 = D[4,s−1]

La situation peut̂etre visualiśee comme suit:

C[t−s+3,t] = ;;
;;Ct−s+4

��
�� ;;

;;

��
�� ··· ��

�� ;;
;;

��
�� Ct??

??

•
E

D[4,s] = ;;
;;C5

��
�� ···��

�� ;;
;;

��
�� ;;

;; •
Cs��

�� E
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(ii) Si s > t+ 3, alorsf est le compośe

M(D) � M(D[s,2n+2]) ↪→ I(M(D[s,2n+2])) � M(C[t,t+2n+3−s]) ↪→M(C)

où I(M(D[s,2n+2])) est l’enveloppe injective deM(D[s,2n+2]) qui est aussi projectif, puisqueA est
une alg̀ebre auto-injective. En effet,

D[s,2n+2] = Cs+1 · · ·C2n+2 et C[t,t+2n+3−s] = Ct+1 · · ·Ct+2n+3−s.

Commes+3 ≡ t mod6 , (t+1)+4 ≡ s+2 mod6 et (t+2n+3− s)+2 ≡ 2n+2 mod6. Comme
Ct+1 est inverse etCt+2n+3−s est directe, Lemme 4.1.5 implique que

ΩC[t,t+2n+3−s] = Ω(Ct+1 · · ·Ct+2n+3−s) = C(t+1)+4 · · ·C(t+2n+3−s)+2 = Cs+2 · · ·C2n+2 = D[s+1,2n+2].

La situation peut̂etre visualiśee comme suit:

C[t,t+2n+3−s] = ;;
;;Ct+1

��
�� ;;

;;

��
�� ··· ��

�� ;;
;;

��
�� Ct+2n+3−s

;;
;;

E
•

D[s,2n+2] = E
•

Cs+1
??

?? ;;
;;

��
��

��
�� ··· ;;

;;

��
�� C2n+2

;;
;;

Consid́erons ensuite les modulesM = M([m]1(1,1)) avecm > 0.

(4) Sim = 1, M =
2

<<∼
��

3 1
, alorsΩM = S2. Il n’existe pas de morphismes explicites deΩM = S2 àM

et donc Ext1A(M,M) = EndA(ΩM,M) = 0.

(5) Si m ≥ 2, [m]1(1,1) = C ′ = C ′2m · · ·C ′1 et doncΩC ′ = D′ = C ′2m+2 · · ·C ′5 d’apr̀es Lemme 4.1.6.
D’après les descriptions des sous-cordes explicites (voir Proposition 1.5.5) et des quotient explicites (voir
Proposition 1.5.6), le cœur d’un morphisme explicite deΩM(C ′) = M(D′) versM(C ′) est parmi

{S1, S2, S3, ((α2β2)sα2)−1 =
2

3
, avec0 ≤ s ≤ b− 2}.

Etant donńe un morphisme explicite deM(D′) àM(C ′) de cœur

((α2β2)sα2)−1 =
2

3
, avec0 ≤ s ≤ b− 2,

on le factorise parP2 via

ΩM =

2
BBB

3
��

· · ·

· · ·
BBB

2

3

→ P2 =

2

..
..

..

3

2 1

��
��
��

3
<<

2

→M =

2
<<

· · ·
|||

3
��

1

· · ·
BBB

2

3
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où l’intersection des deux boites dansP2 est((α2β2)sα2)−1 =
2

3
, avec0 ≤ s ≤ b− 2.

Soit f : ΩM → M un morphisme explicite de cœurE = Si pouri ∈ {1, 2, 3}. Notonss = PosD′(E), i.e.
E = C ′s+1 ∩ C ′s dansD′ et t = PosC′(E), i.e. E = C ′t+1 ∩ C ′t dansC ′, alorss est impaire,t est paire et
s+ 3 ≡ t mod6.

(i) Si s ≤ t+ 3, alorsf est le compośe

M(D′) � M(D′
[s,4]) ↪→ I(M(D′

[s,4])) � M(C ′[t,t−s+3]) ↪→M(C ′)

où I(M(D′
[s,4])) est l’enveloppe injective deM(D[s,4]) qui est aussi projectif, puisqueA est une

algèbre auto-injective. En effet,

D′
[s,4] = C ′s · · ·C ′5, et C ′[t,t−s+3] = C ′t · · ·C ′t−s+4.

Commes+ 3 ≡ t mod6 , t+ 2 ≡ s− 1 mod6 et (t− s+ 4) + 4 ≡ 5 mod6. CommeC ′t est inverse
etC ′t−s+3 est directe, Lemme 4.1.6 implique que

ΩC ′[t,t−s+3] = Ω(C ′t · · ·Ct−s+3) = C ′t+2 · · ·C ′(t−s+4)+4 = C ′s−1 · · ·C ′5 = D′
[s−1,5].

La situation peut̂etre visualiśee comme suit:

C ′[t,t−s+3] = ;;
;;C′

t

��
�� ;;

;;

��
�� ··· ��

�� ;;
;;

��
��

C′
t−s+4

;;
;;

E
•

D′
[s,4] = E

•
C′

s

??
?? ;;

;;

��
��

��
�� ··· ;;

;;

��
�� C′

5
;;

;;

(ii) Si s > t+ 3, alorsf est le compośe

M(D′) � M(D′
[2m+2,s]) ↪→ I(M(D′

[2m+2,s])) � M(C ′[t−s+2m+3,t]) ↪→M(C ′)

où I(M(D′
[2m+2,s])) est l’enveloppe injective deM(D′

[2m+2,s]) qui est aussi la couverture projective
deM(C ′[t−s+2m+3,t]),

D′
[2m+2,s] = C ′2m+2 · · ·C ′s+1 et C ′[t−s+2m+3,t] = C ′t−s+2m+3 · · ·C ′t+1.

Commes + 3 ≡ t mod6 , (t − s + 2m + 3) + 2 ≡ 2m + 2 mod6 et (t + 1) + 4 ≡ s + 2 mod6.
CommeC ′t−s+2m+3 est inverse etC ′t+1 est directe, Lemme 4.1.6 implique que

ΩC ′[t−s+2m+3,t] = Ω(C ′t−s+2m+3 · · ·C ′t+1) = C ′(t−s+2m+3)+2 · · ·C
′
(t+1)+4 = C ′2m+2 · · ·C ′s+2 = C ′[2m+2,s+1].

La situation peut̂etre visualiśee comme suit:

C ′[t−s+2m+3,t] = ;;
;;C′

t−s+2m+3

��
�� ;;

;;

��
�� ··· ��

�� ;;
;;

��
��

C′
t+1??

??

•
E

D′
[2m+2,s] = ;;

;;C′
2m+2

��
�� ···��

�� ;;
;;

��
�� ;;

;; •
C′

s+1
��

�� E
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On a montŕe donc que Ext1A(M,M) = 0 pour toutM ∈ Q(S1)∪Q(ΩS1). On montre ensuite que EndA(M) =
k pour toutM ∈ Q(S1) ∪Q(ΩS1).

Consid́erons d’abord les modulesM = M(1(1,1)[n]) avecn ≥ 0.

(1) Si n = 1, alorsM = S1 et EndAS1 = k estévidente.

(2) Supposons quen ≥ 2 et notonsC = 1(1,1)[n]. En utilisant les descriptions des sous-cordes explicites et des
quotients explicites ci-dessus, le cœur d’un morphisme explicite deM(C) versM(C) est parmi

{S1, S2, S2, (β2α2)sβ2 =
3

2
avec0 ≤ s ≤ b− 2}.

Comme ci-dessus, un morphisme explicite de cœur(β2α2)sβ2 =
3

2
factorise parP3.

Soit f : M → M un morphisme explicite de cœurE = Si aveci ∈ {1, 2, 3}. Notonss la position deE
dans la sourceC et t celle dans le butC, alorss est impaire,t est paire ets+ 3 ≡ t mod 6.

(i) Si s < t, f est projectif via

M(C) � M(C[0,s]) ↪→ I(M(C[0,s])) � M(C[t−s−1,t]) ↪→M(C)

où I(M(C[0,s])) est l’enveloppe injective deM(C[0,s]) qui est aussi projectif, puisqueA est une
algèbre auto-injective. En effet,

C[0,s] = C1 · · ·Cs et C[t−s−1,t] = Ct−s · · ·Ct.

Commes + 3 ≡ t mod6 , t − s − 1 ≡ 2 mod6. CommeCt−s est inverse etCt est directe, Lemme
4.1.5 implique que

ΩC[t−s−1,t] = Ω(Ct−s · · ·Ct) = Ct−s+4 · · ·Ct+2 = C1 · · ·Cs−1 = C[0,s−1].

La situation peut̂etre visualiśee comme suit:

C[t−s−1,t] = ;;
;;Ct−s

��
�� ;;

;;

��
�� ··· ��

�� ;;
;;

��
�� Ct??

??

•
E

C[0,s] = ;;
;;C1

��
�� ···��

�� ;;
;;

��
�� ;;

;; •
Cs��

�� E

(ii) Si s > t, alorsf est le compośe

M(C) � M(C[s,2n]) ↪→ I(M(C[s,2n])) � M(C[t,t+2n+1−s]) ↪→M(C)

où I(M(C[s,2n])) est l’enveloppe injective deM(C[s,2n]) qui est aussi la couverture projectif de
M(C[t,t+2n+1−s]), puisqueA est une alg̀ebre auto-injective. En effet,

C[s,2n] = Cs+1 · · ·C2n et C[t,t+2n+1−s] = Ct+1 · · ·Ct+2n+1−s.

Commes + 3 ≡ t mod6, (t + 1) + 4 ≡ s + 1 mod6 et (t + 2n + 1 − s) + 2 ≡ 2n mod6. Comme
Ct+1 est inverse etCt+2n+1−s est directe, Lemme 4.1.5 implique que

ΩM(C[t,t+2n+1−s]) = Ω(Ct+1 · · ·Ct+2n+1−s) = C(t+1)+4 · · ·C(t+2n+1−s)+2 = Cs+1 · · ·C2n = C[s,2n].
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La situation peut̂etre visualiśee comme suit:

C[t,t+2n+1−s] = ;;
;;Ct+1

��
�� ;;

;;

��
�� ··· ��

�� ;;
;;

��
�� Ct+2n+1−s

;;
;;

E
•

D[s,2n] = E
•

Cs+1
??

?? ;;
;;

��
��

��
�� ··· ;;

;;

��
�� C2n

;;
;;

Consid́erons maintenant les modulesM = M([m]1(1,1)) avecm > 0.

(3) Comme ci-dessus, notonsC ′ = [m]1(1,1). En utilisant les descriptions des sous-cordes explicites et des
quotients explicites ci-dessus, le cœur d’un morphisme explicite deM(C ′) versM(C ′) est parmi

{S1, S2, S2, (α2β2)sα2 =
2

3
avec0 ≤ s ≤ b− 2}.

Comme ci-dessus, un morphisme explicite de cœur(α2β2)sα2 =
2

3
factorise parP2.

Soit f : M(D) → M(C) un morphisme explicite de cœurE = Si aveci ∈ {1, 2, 3}. Notonss la position
deE dans la sourceC ′ et t celle dans le butC ′, alorss est impaire,t est paire ets+ 3 ≡ t mod 6.

(i) Si s < t, f est projectif via

M(C ′) � M(C ′[s,0]) ↪→ I(M(C ′[s,0])) � M(C ′[t,t−s−1]) ↪→M(C ′)

où I(M(C ′[s,0])) est l’enveloppe injective deM(C ′[s,0]) qui est aussi la couverture projective deM(C ′[t,t−s−1]).

C[s,0] = Cs · · ·C1 et C ′[t,t−s−1] = C ′t · · ·C ′t−s.

Commes+ 3 ≡ t mod6, t+ 2 ≡ s− 1 mod6 et t− s+ 4 ≡ 1 mod6. CommeC ′t est inverse etC ′t−s

est directe, Lemme 4.1.6 implique que

ΩC ′[t,t−s−1] = Ω(C ′t · · ·C ′t−s) = C ′t+2 · · ·C ′t−s+4 = C ′s−1 · · ·C ′1 = C ′[s−1,0].

La situation peut̂etre visualiśee comme suit:

C ′[t,t−s−1] = ;;
;;C′

t

��
�� ;;

;;

��
�� ··· ��

�� ;;
;;

��
��

C′
t−s

;;
;;

E
•

C[s,0]′ = E
•
C′

s

??
?? ;;

;;

��
��

��
�� ··· ;;

;;

��
�� C′

1
;;

;;

(ii) Si s > t, alorsf est le compośe

M(C ′) � M(C ′[2m,s]) ↪→ I(M(C ′[2m,s])) � M(C ′[t+2m+1−s,t]) ↪→M(C ′)

où I(M(C ′[2m,s])) est l’enveloppe injective deM(C ′[2m,s]) qui est aussi la couverture projective de
M(C ′[t+2m+1−s,t])..

C ′[2m,s] = C ′2m · · ·C ′s+1 et C ′[t+2m+1−s,t] = C ′t+2m+1−s · · ·C ′t+1.
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Commes+ 3 ≡ t mod6, (t+ 2m+ 1− s) + 2 ≡ 2m mod6 et (t+ 1) + 4 ≡ s+ 2 mod6. Comme
C ′t+2m+1−s est inverse etC ′t+1 est directe, Lemme 4.1.6 implique que

ΩM(C ′[t+2m+1−s,t]) = Ω(C ′t+2m+1−s · · ·C ′t+1) = C ′(t+2m+1−s)+2 · · ·C
′
(t+1)+4 = C ′2m · · ·C ′s+2 = C[2m,s+1].

La situation peut̂etre visualiśee comme suit:

C ′[t+2m+1−s,t] = ;;
;;C′

t+2m+1−s

��
�� ;;

;;

��
�� ··· ��

�� ;;
;;

��
��

C′
t+1??

??

•
E

C[s,2n]′ = ;;
;;C′

2n

��
�� ···��

�� ;;
;;

��
�� ;;

;; •
C′

s+1
��

�� E

2

La composante contenantM(α2) =
2

<<

3
est de forme

++VVVVVVVVVVV

**VVVVVVVVVV

''NNNNNNNNN

&&NNNNNNNN

66mmmmmmmmmm M([1]α2)[−2]

))SSSSSSS

44hhhhhhhhhh
M([2]α2)[−1]

))SSSSSSS

44iiiiiiiiii

M(α2[−2])

**TTTTTTTT

55jjjjjjj
M([1]α2[−1])

))SSSSSSS

55kkkkkkk
M([2]α2)

%%JJJJJJJ

99ttttttt

&&NNNNNNNN

88pppppppp M(α2[−1])

))SSSSSSSS

55kkkkkkk
M([1]α2)

))SSSSSSS

55kkkkkkk

M([−1]α2[−1])

**TTTTTTTT

55jjjjjjj
M(α2)

))SSSSSSSS

55kkkkkkkk
M([1]α2[1])

%%JJJJJJJ

99ttttttt

&&NNNNNNNN

88pppppppp M([−1]α2)

))SSSSSSS

55kkkkkkkk
M(α2[1])

))SSSSSSS

55kkkkkkk

M([−2]α2)

++VVVVVVVVVVV

55jjjjjjj
M([−1]α2[1])

**VVVVVVVVVV

55kkkkkkk
M(α2[2])

''NNNNNN

99ttttttt

66mmmmmmm

44hhhhhhhhhh

44iiiiiiiiii

où

α2[1] =
2

<<
1

�� <<

3 2
, α2[−1] =

2
<<

3
<<

1
��

2

,

[1]α2 =

3
<<��

1 2
<<

3

, [−1]α2 =
3

<<
2

�� <<

1 3

Proposition 4.1.7 SoitM ∈ Q(α2)∪ΩQ(α2). Alors Ext1A(M,M) = 0 ssiM = Ωn

(
2

<<
1

�� <<

3 2

)
, n ∈ Z.

Dans ce cas, EndA(M) = k[ε]/ε2.
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Démonstration Comme ce sont des composantes de typeZA∞∞, il suffit de regarder les modules dans la diagonale

M = [n]

(
2

<<

3

)
pourn ∈ Z.

Comme Ext1A(M,M) = HomA(ΩM,M), il faut calculer HomA(ΩM,M).

(1) Si n = 1, ΩM = M((α2β2)b−2α2)−1).

Si b = 2, il s’injecte dansM =

3
<<��

1 2
<<

3

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _

.

Si b > 2, alors le morphisme explicite

ΩM =

2
��

3

2

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ →M =

3
<<��

1 2
<<

3

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.

(2) Si n = 2,

M = M([2]α2) =

2
<<∼

��
3

<<��
3 1 2

<<

3

__�
�

�
�__ ,

alors

ΩM =
1

<<��
2

2 3

__�
�

�
�

__ avec
2

3
= ((α2β2)b−2α2)−1.

Si b = 2, le seul morphisme deΩM versM est celui de cœurS1 illustré dans les deux cordes, mais ce
morphisme est projectif via

ΩM =
1

<<��
2

��
2 3

→ P2 =

2 ∼<<��
1

<<
3

��
2

→M =

2
<<∼

��
3

<<��
3 1 2

<<

3

Cela signifie que sib = 2,M([2]α2) est un module rigide et donc

ΩM([2]α2) ∼= M(α2[1]) =
2

<<
1

�� <<

3 2

l’est aussi (En effet, sib = 2, Ω est un auto-morphisme deQ(α2)).

Si b > 2, le morphisme explicite

ΩM =

2
��

1
<<��

3

2 3

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ →M =

2
<<∼

��
3

<<��
3 1 2

<<

3

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.
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(3) Si n ≥ 3, le morphisme explicite

ΩM = [n− 3]

(
3

<<��
1

<<��
2

1 2 3

__�
�

�
�

__
)
→M = [n− 3]


1

<<��
2

<<∼
��

3
<<��

2 3 1 2
<<

3
__�
�

�
�__


n’est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3 (Ici on a utilisé implicitement Proposi-
tion 1.6.11).

(4) Si n = −1, le seul morphisme explicite

ΩM([−1]α2) =
2 ∼<<

1
<<��

2
����

3 2

__�
�

�
�

__ →M([−1]α2) =
3

<<
2

<<��
1 3

__�
�

�
�

__

factorise parP2 via

2 ∼<<
1

<<��
2

����
3 2

→ P2 =

2
<<

��
��
��

3

1

..
..

..

2
����

2

→
3

<<
2

<<��
1 3

On obtient donc que

Ω−2

(
3

<<
2

<<��
1 3

)
=

2
<<

1
<<��

3 2

est rigide.

(5) Si n ≤ −2, alors le morphisme explicite

Ω(M([n]α2)) = [n+2]

(
1

<<
3

<<��
2

<<��
2 1 3

__�
�

�
�__

)
→M([n]α2) = [n+2]

(
3

<<
2 ∼<<��

1
<<��

2
����

1 3 2

__�
�

�
�__
)

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3.

EndA

(
2

<<
1

�� <<

3 2

)
est engendré par l’identit́e et

ε :
2

<<
1

�� <<

3 2

__�
�

�
�

__ →
2

<<
1

�� <<

3 2
__�
�

�
�

__

qui n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3.

2



Modules indécomposables rigides 133

La composante contenantM(β2) =
3

<<

2
est de forme

**VVVVVVVVVV

**UUUUUUUUUU

''NNNNNNNNN

&&NNNNNNNN

66mmmmmmmmmm M([1]β2[−2])

))SSSSSSS

44iiiiiiiiii
M([2]β2[−1])

))SSSSSSS

44iiiiiiiii

M(β2[−2])

))TTTTTTT

55jjjjjjj
M([1]β2[−1])

))SSSSSSS

55kkkkkkk
M([2]β2)

%%JJJJJJJ

99ttttttt

&&NNNNNNNN

88qqqqqqqq M(β2[−1])

))SSSSSSSS

55kkkkkkk
M([1]β2)

))SSSSSSS

55kkkkkkk

M([−1]β2[−1])

))TTTTTTT

55jjjjjjj
M(β2)

))SSSSSSSS

55kkkkkkkk
M([1]β2[1])

%%JJJJJJJ

99ttttttt

&&NNNNNNNN

88qqqqqqqq M([−1]β2)

))SSSSSSS

55kkkkkkkk
M(β2[1])

))SSSSSSS

55kkkkkkk

M([−2]β2)

**VVVVVVVVVVV

55jjjjjjj
M([−1]β2[1])

**UUUUUUUUUU

55kkkkkkk
M(β2[2])

''NNNNNN

99ttttttt

66mmmmmmm

44iiiiiiiiii

44iiiiiiiiii

où

β2[1] =
3

<<
1

�� <<

2 3
, β2[−1] =

3
<<

2
<<

1
��

3

,

[1]β2 =

2
<<��

1 3
<<

2

, [−1]β2 =
2

<<
3

�� <<

1 2

Proposition 4.1.8 SoitM ∈ Q(β2) ∪ ΩQ(β2). Alors Ext1A(M,M) = 0 ssiM = Ωn

(
2

<<
3

�� <<

1 2

)
, n ∈ Z.

Dans ce cas, EndA(M) = k[ε]/ε2.

La preuve de cette proposition est exactement la même que celle de Proposition 4.1.7.

Proposition 4.1.9 SoitM un module ind́ecomposable non périodique qui n’est pas dans

Q(S1) ∪Q(S2) ∪Q(α2) ∪ ΩQ(α2) ∪Q(β2) ∪ ΩQ(β2).

Alors Ext1A(M,M) 6= 0.

La preuve de cette proposition occupe tout le reste de cette section.

SoitAn l’ensemble des sous-cordes de
2 ∼<<

3
et de

3 ∼<<

2
qui est delongueur≤ n. Nontons

A−1
n = {C−1 : C ∈ An}.

Proposition 4.1.10 SoitC = C1C2 · · ·Cn une corde. Alors siC est une corde minimale, alors
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(1) Si n ≥ 2, alorsC1 etCn appartiennent̀aA2b−2 ∪ A−1
2b−2.

(2) Si n = 1, C ∈ A2b−3 ∪ A−1
2b−3

Démonstration SoitC = C1 · · ·Cn une corde minimale d’une composante régulìeres de typeZA∞∞.
Suppsons d’abord quen ≥ 2. Si C1 est directe et commence par l’une des flèchesα1, β1, α3, β3, alors

|[1]C| < |C|; siC1 est inverse et commence par l’une des flèchesα−1
1 , β−1

1 , α−1
3 , β−1

3 , alors|[−1]C| < |C|; siCn

est directe et termine par l’une des flèchesα1, β1, α3, β3, alors|C[−1]| < |C|; siCn est inverse et termine par l’une
des fl̀echesα−1

1 , β−1
1 , α−1

3 , β−1
3 , alors|C[1]| < |C|. SiC1 est directe et|C1| = 2b − 1, i.e. C1 = (α2β2)b−1α2

ouC1 = (β2α2)b−1β2, alors|[1]C| < |C|; si C1 est inverse et|C1| = 2b − 1, i.e. C1 = ((α2β2)b−1α2)−1 ou
C1 = ((β2α2)b−1β2)−1, alors|[−1]C| < |C|; si Cn est directe et|Cn| = 2b − 1, i.e. C1 = (α2β2)b−1α2 ou
C1 = (β2α2)b−1β2, alors|C[−1]| < |C|; si Cn est inverse et|Cn| = 2b − 1, i.e. C1 = ((α2β2)b−1α2)−1 ou
C1 = ((β2α2)b−1β2)−1, alors|C[1]| < |C|. Cela montre queC1, Cn ∈ A2b−2 ∪ A−1

2b−2.
Supposons maintenant quen = 1. On peut supposer queC soit directe. Si

C ∈ {α1, β1, α3, β3, (α2β2)b−1α2, (β2α2)b−1β2},

[1]C n’existe pas. SiC = (α2β2)b−1 ou C = (β2α2)b−1β2}, [1]C[−1] n’existe pas. On en déduit queC ∈
A2b−3 ∪ A−1

2b−3. Cela ach̀eve la d́emonstration.

2

La preuve de Proposition 4.1.9 se décompose en une série de lemmes.
Soit d’abordC une corde minimale directe ou inverse. On peut supposer qu’elle soit directe, quitteà remplacer

C parC−1.
On voit facilement le lemme suivant qui permet de ne considérer que les cordes minimales de longueur≤ b−1

Lemme 4.1.11SiC = est une corde minimale de longueurl ≤ b− 1(resp.l ≥ b− 1), alorsΩ(Q(C)) = Q(C ′)
oùC ′ est une corde minimale de longueurl′ = 2b− l − 2 ≥ b− 1( resp.l′ = 2b− l − 2 ≤ b− 1).

Démonstration Supposons queC soit directe et commence parα2, l’autre caśetant analogue.
SiC = (α2β2)iα2 de longueurl = 2i+ 1 avec0 ≤ l ≤ 2b− 2, alorsΩC = D = D1D2 avec

D1 = (α2β2)b−1α2 et D2 = ((α2β2)b−i−1)−1.

Alors ΩC = [−1](C ′) avecC ′ = ((α2β2)b−i−2α2)−1 qui est une corde minimale de longueur2b − 2i − 3 =
2b− l − 2.

Si C = (α2β2)i de longueurl = 2i avec1 ≤ l ≤ 2b − 2, alorsΩC = D = D1D2 avecD1 = (α2β2)b−1α2

etD2 = (β2(α2β2)b−i−1)−1. Alors ΩC = [−1](C ′) avecC ′ = ((α2β2)b−i−1)−1 qui est une corde minimale de
longueur2b− 2i− 2 = 2b− l − 2.

2

Lemme 4.1.12SiC = (α2β2)iα2 est de longueurl = 2i+ 1 avec3 ≤ l ≤ b− 1 , alors tout moduleM ∈ Q(C)
vérifie Ext1A(M,M) 6= 0.

Démonstration Constatons que les conditions signifient queb ≥ 4.
Il suffit de regarder les modulesM([n]C) avecn ∈ Z, puisque tout module dans cette composante est un

syzygy d’un certainM([n]C) avecn ∈ Z.
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Si n ≥ 1, alors comme2b− (l + 1)− 1 ≥ b− 1 ≥ 3, le morphisme explicite

Ω(M([n]C)) =

2
��

3

· · ·
BBB

2
��

3

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ →M([n]C) =

· · ·
BBB

3
<<��

1 2
<<

3

2
<<

3

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

de cœur
2

<<

3
n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.

Si n ≤ 0, alors

Ω(M([n]C)) =

2
��

1
<<|||

3

· · · 2

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ →M([n]C) =

2
||| <<

· · · 3

2
<<

3

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _

de cœur
2

<<

3
n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.

2

Lemme 4.1.13SiC = (α2β2)i est de longueurl = 2i avec2 ≤ l ≤ b− 1, alors tout moduleM ∈ Q(C) vérifie
Ext1A(M,M) 6= 0.

Démonstration Comme dans la preuve du lemme préćedent, on regarde les modules[n]C avecn ∈ Z et on trouve

un morphisme non projectif deΩ(M([n]C)) àM([n]C) de cœur
3

<<

2
.

2

Lemme 4.1.14SiC = (β2α2)iβ2 est de longueurl = 2i+ 1 avec3 ≤ l ≤ b− 1, alors tout moduleM ∈ Q(C)
vérifie Ext1A(M,M) 6= 0.

Lemme 4.1.15SiC = (β2α2)i est de longueurl = 2i avec2 ≤ l ≤ b− 1, alors tout moduleM ∈ Q(C) vérifie
Ext1A(M,M) 6= 0.

Ces deux lemmes sont vrais par symmétrie.

SoitQ une composante de typeZA∞∞ régulìere qui est diff́erente de

Q(S1), Q(S2), Q(α2), Q(β2),ΩQ(α2),ΩQ(β2)

et dont la corde minimaleD a plus de deux segments. Comme tout moduleM dans cette composanteQ est un
syzygy d’un certainM(D[m]) avecm ∈ Z. Il suffit de regarder les modulesM(D[m]) avecm ∈ Z. Toute corde
C de la formeD[m] avecm ∈ Z vérifie la condition que

C1 ∈ A2b−2 ∪ A−1
2b−2

et par symmetrie, on peut supposer que siC1 est directe,s(C1) = 2 et que siC1 est inverse,t(C1) = 2.
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Lemme 4.1.16SiC1 =
2

��
3

, alors Ext1A(M(C),M(C)) 6= 0.

Démonstration Supposons que Ext1
A(M(C),M(C)) = 0.

On an ≥ 4, car sin = 2,
2

�� <<

3 1
= 1(3,−1)[1] ∈ Q(S3)

et sin = 3,
2

�� <<
3

��
3 1

= α−1
2 [−1] ∈ Q(α2).

Si |C4| ≤ 2b − 2, alorsC4 = β2C
′
4 et

2 <<<<

2
� M(C ′4). on a donc un morphisme non projectif en vertu de

Lemme 3.2.2

Ω(M(C)) =
2 <<<<

1
�� <<

· · ·

2 3
||| � M(C ′4) ↪→M(C)

On en d́eduit que|C4| = 2b− 1. On va montrer quen ≥ 7 et donc

C =
2

�� <<
3

��
∼<<

1
�� <<

· · ·
|||

3 1 2 3
.

En effet, sin = 4,
2

�� <<
3

��
∼<<

3 1 2
= 1(3,−1)[2] ∈ Q(S3)

et sin = 5, le morphisme explicite

Ω (M(C)) =
2 <<<<

1
�� <<

2
�� <<

3
��

2 3 1

__�
�

�
�

__ →M(C) =
2

�� <<
3

��
∼<<

1
��

3 1 2
__�
�

�
�

__

n’est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.3. Sin = 6,

2
�� <<

3
��

∼<<
1

�� <<

3 1 2 3
= 1(3,−1)[3] ∈ Q(S3)

En utilisant les m̂emes arguments, on montre par récurrence que

C =

(
2

�� <<
3

��
∼<<

1
�� 888

3 1 2

)n

En

avecEn une corde de longueur strictement positive. Donc pour que Ext1
A(M(C),M(C)) = 0, la longueur deC

devraitêtre infinie, absurde.

2

Lemme 4.1.17SiC1 =
2

����
2

, alors Ext1A(M(C),M(C)) 6= 0.
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Démonstration Comme dans le lemme préćedent, on montre que si Ext1
A(M(C),M(C)) = 0, alors

C =
2

���� 888

2

(
3

�� <<
1

�� <<
2∼

�� 888

1 2 3

)n

En

avecEn une corde de longueur strictement positive. Donc la longueur deC devraitêtre infinie, absurde.

2

Lemme 4.1.18SiC1 =

2

c
��

d

est une corde inverse de longueurl telle que2 ≤ l ≤ 2b− 3 où c, d ∈ {2, 3},

alors Ext1A(M(C),M(C)) 6= 0.

Démonstration Le morphisme explicite

Ω(M(C)) =

c
==

d · · ·

2
|||

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ →M(C) =

2
DDD

c
��

· · ·

d

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2.

2

Lemme 4.1.19SiC1 =
2

<<

3
, alors Ext1A(M(C),M(C)) 6= 0.

Démonstration Comme dans le lemme 4.1.16, on montre que si Ext1
A(M(C),M(C)) = 0, alors

C =

(
2

<<
1

�� <<
3∼

�� <<

3 2 1
���

)n

En

avecEn une corde de longueur strictement positive. Donc la longueur deC devraitêtre infinie, absurde.

2

Lemme 4.1.20SiC1 =
2 <<<<

2
, alors Ext1A(M(C),M(C)) 6= 0.

Démonstration Comme dans le lemme 4.1.16, si Ext1
A(M(C),M(C)) = 0, alors

C =
2 <<<<

2
���

(
1

<<
2

�� <<
3

��
∼<<

3 1 2
���

)n

En

avecEn une corde de longueur strictement positive. Donc la longueur deC devraitêtre infinie, absurde.

2
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Lemme 4.1.21Si C1 =

2

c
==

d ==

c

est une corde directe de longueurl telle que2 ≤ l ≤ 2b − 3 où c, d ∈

{2, 3}, alors Ext1A(M(C),M(C)) 6= 0.

Démonstration Le morphisme explicite

Ω(M(C)) =

c
��

d
��

1
<<

c

2

_ _ _ _�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

_ _ _ _
→M(C) =

2

c
==

d ==
· · ·

c
{{{

_ _ _ _�

�

�

�

�

�

�

�
_ _ _ _

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2 sil > 2 et en vertu de Lemme 3.2.1 sil = 2.

2
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4.2 Deux facteurs

Dans tout le reste de ce chapitre, dans un lemme ou une proposition numérot́e par(i1 + i2 + · · · + in) pour
i1, · · · , in ∈ {1, 2, · · · , 8}, on cherche tous les modules rigides de la formeMi1 ⊕ · · · ⊕Min

tel queMis
soit de

typeis pour tout1 ≤ s ≤ n et on calcule le carquois avec relations de l’algèbre

EndA(Mi1 ⊕ · · · ⊕Min
)

dans lequel le point noir nuḿerot́e paris désigneMis le module ind́ecomposable de typeis pour tout1 ≤ s ≤ n.
On utilise souvent implicitement les faits suivants:

Ext1A(M,N) = HomA(ΩM, N) = HomA(M, Ω−1N)

Ext1A(ΩiM, ΩiN) = Ext1A(M, N)

HomA(ΩnM, ΩnN) = HomA(M, N)

pour touti ∈ Z et pour tous lesA-modulesM etN ,

Lemme 4.2.1 (1+1, 2+2, 3+3, 4+4)SoientM etN deux modules non isomorphes de type (i) pouri ∈ {1, 2, 3, 4}.
Alors Ext1A(M ⊕N,M ⊕N) 6= 0. On appelle cette situation ”impossible” dans la suite.

Démonstration On montre le cas(2+2), les autres cas se faisant similairement.

Ext1A

(
1

<<
3

<<��
2 1

,
1

<<
3

�� <<

2 1

)
= 0

est d́ejà montŕee.

Ext1A

(
1

<<
3

�� <<

2 1
,

3
<<

2
��

∼<<

1 3

)
= HomA

(
1

<<
3

�� <<

2 1
,

1
<<

3
�� <<

2 1

)
6= 0

estévidente.

Ext1A

(
1

<<
3

�� <<

2 1
,

2 ∼<<
1

�� <<

3 2

)
= HomA

(
1

<<
3

�� <<

2 1
,

3
<<

2
��

∼<<

1 3

)
6= 0

car le morphisme explicite
1

<<
3

�� <<

2 1

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

→
3

<<
2

��
∼<<

1 3

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

2

Lemme 4.2.2 (1+2)

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z II2 "!

# 
-• •

······6
1 2
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Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
, i ∈ Z II3 "!

# 
�• •

······6
1 2

On explique notre façon de présentation. Ci-dessus signifie que Ext1
A(M1 ⊕M2, M1 ⊕M2) = 0 avecM1( resp.

M2) est de type1 (resp. de type2) si et seulement s’il existei ∈ Z tel que

M1
∼= Ωi

(
1

<<

2

)
et M2

∼= Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
ou

M1
∼= Ωi

(
1

<<

2

)
et M2

∼= Ωi−1

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
= Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
Dans le premier cas, l’algèbre EndA(M1⊕M2) est isomorphèa II2 et cette alg̀ebre EndA(M1⊕M2) est isomorphe
à II3 dans le deuxième cas. On utilise cette notation dans la suite.

Démonstration On peut supposer queM1 =
1

<<

2
et on va montrer que

HomA

(
1

<<

2
, Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

))
= 0⇐⇒ i 6= 0 mod3.

En effet, comme
1

<<

2
estΩ-périodique de ṕeriode3, il suffit de consid́erer

HomA

(
1

<<

2
, Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

))

pouri ∈ {0, 1, 2}.
Le seul morphisme explicite

1
<<

2

__�
�

�
�

__ → Ω

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
∼=

3
<<

2 ∼<<��
1 3

__�
�

�
�

__

est de cœurS1 illustré dans les deux modules et factorise parP2 via

1
<<

2
↪→ P2 =

2 ∼<<��
1

<<
3

��
2

→
3

<<
2 ∼<<��

1 3
.

Il n’existe pas de morphismes explicites de
1

<<

2
àΩ2

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
∼=

2 ∼<<
1

<<��
3 2

.

L’espace

HomA(
1

<<

2
,

1
<<

3
<<��

2 1
)
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est engendré en tant qu’espace vectoriel par

α :
1

<<

2
↪→

1
<<

3
<<��

2 1

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _

et β :
1

<<

2

__�
�

�
�

__ →
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�

__

,

parce que Th́eoreme 1.5.1 montre queα etβ engendrent HomA(
1

<<

2
,

1
<<

3
<<��

2 1
) oùα 6= 0, grâceà Lemme

3.2.1 òu β 6= 0 grâceà Lemme 3.2.3.
De même, on montre que

HomA

(
Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
,

1
<<

2

)
= 0⇐⇒ i 6= −1 mod3

et

HomA

(
Ω−1

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
,

1
<<

2

)
= HomA

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2
,

1
<<

2

)
est engendré en tant qu’espace vectoriel par

γ :
2 ∼<<

1
<<��

3 2

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _

�
1

<<

2
et δ :

2 ∼<<
1

<<��
3 2

__�
�

�
�

__ →
1

<<

2
__�
�

�
�__

On obtient donc que

Ext1A

(
1

<<

2
⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
,

1
<<

2
⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

))
= 0⇐⇒ i 6= 1 mod3

Notons

ε :
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�__ →

1
<<

3
<<��

2 1
__�
�

�
�

__

.

Alors à part l’identit́e, ε est le seul morphisme explicite de
1

<<
3

<<��
2 1

à lui-même etε 6= 0 grâceà Lemme

3.2.3.

EndA

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
= kId⊕ kε.

Notons aussi

η :
2 ∼<<

1
<<��

3 2

__�
�

�
�__ →

2 ∼<<
1

<<��
3 2

__�
�

�
�

__

.

Alors η 6= 0 grâceà Lemme 3.2.3. Les autres morphisme explicites de
2 ∼<<

1
<<��

3 2
à lui-même sont de cœur

(α2β2)sα2 avec0 ≤ s ≤ b− 2 et ils factorisent parP2 via

2 ∼<<
1

<<��
3 2

=

2

3
<<

2 1
<<��

3 2

→ P2 =

2

��
��
��

2

1

..
..

..

3
��

2

→
2 ∼<<

1
<<��

3 2
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où l’intersection des deux boites dansP2 est(α2β2)sα2. On en d́eduit que

EndA

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
= kId⊕ kη.

Si i = 0, on a vu que

HomA

(
1

<<

2
,

1
<<

3
<<��

2 1

)
= kα⊕ kβ

et

HomA

(
1

<<
3

<<��
2 1

,
1

<<

2

)
= 0

On vérifie queε ◦ α = β en tant qu’applications (etαε = β comme fl̀eches ). L’alg̀ebre

EndA

(
1

<<

2
⊕

1
<<

3
<<��

2 1

)

est donc isomorphèa II2

"!
# 

-• •
······6

1 2

α
ε

Si i = −1, on v́erifie queηγ = δ. L’algèbre

EndA

(
1

<<

2
⊕

2 ∼<<
1

<<��
3 2

)

est donc isomorphèa II3

"!
# 

�• •
······6

1 2

γ
η

2

Lemme 4.2.3 (3+4)

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z II2 "!

# 
-• •

······6
3 4

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
, i ∈ Z II3 "!

# 
�• •

······6
3 4
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Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+2) (Lemme 4.2.2).

2

Lemme 4.2.4 (1+3, 1+4, 2+3, 2+4)Pour tout moduleM de type (1) ou (2) et tout moduleN de type (3) ou (4),

Ext1A(M ⊕N,M ⊕N) = 0 .

On appelle cette situation ”arbitraire” dans la suite.

Démonstration On montre(2+4) le cas le plus compliqúe, les autres cas se faisant similairement.

Grâceà laΩ-périodicit́e de
1

<<
3

<<��
2 1

, on peut supposer

M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

, M4 = Ωi

(
1

<<
2

�� <<

3 1

)

aveci ∈ {0, 1,−1}.

HomA

(
1

<<
3

<<��
2 1

, Ω0

(
1

<<
2

�� <<

3 1

))
= HomA

(
1

<<
3

<<��
2 1

,
1

<<
2

�� <<

3 1

)

est engendré en tant qu’espace vectoriel par

1
<<

3
<<��

2 1

__�
�

�
�

__ →
1

<<
2

�� <<

3 1
__�
�

�
�

__

et
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�

__ →
1

<<
2

�� <<

3 1
__�
�

�
�

__

le premier morphisme explicite factorisant parP2 via

1
<<

3
<<��

2 1
→ P2 =

2
<<

��
��
��

3

1

..
..

..

3
��

2

→
1

<<
2

�� <<

3 1

et le deuxìeme factorisant parP1 via

1
<<

3
<<��

2 1
→ P1 =

1
<<��

3
<<

2
��

1

→
1

<<
2

�� <<

3 1
.

On en d́eduit que HomA

(
1

<<
3

<<��
2 1

,
1

<<
2

�� <<

3 1

)
= 0.

HomA

(
1

<<
3

<<��
2 1

, Ω1

(
1

<<
2

�� <<

3 1

))
= HomA

(
1

<<
3

<<��
2 1

,
2

<<
3

��
∼<<

1 2

)
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est engendré en tant qu’espace vectoriel par

1
<<

3
<<��

2 1

__�
�

�
�

__ →
2

<<
3

��
∼<<

1 2
__�
�

�
�

__

qui factorise parP2 via

1
<<

3
<<��

2 1
→ P2 =

2 ∼<<��
1

<<
3

��
2

→
2

<<
3

��
∼<<

1 2

et donc

HomA

(
1

<<
3

<<��
2 1

,
2

<<
3

��
∼<<

1 2

)
= 0.

HomA

(
1

<<
3

<<��
2 1

,Ω−1

(
1

<<
2

�� <<

3 1

))
= HomA

(
1

<<
3

<<��
2 1

,
3 ∼<<

1
�� <<

2 3

)

est engendré en tant qu’espace vectoriel par

1
<<

3
<<��

2 1

__�
�

�
�

__ →
3 ∼<<

1
�� <<

2 3
__�
�

�
�__

qui factorise parP1 via

1
<<

3
<<��

2 1
→ P1 =

1
<<��

3
<<

2
��

1

→
3 ∼<<

1
�� <<

2 3
.

On a donc que

HomA

(
1

<<
3

<<��
2 1

, Ωi

(
1

<<
2

�� <<

3 1

))
= 0

pour touti ∈ Z.
De même, on v́erifie que

HomA

(
Ωi

(
1

<<
2

�� <<

3 1

)
,

1
<<

3
<<��

2 1

)
= 0

pour touti ∈ Z.
Le résultat voulu en d́ecoule, en vertu de l’égalit́e Ext1A(M,M) = HomA(ΩM,M).

2

Lemme 4.2.5 (1+5)

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi+3u

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
, i, u ∈ Z II3 "!

# 
�• •

······6
1 5
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Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi+3u

(
1

<<
3

<<∼
��

2 1

)
, i, u ∈ Z II2 "!

# 
-• •

······6
1 5

Démonstration Regardons les modulesΩi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
pouri ∈ Z.

Pourn ≥ 1,

Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

3
|||

2 ∼<<
1

��
3

<<
2

<<��
· · · 1 3 2 1 3 1

<<
2∼

��
3

888

2 3 1 · · ·

.

Ce graphe signifie que

Ω2

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

3
<<

2
<<��

1 3
et Ω4

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

1
<<

3
<<��

2
<<��

2 1 3
<<

1
��

2

.

Pourn ≥ 2, Ω2n+2

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
est obtenu par rajouterà Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
deux segments̀a gauche

et deux segments̀a droite. Les quatre segments nouveaux sont présent́es pas des linges pointillées ou des lignes
noir, pour se distinguer d’anciens segments. Par exemple,

Ω6

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

2 ∼<<
1

<<��
3

<<��
2

<<��
3 2 1 3

<<
1

<<��
2∼

��
2 3

et

Ω8

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

3
<<

2 ∼<<��
1

<<��
3

<<��
2

<<��
1 3 2 1 3 1

<<��
2∼

�� <<
3

��
2 3 1

.

On utilisera dans la suite cette notation.
Pourn ≥ 0,

Ω−2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

· · ·
BBB

1 2
<<∼

��
3

2 3 1 2
<<

1
<<��

3 2 ∼<<��
1 · · ·

3 2 1 3 2
|||

Ω1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

1
<<

3
<<∼

��
2 1

Pourn ≥ 1,

Ω2n+1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

1
<<

3
��

2 ∼<<
1

<<��
2

����
3

<<
1

��
· · · 2 1 3 2 1 2 · · ·
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Pourn ≥ 0,

Ω−2n−1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=
· · ·

@@@
2∼ 3 ::��

1 3 ::����
2 ∼::��

1 3 ::��
2 ∼ · · ·

3 1 2 3 1 3 2 1 3
~~~

On distingue les cas suivants.

(1) Si n ≥ 1,

HomA

(
1

<<

2
, Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

))
6= 0 ⇐⇒ 2n ≡ 4 mod6 (i.e.n ≡ 2 mod3)

Si 2n = 2, il existe un seul morphisme explicite

1
<<

2

__�
�

�
�__ → Ω2

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

3
<<

2
<<��

1 3
__�
�

�
�

__

.

Il factorise parP2 via

1
<<

2
↪→ P2 =

2
<<��

1
<<

3
∼��

2

→
3

<<
2

<<��
1 3

Si 2n ≡ 2 mod6 (i.e. n ≡ 1 mod3) etn > 1, tout morphisme explicitef

1
<<

2
→ Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

3
<<

2
��

∼<<
· · · 3

<<��
2

<<��
1 3

|||
2

BBB ��
1 3

<<
· · · 2∼

�� <<
3

��
2

|||
3

BBB
1

est de cœurS1. Donnons d’abord une nuḿerotationàΩ2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
: numéroter

Ω4

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

1
<<

3
<<��

2
<<��

2 1 3
<<

1
��

2

= C−2C−1 · · ·C3

de gauchèa droite tel que

C−2 =
1

<<

2
, C−1 =

3
��

2
, C0 =

3
<<

1

et

C1 =
2

��
1

, C2 =

2
<<

3
<<

2

, C1 =
1

��
2

et étendre cette nuḿerotation vers les deux directions. Soits la position du cœur def dans le but.



Deux facteurs 147

Si s < 0, alorsCs+1Cs+2 =
2 ∼<<��

1 3
et doncf factorise parP2 via

1
<<

2
↪→ P2 =

2 ∼<<��
1

<<
3

��
2

� M(Cs+1Cs+2) =
2 ∼<<��

1 3
↪→ Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
.

Si s = 0, C1C2 =

2
<<��

1 3
<<

2

, alorsf factorise parP2 via

1
<<

2
↪→ P2 =

2
<<

��
��
��

3

1
<<

2
����

2

� M(C1C2) =

2
<<��

1 3
<<

2

↪→ Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
.

Si s > 0, on regardeCs−1Cs =
2

<<∼
��

3 1
etf factorise parP2 via

1
<<

2
↪→ P2 =

2 ∼<<��
1

<<
3

��
2

� M(Cs−1Cs) =
2

<<∼
��

3 1
↪→ Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
.

Si 2n = 4, le morphisme explicite

1
<<

2
↪→ Ω4

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

1
<<

3
<<��

2
<<��

2 1 3
<<

1
��

2

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _

n’est pas projectif gr̂aceà Lemme 3.2.1.

Si 2n ≡ 4 mod6 (i.e. n ≡ 2 mod3) etn > 2, le morphisme explicite

1
<<

2
↪→

1
<<

3
�� <<

· · · 3
<<��

2
<<��

2 1
|||

2

BBB ��
1 3

<<
· · · 3

�� <<
1

��
2

|||
1

BBB
2

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

n’est pas projectif gr̂aceà Lemme 3.2.1.

Si 2n ≡ 0 mod6 (i.e. n ≡ 0 mod3), tout morphisme explicite

1
<<

2
→ Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

2 ∼<<
1

�� <<
· · · 3

<<��
2

<<��
3 2

|||
2

BBB ��
1 3

<<
· · · 1

�� <<
2∼

��
2

|||
2

BBB
3
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est de cœurS1. Conservons la nuḿerotation ci-dessus. Notonss la position de son cœur dans le but de ce
morphisme explicite, notéf .

Si s < 0, alorsCs+1Cs+2 =
2 ∼<<��

1 3
, alorsf factorise parP2, via

1
<<

2
↪→ P2 =

2 ∼<<��
1

<<
3

��
2

� M(Cs+1Cs+2) =
2 ∼<<��

1 3
↪→ Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)

Si s = 0, C1C2 =

2
<<��

1 3
<<

2

, alorsf factorise parP2 via

1
<<

2
↪→ P2 =

2
<<

��
��
��

3

1
<<

2
����

2

� M(C1C2) =

2
<<��

1 3
<<

2

↪→ Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)

Si s > 0, on regardeCs−1Cs =
2

<<∼
��

3 1
etf factorise parP2 via

1
<<

2
↪→ P2 =

2 ∼<<��
1

<<
3

��
2

� M(Cs−1Cs) =
2

<<∼
��

3 1
↪→ Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
.

(2) Si n ≥ 0,

HomA

(
1

<<

2
, Ω−2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

))
6= 0 ⇐⇒ −2n ≡ −2 mod6

Si−2n = 0, on observe qu’il n’existe pas de morphismes explicites de
1

<<

2
à

2
<<

1
<<��

3 2
.

Si−2n ≡ 0 mod6 etn ≥ 1, tout morphisme explicite

1
<<

2
→ Ω−2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

1
<<��

· · ·
BBB∼

|||
3

<<��
2 3 1 2

<<
1

<<��
3

�� <<
· · · ∼BBB|||

1
<<��

3 2 1 3 2

est de cœurS1. Donnons d’abord une nuḿerotationàΩ−2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
: numéroter les segments de

Ω−2

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

3
<<��

1 2
<<

1
<<��

3
�� <<

3 2 1
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commeC−1, · · · , C4 de gauchèa droite etétendre cette nuḿerotation vers les deux directions. Soits la

position du cœur dans le but. Observons ques ne peut paŝetre0, puisqueC0 =

3
<<

2
<<

3

.

Si s < 0, alorsCs−1Cs =
2

<<∼
��

3 1
, alorsf factorise parP2 via

1
<<

2
↪→ P2 =

2 ∼<<��
1

<<
3

��
2

� M(Cs−1Cs) =
2

<<∼
��

3 1
↪→ Ω−2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)

Si s > 0, on regardeCs+1Cs+2 =
2 ∼<<��

1 3
etf factorise parP2 via

1
<<

2
↪→ P2 =

2 ∼<<��
1

<<
3

��
2

� M(Cs+1Cs+2) =
2 ∼<<��

1 3
↪→ Ω−2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)

.

Si−2n = −2, alors le morphisme explicite

1
<<

2
→ Ω−2

(
2

<<
1

<<��
3 2

__�
�

�
�__

)
=

3
<<��

1 2
<<

1
<<��

3
�� <<

3 2 1

__�
�

�
�

__

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3.

Si−2n ≡ −2 mod6 etn ≥ 2 , le morphisme explicite

1
<<

2

__�
�

�
�

__ → Ω−2n

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
=

3
<<��

· · ·
BBB|||

3
<<��

1 2 1 2
<<

1
<<��

3
<<��

· · ·
BBB|||

3
<<��

3 2
��

1 2 1

__�
�

�
�__

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3.

Si−2n = −4, il existe deux morphismes explicites

1
<<

2

__�
�

�
�

__ → Ω−4

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
=

2
<<∼

��
3

<<��
3 1 2

<<
1

<<��
3

<<��
2 ∼<<��

3 2
��

1 3

__�
�

�
�__

__�
�

�
�__

qui factorisent parP2



Deux facteurs 150

Si−2n ≡ −4 mod6 etn ≥ 3, tout morphisme explicite

f :
1

<<

2
→ Ω−2n

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
=

2
<<∼

��
· · ·

BBB|||
3

<<��
3 1 1 2

<<
1

<<��
3

<<��
· · ·

||| BBB
2 ∼<<��

3 2
��

1 1 3

est de cœurS1. Conservons la nuḿerotation ci-dessus. Notonss la position de son cœur dans le but def .

On observe ques ne peut paŝetre0, carC0 =

3
<<

2
<<

3

.

Si s < 0, alorsCs−1Cs =
2

<<∼
��

3 1
, alorsf se factorise parP2, via

1
<<

2
↪→ P2 =

2 ∼<<��
1

<<
3

��
2

� M(Cs−1Cs) =
2

<<∼
��

3 1
↪→ Ω−2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)

Si s > 0, on regardeCs+1Cs+2 =
2 ∼<<��

1 3
etf factorise parP2 via

1
<<

2
↪→ P2 =

2 ∼<<��
1

<<
3

��
2

� M(Cs+1Cs+2) =
2 ∼<<��

1 3
↪→ Ω−2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)

.

(3) Si n ≥ 0,

HomA

(
1

<<

2
, Ω2n+1

(
2

<<
1

<<��
3 2

))
6= 0 ⇐⇒ 2n+ 1 ≡ 1 mod6

(4) Si n ≥ 0,

HomA

(
1

<<

2
, Ω−2n−1

(
2

<<
1

<<��
3 2

))
6= 0 ⇐⇒ −2n− 1 ≡ −5 mod6

(5) Si n ≥ 1,

HomA

(
Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
,

1
<<

2

)
6= 0 ⇐⇒ 2n ≡ 0 mod6

Si 2n ≡ 0 mod6, alors le morphisme explicite

2 ∼<<
1

BBB��
1

<<|||
3

<<��
2

<<��
3 · · · 2 1 3

<<
1

BBB��
1

<<|||
2∼

��
2 · · · 3

__�
�

�
�__

→
1

<<

2
__�
�

�
�__
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n’est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.3.

Si 2n = 2, alors le seul morphisme explicite

Ω2

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

3
<<

2
<<��

1 3

__�
�

�
�__ →

1
<<

2
__�
�

�
�__

est de cœurS2 et il factorise parP1 via

3
<<

2
<<��

1 3
↪→ P1 =

1
<<��

3
<<

2
��

1

�
1

<<

2

Si 2n ≡ 2 mod6 etn ≥ 2, alors tout morphisme explicite

f :

3
<<

2 ∼BBB��
1

<<|||
3

<<��
2

<<��
1 · · · 2 1 3

<<
1

BBB��
2

<<∼
|||

3
��

2 · · · 1

→
1

<<

2

est de cœurS2. Numérotons comme ci-dessusΩ2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
comme ci-dessus. Soits la position

du cœur def dans sa source.

Si s ≤ 1, alorsCs−1Cs =
3

<<
2

��
1

etf factorise parP1 via

Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
� M(Cs−1Cs) =

3
<<

2
��

1
↪→ P1 =

1
<<��

3
<<

2
��

1

�
1

<<

2
.

Si s > 1, alorsCs+1Cs+2 =
2

<<
3

��
1

etf factorise parP1 via

Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
� M(Cs+1Cs+2) =

2
<<

3
��

1
↪→ P1 =

1
<<��

3
<<

2
��

1

�
1

<<

2

Si 2n = 4, alors le seul morphisme explicite de

Ω4

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

1
<<

3
<<��

2
<<��

2 1 3
<<

1
��

2

__�
�

�
�__

à
1

<<

2
__�
�

�
�__

est de cœurS2 et il factorise parP1 via

1
<<

3
<<��

2
<<��

2 1 3
<<

1
��

2

→ P1 =

1
<<��

3
<<

2
��

1

�
1

<<

2
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Si 2n ≡ 4 mod6 etn ≥ 3, tout morphisme explicite

1
<<

3
BBB��

1
<<|||

3
<<��

2
<<��

2 · · · 2 1 3
<<

1
BBB��

3
<<|||

1
��

2 · · · 2

→
1

<<

2

est de cœurS2. NumérotonsΩ2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
comme ci-dessus. Soits la position du cœur def dans

sa source.

Si s ≤ 1, alorsCs−1Cs =
3

<<
2

��
1

etf factorise parP1 via

Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
� M(Cs−1Cs) =

3
<<

2
��

1
↪→ P1 =

1
<<��

3
<<

2
��

1

�
1

<<

2
.

Si s > 1, alorsCs+1Cs+2 =
2

<<
3

��
1

etf factorise parP1 via

Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
� M(Cs+1Cs+2) =

2
<<

3
��

1
↪→ P1 =

1
<<��

3
<<

2
��

1

�
1

<<

2
.

(6) Si n ≥ 0,

HomA

(
Ω−2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
,

1
<<

2

)
6= 0 ⇐⇒ −2n ≡ 0 mod6

(7) Si n ≥ 0,

HomA

(
Ω2n+1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
,

1
<<

2

)
6= 0 ⇐⇒ 2n+ 1 ≡ 3 mod6

(8) Si n ≥ 0,

HomA

(
Ω−2n−1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
,

1
<<

2

)
6= 0 ⇐⇒ −2n− 1 ≡ −3 mod6

Les d́emonstrations de (3), (4), (6), (7) et (8) sont similiares aux cas déjà trait́es.
On obtient que

HomA

(
1

<<

2
, Ωn

(
2

<<
1

<<��
3 2

))
6= 0 ⇐⇒ n ≡ 1 mod3

HomA

(
Ωn

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
,

1
<<

2

)
6= 0 ⇐⇒ n ≡ 0 mod3
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et donc

Ext1A

(
1

<<

2
⊕ Ωn

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
,

1
<<

2
⊕ Ωn

(
2

<<
1

<<��
3 2

))
= 0⇐⇒ n 6≡ 2 mod3

Cela signifie que
Ext1A(M1 ⊕M5,M1 ⊕M5) = 0

avecM1 (resp.M5) de type1(resp.5) ssi il existei, n ∈ Z tel que

M1 = Ωi

(
1

<<

2

)
et M5 = Ωi+n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)

avecn 6≡ 2 mod3.

Calculons maintenant l’alg̀ebre des endomorphismes stable EndA(M1 ⊕M5).

Quandn ≡ 0 mod3, on peut supposer queM1 =
1

<<

2
etM5 =

2
<<

1
<<��

3 2
grâceà laΩ-périodicit́e de

1
<<

2
. Alors on note

α :
2

<<
1

<<��
3 2

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _

�
1

<<

2
, β :

2
<<

1
<<��

3 2

__�
�

�
�

__ →
1

<<

2
__�
�

�
�

__

et

ε :
2

<<
1

<<��
3 2

__�
�

�
�

__ →
2

<<
1

<<��
3 2

__�
�

�
�__

et ces morphismes engendrent les espaces des homomorphismes stables en question. Commeεα = β, le carquois
avec relations d́esiŕe est donc

"!
# 

�• •
······6

α
ε

1 5

Le cas òu n ≡ 1 mod3 se fait similairement. On peut supposer queM1 =
1

<<

2
et

M5 = Ω−1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

1
<<

3
<<∼

��
2 1

grâceà laΩ-périodicit́e de
1

<<

2
. Alors on note

γ :
1

<<

2
↪→

1
<<

3
<<

∼��
2 1

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

, δ :
1

<<

2

__�
�

�
�__ →

1
<<

3
<<∼

��
2 1

__�
�

�
�__
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et

η :
1

<<
3

<<∼
��

2 1

__�
�

�
�__ →

1
<<

3
<<∼

��
2 1

__�
�

�
�__

Les morphismesγ et δ engendrent HomA

(
1

<<

2
,

1
<<

3
<<∼

��
2 1

)
, car il n’existe pas d’autres morphismes

explicites de
1

<<

2
à

1
<<

3
<<∼

��
2 1

. On a vu dans (4) que

HomA

(
1

<<
3

<<∼
��

2 1
,

1
<<

2

)
= 0.

On a aussi

EndA

(
1

<<
3

<<∼
��

2 1

)
= kId⊕ kη,

car tout autre morphisme de
1

<<
3

<<∼
��

2 1
à lui-même est de cœur(β2α2)sβ2 avec0 ≤ s ≤ b−2 et ils factorisent

parP3 via

1
<<

3
<<∼

��
2 1

=

3
<<

2
��

1

1
<<

3

2

→ P3 =

3

��
��
��

3

1

..
..

..

2
��

3

→
1

<<
3

<<∼
��

2 1

dans lequel l’intersection des deux cases dansP3 est(β2α2)sβ2. Commeγη = δ, le carquois avec relations désiŕe
est donc

"!
# 

-• •
······6

γ
η

1 5

2

Lemme 4.2.6 (3+6)

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi+3u

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
, i, u ∈ Z II2 "!

# 
-• •

······6
3 6

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi+3u

(
1

<<
2

<<∼
��

3 1

)
, i, u ∈ Z II3 "!

# 
�• •

······6
3 6
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Démonstration Regardons les modulesΩi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
aveci ∈ Z.

Pourn ≥ 0,

Ω2n

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
=

2
|||

3 ∼<<
1

��
2

<<
3

<<��
· · · 1 2 3 1 2 1

<<
3∼

��
2

BBB

3 2 1 · · ·

Pourn ≥ 1,

Ω−2n

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
=

· · ·
BBB

1 3
<<∼

��
2

3 2 1 3
<<

1
<<��

2 3
��

∼<<
1 · · ·

|||
2 3 1 2 3

Pourn ≥ 0,

Ω2n+1

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
=

3 ∼
|||

1
<<

2
��

3 ∼<<
1

<<��
3

����
2

<<
1

��
3∼ BBB

· · · 2 3 1 2 3 1 3 2 · · ·

Ω−1

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
=

1
<<

2
<<∼

��
3 1

Pourn ≥ 1,

Ω−2n−1

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
=
· · ·

BBB
3∼ 2

<<��
1 2

<<����
3 ∼<<��

1 2
�� <<

3 ∼ · · ·
|||

2 1 3 2 1 2 3 1 2

On vérifie tout comme dans la preuve du lemme préćedent que

(1) Pourn ≥ 0,

HomA

(
2

<<

1
, Ω2n

(
2

<<
3

<<��
1 2

))
6= 0⇐⇒ 2n ≡ 0 mod6

(2) Pourn ≥ 1,

HomA

(
2

<<

1
, Ω−2n

(
2

<<
3

<<��
1 2

))
6= 0⇐⇒ −2n ≡ −6 mod6

(3) Pourn ≥ 0,

HomA

(
2

<<

1
, Ω2n+1

(
2

<<
3

<<��
1 2

))
6= 0⇐⇒ 2n+ 1 ≡ 3 mod6

(4) Pourn ≥ 0,

HomA

(
2

<<

1
, Ω−2n−1

(
2

<<
3

<<��
1 2

))
6= 0⇐⇒ −2n− 1 ≡ −3 mod6
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(5) Pourn ≥ 0,

HomA

(
Ω2n

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
,

2
<<

1

)
6= 0⇐⇒ 2n ≡ 2 mod6

(6) Pourn ≥ 1,

HomA

(
Ω−2n

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
,

2
<<

1

)
6= 0⇐⇒ −2n ≡ −4 mod6

(7) Pourn ≥ 0,

HomA

(
Ω2n+1

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
,

2
<<

1

)
6= 0⇐⇒ 2n+ 1 ≡ 5 mod6

(8) Pourn ≥ 0,

HomA

(
Ω−2n−1

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
,

2
<<

1

)
6= 0⇐⇒ −2n− 1 ≡ −1 mod6

On en d́eduit que

HomA

(
2

<<

1
, Ωn

(
2

<<
3

<<��
1 2

))
6= 0⇐⇒ n ≡ 0 mod3

HomA

(
Ωn

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
,

2
<<

1

)
6= 0⇐⇒ n ≡ 2 mod3

et

Ext1A

(
2

<<

1
⊕ Ωn

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
,

2
<<

1
⊕ Ωn

(
2

<<
3

<<��
1 2

))
6= 0⇐⇒ n ≡ 1 mod3

Dans le casn ≡ 0 mod3, on peut supposer queM3 =
2

<<

1
etM6 =

2
<<

3
<<��

1 2
. Notons

α :
2

<<

1
↪→

2
<<

3
<<��

1 2

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _

, β :
2

<<

1

__�
�

�
�

__ →
2

<<
3

<<��
1 2

__�
�

�
�

__

et

ε :
2

<<
3

<<��
1 2

__�
�

�
�__ →

2
<<

3
<<��

1 2
__�
�

�
�__

où α 6= 0 en vertu de Lemme 3.2.1 et où β 6= 0 6= ε par Lemme 3.2.3 Alors

HomA(M3,M6) = kα⊕ kβ, HomA(M6,M3) = 0, EndA(M3) = kId et EndA(M6) = kε⊕ kId.

On vérifie queαε = β et on obtient que l’alg̀ebre EndA(M3 ⊕M6) est isomorphèa II2,
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"!
# 

-• •
······6

α
ε

3 6

Dans le casn ≡ −1 mod3, on peut supposer que

M3 =
2

<<

1
et M6 = Ω−1

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
=

1
<<

2
<<∼

��
3 1

.

Notons

γ :
1

<<
2

<<∼
��

3 1

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

�
2

<<

1
δ :

1
<<

2
<<∼

��
3 1

__�
�

�
�__ →

2
<<

1
__�
�

�
�

__
et

η :
1

<<
2

<<∼
��

3 1

__�
�

�
�

__ →
1

<<
2

<<∼
��

3 1
__�
�

�
�

__

où γ 6= 0 6= η en vertu de Lemme 3.2.1 et où δ 6= 0 par Lemme 3.2.3. Il est facile de voir que

HomA

(
1

<<
2∼

�� <<

3 1
,

2
<<

1

)
= kγ ⊕ kδ,

car il n’existe pas d’autres morphismes explicites de
1

<<
2∼

�� <<

3 1
à

2
<<

1
. On a vu dans (4) que

HomA

(
2

<<

1
,

1
<<

2∼
�� <<

3 1

)
= 0.

HomA

(
1

<<
2∼

�� <<

3 1
,

1
<<

2∼
�� <<

3 1

)
= kId⊕ kη,

car tout autre morphisme est de cœur((α2β2)sα2)−1 avec0 ≤ s ≤ b− 2 et ces morphismes factorisent parP2 via

1
<<

2
<<∼

��
3 1

=

2
<<

3
��

1

1
<<

2

3

→ P2 =

2

��
��
��

2

1

..
..

..

3
��

2

→
1

<<
2

<<∼
��

3 1

dans lequel l’intersection des deux cases dansP2 est(α2β2)sα2. On v́erifie queηγ = δ et on obtient que l’alg̀ebre
EndA(M3 ⊕M6) est isomorphèa II3,

"!
# 

�• •
······6

γ
η

3 6
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2

Lemme 4.2.7 (2+5)

Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi+3u

(
1

<<
3

<<∼
��

2 1

)
, i, u ∈ Z

II6 "!
# 

-• •�
······6

2 5

...
...

Démonstration On utilise la description des syzygies de
2

<<
1

<<��
3 2

donńee dans la preuve du cas(1+5)

(Lemme 4.2.5).

(1) Si n ≥ 1,

HomA

(
1

<<
3

<<��
2 1

, Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

))
= 0 ⇐⇒ 2n ≡ 0 mod6

En effet, sin = 1, le morphisme explicite

1
<<

3
<<��

2 1

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

→ Ω2

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

3
<<

2
<<��

1 3

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.1.

Si 2n ≡ 2 mod6 etn > 1, le morphisme explicite

1
<<

3
<<��

2 1

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

→ Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

3
<<

2
��

∼<<
· · ·

||| BBB
3

<<��
2

<<��
1 3

|||
2 1 3

<<
· · ·

|||
2∼

�� <<
3

��
2 3

BBB
1

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

n’est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1.

Si 2n = 4, le morphisme explicite

1
<<

3
<<��

2 1
↪→ Ω4

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

1
<<

3
<<��

2
<<��

2 1 3
<<

1
��

2

_ _ _ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _ _ _

n’est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1.
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Si 2n ≡ 4 mod6 etn > 2 , le morphisme explicite

1
<<

3
<<��

2 1
↪→

1
<<

3
�� <<

· · ·
BBB

3
<<��

2
<<��

2 1
|||

2 1 3
<<

· · ·
|||

3
�� <<

1
��

2 1

BBB
2

_ _ _ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _ _ _

n’est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1.

Si 2n ≡ 0 mod6 etn ≥ 1 ,

Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

2 ∼<<
1

�� <<
· · ·

BBB
3

<<��
2

<<��
3 2

|||
2 1 3

<<
· · ·

|||
1

�� <<
2∼

��
2 2

BBB
3

Les quotients explicites de
1

<<
3

<<��
2 1

sontS1, S3,
3

<<

1
et lui-même. On voit que les deux derniers

ne peuvent paŝetre des sous-cordes explicites deΩ2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
avec2n ≡ 0 mod6 etn ≥ 1.

En cas deS1, donnons d’abord une nuḿerotationàΩ2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
, i.e. nuḿeroter

Ω4

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

1
<<

3
<<��

2
<<��

2 1 3
<<

1
��

2

= C−2 · · ·C3

de gauchèa droite etétendre cette nuḿerotationà gauche et̀a droite. Supposonsf un morphisme ex-

plicite de
2

<<
1

<<��
3 2

versΩ2n

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
de cœurS1. Notonss la position de son cœur dans

Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
.

Si s < 0, alorsCs+1Cs+2Cs+3Cs+4 =
2 ∼<<��

1
<<��

1 3 2
, alorsf factorise parP2 ⊕ P1, via

1
<<

3
<<��

2 1
↪→ P2⊕P1 � M(Cs+1Cs+2Cs+3Cs+4) =

2 ∼<<��
1

<<��
1 3 2

↪→ Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)

où le premier morphisme est l’injection de
1

<<
3

<<��
2 1

dans son enveloppe injective et où le deuxìeme

morphisme est la surjection de la couverture projective de
1

<<
3

<<��
2 1

vers ce module.
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Si s = 0, C1C2 =

2
<<��

1 3
<<

2

, alorsf factorise parP2 via

1
<<

3
<<��

2 1
�

1
<<

3
��

2
↪→ P2 � M(C1C2) =

2
<<��

1 3
<<

2

↪→ Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)

Si s > 0, on regardeCs−3Cs−2Cs−1Cs =
1

<<��
2

<<∼
��

2 3 1
etf factorise parP2 ⊕ P1 via

1
<<

3
<<��

2 1
↪→ P2 ⊕ P1 � M(Cs−3Cs−2Cs−1Cs) =

1
<<��

2
<<∼

��
2 3 1

↪→ Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)

En cas deS3, on conserve la m̂eme nuḿerotation de ci-dessus. Supposonss = Pos(E) la position du cœur

E = S3 dans le but def . Alors sis < 0, la cordeCs+1Cs+2 est
1

<<��
3 2

ou sis ≥ 0, la cordeCs−1Cs

est
1

<<��
2 3

, doncf est projectif via

1
<<

3
<<��

2 1
→ P1 =

1
<<��

3
<<

2
��

1

�
1

<<��
3 2

↪→ Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)

(2) Si n ≥ 0,

HomA

(
1

<<
3

<<��
2 1

, Ω−2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

))
= 0 ⇐⇒ −2n ≡ 0 mod6

(3) Si n ≥ 0,

HomA

(
1

<<
3

<<��
2 1

, Ω2n+1

(
2

<<
1

<<��
3 2

))
= 0 ⇐⇒ 2n+ 1 ≡ 3 mod6

(4) Si n ≥ 0,

HomA

(
1

<<
3

<<��
2 1

, Ω−2n−1

(
2

<<
1

<<��
3 2

))
= 0 ⇐⇒ −2n− 1 ≡ −3 mod6

(5) Si n ≥ 1,

HomA

(
Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
,

1
<<

3
<<��

2 1

)
= 0 ⇐⇒ 2n ≡ 2 mod6
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Si 2n = 4, alors le morphisme

Ω4

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

1
<<

3
<<��

2
<<��

2 1 3
<<

1
��

2

__�
�

�
�__

→
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�

__

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3.

Si 2n ≡ 4 mod6 etn > 2, alors le morphisme explicite

Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

1
<<

3
BBB��

1
<<|||

3
<<��

2
<<��

2 · · · 2 1 3
<<

1
BBB��

3
<<|||

1
��

2 · · · 2

__�
�

�
�

__

vers
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�

__

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3.

Si 2n = 6, alors le morphisme explicite

Ω6

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

2 ∼<<
1

<<��
3

<<��
2

<<��
3 2 1 3

<<
1

<<��
2∼

��
2 3

→
1

<<
3

<<��
2 1

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3 et Lemme 3.2.2. En effet, désignons parf ce morphisme
explicite. D’apr̀es Remarque 2.2.2, il existe un module indécomposable projectifP et deux morphisme
explicites

g : M(C)→ P et h : P →M(D)

tels queh ◦ g = f + f ′ pourf ′ un autre morphisme explicite de cœur disjoint de celui def ou le morphisme
nul. Evidemment le modulesP n’est pas isomorphèaP2, Lemme 3.2.3 montre queP � P1 et siP ∼= P3,
f ′ serait de la forme

2 ∼<<
1

<<��
3

<<��
2

<<��
3 2 1 3

<<
1

<<��
2∼

��
2 3

→
1

<<
3

<<��
2 1

Si f ′ est projectif, il existe un module indécomposable projectifP ′ et deux morphismes explicites

g′ : M(C)→ P ′ et h′ : P ′ →M(D)

tels queh′ ◦ g′ = f ′ + f ′′ pour f ′′ un autre morphisme explicite de cœur disjoint de celui def ′ ou le
morphisme nul. Or, en ce moment,P ′ = P3 et f ′′ = f . C’est-̀a-dire quef n’est pas projectif, d’après
Remarque 2.2.2.

Si 2n = 2, le seul morphisme explicite de

Ω2

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

3
<<

2
<<��

1 3

__�
�

�
�__ →

1
<<

3
<<��

2 1
__�
�

�
�__
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est de cœurS2 et factorise parP1 via

3
<<

2
<<��

1 3
→ P1 =

1
<<��

3
<<

2
��

1

→
1

<<
3

<<��
2 1

Si 2n ≡ 2 mod6 etn > 1,

Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

3
<<

· · ·
BBB|||

3
<<��

2
<<��

1 2 1 3
<<

· · ·
BBB|||

3
��

2 1

Soit f un morphisme explicite deΩ2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
à

1
<<

3
<<��

2 1
Les cœurs possibles def sont

E = S1 etE = S2. NumérotonsΩ2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
en d́efinissant

Ω4

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

1
<<

3
<<��

2
<<��

2 1 3
<<

1
��

2

= C−2 · · ·C3.

Notonss la position de son cœurE dans la source def .

En casE = S2, si s ≤ 1, Cs−1Cs =
3

<<
2

��
1

et sis > 1, Cs+1Cs+2 =
2

<<
3

��
1

, f factorise parP1

via

Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
�

3
<<

2
��

1
↪→ P1 =

1
<<��

3
<<

2
��

1

→
1

<<
3

<<��
2 1

En casE = S1, si s ≤ 0,

Cs−2Cs−1Cs =
3

<<
2 ∼<<��

1
��

1 3

et sis > 0,

Cs+1Cs+2Cs+3 =
1

<<
2

<<∼
��

3
��

3 1
,

f factorise parP1 ⊕ P3 via

Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
�

1
<<

2
<<∼

��
3

��
3 1

↪→ P1 ⊕ P3 �
1

<<
3

<<��
2 1

(6) Si n ≥ 0,

HomA

(
Ω−2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
,

1
<<

3
<<��

2 1

)
= 0 ⇐⇒ −2n ≡ −4 mod6
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(7) Si n ≥ 0,

HomA

(
Ω2n+1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
,

1
<<

3
<<��

2 1

)
= 0 ⇐⇒ 2n+ 1 ≡ 5 mod6

(8) Si n ≥ 0,

HomA

(
Ω−2n−1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
,

1
<<

3
<<��

2 1

)
= 0 ⇐⇒ −2n− 1 ≡ −1 mod6

Les d́emonstrations de (2), (3), (4), (6), (7) et (8) sont similiares aux cas déjà trait́es.
En combinant tout ci-dessus, on obtient que

HomA

(
1

<<
3

<<��
2 1

, Ωn

(
2

<<
1

<<��
3 2

))
= 0 ⇐⇒ n ≡ 0 mod3

HomA

(
Ωn

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
,

1
<<

3
<<��

2 1

)
= 0 ⇐⇒ n ≡ 2 mod3

Ext1A

(
1

<<
3

<<��
2 1

⊕ Ωn

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
,

1
<<

3
<<��

2 1
⊕ Ωn

(
2

<<
1

<<��
3 2

))
= 0⇐⇒ n ≡ 1 mod3

On calcule l’alg̀ebre EndA(M2 ⊕M5) où

M2 = Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
et M5 = Ωi+3u+1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
aveci, u ∈ Z. On peut supposer

M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

et M5 = Ω1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

1
<<

3
<<∼

��
2 1

.

Notons

α : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _
→M5 =

3
<<����

1
<<

3
��

1

2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _

, γ : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�

__ →M5 =
1

<<
3

<<∼
��

2 1
__�
�

�
�__

β : M5 =

3
<<��

1
<<

2
����

1

2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _ →M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _

, δ : M5 =
1

<<
3

<<∼
��

2 1

__�
�

�
�__ →M2 =

1
<<

3
<<��

2 1
__�
�

�
�

__

ε : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�__ →M2 =

1
<<

3
<<��

2 1
__�
�

�
�__

, η : M5 =
1

<<
3

<<∼
��

2 1

__�
�

�
�__ →M5 =

1
<<

3
<<∼

��
2 1

__�
�

�
�__

On vérifie que
ηβ = δ, αη = γ, γβ = ε, αβ = 0 etβα = 0.

On en d́eduit le carquois avec relations de EndA(M2 ⊕M5), puisque ces morphismes explicites avec les identités
engendrent les espaces des homomorphismes stables en question en tant qu’espace vectoriel.
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"!
# 

-• •�
······6

...
...

2 5

α

β

η

2

Lemme 4.2.8 (4+6)

Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕ Ωi+3u

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
, i, u ∈ Z

II6 "!
# 

-• •�
······6

...
...

4 6

Démonstration On utilise la description des syzygies de
2

<<
3

<<��
1 2

donńee dans la preuve du cas(3+6) .

Pour simplifier les calculs, on utilise

Ω−1

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
=

1
<<

2
<<��

3 1

En utilisant des arguments similaires dans la preuve du cas(2+5) (Lemme 4.2.7), on v́erifie que

(1) Pourn ≥ 0,

HomA

(
1

<<
2

<<��
3 1

, Ω2n

(
2

<<
3

<<��
1 2

))
= 0⇐⇒ 2n ≡ 4 mod6

(2) Pourn ≥ 1,

HomA

(
1

<<
2

<<��
3 1

, Ω−2n

(
2

<<
3

<<��
1 2

))
= 0⇐⇒ −2n ≡ −2 mod6

(3) Pourn ≥ 0,

HomA

(
1

<<
2

<<��
3 1

, Ω2n+1

(
2

<<
3

<<��
1 2

))
= 0⇐⇒ 2n+ 1 ≡ 1 mod6

(4) Pourn ≥ 0,

HomA

(
1

<<
2

<<��
3 1

, Ω−2n−1

(
2

<<
3

<<��
1 2

))
= 0⇐⇒ −2n− 1 ≡ −5 mod6
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(5) Pourn ≥ 0,

HomA

(
Ω2n

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
,

1
<<

2
<<��

3 1

)
= 0⇐⇒ 2n ≡ 0 mod6

(6) Pourn ≥ 1,

HomA

(
Ω−2n

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
,

1
<<

2
<<��

3 1

)
= 0⇐⇒ −2n ≡ −6 mod6

(7) Pourn ≥ 0,

HomA

(
Ω2n+1

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
,

1
<<

2
<<��

3 1

)
= 0⇐⇒ 2n+ 1 ≡ 3 mod6

(8) Pourn ≥ 0,

HomA

(
Ω−2n−1

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
,

1
<<

2
<<��

3 1

)
= 0⇐⇒ −2n− 1 ≡ −3 mod6

On en d́eduit que

HomA

(
1

<<
2

<<��
3 1

, Ωn

(
2

<<
3

<<��
1 2

))
= 0⇐⇒ n ≡ 1 mod3

HomA

(
Ωn

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
,

1
<<

2
<<��

3 1

)
= 0⇐⇒ n ≡ 0 mod3

Ext1A

(
1

<<
2

<<��
3 1

⊕ Ωn

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
,

1
<<

2
<<��

3 1
⊕ Ωn

(
2

<<
3

<<��
1 2

))
= 0⇐⇒ n ≡ 2 mod3

Ext1A

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2
⊕ Ωn

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
,

2
<<

3 ∼<<��
1 2

⊕ Ωn

(
2

<<
3

<<��
1 2

))
= 0⇐⇒ n ≡ 0 mod3

On a donc que

Ext1A(M4 ⊕M6,M4 ⊕M6) = 0⇐⇒M4 = Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
,M6 = Ωi+3u

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
i, u ∈ Z.

On calcule ensuite l’alg̀ebre EndA(M4 ⊕M6). On peut supposer

M4 =
1

<<
2

<<��
3 1

et M6 = Ω−1

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
=

1
<<

2
<<∼

��
3 1

.

Notons

α : M4 =
1

<<
2

<<��
3 1

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _
→M6 =

2
<<����

1
<<

2
��

1

3

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _

, γ : M4 =
1

<<
2

<<��
3 1

__�
�

�
�

__ →M6 =
1

<<
2

<<∼
��

3 1
__�
�

�
�__
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β : M6 =

2
<<��

1
<<

3
����

1

3

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _ →M4 =
1

<<
2

<<��
3 1

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _

, δ : M6 =
1

<<
2

<<∼
��

3 1

__�
�

�
�__ →M4 =

1
<<

2
<<��

3 1
__�
�

�
�__

ε : M4 =
1

<<
2

<<��
3 1

__�
�

�
�

__ →M4 =
1

<<
2

<<��
3 1

__�
�

�
�

__

, η : M6 =
1

<<
2

<<∼
��

3 1

__�
�

�
�

__ →M6 =
1

<<
2

<<∼
��

3 1
__�
�

�
�

__

On vérifie facilement que

HomA(M4,M6) = kα⊕ kγ, HomA(M6,M4) = kβ ⊕ kδ, EndA(M4) = kId⊕ kε,

car il n’existe pas d’autres morphismes explicites et aucun morphisme d’entre eux n’est projectif grâceà Lemme
3.2.1 et Lemme 3.2.3. On a aussi que EndA(M6) = kId⊕ kη, carà part Id etη, les seuls morphismes explicites
sont de cœur(α2β2)sα2 avec0 ≤ s ≤ b− 2 et ils factorisent parP2 via

M6 =
1

<<
2

<<∼
��

3 1
=

2
<<

3
��

1

1
<<

2

3

→ P2 =

2

��
��
��

2

1

..
..

..

3
��

2

→M6 =
1

<<
2

<<∼
��

3 1

On vérifie que
ηβ = δ, αη = γ, γβ = ε, αβ = 0, βα = 0.

On en d́eduit que EndA(M4 ⊕M6) est isomorphèa II6

"!
# 

-• •�
······6

...
...

4 6

α

β

η

2

Lemme 4.2.9 (1+6,2+6,3+5,4+5)arbitraires.

Démonstration On donne la preuve du cas le plus compliqué (4+5), les autres caśetant analogues.
On montre que

HomA

(
1

<<
2

<<��
3 1

, Ωn

(
2

<<
1

<<��
3 2

))
= 0, ∀n ∈ Z

En effet, les quotients explicites de
1

<<
2

<<��
3 1

sont

S1, S2,
1

<<
2

��
3

,
1

<<
2

<<��
3 1

.
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On voit facilement, en utilisant les descriptions données dans la preuve du cas(1+5), que les deux derniers ne

peuvent paŝetre des sous-cordes explcites deΩn

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
∀n ∈ Z. Notonsf un morphisme explicite

de cœurE ∈ {S1, S2} de
1

<<
2

<<��
3 1

àΩn

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
avecn ∈ Z.

(1) Pourn ≥ 1,

HomA

(
1

<<
2

<<��
3 1

, Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

))
= 0

On conserve la nuḿerotation deΩ2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
établie dans la preuve du cas (1+5) (Lemme 4.2.5)

dans laquelle

Ω4

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

1
<<

3
<<��

2
<<��

2 1 3
<<

1
��

2

= C−2 · · ·C3

Notonss la position du cœur def dansΩ2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
. Il est facile de voir que tout morphisme de

1
<<

2
<<��

3 1
àΩ2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
est de cœurS1 ouS2.

En casE = S1, si s ≤ 0, Cs−1Cs =
3

<<��
2 1

ou
3

<<

1
(ce dernier est possible ssiCs est le premier

segment),f factorise parP3; si s > 0, Cs+1Cs+2 =
3

<<��
1 2

ou
3

��
1

(ce dernier est possible ssiCs+1

est le dernier segment),f factorise parP3.

En casE = S2, si s ≤ 0, Cs−1Cs =
1

<<��
3 2

ou
1

<<

2
(ce dernier est possible ssiCs est le premier

segment),f factorise parP1; si s > 0, Cs+1Cs+2 =
1

<<��
2 3

ou
1

��
2

(ce dernier est possible ssiCs+1

est le dernier segment),f factorise parP1.

(2) Pourn ≥ 0,

HomA

(
1

<<
2

<<��
3 1

, Ω−2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

))
= 0

On conserve la nuḿerotation deΩ−2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
établie dans la preuve du cas (1+5) (Lemme 4.2.5)

dans laquelle

Ω−2

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

3
�� <<

1 2
<<

1
<<��

3
<<��

3 2 1

= C−1 · · ·C4
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Il est facile de voir que tout morphismef de
1

<<
2

<<��
3 1

à Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
est de cœurS1 ou

S2. Notonss la position du cœur def dansΩ2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
.

En casE = S1, si s < −2, Cs+1Cs+2 =
3

<<��
1 2

, f factorise parP3; si s = −2, Cs+1Cs+2 =

3
<<��

1 2
<<

3

, f factorise parP3; si s > 0, Cs−1Cs =
3

<<��
2 1

, f factorise parP3.

En casE = S2, si s < 0, Cs+1Cs+2 =
1

<<��
2 3

, f factorise parP1; si s > 0, Cs−1Cs =
1

<<��
3 2

, f

factorise parP1.

(3) Pourn ≥ 0,

HomA

(
1

<<
2

<<��
3 1

, Ω2n+1

(
2

<<
1

<<��
3 2

))
= 0

HomA

(
1

<<
2

<<��
3 1

, Ω1

(
2

<<
1

<<��
3 2

))
= HomA

(
1

<<
2

<<��
3 1

,
1

<<
3

<<∼
��

2 1

)
= 0

car les seuls morphismes explicites entre eux sont

1
<<

2
<<��

3 1

__�
�

�
�

__ →
1

<<
3

<<∼
��

2 1
__�
�

�
�__

, et
1

<<
2

<<��
3 1

__�
�

�
�

__ →
1

<<
3

<<∼
��

2 1
__�
�

�
�__

,

le premier factorisant parP3 ⊕ P1 et le deuxìeme parP1.

On conserve la nuḿerotation deΩ2n+1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
établie dans la preuve du cas (1+5) (Lemme 4.2.5)

dans laquelle

Ω3

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

2 ∼<<
1

<<��
2

����
3 2

= C−1 · · ·C2

Il est facile de voir que tout morphismef de
1

<<
2

<<��
3 1

àΩ2n+1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
est de cœurS1 ou

S2. Notonss la position du cœur def dansΩ2n+1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
.

En casE = S1, si s < 0, Cs−1Cs =
3

<<��
2 1

ou
3

<<

1
(ce dernier est possible ssiCs est le premier

segment),f factorise parP3; si s > 0, Cs+1Cs+2 =
3

<<��
1 2

ou
3

��
1

(ce dernier est possible ssiCs+1

est le dernier segment),f factorise parP3.
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En casE = S2, si s ≤ 1, Cs−1Cs =
1

<<��
3 2

ou
1

<<

2
(ce dernier est possible ssiCs est le premier

segment),f factorise parP1; si s > 1, Cs+1Cs+2 =
1

<<��
2 3

ou
1

��
2

(ce dernier est possible ssiCs+1

est le dernier segment),f factorise parP1.

(4) Pourn ≥ 0,

HomA

(
1

<<
2

<<��
3 1

, Ω−2n−1

(
2

<<
1

<<��
3 2

))
= 0

NumérotonsΩ−2n−1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
tel que

Ω−1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

3
���� <<

2 ∼<<��
3 1 3

= C−1 · · ·C2

Il est facile de voir que tout morphismef de
1

<<
2

<<��
3 1

à Ω−2n−1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
est de cœurS1

ouS2. Notonss la position du cœur def dansΩ−2n−1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
.

En casE = S1, si s < 0, Cs+1Cs+2 =
3

<<��
1 2

, f factorise parP3; si s = 0, C−1C0 =
3

<<����
3 1

, f

factorise parP3; si s > 0, Cs−1Cs =
3

<<��
2 1

, f factorise parP3.

En casE = S2, si s < 0, Cs+1Cs+2 =
1

<<��
2 3

, f factorise parP1; si s > 0, Cs−1Cs =
1

<<��
3 2

, f

factorise parP1.

De même, on v́erifie que

HomA

(
Ωn

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
,

1
<<

2
<<��

3 1

)
= 0, ∀n ∈ Z

2

Lemme 4.2.10 (5+5,6+6)impossibles.

Démonstration On montre d’abord que(5+5)est impossible. On va montrer que

HomA

(
Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
,

2
<<

1
<<��

3 2

)
= 0⇐⇒ i ∈ {−2, 1}

On en d́eduit que

Ext1A

(
Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
,

2
<<

1
<<��

3 2

)
= 0⇐⇒ i ∈ {−3, 0}
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et

Ext1A

(
2

<<
1

<<��
3 2

, Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

))
= 0⇐⇒ i ∈ {0, 3}

Par conśequent, pour touti ∈ Z− {0},

Ext1A

(
Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕

2
<<

1
<<��

3 2
, Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕

2
<<

1
<<��

3 2

)
6= 0

et (5+5)est donc impossible.

(1) Pourn ≥ 1,

Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
= Ω2n−2

(
3

<<
2

<<��
1 3

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

)
→

2
<<

1
<<��

3 2

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _
n’est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1.

(2)

HomA

(
Ω0

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
,

2
<<

1
<<��

3 2

)
6= 0

estévidente.

HomA

(
Ω−2

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
,

2
<<

1
<<��

3 2

)
= 0,

car les seuls morphismes explicites

Ω−2

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

3
<<��

1 2
<<

1
<<��

3
<<��

3 2 1

__�
�

�
�

__

vers
2

<<
1

<<��
3 2

__�
�

�
�

__

sont ceux de cœurS3, qui factorisent parP1 via

3
<<��

1 2
<<

1
<<��

3
<<��

3 2 1

→ P1 =

1
<<��

3
<<

2
��

1

→
2

<<
1

<<��
3 2

et
3

<<��
1 2

<<
1

<<��
3

<<��
3 2 1

→ P1 =

1
<<��

3
<<

2
��

1

→
2

<<
1

<<��
3 2

.

Pourn ≥ 2,

Ω−2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
= Ω−2n+4


2 77∼��

3 77��
3 1 2 77 1 77��

3 77��
2 77��

3 2 1 3 7777

3

_ _�
�
�

�
�
�_ _

→
2

<<
1

�� <<

3 2

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _
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n’est pas projectif, d’après Lemme 3.2.1.

(3)

HomA

(
Ω1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
,

2
<<

1
<<��

3 2

)
= Ext1A

(
2

<<
1

<<��
3 2

,
2

<<
1

<<��
3 2

)
= 0

est d́ejà montŕee.

Pourn ≥ 1,

Ω2n+1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
= Ω2n−2


2

��
2 ∼<<

1
<<��

3

3 2

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _

→ 2
<<

1
<<��

3 2

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

n’est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1, où
3

2
= ((β2α2)b−2β2)−1.

(4) Pourn ≥ 0,

Ω−2n−1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
= Ω−2n


3 ::����

2 ::��
3 1 3 ::::

3

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

→ 2
<<

1
<<��

3 2

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _

n’est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1.

On montre ensuite que(6+6)est impossible. On va montrer que

HomA

(
Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
,

2
<<

3
<<��

1 2

)
= 0⇐⇒ i ∈ {−2, 1}

On en d́eduit que

Ext1A

(
Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
,

2
<<

3
<<��

1 2

)
= 0⇐⇒ i ∈ {−3, 0}

et

Ext1A

(
2

<<
3

<<��
1 2

, Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

))
= 0⇐⇒ i ∈ {0, 3}

Par conśequent, pour touti ∈ Z− {0},

Ext1A

(
Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
⊕

2
<<

3
<<��

1 2
, Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
⊕

2
<<

3
<<��

1 2

)
6= 0

et (6+6)est donc impossible.

(1) Evidemment

HomA

(
2

<<
3

<<��
1 2

,
2

<<
3

<<��
1 2

)
6= 0
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Pourn ≥ 1,

Ω2n

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
= Ω2n−2


1

<<
2

<<��
3

<<��
3 1 2

<<
1

��
3

_ _ _ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _ _ _

�
2

<<
3

<<��
1 2

n’est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1.

(2) Pourn ≥ 2,

Ω−2n

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
= Ω−2n+4


2

<<��
1 3

<<
1

<<��
2

<<��
2 3 1

__�
�

�
�__

→ 2
<<

3
�� <<

1 2
__�
�

�
�

__

n’est pas projectif, d’après Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3.

HomA

(
Ω−2

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
,

2
<<

3
<<��

1 2

)
= 0,

car le seul morphisme explicite deΩ−2

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
=

3
<<

1
<<��

2 3

__�
�

�
�__ vers

2
<<

3
<<��

1 2
__�
�

�
�__

est celui

de cœurS1, qui factorise parP3 via

3
<<

1
<<��

2 3
→ P3 =

3
<<��

1
<<

2
∼��

3

→
2

<<
3

<<��
1 2

(3)

HomA

(
Ω1

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
,

2
<<

3
<<��

1 2

)
= 0

est d́ejà montŕee.

Pourn ≥ 1,

Ω2n+1

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
= Ω2n−2

(
2

<<
3 ∼<<��

1
�� <<

3
<<����

2
��

1 2 3 1

__�
�

�
�

__
)
→

2
<<

3
<<��

1 2
__�
�

�
�

__

n’est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3.

(4) Pourn ≥ 1,

Ω−2n−1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
= Ω−2n+2

(
2 ::����

3 ::��
2 1 2

__�
�

�
�

__
)
→

2
<<

3
<<��

1 2
__�
�

�
�__

n’est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3.

Le morphisme explicite

f : Ω−1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

1
<<

2
<<∼

��
3 1

__�
�

�
�__ →

2
<<

3
<<��

1 2
__�
�

�
�

__



Deux facteurs 173

n’est pas projectif. En effet, d’après Remarque 2.2.2, il existe un module indécomposable projectifP et
deux morphisme explicitesg : M(C) → P et h : P → M(D) tels queh ◦ g = f + f ′ pourf ′ un autre
morphisme explicite de cœur disjoint de celui def ou le morphisme nul, òu

C =
1

<<
2

<<∼
��

3 1
et D =

2
<<

1
<<��

3 2
.

On aévidemment queP = P3 et que

f ′ :
1

<<
2

<<∼
��

3 1

__�
�

�
�__ →

2
<<

1
<<��

3 2
__�
�

�
�

__

Commef + f ′ = 0, f = 0⇐⇒ f ′ = 0. Or, sif ′ est projectif, il existe un module indécomposable projectif
P ′ et deux morphisme explicitesg′ : M(C) → P ′ et h′ : P ′ → M(D) tels queh′ ◦ g′ = f ′ + f ′′ pour
f ′′ 6= f un autre morphisme explicite de cœur disjoint de celui def ′ ou le morphisme nul. Le moduleP ′

est forćementP3 en vertu de Lemme 3.2.3. En ce moment, on af ′′ = f , ce qui est absurde etf est donc
non projectif.

2

Lemme 4.2.11 (5+6)impossible

Démonstration On va montrer que

HomA

(
Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
,

3
<<

1
�� <<

2 3

)
6= 0

pour touti en utilisant la description deΩi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
donńee dans la preuve du cas(1+5) (Lemme 4.2.5).

(1) Le morphisme explicite

f :
2

<<
1

<<��
3 2

__�
�

�
�__ →

3
<<

1
�� <<

2 3
__�
�

�
�

__

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3. En effet, d’après Remarque 2.2.2, il existe un
module ind́ecomposable projectifP et deux morphisme explicitesg : M(C) → P eth : P → M(D) tels
queh◦g = f +f ′ pourf ′ un autre morphisme explicite de cœur disjoint de celui def ou le morphisme nul.
Le modulesP n’est évidemment pas isomorpheàP2, Lemme 3.2.3 montre queP � P1 et Lemme 3.2.2
montre queP � P2. f est donc non projectif.

Le morphisme explicite

Ω2

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

3
<<

2
<<��

1 3

__�
�

�
�__ →

3
<<

1
�� <<

2 3
__�
�

�
�__

,

not́ef , n’est pas projectif, car sinon, d’après Remarque 2.2.2, il existe un module indécomposable projectif
P et deux morphisme explicitesg : M(C) → P et h : P → M(D) tels queh ◦ g = f + f ′ pourf ′ un

autre morphisme explicite de cœur disjoint de celui def ou le morphisme nul, òu C =
3

<<
2

<<��
1 3

et



Deux facteurs 174

D =
3

<<
1

�� <<

2 3
. On aévidemment queP = P1 et que

f ′ :
3

<<
2

<<��
1 3

__�
�

�
�

__ →
3

<<
1

�� <<

2 3
__�
�

�
�

__

Commef + f ′ = 0, f = 0⇐⇒ f ′ = 0. Or, sif ′ est projectif, il existe un module indécomposable projectif
P ′ et deux morphisme explicitesg′ : M(C) → P ′ et h′ : P ′ → M(D) tels queh′ ◦ g′ = f ′ + f ′′ pour
f ′′ 6= f un autre morphisme explicite de cœur disjoint de celui def ′ ou le morphisme nul. Le moduleP ′

est isomorphèaP1 ouP3. SiP = P1, alorsf ′′ = f , ce qui est absurde. Lemme 3.2.2 montre queP � P3.
Le morphismef n’est pas projectif.

Pourn ≥ 2,

Ω2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
= Ω2n−4


1

<<
3

<<��
2

<<��
2 1 3

<<
1

��
2

__�
�

�
�

__
→ 3

<<
1

�� <<

2 3
__�
�

�
�

__

n’est pas projectif. En effet, notons ce morphismef . D’après Remarque 2.2.2, il existe un module indécompo-
sable projectifP et deux morphisme explicitesg : M(C) → P eth : P → M(D) tels queh ◦ g = f + f ′

pourf ′ un autre morphisme explicite de cœur disjoint de celui def ou le morphisme nul avec

C = Ω2n−4


1

<<
3

<<��
2

<<��
2 1 3

<<
1

��
2

 et D =
3

<<
1

�� <<

2 3
.

Comme les sous-cordes explicites deD contenant le cœur def sontS2,
3

<<

2
et

1
�� <<

2 3
, le moduleP

doit êtreP3 ouP1. Lemme 3.2.2 montre queP � P3 et siP = P1, alorsh ◦ g = f + f ′ avec

f ′ : Ω2n−4


1

<<
3

<<��
2

<<��
2 1 3

<<
1

��
2

__�
�

�
�

__
→ 3

<<
1

�� <<

2 3
__�
�

�
�__

Pourf ′, il existe un module ind́ecomposable projectifP ′ et deux morphisme explicitesg′ : M(C)→ P ′ et
h′ : P ′ → M(D) tels queh′ ◦ g′ = f ′ + f ′′ pourf ′′ 6= f un autre morphisme explicite de cœur disjoint
de celui def ′ ou le morphisme nul. Or, en ce moment,P ′ = P1 et f ′′ = f . C’est-̀a-dire quef n’est pas
projectif, d’apr̀es Remarque 2.2.2.

(2) Pourn ≥ 1,

Ω−2n

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
= Ω−2n+2


3

<<��
1 2

<<
1

<<��
3

<<��
3 2 1

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _

→ 3
<<

1
�� <<

2 3

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

n’est pas projectif, d’après Lemme 3.2.1.
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(3)

Ω1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

3
<<��

1
<<

2
����

1

2

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ →
3

<<
1

�� <<

2 3

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

n’est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1.

Le morphisme explicite

f : Ω3

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
=

2 ∼<<
1

<<��
2

����
3 2

__�
�

�
�__ →

3
<<

1
�� <<

2 3
__�
�

�
�__

n’est pas projectif. En effet,f fait partie d’un morphisme projectif factorisant parP1 ou P3 selons la

description des sous-cordes de
3

<<
1

�� <<

2 3
. Or, Lemme 3.2.2 montre queP � P3 et Lemme 3.2.3

montre queP � P1.

Pourn ≥ 2,

Ω2n+1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
= Ω2n−4

(
3

<<
2 ∼<<��

1
<<��

2
���� <<

3
��

1 3 2 1

__�
�

�
�__

)
→

3
<<

1
�� <<

2 3
__�
�

�
�__

n’est pas projectif. En effet, notons ce morphismef . D’après Remarque 2.2.2, il existe un module
indécompo-sable projectifP et deux morphisme explicitesg : M(C) → P et h : P → M(D) tels que
h ◦ g = f + f ′ pourf ′ un autre morphisme explicite de cœur disjoint de celui def ou le morphisme nul
avec

C = Ω2n−4

(
3

<<
2 ∼<<��

1
<<��

2
���� <<

3
��

1 3 2 1

)
et D =

3
<<

1
�� <<

2 3
.

Comme les sous-cordes explicites deD contenant le cœur def sontS2,
3

<<

2
et

1
�� <<

2 3
, le moduleP

doit êtreP3 ouP1. Lemme 3.2.2 montre queP � P3 et siP = P1, alorsh ◦ g = f + f ′ avec

f ′ : Ω2n−4

(
3

<<
2 ∼<<��

1
<<��

2
���� <<

3
��

1 3 2 1

__�
�

�
�

__
)
→

3
<<

1
�� <<

2 3
__�
�

�
�

__

Pourf ′, il existe un module ind́ecomposable projectifP ′ et deux morphisme explicitesg′ : M(C)→ P ′ et
h′ : P ′ → M(D) tels queh′ ◦ g′ = f ′ + f ′′ pourf ′′ 6= f un autre morphisme explicite de cœur disjoint
de celui def ′ ou le morphisme nul. Or, en ce moment,P ′ = P1 et f ′′ = f . C’est-̀a-dire quef n’est pas
projectif, d’apr̀es Remarque 2.2.2.

(4) Pourn ≥ 0,

Ω−2n−1

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
= Ω−2n


3 ::��

2 ∼::��
2 1 3

3

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _

→ 3
<<

1
�� <<

2 3

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

n’est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1, où
2

3
= ((α2β2)b−2α2)−1.
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2

SoitM = M(C) un module dans une composante de typeZA∞∞. Rappelons des notations

sdiag(M) = {M(C[n])|n ∈ Z} et diag(M) = {M([n]C)|n ∈ Z}.

Lemme 4.2.12 (1+7)

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
n∈Z

Ω6nsdiag(S1)

II1 -• •
1 7

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
n∈Z

Ω6nsdiag

(
2 ∼<<

1
��

3

)

II1 -• •
7 1

Lemme 4.2.13 (1+8)

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
n∈Z

Ω6nsdiag(S2)

-II1 • •
8 1

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z,M ∈

⋃
n∈Z

Ω6nsdiag

(
3

<<��
1 2

)

-II1 • •
1 8

Preuve de (1+7) et (1+8)Il suffit de regarder trois diagonales: sdiag(S1), sdiag

(
2 ∼<<

1
��

3

)
et sdiag(

2
<<∼

��
3 1

),

grâceà laΩ-périodicit́e de
1

<<

2
.
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(1) Pour sdiag(S1),

(i) Le morphisme expliciteα :
1

<<

2
� S1 n’est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1.

(ii) Pourn ≥ 1, le morphisme explicite

α :
1

<<

2

__�
�

�
�

__ → S1[n] =

(
3 ∼<<��

1 2
__�
�

�
�

__

)
[n− 1]

n’est projectif, en vertu de Lemme 3.2.3.

(iii) Pourn ≥ 1, le morphisme explicite

α :
1

<<

2
↪→ S1[−n] =

(
1

<<
3
∼��

2

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

)
[−n+ 1]

n’est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1.

(2) Pour la diagonale sdiag(
2 ∼<<

1
��

3
),

(i) si n ≥ 1,

HomA

(
1

<<

2
,

(
2 ∼<<

1
��

3

)
[n]

)
= HomA

(
1

<<

2
,

(
2 <<<<

2

)
[n− 1]

)
= 0

Comme
1

<<

2
n’est pas une sous-corde explicite de

(
2 <<<<

2

)
[n − 1], tout morphisme explicitef

de
1

<<

2
à

(
2 <<<<

2

)
[n − 1] est de cœurE = S1. Numérotons

(
2 <<<<

2

)
[n − 1] = C0C1 · · · .

Notonss la position deE dans son but, alorsCs−1Cs =
2

<<��
3 1

etf factorise via

1
<<

2
↪→ P2 =

2
<<��

1
<<

3
∼��

2

� M(Cs−1Cs) =
2

<<��
3 1

↪→

(
2 <<<<

2

)
[n− 1]

(ii) Pourn ≥ 0, nuḿerotons (
2 ∼<<

1
��

3

)
[−n] = C0C1 · · · .

Alors tout morphisme explicitef de
1

<<

2
à

(
2 ∼<<

1
��

3

)
[−n] est de cœurE = S1. Notonss la

position deE dans son but, alorsCs+1Cs+2 =
2 ∼<<��

1 3
ou

2
��

1
(ce dernier est possible ssiCs+1

est le dernier segment) etf factorise via

1
<<

2
↪→ P2 � M(Cs+1Cs+2) ↪→

(
2 ∼<<

1
��

3

)
[−n]
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(3) Pour la diagonale sdiag(
2

<<∼
��

3 1
),

(i) si n ≥ 0, HomA

(
1

<<

2
,

(
2∼

�� <<

3 1

)
[n]

)
= 0, car tout morphisme explicite entre eux est de

cœurS1 et factorise parP2. En effet, nuḿerotons(
2∼

�� <<

3 1

)
[n] = C0C1 · · · .

Alors tout morphisme explicitef de
1

<<

2
à

(
2∼

�� <<

3 1

)
[n] est de cœurE = S1. Notonss la

position deE dans son but, alorsCs−1Cs =
2

�� <<

3 1
(si s > 1) ouCs−1Cs =

2∼
�� <<

3 1
(si s = 1)

etf factorise via
1

<<

2
↪→ P2 � M(Cs−1Cs) ↪→

(
2∼

�� <<

3 1

)
[n]

(ii) Pourn ≥ 1,

HomA

(
1

<<

2
,

(
2∼

�� <<

3 1

)
[−n]

)
= HomA

(
1

<<

2
,

(
3

����
3

)
[−n+ 1]

)
= 0,

car tout morphisme explicite est de cœurS1 et factorise parP2. En effet, nuḿerotons(
3

����
3

)
[−n+ 1] = C0C1 · · · .

Alors tout morphisme explicitef de
1

<<

2
à

(
3

����
3

)
[−n + 1] est de cœurE = S1. Notonss la

position deE dans son but, alorsCs+1Cs+2 =
2

�� <<

1 3
ou

2
��

1
(ce dernier est possible ssiCs+1

est le dernier segment) etf factorise via

1
<<

2
↪→ P2 � M(Cs+1Cs+2) ↪→

((
3

����
3

)
[−n+ 1]

)

On obtient donc que pourM7 ∈ Q(S1),

HomA

(
1

<<

2
,M7

)
6= 0⇐⇒M7 ∈

⋃
n∈Z

Ω6nsdiag(S1)

De même, on montre que

HomA

(
M7,

1
<<

2

)
6= 0⇐⇒M7 ∈

⋃
n∈Z

Ω6nsdiag(
2 ∼<<

1
��

3
)
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et donc que

Ext1A

(
1

<<

2
⊕M7,

1
<<

2
⊕M7

)
= 0⇐⇒M7 6∈

⋃
n∈Z

Ω6nsdiag(
2∼

�� <<

3 1
)

En effet,

(1) Pour sdiag(S1),

(i) HomA

(
S1,

1
<<

2

)
= 0.

(ii) Pourn ≥ 1, tout morphisme explicitef de S1[n] =

(
3 ∼<<��

1 2

)
[n − 1] à

1
<<

2
est de cœur

E = S2. Numérotons

S1[n] =

(
3 ∼<<��

1 2

)
[n− 1] = C1C2 · · ·C2n

comme ci-dessus et notonss la position deF dans sa source. AlorsCs+1Cs+2 =
2

<<
3

��
1

ou

2
<<

1
(ce dernier est possible ssiCs+1 est le dernier segment) etf factorise parP1 via

S1[n] � M(Cs+1Cs+2) ↪→ P1 �
1

<<

2

(iii) Pourn ≥ 1, tout morphisme explicitef deS1[−n] =

(
1

<<
3
∼��

2

)
[−n + 1] à

1
<<

2
est de cœur

E = S2. Numérotons
S1[−n] = C1C2 · · ·C2n

et notonss la position deE dans sa source. AlorsCs−1Cs =
3

<<
2

��
1

etf factorise parP1 via

S1[n] �
3

<<
2

��
1

↪→ P1 �
1

<<

2

(2) Pour la diagonale sdiag(
2 ∼<<

1
��

3
),

(i) si n ≥ 1, le morphisme explicite

β :

(
2 ∼<<

1
��

3

)
[n] =

(
2 <<<<

2

__�
�

�
�

__
)

[n− 1]→
1

<<

2
__�
�

�
�__

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3.
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(ii) Pourn ≥ 0, le morphisme explicite

β :

(
2 ∼<<

1
��

3

__�
�

�
�__

)
[−n]→

1
<<

2
__�
�

�
�__

n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3

(3) Pour la diagonale sdiag(
2

<<∼
��

3 1
),

(i) sin ≥ 0, HomA

((
2∼

�� <<

3 1

)
[n],

1
<<

2

)
= 0. En effet, conservons la numérotation de

(
2∼

�� <<

3 1

)
[n]

de ci-dessus. Alors tout morphisme explicitef de

(
2∼

�� <<

3 1

)
[n] à

1
<<

2
est de cœurE = S2.

Notonss la position deE dans son but, alorsCs+1Cs+2 =
2

<<
3

��
1

ou
2

<<

1
(ce dernier est possi-

ble ssiCs+1 est le dernier segment) etf factorise via(
2∼

�� <<

3 1

)
[n] � M(Cs+1Cs+2) ↪→ P1 �

1
<<

2

(ii) Pourn ≥ 1,

HomA

((
2∼

�� <<

3 1

)
[−n] =

(
3

����
3

)
[−n+ 1],

1
<<

2

)
= 0.

En effet, conservons la nuḿerotation de

(
2∼

�� <<

3 1

)
[n]de ci-dessus. Alors tout morphisme explicite

f :

(
3

����
3

)
[−n+ 1]→

1
<<

2

est de cœurE = S2. Notonss la position deE dans son but, alorsCs−1Cs =
3

<<
2

��
1

etf factorise

via (
2∼

�� <<

3 1

)
[−n] � M(Cs−1Cs) =

3
<<

2
��

1
↪→ P1 �

1
<<

2

Calculons maintenant l’alg̀ebre EndA

(
1

<<

2
⊕M7

)
avecM7 ∈

⋃
n∈Z Ω6nsdiag(S1). On a vu que

HomA

(
M7,

1
<<

2

)
= 0, EndA (M7) = kId, EndA

(
1

<<

2

)
= kId.

On consid̀ere HomA

(
1

<<

2
,M7

)
. On peut supposerM7 ∈ sdiag(S1).
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(1) HomA

(
1

<<

2
, S1

)
= kα où α :

1
<<

2
� S1.

(2) Si n > 0,

HomA

(
1

<<

2
, S1[n]

)
= HomA

(
1

<<

2
,

(
3 ∼<<��

1 2

)
[n− 1]

)
= kα

où

α :
1

<<

2

__�
�

�
�

__ �

(
3 ∼<<��

1 2
__�
�

�
�__

)
[n− 1],

car tout autre morphisme explicite est ou bien bilatéral donc projectif d’apr̀es Prposition 2.3.1 ou bien faible-
ment unilat́eral (de cœurS1) de la forme

1
<<

2

__�
�

�
�

__ �

(
3 ∼<<��

1 2

)
[n− 1] =

3 ∼<<��
1

BBB��
1

<<|||
2

<<��
1 2 · · · 3 1

__�
�

�
�

__

(quandn ≡ 0 mod3 ) qui factorise parP2.

(3) Si n > 0,

HomA

(
1

<<

2
, S1[−n]

)
= HomA

(
1

<<

2
,

(
1

<<
3∼

��
2

)
[−n+ 1]

)
= kα

où

α :
1

<<

2

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

�

(
1

<<
3
∼��

2

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

)
[−n+ 1],

car tout autre morphisme explicite (de cœurS1) est bilat́eral donc projectif en vertu de Proposition 2.3.1.

On obtient donc EndA

(
Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)

)
oùM ∈

⋃
n∈Z Ω6nsdiag(S1) est

-II1 • •
1 7

α

Calculons ensuite l’alg̀ebre EndA

(
1

<<

2
⊕M7

)
avecM7 ∈

⋃
n∈Z Ω6nsdiag

(
2 ∼<<

1
��

3

)
. On a vu que

HomA

(
1

<<

2
,M

)
= 0, EndA (M7) = kId, EndA

(
1

<<

2

)
= kId.

On consid̀ere HomA

(
M7,

1
<<

2

)
. On peut supposerM7 ∈ sdiag

(
2 ∼<<

1
��

3

)
.
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(i) si n ≥ 1,

HomA

((
2 ∼<<

1
��

3

)
[n],

1
<<

2

)
= HomA

((
2 <<<<

2

)
[n− 1],

1
<<

2

)
= kβ,

où

β :

(
2 <<<<

2

__�
�

�
�

__
)

[n− 1]→
1

<<

2
__�
�

�
�

__

,

car tout autre morphisme explicite (de cœurS1) est bilat́eral et donc projectif en vertu de Proposition 2.3.1.

(ii) Pourn ≥ 0,

HomA

((
2 ∼<<

1
��

3

)
[−n],

1
<<

2

)
= kβ,

où

β :

(
2 ∼<<

1
��

3

__�
�

�
�__

)
[n]→

1
<<

2
__�
�

�
�__

,

car tout autre morphisme explicite est ou bien bilatéral donc projectif en vertu de Proposition 2.3.1, et ou
bien faiblement unilat́eral (de cœurS2) de la forme(

2 ∼<<
1

��
3

)
[−n] =

2 ∼<<
1

BBB��
3

<<|||
2

��
3 · · · 1

__�
�

�
�__ →

1
<<

2
__�
�

�
�__

(quandn ≡ 0 mod3) qui factorise parP1.

Pour le cas(1+8), commeQ(S1) etQ(S2) sontΩ-isomorphes, ce cas découle du cas(1+7), car

M ∈
⋃
n∈Z

Ω6nsdiag(S1)⇐⇒ Ω3M ∈
⋃
n∈Z

Ω6nsdiag

(
3

<<��
1 2

)

M ∈
⋃
n∈Z

Ω6nsdiag

(
2 ∼<<

1
��

3

)
⇐⇒ Ω3M ∈

⋃
n∈Z

Ω6nsdiag(S2)

2

Lemme 4.2.14 (3+7)

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z,M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag(S1)

-II1 • •
7 3

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z,M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
3 ∼<<��

1 2

)
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-II1 • •
3 7

Lemme 4.2.15 (3+8)

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z,M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag(S2)

-II1 • •
3 8

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z,M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
2

<<
1

��
3

)

-II1 • •
8 3

Preuve de (3+7) et (3+8)Il suffit de regarder trois diagonales: diag(S1),diag

(
3 ∼<<��

1 2

)
et sdiag(

1
<<

3∼
��

2
),

grâceà laΩ-périodicit́e de
2

<<

1
.

(1) Pour diag(S1),

(i) HomA

(
2

<<

1
, S1

)
= 0

(ii) Pourn ≥ 1,

HomA

(
2

<<

1
, [n]S1

)
= HomA

(
2

<<

1
, [n− 1]

(
2

<<∼
��

3 1

))
= 0.

Comme
2

<<

1
n’est pas une sous-corde explicite de[n− 1]

(
2

<<∼
��

3 1

)
, tout morphisme explicite

f de
2

<<

1
à [n− 1]

(
2

<<∼
��

3 1

)
est de cœurE = S2. Numérotons

[n− 1]

(
2

<<∼
��

3 1

)
= · · ·C−1C0.
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Notonss la position deE dans son but, alorsCs+1Cs+2 =
1

<<��
2 3

etf factorise parP1 via

2
<<

1
↪→ P1 =

1
<<��

2
<<

3
��

1

� M(Cs+1Cs+2) =
1

<<��
2 3

↪→ [n− 1]

(
2

<<∼
��

3 1

)

(iii) Pourn ≥ 1,

HomA

(
2

<<

1
, [−n]S1

)
= HomA

(
2

<<

1
, [−n+ 1]

(
2 ∼<<

1
��

3

))
= 0.

Comme
2

<<

1
n’est pas une sous-corde explicite de[−n+1]

(
2 ∼<<

1
��

3

)
, tout morphisme explicite

f de
2

<<

1
à [−n+ 1]

(
2 ∼<<

1
��

3

)
est de cœurE = S2. Numérotons

[−n+ 1]

(
2 ∼<<

1
��

3

)
= · · ·C−1C0.

Notonss la position deE dans son but, alorsCs−1Cs =
1

<<��
3 2

ou
1

<<

2
(ce dernier est possible

ssiCs est le premier segment) etf factorise parP1 via

2
<<

1
↪→ P1 � M(Cs−1Cs) ↪→ [−n+ 1]

(
2 ∼<<

1
��

3

)

(2) Pour la diagonale diag(
3 ∼<<��

1 2
),

(i) Si n ≥ 0, α :
2

<<

1

__�
�

�
�

__ → [n]

(
3

��
∼<<

1 2
__�
�

�
�

__

)
n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3.

(ii) si n ≥ 0,

α :
2

<<

1

__�
�

�
�

__ → [−n]

(
3

��
∼<<

1 2

)
= [−n+ 1]

(
2 <<<<

2
__�
�

�
�__

)
n’est pas projectif en vertu de Lemme 3.2.3.

(3) Pour la diagonale diag(
1

<<
3∼

��
2

),

(i) si n ≥ 1,

HomA

(
2

<<

1
, [n]

(
1

<<
3∼

��
2

))
= HomA

(
2

<<

1
, [n− 1]

(
3

����
3

))
= 0,
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car tout morphisme explicite est de cœurS2 et factorise parP1. En effet, nuḿerotons

[n− 1]

(
3

����
3

)
= · · ·C−1C0.

Alors tout morphisme explicitef de
2

<<

1
à [n − 1]

(
3

����
3

)
est de cœurE = S2. Notonss la

position deE dans son but, alorsCs+1Cs+2 =
1

�� <<

2 3
etf factorise parP1 via

2
<<

1
↪→ P1 � M(Cs+1Cs+2) =

1
�� <<

2 3
↪→ [n− 1]

(
3 <<<<

3

)

(ii) Pourn ≥ 0,

HomA

(
2

<<

1
, [−n]

(
1

<<
3∼

��
2

))
= 0,

car tout morphisme explicite est de cœurS2 et factorise parP1. En effet, nuḿerotons

[−n]

(
1

<<
3∼

��
2

)
= · · ·C−1C0.

Alors tout morphisme explicitef de
2

<<

1
à [−n]

(
1

<<
3∼

��
2

)
est de cœurE = S2. Notonss la

position deE dans son but, alorsCs−1Cs =
1

�� <<

3 2
ou

1
<<

2
(ce dernier est possible ssiCs est

le premier segment) etf factorise parP1 via

2
<<

1
↪→ P1 � M(Cs−1Cs) ↪→ [−n]

(
1

<<
3∼

��
2

)

On obtient donc que pourM7 ∈ Q(S1)

HomA

(
2

<<

1
,M7

)
6= 0⇐⇒M7 ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
3

�� ∼
<<

1 2

)

De même, on montre pourM7 ∈ Q(S1),

HomA

(
M7,

2
<<

1

)
6= 0⇐⇒M7 ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag(S1)

et donc

Ext1A

(
2

<<

1
⊕M7,

2
<<

1
⊕M7

)
= 0⇐⇒M7 6∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag(
1

<<
3∼

��
2

)
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Calculons maintenant l’alg̀ebre EndA

(
2

<<

1
⊕M7

)
avecM7 ∈

⋃
n∈Z Ω6ndiag(S1). On a vu que

HomA

(
2

<<

1
,M7

)
= 0, EndA (M) = kId, EndA

(
2

<<

1

)
= kId.

On consid̀ere HomA

(
M7,

2
<<

1

)
. On peut supposerM7 ∈ diag(S1).

(1) HomA

(
S1,

2
<<

1

)
= kα où α : S1 ↪→

2
<<

1
.

(2) Si n ≥ 1,

HomA

(
[−n]S1,

2
<<

1

)
= HomA

(
[−n+ 1]

(
2 ∼<<

1
��

3

)
,

2
<<

1

)
= kα

où

α : [−n+ 1]

(
2 ∼<<

1
��

3

__�
�

�
�__
)
→

1
<<

2
__�
�

�
�__

car tout autre morphisme explicite est ou bien bilatéral et donc projectif d’après Prposition 2.3.1 ou bien
faiblement unilat́eral (de cœurS1) de la forme

[−n+ 1]

(
2 ∼<<

1
��

3

)
=

1
<<

3
BBB∼

��
2 ∼<<|||

1
��

2 · · · 3

__�
�

�
�

__ →
2

<<

1
__�
�

�
�

__

(quandn ≡ 2 mod3) qui factorise parP2.

(3) Si n ≥ 1,

HomA

(
[n]S1

2
<<

1

)
= HomA

(
[n− 1]

(
2

<<∼
��

3 1

)
,

2
<<

1

)
= kα

où

α : [n− 1]

(
2

<<∼
��

3 1

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _

)
�

2
<<

1

car tout autre morphisme explicite est bilatéral et donc projectif en vertu de Proposition 2.3.1.

On obtient donc EndA

(
Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M7)

)
oùM7 ∈

⋃
n∈Z Ω6ndiag(S1) est

-II1 • •
7 3

α

L’autre cas se fait similairement.
Pour le cas(3+8), commeQ(S1) etQ(S2) sontΩ-isomorphes, ce cas découle du cas(3+7).
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2

Lemme 4.2.16 (2+7)Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z,M ∈

⋃
n∈Z Ω6nsdiag(S1)

II2
-• •�

2 7

...

Lemme 4.2.17 (2+8)Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z,M ∈

⋃
n∈Z Ω6nsdiag

(
3

<<��
1 2

)

II2
-• •�

2 8

...

Preuve de (2+7) et (2+8)Grâceà laΩ-périodicit́e de
1

<<
3

<<��
2 1

, il suffit de consid́erer les trois diagonales

sdiag(S1), sdiag

(
2 ∼<<

1
��

3

)
et sdiag

(
2∼

�� <<

3 1

)
.

(1) PourM7 ∈ sdiag(S1),

HomA

(
1

<<
3

<<��
2 1

,M7

)
= kα

où α est d́efinie comme suit:

(i) α :
1

<<
3

<<��
2 1

� S1 n’est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1 et il n’existe pas d’autres

morphismes explicites de
1

<<
3

<<��
2 1

àS1.

(ii) Pourn ≥ 1,

α :
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�__ → S1[n] =

(
3 ∼<<��

1 2
__�
�

�
�__

)
[n− 1]

n’est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.3. Numérotons(
3 ∼<<��

1 2

)
[n− 1] = C0C1 · · · .
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Tout morphisme explicitef de
1

<<
3

<<��
2 1

à

(
3 ∼<<��

1 2
__�
�

�
�

__

)
[n − 1] autre queα est de cœurE ∈

{S1, S3}. Notonss la position deE dans son but. En casE = S1, alorsCs−1Cs =
2

�� <<

3 1
et f

factorise parP2 via

1
<<

3
<<��

2 1
↪→ P2 =

2
<<

��
��
��

3

1

..
..

..

3
��

2

� M(Cs−1Cs) =
2

�� <<

3 1
↪→

(
3 ∼<<��

1 2

)
[n− 1]

En casE = S3, alorsCs−1Cs =
1

�� <<

2 3
etf factorise parP1 via

1
<<

3
<<��

2 1
↪→ P1 =

1
<<��

3
<<

2
��

1

� M(Cs−1Cs) =
1

�� <<

2 3
↪→

(
3 ∼<<��

1 2

)
[n− 1]

(iii) Pourn ≥ 1,

α :
1

<<
3

<<��
2 1

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _
→ S1[−n] =

(
1

<<
3
∼��

2

)
[−n+ 1] =


3

����
1

<<
3

��
2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _

 [−n+ 1]

n’est pas projectif, en vertu de Lemme 3.2.1. Numérotons(
1

<<
3∼

��
2

)
[−n+ 1] = · · ·C−1C0.

Alors tout morphisme explicitef de
1

<<
3

<<��
2 1

à

(
1

<<
3∼

��
2

)
[−n+1] autre queα est de cœur

E ∈ {S1, S3}. Notonss la position deE dans son but. En casE = S1, alorsCs+1Cs+2 =
2

<<��
1 3

ou
2

��
1

(ce dernier est possible ssiCs+1 est le dernier segment) etf factorise parP2 via

1
<<

3
<<��

2 1
→

1
<<

3
��

2
↪→ P2 � M(Cs+1Cs+2)→

(
1

<<
3∼

��
2

)
[−n+ 1]

En casE = S3, alorsCs+1Cs+2 =
1

<<��
3 2

ou
1

��
3

(ce dernier est possible ssiCs+1 est le dernier

segment) etf factorise parP1 via

1
<<

3
<<��

2 1

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

→
3

<<

2
↪→ P2 � M(Cs+1Cs+2)→

(
1

<<
3∼

��
2

)
[−n+ 1]
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(2) Pour la diagonaleM ∈ sdiag(
2 ∼<<

1
��

3
), HomA

(
1

<<
3

<<��
2 1

,M

)
= 0.

(i) si n ≥ 1, (
2 ∼<<

1
��

3

)
[n] =

(
2 <<<<

2

)
[n− 1]

Comme
1

<<
3

<<��
2 1

n’est pas une sous-corde explicite de

(
2 <<<<

2

)
[n − 1], tout morphisme ex-

plicite f de
1

<<
3

<<��
2 1

à

(
2 <<<<

2

)
[n− 1] est de cœurE ∈ {S1, S3}. Numérotons

(
2 <<<<

2

)
[n− 1] = C0C1 · · · .

Notonss la position deE dans son but. En casE = S1, alorsCs−1Cs =
2

<<��
3 1

etf factorise par

P2 via

1
<<

3
<<��

2 1
↪→ P2 =

2

��
��
��

<<

3

1

..
..

..

3
��

2

� M(Cs−1Cs) =
2

<<��
3 1

↪→

(
2 <<<<

2

)
[n− 1]

En casE = S3, alorsCs−1Cs =
1

<<��
2 3

etf factorise parP1 via

1
<<

3
<<��

2 1
↪→ P1 =

1
�� <<

2
<<

3
��

1

� M(Cs−1Cs) =
1

<<��
2 3

↪→

(
2 <<<<

2

)
[n− 1]

(ii) Pourn ≥ 0, nuḿerotons (
2 ∼<<

1
��

3

)
[−n] = C0C1 · · · .

Alors tout morphisme explicitef de
1

<<
3

<<��
2 1

à

(
2 ∼<<

1
��

3

)
[−n] est de cœurE = S1 ouS3.

Notonss la position deE dans son but. En casE = S1, alorsCs+1Cs+2 =
2

<<��
1 3

ou
2

��
1

(ce

dernier est possible ssiCs+1 est le dernier segment) etf factorise parP2 via

1
<<

3
<<��

2 1
�

1
<<

3
��

2
↪→ P2 � M(Cs+1Cs+2) ↪→

(
2 ∼<<

1
��

3

)
[−n]
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En casE = S3, alorsCs+1Cs+2 =
1

<<��
3 2

ou
1

��
3

(ce dernier est possible ssiCs+1 est le dernier

segment) etf factorise parP1 via

1
<<

3
<<��

2 1
�

3
<<

1
↪→ P2 � M(Cs+1Cs+2) ↪→

(
2 ∼<<

1
��

3

)
[−n]

(3) PourM ∈ sdiag(
2

<<∼
��

3 1
), HomA

(
1

<<
3

<<��
2 1

,M

)
= kα.

(i) si n ≥ 0,

α :
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�__ →

(
2∼

�� <<

3 1
__�
�

�
�

__

)
[n]

n’est pas projectif. En effet, siα est projectif, d’apr̀es Remarque 2.2.2, il existe un module indécomposable
projectifP et deux morphisme explicitesg : M(C) → P eth : P → M(D) tels queh ◦ g = α + α′

pourα′ un autre morphisme explicite de cœur disjoint de celui deα ou le morphisme nul avec

C =
1

<<
3

<<��
2 1

etD =

(
2∼

�� <<

3 1

)
[n]

On a queP = P2 en vertu de Lemme 3.2.3, alorsh ◦ g = α+ α′ avec

α′ :
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�__ →

(
2∼

�� <<

3 1
__�
�

�
�__

)
[n]

Pourα′, il existe un module ind́ecomposable projectifP ′ et deux morphisme explicitesg′ : M(C)→
P ′ eth′ : P ′ →M(D) tels queh′ ◦ g′ = α′ + α′′ pourα′′ 6= α un autre morphisme explicite de cœur
disjoint de celui deα′ ou le morphisme nul. Or, en ce moment,P ′ = P2 etα′′ = α. C’est-a-dire que
α n’est pas projectif, d’après Remarque 2.2.2. Constatons queα′ 6= 0.

Tout autre morphisme explicitef autre queα etα′ de
1

<<
3

<<��
2 1

à

(
2∼

�� <<

3 1

)
[n] est de cœur

E ∈ {S1, S3}. Numérotons (
2∼

�� <<

3 1

)
[n] = C0C1 · · · .

Notonss la position deE dans son but. En casE = S1, forcéments > 0 etCs−1Cs =
2

�� <<

3 1
et

f factorise parP2 via

1
<<

3
<<��

2 1
�

1
<<

3
��

2
↪→ P2 =

2

��
��
��

<<

3

1

..
..

..

3
��

2

� M(Cs−1Cs) =
2

<<��
3 1

↪→

(
2∼

�� <<

3 1

)
[n]



Deux facteurs 191

En casE = S3, alorss > 0 etCs−1Cs =
1

<<��
2 3

etf factorise parP1 via

1
<<

3
<<��

2 1
→ P1 =

1
�� <<

2
<<

3
��

1

� M(Cs−1Cs) =
1

<<��
2 3

↪→

(
2∼

�� <<

3 1

)
[n]

On obtient donc que

HomA

(
1

<<
3

<<��
2 1

,M

)
= kα+ kα′ = kα,

puisqueα′ = −α.

(ii) Pourn ≥ 1,

(
2∼

�� <<

3 1

)
[−n] =

(
3

����
3

)
[−n+ 1]. Le morphisme explicite

α :
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�

__ →

(
3

����
3

__�
�

�
�

__

)
[n]

n’est pas projectif. Siα est projectif, en vertu de Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3.

Numérotons (
3

����
3

)
[−n+ 1] = C0C1 · · · .

Alors tout morphisme explicitef autre queα de
1

<<
3

<<��
2 1

à

(
3

����
3

)
[−n+ 1] est de cœur

E ∈ {S1, S3}. Notonss la position deE dans son but. En casS1, alorsCs+1Cs+2 =
2

�� <<

1 3
ou

2
��

1
(ce dernier est possible ssiCs+1 est le dernier segment) etf factorise parP2 via

1
<<

3
<<��

2 1
�

1
<<

3
��

2
↪→ P2 � M(Cs+1Cs+2) ↪→

(
2 ∼<<

1
��

3

)
[−n]

En casE = S3, alorsCs+1Cs+2 =
1

<<��
3 2

ou
1

��
3

(ce dernier est possible ssiCs+1 est le dernier

segment) etf factorise parP1 via

1
<<

3
<<��

2 1
�

3
<<

1
↪→ P2 � M(Cs+1Cs+2) ↪→

(
2 ∼<<

1
��

3

)
[−n]

On obtient donc que

HomA

(
1

<<
3

<<��
2 1

,M

)
= 0⇐⇒M ∈

⋃
n∈Z

Ω6nsdiag(
2 ∼<<

1
��

3
)
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De même, on montre que

HomA

(
M,

1
<<

3
<<��

2 1

)
= 0⇐⇒M ∈

⋃
n∈Z

Ω6nsdiag(
2∼

��
3 1

)

et donc que

Ext1A

(
1

<<
3

<<��
2 1

⊕M,
1

<<
3

<<��
2 1

⊕M

)
= 0⇐⇒M ∈

⋃
n∈Z

Ω6nsdiag(S1)

et

HomA

(
M,

1
<<

3
<<��

2 1

)
= kβ

Le morphismeβ est d́efinie comme suit.

(i) β : S1 ↪→
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�__

.

(ii) Pourn ≥ 1, β : S1[n] =

(
3 ∼<<��

1 2

)
[n− 1] =


3

<<��
1 2 <<<<

2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _

 [n− 1]→
1

<<
3

<<��
2 1

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _

(iii) Pourn ≥ 1, β : S1[−n] =

(
1

<<
3

��
2

__�
�

�
�__

)
[−n+ 1]→

1
<<

3
<<��

2 1
__�
�

�
�

__

Calculons l’alg̀ebre EndA

(
1

<<
3

<<��
2 1

⊕M7

)
avecM7 ∈ sdiag(S1). On a vu que

EndA (M7) = kId, EndA

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
= kId⊕ kε,

Hom

(
M,

1
<<

3
<<��

2 1

)
= kβ, Hom

(
1

<<
3

<<��
2 1

,M

)
= kα.

On vérifie queαβ = ε, βα = 0. On en d́eduit que l’alg̀ebre EndA

(
1

<<

2
⊕M7

)
oùM7 ∈ sdiag(S1) est

II2
-α

•
β

•�
2 7

...

L’autre cas se fait similairement.
Pour le cas(2+8), commeQ(S1) etQ(S2) sontΩ-isomorphes, ce cas découle du cas(2+7).
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2

Lemme 4.2.18 (4+7)

Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z,M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
3 ∼<<��

1 2

)

II2
-• •�

4 7

...

Lemme 4.2.19 (4+8)

Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z,M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag(S2)

II2
-• •�

4 8

...

Démonstration La preuve des cas(4+7) et (4+8) est analogue a celle des cas(2+7) et (2+8) (Lemme 4.2.16
et 4.2.17 ).

2

Lemme 4.2.20 (5+7)impossible

Lemme 4.2.21 (5+8)

Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z,M ∈ sdiag(S2)

II2
-• •�

5 8

...

Preuve de (5+7) et (5+8) (1) PourM7 ∈ Q(S1),

HomA

(
2

<<
1

<<��
3 2

, M7

)
= 0⇐⇒M7 ∈ sdiag([1]S1) = sdiag

(
2

<<∼
��

3 1

)
On en d́eduit que pourM8 ∈ Q(S2),

Ext1A

(
2

<<
1

<<��
3 2

, M8

)
= 0⇐⇒M8 ∈ sdiag(S2)
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(i) HomA

(
2

<<
1

<<��
3 2

, S1

)
6= 0, car

2
<<

1
<<�� <<

3 2

__�
�

�
�

__ � S1 n’est pas projectif en vertu de Lemme

3.2.1.

(ii) Si n ≥ 1, le morphisme explicite

2
<<

1
�� <<

3 2

__�
�

�
�__ → S1[n] =

(
3

��
∼<<

1 2
__�
�

�
�__

)
[n− 1]

n’est pas projectif. Si ce morphisme, notéf , est projectif, d’apr̀es Remarque 2.2.2, il existe un module
indécomposable projectifP et deux morphisme explicitesg : M(C)→ P eth : P →M(D) avec

C =
2

<<
1

�� <<

3 2
et D =

(
3

��
∼<<

1 2

)
[n− 1]

tels queh ◦ g = f + f ′ pour f ′ un autre morphisme explicite de cœur disjoint de celui def ou le
morphisme nul. Lemme 3.2.2 montre queP � P2 et doncP = P3, alorsh ◦ g = f + f ′ avec

f ′ :
2

<<
1

�� <<

3 2

__�
�

�
�__ →

(
3

��
∼<<

1 2
__�
�

�
�__

)
[n− 1]

Pourf ′, il existe un module ind́ecomposable projectifP ′ et deux morphisme explicitesg′ : M(C)→
P ′ eth′ : P ′ →M(D) tels queh′ ◦ g′ = f ′ + f ′′ pourf ′′ 6= f un autre morphisme explicite de cœur
disjoint de celui def ′ ou le morphisme nul. Or, en ce moment,P ′ = P3 et f ′′ = f . Ceci est une
contradiction.

(iii) Si n ≥ 1, le morphisme explicite

2
<<

1
<<�� <<

3 2

__�
�

�
�__ → [−n]S1[1] = [−n+ 1]

(
2 <<<<

2
__�
�

�
�__

)
n’est pas projectif, d’après Lemme 3.2.2

(iv) Si n ≥ 1 etm ≥ 2, le morphisme explicite

2
<<

1
<<�� <<

3 2

__�
�

�
�__ → [−n]S1[m] = [−n+ 1]

(
2 <<<<

1
<<��

2 3
__�
�

�
�__

)
[m− 2]

n’est pas projectif, d’après Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3.

(v) Si n,m ≥ 1, le morphisme explicite

2
<<

1
<<�� <<

3 2
↪→ [−n]S1[−m] = [−n+ 1]


2 <<<<

2
<<

1
<<��

3
��

3 2

_ _ _ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _ _ _

 [−m+ 1]

n’est pas projectif, d’après Lemme 3.2.1

(vi) Si n ≥ 1, le morphisme explicite

2
<<

1
<<�� <<

3 2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _
↪→ [−n]S1 = [−n+ 1]


2 <<<<

2
<<

1
��

3

_ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _


n’est pas projectif, d’après Lemme 3.2.1.
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(vii) Si n ≥ 1, le morphisme explicite

2
<<

1
<<�� <<

3 2

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

↪→ S1[−n] =

(
1

<<
3
∼��

2

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

)

n’est pas projectif, d’après Lemme 3.2.1.

(viii) Si n ≥ 2 etm ∈ Z, le morphisme explicite

2
<<

1
<<�� <<

3 2
↪→ [n]S1[m] = [n− 1]


· · ·

zzz
1

<<��
2

��
2 3

_ _ _ _ _ _�

�

�

�
_ _ _ _ _ _


n’est pas projectif, d’après Lemme 3.2.1

(ix) HomA

(
2

<<
1

<<��
3 2

, M7

)
= 0, siM7 ∈ sdiag([1]S1) = sdiag

(
2

<<∼
��

3 1

)
.

Les quotients explicites de
2

<<
1

<<��
3 2

sontS1, S2,
1

<<

2
,

2
<<

1
<<��

3 2
. Les deux derniers ne

peuvent paŝetre des sous-cordes explicites deM7. Soitf un morphisme explicite de
2

<<
1

<<��
3 2

à

M7 de cœurE ∈ {S1, S2}. Numérotons

M7 =

(
2

<<∼
��

3 1

)
[n] = C0C1 · · ·

et soits la position du cœurE dans son but. En casE = S1, alors sin ≥ 0, Cs−1Cs =
2

<<∼
��

3 1
et

si n < 0,Cs+1Cs+2 =
2

<<��
1 3

ouCs+1 =
2

��
1

(siCs+1 est le dernier segment),f factorise par

P2 via
2

<<
1

<<��
3 2

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _

�
1

<<

2
↪→ P2 � M(Cs−1Cs) ouM(Cs+1Cs+2) ↪→M7

En casE = S2, alors sin ≥ 0,

Cs−3Cs−2Cs−1Cs =
2

<<∼
��

3
��

∼<<

3 1 2

et sin < 0,

Cs+1Cs+2Cs+3Cs+4 =
3∼

�� <<
2

<<��
2 1 3

ou siCs+3 est le dernier segment

Cs+1Cs+2Cs+3 =
3∼

�� <<
2

��
2 1
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ou siCs+1 est le dernier segment,Cs+1 =
3∼

��
2

, f factorise parP3 ⊕ P1 via

2
<<

1
<<��

3 2
↪→ P3 ⊕ P1 � M(Cs−3Cs−2Cs−1Cs) ouM(Cs+1Cs+2Cs+3Cs+4) ↪→M7

(2) De même, pourM7 ∈ Q(S1),

HomA

(
M7,

2
<<

1
<<��

3 2

)
= 0⇐⇒M7 ∈ sdiag(S1)

(i) Si n ≥ 1,

[n]S1[−1] = [n− 1]

(
3

����
3

__�
�

�
�__
)
→

2
<<

1
<<�� <<

3 2
__�
�

�
�__

n’est pas projectif, d’après Lemme 3.2.2 et Lemme 3.2.3.

(ii) Si n ≥ 1 etm ≥ 2,

[n]S1[−m] = [n− 1]

(
3

���� <<
2

��
3 1

__�
�

�
�__

)
[−m+ 2]→

2
<<

1
�� <<

3 2
__�
�

�
�__

n’est pas projectif. Si ce morphisme, notéf , est projectif, d’apr̀es Remarque 2.2.2, il existe un module
indécomposable projectifP et deux morphisme explicitesg : M(C)→ P eth : P →M(D) avec

C = [n− 1]

(
3

���� <<
2

��
3 1

)
[−m+ 2] et D =

2
<<

1
�� <<

3 2

tels queh ◦ g = f + f ′ pour f ′ un autre morphisme explicite de cœur disjoint de celui def ou le
morphisme nul Lemme 3.2.2 montre queP � P2, P3 et doncP = P1, alorsh ◦ g = f + f ′ avec

f ′ : [n− 1]

(
3

���� <<
2

��
3 1

__�
�

�
�__
)

[−m+ 2]→
2

<<
1

�� <<

3 2
__�
�

�
�__

Pourf ′, il existe un module ind́ecomposable projectifP ′ et deux morphisme explicitesg′ : M(C)→
P ′ eth′ : P ′ →M(D) tels queh′ ◦ g′ = f ′ + f ′′ pourf ′′ 6= f un autre morphisme explicite de cœur
disjoint de celui def ′ ou le morphisme nul. Or, en ce moment,P ′ = P1 et f ′′ = f . Ceci est une
contradiction.

(iii) Si n ≥ 1, le morphisme explicite

[−n]S1 = [−n+ 1]


2

<<

3 <<<<
1

��
3

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _

→ 2
<<

1
<<�� <<

3 2

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _

n’est pas projectif, d’après Lemme 3.2.1

(iv) Si n ≥ 1 etm ≥ 1, le morphisme explicite

[−n]S1[m] = [−n+ 1]

(
2 <<<<

2

)
[m− 1] = [−n+ 1]


2

<<

3 <<<<

3

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

 [m− 1]→
2

<<
1

<<�� <<

3 2

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

n’est pas projectif, d’après Lemme 3.2.1.
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(v) Si n ≥ 1 etm ≥ 0, le morphisme explicite

[n]S1[m] = [n− 1]

(
2∼

�� <<

3 1

)
[m] = [n− 1]


2

�� <<

3
����

1

3

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

 [−m]→
2

<<
1

<<�� <<

3 2

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

n’est pas projectif, d’après Lemme 3.2.1

(vi) HomA

(
M7,

2
<<

1
<<��

3 2

)
= 0, siM7 ∈ sdiag(S1).

HomA

(
S1,

2
<<

1
<<��

3 2

)
= 0

car il n’existe pas de morphismes explicites.

Soitf un morphisme explicite deM7 à
2

<<
1

<<��
3 2

de cœurE ∈ {S2, S3}. Numérotons

M = S1[n] = C0C1 · · ·

et soits la position du cœurE dans son but. En casE = S3, alors sin < 0, Cs−1Cs =
1

<<
3∼

��
2

et

si n > 0, Cs+1Cs+2 =
3 ∼<<

1
��

2
ou

3 ∼<<

2
(ce dernier est possible ssiCs+1 est le dernier segment),

f factorise parP2 via

M7 � M(Cs−1Cs) ou M(Cs+1Cs+2) ↪→ P2 →
2

<<
1

<<��
3 2

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

En casE = S2, alors sin < 0,

Cs−3Cs−2Cs−1Cs =
1

<<
3∼

�� <<
2

��
2 1

etf factorise parP1 ⊕ P2 via

M7 � M(Cs−3Cs−2Cs−1Cs) ==
1

<<
3∼

�� <<
2

��
2 1

↪→ P1 ⊕ P3 �
2

<<
1

<<��
3 2

;

si n > 0, quandCs+4 existe,

Cs+1Cs+2Cs+3Cs+4 =
2

<<
3 ∼<<��

1
��

1 2
,

f factorise parP1 ⊕ P2 via

M7 � M(Cs+1Cs+2Cs+3Cs+4) =
2

<<
3 ∼<<��

1
��

1 2
↪→ P1 ⊕ P2 �

2
<<

1
<<��

3 2
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quandCs+3 est le dernier segment,

Cs+1Cs+2Cs+3 =
2

<<
3 ∼<<��

1 2
,

f factorise parP1 ⊕ P2 via

M7 � M(Cs+1Cs+2Cs+3) =
2

<<
3 ∼<<��

1 2
↪→ P1 ⊕ P2 �

2
<<

1
<<��

3 2

et quandCs+1 est le dernier segment,Cs+1 =
2

<<

1
etf factorise parP1 via

M � M(Cs+1) =
2

<<

1
↪→ P1 →

2
<<

1
<<��

3 2

(3) PourM8 ∈ Q(S2),

HomA

(
2

<<
1

<<��
3 2

,M8

)
= 0⇐⇒M8 ∈ sdiag(S3)

(4) PourM8 ∈ Q(S2),

HomA

(
M8,

2
<<

1
<<��

3 2

)
= 0⇐⇒M8 ∈ sdiag([1]S2) = sdiag

(
3

<<��
1 2

)

La preuve de (3) et (4) sont similaires aux preuves de (1) et (2). On en déduit que pourM ∈ Q(S1) ∪Q(S2),

Ext1
(

2
<<

1
<<��

3 2
⊕M,

2
<<

1
<<��

3 2
⊕M

)
= 0⇐⇒M ∈ sdiag(S2)

Cela signifie que(5 + 7) n’est pas possible.
Maintenant on calcule l’alg̀ebre des endomorphismes stable

EndA

(
2

<<
1

<<��
3 2

⊕M8

)

pourM8 ∈ sdiag(S2).
Notons

ε :
2

<<
1

<<��
3 2

__�
�

�
�

__ →
2

<<
1

<<��
3 2

__�
�

�
�__

.

On a EndA

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
= kId ⊕ kε et EndA (M) = kId. Pour d́eterminer HomA

(
2

<<
1

<<��
3 2

,M

)

et HomA

(
M,

2
<<

1
<<��

3 2

)
, on distingue des cas.
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(1) Si M8 = S2, notonsα :
2

<<
1

<<��
3 2

__�
�

�
�

__ � S2 qui engendre HomA

(
2

<<
1

<<��
3 2

, S2

)
, etβ : S2 ↪→

2
<<

1
<<��

3 2
__�
�

�
�__

qui engendre HomA

(
S2,

2
<<

1
<<��

3 2

)
. On v́erifieαβ = ε, βα = 0. Alors

EndA

(
2

<<
1

<<��
3 2

⊕ S2

)
est isomorphèa l’algèbre II2.

-• •�
5 8

...
α

β

(2) Si n ≥ 1, nuḿerotons

M = S2[n] =

(
1

<<��
2 3

)
[n− 1] = C1C2 · · ·C2n.

Comme les morphismes bilatéraux deviennent nuls dans la catégorie stable (Proposition 2.3.1), les seuls

morphismes explicites faiblement unilatéraux de
2

<<
1

<<��
3 2

à M sont

α :
2

<<
1

<<��
3 2

__�
�

�
�

__ →

(
1

<<��
2 3

__�
�

�
�

__

)
[n− 1]

et

α′ :
2

<<
1

<<��
3 2

__�
�

�
�

__ →

(
1

<<��
2 3

)
[n− 1] =

1
<<��

· · · 3 ∼<<��
2 3 1 2

__�
�

�
�__

(α′ existe ssin ≡ 0 mod3). Mais il est facile de voir queα′ factorise parP3 ⊕ P2 via

2
<<

1
<<��

3 2
↪→ P3⊕P2 � M(C2n−3C2n−2C2n−1C2n) =

2
<<��

3 ∼<<��
3 1 2

↪→

(
1

<<��
2 3

)
[n−1]

On a donc que

HomA

(
2

<<
1

<<��
3 2

,

(
1

<<��
2 3

)
[n− 1]

)
= kα

Similairement,

HomA

((
1

<<��
2 3

)
[n− 1],

2
<<

1
<<��

3 2

)
= kβ,

où sin = 1,

β :
1

<<��
2 3

↪→
2

<<
1

<<��
3 2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _
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et sin ≥ 2,

β :

(
1

<<��
2 3

)
[n− 1] =

(
1

<<��
2

<<��
2 3 1

_ _ _ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _ _ _

)
[n− 2] �

2
<<

1
<<��

3 2

On vérifie queαβ = ε et que sin = 1, βα = 0. Sin ≥ 2, βα est de la forme(
1

<<��
2 3

)
[n− 1] =

(
1

<<��
2

�� <<

2 3 1

__�
�

�
�

__
)

[n− 2]→

(
1

<<��
2 3

__�
�

�
�

__

)
[n− 1]

et on montre queβα = 0. En effet, notonsC1 =
1

��
��

2
, C2 =

1
==

==

3
, C3 =

2
��

��

3
, C4 =

2
==

==

1
,

C5 =
3

��
��

1
, C6 =

3
∼==

==

2
.

AlorsCi = Cj ssii ≡ j mod6 et

P1 =
C2??

??C1

��
��

C4
??

??

C5
��

��
, P2 =

C4??
??C3

��
��

C6
??

??

C1
��

��
, P3 =

C6??
??C5

��
��

C2
??

??

C3
��

��

On vérifie que

Ω

(( 1
<<��

2 3

)
[n− 1]

)
[0,2n−2]

 = Ω(C1 · · ·C2n−2) = C5 · · ·C2n =

(( 1
<<��

2 3

)
[n− 1]

)
[4,2n]


et on obtient queβα factorise via(

1
<<��

2 3

)
[n− 1] �

((
1

<<��
2 3

)
[n− 1]

)
[3,2n]

↪→ I

(( 1
<<��

2 3

)
[n− 1]

)
[3,2n]

�

((
1

<<��
2 3

)
[n− 1]

)
[0,2n−2]

↪→

(
1

<<��
2 3

)
[n− 1]

où I

(( 1
<<��

2 3

)
[n− 1]

)
[3,2n]

 est l’enveloppe injective de

((
1

<<��
2 3

)
[n− 1]

)
[3,2n]

qui est

aussi projectif. On obtient alors que l’algèbre d’endomorphimes stable EndA

(
2

<<
1

<<��
3 2

⊕M8

)
est

II2.

-• •�
5 8

...
α

β
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(3) Regardons maintenantS2[−n] =

(
2

<<
1

��
3

)
[−n+ 1] pourn ≥ 1.

Si n = 1,

HomA

(
2

<<
1

<<��
3 2

,
2

<<
1

��
3

)
= kα,

où

α :
2

<<
1

<<��
3 2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _

�
2

<<
1

��
3

Si n ≥ 2,

HomA

(
2

<<
1

<<��
3 2

,

(
2

<<
1

��
3

)
[−n+ 1]

)
= kα,

où

α :
2

<<
1

<<��
3 2

↪→

(
2

<<
1

��
3

)
[−n+ 1] =

(
2

<<
1

�� <<
3
∼��

3 2

_ _ _ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _ _ _

)
[−n+ 2]

En effet, il est facile de montrer qu’il n’y plus d’autres morphismes explicites faiblement unilatéraux

2
<<

1
<<��

3 2
→

(
2

<<
1

��
3

)
[−n+ 1].

HomA

((
2

<<
1

��
3

)
[−n+ 1],

2
<<

1
<<��

3 2

)
= kβ,

où

β :

(
2

<<
1

��
3

__�
�

�
�

__
)

[−n+ 1]→
2

<<
1

<<��
3 2

__�
�

�
�

__

,

car les seuls morphismes explicites faiblement unilatéraux sontβ et sin ≡ 0 mod3,

β′ :

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
[−n+ 1] =

2
<<

1
BBB��

3
<<|||

2
��

3 · · · 1

__�
�

�
�

__ →
2

<<
1

�� <<

3 2
__�
�

�
�

__

.

Maisβ′ est projectif factorisant parP1 ⊕ P2.

On vérifie queαβ = 0 et que sin = 1, βα = 0 . Sin ≥ 2, βα est de la forme(
2

<<
1

��
3

__�
�

�
�

__
)

[−n+ 1]→

(
2

<<
1

��
3

__�
�

�
�

__
)

[−n+ 1] =

(
2

<<
1

�� <<
3∼

��
3 2

)
[−n+ 2]

et on montre queβα = 0. En effet,βα factorise via(
2

<<
1

��
3

)
[−n+1] �

((
2

<<
1

��
3

)
[−n+ 1]

)
[0,2n−2]

↪→ I

(( 2
<<

1
��

3

)
[−n+ 1]

)
[0,2n−2]


�

((
2

<<
1

<<��
3∼

��
3 2

)
[−n+ 1]

)
[3,2n]

↪→

(
2

<<
1

<<��
3∼

��
3 2

)
[−n+ 1]
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.

On obtient alors que l’alg̀ebre d’endomorphimes stable EndA

(
2

<<
1

<<��
3 2

⊕M8

)
est II2.

-• •�
5 8

...
α

β

2

Les deux cas suivants se démontrent similairement.

Lemme 4.2.22(6+7)impossible

Lemme 4.2.23 (6+8)

Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
⊕Ωi(M), i ∈ Z,M ∈ diag(S2) II2

-• •�
6 8

...

On consid̀ere d̀es maintenant les composantes non régulìeresQ(S1) etQ(S2).

Lemme 4.2.24SoientC ∈ Q(S1) ∪Q(S2) ets, t ∈ N− {0}. Alors

(i) Si s ≥ 2, HomA(M([s]C),M(C[t])) 6= 0.

(ii) Si t ≥ 2, HomA(M(C[t]),M([s]C)) 6= 0.

Démonstration Comme
HomA(ΩnM,ΩnM) = HomA(M,M),

on peut supposer queC ∈ Q(S2) etC = [u]S2[v+1] = [u]

(
1

�� <<

2 3

)
[v] avecu, v >> 0. Commeu, v >> 0,

on peut donc supposer queC est de la forme

b
44		
· · ·

;;;��
�

1
66��

2
66∼

��
3

66��
1

66��
2

66��
3

∼66��
1

66��
· · ·

;;;���
e

66		
a c 2 3 1 2 3 1 2 3 d f

On met une nuḿerotation surC, [s]C et C[t], i.e nuḿeroter les deux segments de gaucheà droite deS2[1] =
1

<<��
2 3

commeC0 etC1 et étendre celle-cìa gauche et̀a droite. On obtient donc que

C = C−2u · · ·C0C1 · · ·C2v+1.



Deux facteurs 203

Il est facile de voir que pouri ∈ Z, Ci = Ci+6 sauf pouri ∈ {−1,−4} ,

C−1 =
3

<<

2
6= C5 =

3 ∼<<

2

et

C−4 =
2∼

��
3

6= C2 =
2

��
3

.

(i) si s ≥ 2,

[s]C = C−2u−2s · · ·C−2u−4C−2u−3C−2u−2C−2u−1C−2u · · ·C0C1 · · ·C2v+1

est de la forme

h
55��
· · ·

;;
;

���
a

55
			

c
555



b
44		
· · ·

;;;��
�

1
66��

2
66∼

��
3

66��
1

66��
2

66��
3

∼66��
1

66��
· · ·

;;;���
e

66		
g i c b a c 2 3 1 2 3 1 2 3 d f

__�
�

�
�__

et
C[t] = C−2u · · ·C0C1 · · ·C2v+1 · · ·C2v+2t+1

est de la forme

b
44		
· · ·

;;;��
�

1
66��

2
66∼

��
3

66��
1

66��
2

66��
3

∼66��
1

66��
· · ·

;;;���
e

66		
· · ·

>>
>

���
n

666��
�

a c 2 3 1 2 3 1 2 3 d f m p
__�
�

�
�__

Pour allerger les notations, dans cette démonstration, pour un segment directe de numéro positif, si onécrit
3 77

2
, cela veut dire

3 ∼77

2
. Et similairement, pour un segment inverse de numéro ńegatif, si onécrit

2
��

3
, cela

veut dire
2∼��

3
On va montrer que le morphisme explicite de coeurS3 illustré ci-dessus, noté f = f0, n’est pas projectif.

En effet, sif0 est projectif, d’apr̀es Remarque 2.2.2, il existe un module indécomposable projectifP (0) et deux
morphisme explicitesg0 : M([s]C)→ P (0) eth0 : P (0) →M(C[t]) tels queh0 ◦ g0 = f0 + f1 pourf1 un autre
morphisme explicite de cœur disjoint de celui def0 ou le morphisme nul. On voit bien queP = P1 ouP = P2.
Lemme 3.2.2 montre queP (0) � P2, alorsf1 est le morphisme explicite illustré par

[s]C =
h

55��
· · ·

;;
;

���
a

55
			

c
555



b
44		
· · ·

;;;��
�

1
66��

2
66∼

��
3

66��
1

66��
2

66��
3

∼66��
1

66��
· · ·

;;;���
e

66		
g i c b a c 2 3 1 2 3 1 2 3 d f

__�
�

�
�

__

et

C[t] =
b

44		
· · ·

;;;��
�

1
66��

2
66∼

��
3

66��
1

66��
2

66��
3

∼66��
1

66��
· · ·

;;;���
e

66		
· · ·

>>
>

���
n

666��
�

a c 2 3 1 2 3 1 2 3 d f m p
__�
�

�
�

__

Pourf1, il existe un module ind́ecomposable projectifP (1) et deux morphisme explicitesg1 : M([s]C) → P (1)

eth1 : P (1) → M(C[t]) tels queh1 ◦ g1 = f1 + f2 pourf2 6= f0 un autre morphisme explicite de cœur disjoint
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de celui def ′ ou le morphisme nul. On obtient doncP (1) = P3 car sinon, siP = P1, f2 = f0, ce qui est absurde.
Maintenantf2 est de la forme

[s]C =
h

55��
· · ·

;;
;

���
a

55
			

c
555



b
44		
· · ·

;;;��
�

1
66��

2
66∼

��
3

66��
1

66��
2

66��
3

∼66��
1

66��
· · ·

;;;���
e

66		
g i c b a c 2 3 1 2 3 1 2 3 d f

__�
�

�
�

__

et

C[t] =
b

44		
· · ·

;;;��
�

1
66��

2
66∼

��
3

66��
1

66��
2

66��
3

∼66��
1

66��
· · ·

;;;���
e

66		
· · ·

>>
>

���
n

666��
�

a c 2 3 1 2 3 1 2 3 d f m p
__�
�

�
�

__

Pourf2, il existe un module ind́ecomposable projectifP (2) et deux morphisme explicitesg2 : M([s]C) → P (2)

eth2 : P (2) → M(C[t]) tels queh2 ◦ g2 = f2 + f3 pourf3 6= f1 un autre morphisme explicite de cœur disjoint
de celui def2 ou le morphisme nul. On obtient doncP (2) = P2 car sinon, siP = P3, f3 = f1, ce qui est absurde.
On continue par ŕecurrence. Pourfu de la forme

[s]C =
h

55��
· · ·

;;
;

���
a

55
			

c
555



b
44		
· · ·

;;;��
�

1
66��

2
66∼

��
3

66��
1

66��
2

66��
3

∼66��
1

66��
· · ·

;;;���
e

66		
g i c b a c 2 3 1 2 3 1 2 3 d f

__�� ��__

et

C[t] =
b

44		
· · ·

;;;��
�

1
66��

2
66∼

��
3

66��
1

66��
2

66��
3

∼66��
1

66��
· · ·

;;;���
e

66		
· · ·

>>
>

���
n

666��
�

a c 2 3 1 2 3 1 2 3 d f m p
__�� ��
__

il existe un module ind́ecomposable projectifP (u) et deux morphisme explicitesgu : M([s]C) → P (u) et hu :
P (u) →M(C[t]) tels quehu ◦ gu = fu + fu+1 pourfu+1 6= fu−1 un autre morphisme explicite de cœur disjoint
de celui defu ou le morphisme nul. On obtient doncP (u) = Pb car sinon, siPu = Pa, fu+1 = fu−1. Maintenant
fu+1 est de la forme

[s]C =
h

55��
· · ·

;;
;

���
a

55
			

c
555



b
44		
· · ·

;;;��
�

1
66��

2
66∼

��
3

66��
1

66��
2

66��
3

∼66��
1

66��
· · ·

;;;���
e

66		
g i c b a c 2 3 1 2 3 1 2 3 d f

__�� ��
__

et

C[t] =
b

44		
· · ·

;;;��
�

1
66��

2
66∼

��
3

66��
1

66��
2

66��
3

∼66��
1

66��
· · ·

;;;���
e

66		
· · ·

>>
>

���
n

666��
�

a c 2 3 1 2 3 1 2 3 d f m p
__�� ��
__

Pourfu+1, il existe un module ind́ecomposable projectifP (u+1) et deux morphisme explicitesg(u+1) : M([s]C)→
P (u+1) eth(u+1) : P (u+1) → M(C[t]) tels queh(u+1) ◦ g(u+1) = f(u+1) + f(u+2) pourf(u+2) 6= f(u) un autre
morphisme explicite de cœur disjoint de celui def(u+1) ou le morphisme nul. On voit bien quecP (u+1) = Pb et
donc quef(u+2) = f(u), ce qui est absurde.

(ii) Similairement,[s]C est de la forme

h
::��

· · ·
@@

@
��

�
b

999���
· · ·

@@
@

��
�

2
::∼

��
3

::��
1

::��
2

::��
3 ∼::��

· · ·
@@

@
~~

~
e

;;;���
g i a c 3 1 2 3 1 2 d f

__�
�

�
�

__

et sit ≥ 2, C[t] est de forme

b
333



· · ·

::
:

��
�

2
55∼

		
3

55		
1

55		
2

55		
3

∼55		
· · ·

:::��
�

e
55




d
444		

f
55

		
· · ·

==
=

���
n

555��
�

a c 3 1 2 3 1 2 d f e d m p

__�
�

�
�__

Le morphisme explicite de coeurS2 deM(C[t]) àM([s]C) illustré ci-dessus n’est pas projectif.
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2

Lemme 4.2.25SoitC ∈ Q(S1) ∪Q(S2). Alors

HomA(M([1]C),M(C[2])) = 0, HomA(M(C[1]),M([2]C)) = 0

Démonstration On montre la première assertion, la deuxièmeétant pareille. On peut supposer comme dans la
preuve du lemme préćedent que

C = C−2u · · ·C2v+1

est de forme

b
999���

· · ·
@@

@
��

�
2

::∼
��

3
::��

1
::��

2
::��

3 ∼::��
· · ·

@@
@

~~
~

e
;;;���

a c 3 1 2 3 1 2 d f

[1]C = C−2u−2C−2u−1C−2u · · ·C2v+1

est de la forme

c
::

:
���

b
999���

· · ·
@@

@
��

�
2

::∼
��

3
::��

1
::��

2
::��

3 ∼::��
· · ·

@@
@

~~
~

e
;;;���

b a c 3 1 2 3 1 2 d f

C[2] = C−2u · · ·C2v+1 · · ·C−2v+5

est de la forme

b
888���

· · ·
>>

>
��

�
2

999∼
���

3
999���

1
999���

2
999���

3
∼999���
· · ·

>>
>

��
�

e
999���

d
999��

f
::���

a c 3 1 2 3 1 2 d f e d

En utilisant les descriptions des sous-modules explicites et des quotients explicites, on obtient que les cœurs

possibles sontS1, S2, S3 et les sous-cordes
i

j
et

i

j
aveci, j ∈ {2, 3} de

2 ∼77

3
ou de

3 ∼77

2
qui sont de

longueurl telle que1 ≤ l ≤ 2b− 2.

(1) Un morphisme explicitef deM([1]C) versM(C[2]) de cœurE =
3

2
⊂

3 ∼77

2
qui est de longueurl

telle que1 ≤ l ≤ 2b− 3 factorise parP3 via

M([1]C) =

3

· · ·
��

2 77

3 · · ·
���

j

→ P3 =

3

++
++

++

3

1

��
��
��

2 77

3

→
· · ·

==
3 ∼77��

· · ·
��

1 2
= M(C[2])
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(2) Un morphisme explicitef deM([1]C) versM(C[2]) de cœurE =
3

3
⊂

2 ∼77

3
qui est de longueurl

telle que1 ≤ l ≤ 2b− 3 factorise parP2 via

M([1]C) =

3

· · ·
��

3 77

2 · · ·
���

j

→ P2 =

2

++
++

++

3

1

��
��
��

3 77

2

→
· · ·

==
2∼�� 77

· · ·
��

3 1
= M(C[2])

(3) Un morphisme explicitef deM([1]C) versM(C[2]) de cœurE =
2

2
qui est de longueurl telle que

1 ≤ l ≤ 2b− 3 factorise parP2 via

M([1]C) =

2
==

3
��

· · ·

· · ·
==

2

3

→ P2 =

2

++
++

++

2

1

��
��
��

3 77

2

→
· · ·

==
2∼�� 77

· · ·
��

3 1
= M(C[2])

(4) Un morphisme explicitef deM([1]C) versM(C[2]) de cœurE =
2

3
qui est de longueurl telle que

1 ≤ l ≤ 2b− 3 factorise parP3 via

M([1]C) =

2
==

2
��

· · ·

· · ·
==

3

3

→ P3 =

3

++
++

++

2

1

��
��
��

3 77

3

→
· · ·

==
3

�� ∼77
· · ·

��
1 3

= M(C[2])

(5) Un morphisme explicitef deM([1]C) versM(C[2]) de coeurE =
2 7777

2
factorise parP2 ⊕ P3 ouP3. En

effet, notonss = Pos[1]C(E) et t = PosC[2](E). Alors siCs−3 existe,f factorise via

M([1]C) � M(Cs−3Cs−2Cs−1Cs) =
3 77 1 77��

2∼��
2 3

↪→ P2 ⊕ P3 �

2 77��
3 ∼77��

3 1 2
= M(Ct−3Ct−2Ct−1Ct) ↪→M(C[2])

SiCs−2 est le premier segment de[1]C, alorsf factorise via

M([1]C) � M(Cs−2Cs−1Cs) =
1 77��

2∼��
2 3

↪→ P2⊕P3 �
2 77��

3 ∼77��
3 1 2

= M(Ct−2Ct−1Ct) ↪→M(C[2])
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SiCs est le premier segment de[1]C, alorsf factorise via

M([1]C) � M(Cs) =
2∼��

3
↪→ P3 �

3 ∼77��
1 2

= M(Ct−1Ct) ↪→M(C[2])

(6) Similairement, un morphisme explicitef deM([1]C) versM(C[2]) de coeurE =
3 7777

3
factorise par

P2 ⊕ P3 ouP2.

(7) Maintenant soitf un morphisme explicite de coeurE = Si. Notonss = Pos[1]C(E) et t = PosC[2](E).

(i) s ≤ 0 et t > 0 etE = S1.
Si s > 2u− 2 f factorise via

M([1]C) � M(Cs−1Cs) =
3 77 1

��
2

↪→ P2 � M(Ct−1Ct) =
2 77��

3 1
↪→M(C[2])

Si s = 2u− 2 et doncCs est le premier segment deM([1]C), f factorise via

M([1]C) � M(Cs) =
1

��
2

↪→ P2 � M(Ct−1Ct) =
2 77��

3 1
↪→M(C[2])

(ii) s ≤ 0 et t > 0 etE = S2,

AlorsCs =
2∼��

3
�

2
��

3
. Si s > −2u− 2, f factorise via

M([1]C) � M(Cs−1Cs) =
1 77 2∼��

3
�

2
��

3
↪→ P3 � M(Ct−1Ct) =

3 ∼77��
1 2

↪→ C[2]

et sis = −2u− 2,Cs est le premier segment deM([1]C) etf factorise via

M([1]C) � M(Cs) =
2∼��

3
�

2
��

3
↪→ P3 � M(Ct−1Ct) =

3 ∼77��
1 2

↪→ C[2]

(iii) s ≤ 0 et t > 1 etE = S3

M(Cs−2Cs−1Cs) =
2 77∼��

3
��

3 1
�

2 77��
3

��
3 1

. Si s > −2u− 2, f factorise via

M([1]C) �
2 77��

3
��

3 1
↪→ P3 ⊕ P1 � M(Ct−2Ct−1Ct) =

3 ∼77��
1 77��

1 2 3
↪→ C[2]

Si s = −2u− 2, f factorise via

M([1]C) � M(Cs) =
3

��
1

↪→ P1 � M(Ct−1Ct) =
1 77��

2 3
↪→M(C[2])
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(iv) s ≥ 0 , t < 0 etE = S1

Si s < 2v + 1, f factorise via

M([1]C) � M(Cs+1Cs+2) =
1 77 2

��
3

↪→ P3 � M(Ct+1Ct+2) =
3 77��

1 2
↪→M(C[2])

Si s = 2v + 1, f factorise via

M([1]C) � M(Cs+1) =
1 77

3
↪→ P2 � M(Ct+1Ct+2) =

3 77��
1 2

↪→M(C[2])

.

(v) s ≥ 0 ett < −1 etE = S2 M(Cs+1Cs+2Cs+3Cs+4) =
2 77 3

��∼
77

1 2
�

2 77 3
�� 77

1 2
. Sis < 2v+1,

f factorise via

M([1]C) �
2 77 3

�� 77

1 2
↪→ P1 ⊕ P2 � M(Ct+1Ct+2Ct+3) =

1 77��
2 77∼��

2 3 1
↪→M(C[2])

Si s = 2v + 1, f factorise via

M([1]C) � M(Cs+1) =
2 77

1
↪→ P1 � M(Ct+1Ct+2) =

1 77��
2 3

↪→M(C[2])

.

(vi) s ≥ 0 et t < 0 etE = S3

AlorsCs+1 =
3 ∼77

2
�

3 77

2
. f factorise via

M([1]C) � M(Cs+1Cs+2) =
3 77 1

��
2

ou
3 ∼77

2
�

3 77

2
↪→ P2 � M(Ct+1Ct+2) =

2∼�� 77

3 1
↪→M(C[2])

(vii) s ≥ 0 et t > 0 ets < t etE = S1. Alors en ce moment,t ≡ s mod3.

([1]C)[−2,s] = C−1C0 · · ·Cs =
3 77 1

�� ==
3

��
∼77 1

��
2 · · · 2

et

(C[2])[t−s−2,t] = Ct−s−1 · · ·Ct =
2 77��

· · ·
==��

2 77��
3 1 3 1

On obtient donc que

Ω((C[2])[t−s−2,t]) = Ω(Ct−s−1 · · ·Ct−1) =

(
2 ∼7777

2

)
C0 · · ·Cs−1
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qui contient([1]C)[−2,s] comme sous-corde explicite. Le morphismef factorise via

M([1]C) � M(([1]C)[−2,s]) ↪→ I(M(([1]C)[−2,s])) � M((C[2])[t−s−2,t]) ↪→M(C[2])

où I(M(([1]C)[−2,s])) est l’enveloppe injective deM(([1]C)[−2,s]) et est aussi la couverture projective
deM((C[2])[t−s−2,t]).

(viii) s > 0 et t > 0 ets < t etE = S2

Le morphismef factorise via

M([1]C) � M(([1]C)[−2,s]) ↪→ I(M(([1]C)[−2,s])) � M((C[2])[t−s−2,t]) ↪→M(C[2])

où I(M(([1]C)[−2,s])) est l’enveloppe injective deM(([1]C)[−2,s]) et est aussi la couverture projective
deM((C[2])[t−s−2,t]).

(ix) s > 0 et t > 0 ets < t etE = S3

Le morphismef factorise via

M([1]C) � M(([1]C)[−2,s]) ↪→ I(M(([1]C)[−2,s])) � M((C[2])[t−s−2,t]) ↪→M(C[2])

où I(M(([1]C)[−2,s])) est l’enveloppe injective deM(([1]C)[−2,s]) et est aussi la couverture projective
deM((C[2])[t−s−2,t]).

(x) s > 0 et t > 0 ets > t etE = S1

Le morphismef factorise via

M([1]C) � M(([1]C)[s,2v+1]) ↪→ I(M(([1]C)[s,2v+1])) � M((C[2])[t,t−s+2v+2]) ↪→M(C[2])

où I(M(([1]C)[s,2v+1])) est l’enveloppe injective deM(([1]C)[s,2v+1]) et est aussi la couverture pro-
jective deM((C[2])[t,t−s+2v+2]).

(xi) s > 0 et t ≥ −1,s > t etE = S2

Le morphismef factorise via

M([1]C) � M(([1]C)[s,2v+1]) ↪→ I(M(([1]C)[s,2v+1])) � M((C[2])[t,t−s+2v+2]) ↪→M(C[2])

où I(M(([1]C)[s,2v+1])) est l’enveloppe injective deM(([1]C)[s,2v+1]) et est aussi la couverture pro-
jective deM((C[2])[t,t−s+2v+2]).

(xii) s > 0 et t > 0, s > t etE = S3

Le morphismef factorise via

M([1]C) � M(([1]C)[s,2v+1]) ↪→ I(M(([1]C)[s,2v+1])) � M((C[2])[t,t−s+2v+2]) ↪→M(C[2])

où I(M(([1]C)[s,2v+1])) est l’enveloppe injective deM(([1]C)[s,2v+1]) et est aussi la couverture pro-
jective deM((C[2])[t,t−s+2v+2]).
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(xiii) s < 0 et t < 0 ets > t etE = S1

Le morphismef factorise via

M([1]C) � M(([1]C)[s,2]) ↪→ I(M(([1]C)[s,2])) � M((C[2])[t,t+2−s]) ↪→M(C[2])

où I(M(([1]C)[s,2])) est l’enveloppe injective deM(([1]C)[s,2]) et est aussi la couverture projective
deM((C[2])[t,t+2−s]).

(xiv) s < 0 et t < −1 ets > t etE = S2

Le morphismef factorise via

M([1]C) � M(([1]C)[s,2]) ↪→ I(M(([1]C)[s,2])) � M((C[2])[t,t+2−s]) ↪→M(C[2])

où I(M(([1]C)[s,2])) est l’enveloppe injective deM(([1]C)[s,2]) et est aussi la couverture projective
deM((C[2])[t,t+2−s]).

(xv) s < 0 et t < 0 ets > t etE = S3

Le morphismef factorise via

M([1]C) � M(([1]C)[s,2]) ↪→ I(M(([1]C)[s,2])) � M((C[2])[t,t+2−s]) ↪→M(C[2])

où I(M(([1]C)[s,2])) est l’enveloppe injective deM(([1]C)[s,2]) et est aussi la couverture projective
deM((C[2])[t,t+2−s]).

(xvi) s < 0 et t < 0 ets < t etE = S1

Le morphismef factorise via

M([1]C) � M(([1]C)[−2u−2,s]) ↪→ I(([1]C)[−2u−2,s]) � (C[2])[t−s−2u−3,t] ↪→M(C[2])

où I(([1]C)[−2u−2,s]) est l’enveloppe injective de([1]C)[−2u−2,s] et est aussi la couverture projective
deM((C[2])[t−s−2u−3,t]).

(xvii) s < 0 et t < −1 ets < t etE = S2

Le morphismef factorise via

M([1]C) � M(([1]C)[−2u−2,s]) ↪→ I(M(([1]C)[−2u−2,s])) � M((C[2])[t−s−2u−3,t]) ↪→M(C[2])

où I(M(([1]C)[−2u−2,s])) est l’enveloppe injective deM(([1]C)[−2u−2,s]) et est aussi la couverture
projective deM((C[2])[t−s−2u−3,t]).

(xviii) s < 0 et t < 0 ets < t etE = S3

Le morphismef factorise via

M([1]C) � M(([1]C)[−2u−2,s]) ↪→ I(M(([1]C)[−2u−2,s])) � M((C[2])[t−s−2u−3,t]) ↪→M(C[2])

où I(M(([1]C)[−2u−2,s])) est l’enveloppe injective deM(([1]C)[−2u−2,s]) et est aussi la couverture
projective deM((C[2])[t−s−2u−3,t]).

2
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Lemme 4.2.26 (7+7,8+8)SoientM,N ∈ Q(S1) ouQ(S2) deux modules mon isomorphes. Alors Ext1
A(M ⊕

N,M ⊕N) 6= 0.

Démonstration Il existeC ∈ Q(S2), n >> 0 ets, t ∈ N− {0} tels que

Ωn(M) = M([s]C) et Ωn(N) = M(C[t])

ou
Ωn(N) = M([s]C) et Ωn(M) = M(C[t]).

Sans perdre de géńeralit́e, on peut supposer

Ωn(M) = M([s]C) et Ωn(N) = M(C[t])

et donc
Ω−2M = M([s+ 1]C[1]) et Ω−2N = M([1]C[t+ 1]).

Supposons Ext1
A(M ⊕N,M ⊕N) = 0. Alors

HomA(Ω−2N,M) = DExt1A(M,N) = 0, HomA(Ω−2M,N) = DExt1A(N,M) = 0

D’après Lemme 4.2.24, HomA(Ω−2N,M) = 0 impliquet+1 ≤ 1 et HomA(Ω−2M,N) = 0 impliques+1 ≤ 1.
On obtients = t = 0 et doncM ∼= N .

2

Proposition 4.2.27 (7+8)SoientM7 = M(C) ∈ Q(S1) etM8 = M(D) ∈ Q(S2). Alors Ext1A(M7 ⊕M8,M7 ⊕
M8) = 0⇐⇒ D = Ω([−1]C[2]) ouD = Ω([2]C[−1]. L’algèbre EndA(M7 ⊕M8) est

II3
-• •�

7 8

...
...

Démonstration Les lemmes 4.2.24 et 4.2.25 montrent les relations entreM7 etM8.
On calcule EndA(M7 ⊕M8) pourN = Ω([−1]M [2]). NotonsC = [−1]M et alorsN = M(C[2]).

On peut supposer queC = [u]

(
1 77��

2 3

)
[v] avecu, v >> 0. Alors

[1]C = [u+ 1]

(
1 77��

2 3

)
[v] = [u]

(
3

�� 77

1 2

)
[v + 1] =

· · ·
==

3
�� 77

· · ·
��

1 2
,

C[2] = [u]

(
1 77��

2 3

)
[v + 2]

et

ΩC[2] = [u]

(
3

�� ∼77

1 2

)
[v + 1] =

· · ·
==

3
�� ∼77

· · ·
��

1 2
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Notons

α : M([1]C) =
· · ·

==
3

�� 77
· · ·

��
1 2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _
→ ΩM(C[2]) =

· · ·
==

3
�� ∼77

· · ·
��

1 2
=

· · ·
==

3
�� 7777

1 3 77
· · ·

��
2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _

et

β : ΩM(C[2]) =
· · ·

==
3

�� ∼77
· · ·

��
1 2

=

· · ·
==

3
�� 77

1 2 7777
· · ·

��
2

_ _ _ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _ _ _ →M([1]C) =

· · ·
==

3
�� 77

· · ·
��

1 2

_ _ _ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _ _ _

En utilisant la m̂eme ḿethode que dans la preuve de Lemme 4.2.25, on peut montrer que tout autre morphisme
explicite entreM7 etM8 devient nul dans la catégorie stable et on obtient donc que

HomA(M7,M8) = kα et HomA(M7,M8) = kβ.

On vérifie en plusαβ = 0 etβα = 0, carβα factorise parP3. Rappelons que

EndA(M7) = kId et EndA(M8) = kId,

l’algèbre des endomorphismes stable est isomorpheà II3.

II3
-• •

α

β
�

7 8

...
...

2

Remarque 4.2.28Les expressions sont symétriques, i.e. si ońecritD = Ω([−1]C[2]) alorsC = Ω([2]D[−1]).

Remarque 4.2.29On ŕesume ce que l’on a obtenu par le diagramme suivant:

1 2 5
<<

7 8

3 4 6
��

Dans le diagramme, un trait reliant deux nombresi et j signifie que deux modules de type respectivementi et j
n’apparaissent pas comme facteurs d’un module rigide; deux modules de typei dans la premìere ligne et de type
j dans la troisìeme ligne sont ind́ependants, i.e. il n’existe pas de morphismes explicites non projectifs entre ces
deux modules.

Remarque 4.2.30Dápr̀es le ŕesuḿe pŕećedent, on peut trouver tous les types possibles des modules rigidesà
plusieur facteurs directes indécomposables. Il existe au plus 6 facteurs directes indécomposables non isomorphes
non projectifs dans un modules rigideM et donc le carquois avec relations EndA(M) a au plus 6 sommets. On
va calculer dans les prochaines sections les modules rigidesà plus de deux facteurs directes indécomposables non
isomorphes non projectifs et leur algèbres des endomorphismes stables.
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4.3 Trois facteurs

A partir de cette section, on commenceà calculer les modules rigidesà plus de trois facteurs indécomposables non
projectifs non isomorphes. Les calculs sont essentiellement plus simple que les cas d’un seul facteur et de deux
facteurs, puisque pour un module rigide de la forme

M = Mi1 ⊕ · · ·Min

avecMis indécomposable de typeis ∈ {1, 2, · · · , 8},

Ext1A(M,M) = 0⇐⇒ Ext1A(Mis ,Mit) = 0,∀1 ≤ s, t ≤ n

Les possibilit́es des modules rigides de type(i1 + · · ·+ in) découlent imḿediatement des calculs des deux sections
préćedentes. Ce qui reste est de calculer l’algèbre des endomorphismes stable EndA(Mi1 ⊕ · · ·Min

).

Lemme 4.3.1 (1+2+3,1+2+4,1+2+6, 3+4+1,3+4+2,3+4+5,1+5+3,1+5+4,2+5+3,2+5+4,
3+6+1,3+6+2,4+6+1,4+6+2 )Soienti1, i2 deux indices dans la première ligne (resp. la troisième ligne) du ŕesuḿe
dans la section préćedente (Remarque 4.2.29) et soiti3 un indice dans la troisième ligne (resp. la première ligne).
Si {5, 6} 6⊂ {i1, i2, i3}, alors tout module rigide de type(i1 + i2 + i3) est de la forme suivante:Mi1 ⊕Mi2 est un
module rigide de type(i1 + i2) détermińe dans le cas(i1 + i2) etMi3 est un module ind́ecomposable de type(i3)
arbitraire.

L’algèbre des endomorphismes stable EndA(Mi1 ⊕Mi2 ⊕Mi3) est le produit des alg̀ebres EndA(Mi1 ⊕Mi2)
détermińee dans le cas(i1 + i2) et EndA(Mi3) calcuĺee dans Section 4.1.

Démonstration C’est imḿediat d’apr̀es le ŕesuḿe de la section préćedente (Remarque 4.2.29).

2

Lemme 4.3.2 (1+5+6,2+5+6,3+5+6, 4+5+6,5+6+7,5+6+8, 1+6+7,2+6+7,3+6+7,4+6+7,
6+7+8,1+5+7,2+5+7,3+5+7,4+5+7,5+7+8)impossibles

Démonstration C’est imḿediat d’apr̀es le ŕesuḿe de la section préćedente (Remarque 4.2.29).

2

Lemme 4.3.3 (1+2+5)

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi+3u

(
1

<<
3

<<∼
��

2 1

)
, i, u ∈ Z

III12 -• • •-

6"!
# 

······�
...

...
1 2 5

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi+3u

(
1

<<
3

<<∼
��

2 1

)
, i, u ∈ Z
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III13 �• • •-

6"!
# 

······�
...

...
1 2 5

Démonstration On cherche les modules rigides de la formeM1 ⊕M2 ⊕M5 où pour touti ∈ {1, 2, 5} le module
indécomposableMi est de type(i). D’après le cas(2+5) (Lemme 4.2.7), il existei, u ∈ Z tels que

M2 = Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
et M5 = Ωi+3u

(
1

<<
3

<<∼
��

2 1

)
;

d’apr̀es le cas(1+5)(Lemme 4.2.5), siM5 = Ωi+3u

(
1

<<
3

<<∼
��

2 1

)
, alorsM1 = Ωi

(
1

<<

2

)
ouΩi

(
3

<<

1

)
;

d’apr̀es le cas(1+2) (Lemme 4.2.2), les modulesM1 etM2 ainsi ontenus sont compatibles, i.e.

Ext1A(M1 ⊕M2,M1 ⊕M2) = 0.

On obtient donc les possibilités dans l’́enonće.
Calculons maintenant l’alg̀ebre EndA(M1 ⊕M2 ⊕M5).

Supposons d’abord queM1 =
1

<<

2
,M2 =

1
<<

3
<<��

2 1
etM5 =

1
<<

3
<<∼

��
2 1

. Notons

α : M1 =
1

<<

2
↪→M2 =

1
<<

3
<<��

2 1

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

β : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _
→M5 =

1
<<

3
<<∼

��
2 1

=

3
<<����

1
<<

3
��

1

2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _

γ : M5 =
1

<<
3

<<∼
��

2 1
=

3
<<��

1
<<

2
����

1

2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _ →M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

_ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _

ε : M5 =
1

<<
3

<<∼
��

2 1

__�
�

�
�

__ →M5 =
1

<<
3

<<∼
��

2 1
__�
�

�
�

__

δ : M1 =
1

<<

2
↪→M5 =

1
<<

3
<<

∼��
2 1

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _
et

η : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�

__ →M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�

__

Le cas(1+2) (Lemme 4.2.2) montre que EndA(M1 ⊕M2) est isomorphèa l’algèbre
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"!
# 

-• •
······6

1 2

α
η

Le cas (2+5) (Lemme 4.2.7) montre que EndA(M2 ⊕M5) est isomorphèa l’algèbre

"!
# 

-• •�
······6

...
...

2 5

β

γ

ε

Le cas(1+5) (Lemme 4.2.5) montre que EndA(M1 ⊕M5) est isomorphèa l’algèbre

"!
# 

-• •
······6

δ
ε

1 5

On vérifie queδ = αβ ( et queη = βεγ) et on obtient donc que EndA(M1 ⊕M2 ⊕M5) est isomorphèa l’algèbre

III12 -• • •-

6"!
# 

······�
...

...
1 2 5

α
β

γ

ε

Supposons maintenant queM1 =
3

<<

1
,M2 =

1
<<

3
<<��

2 1
etM5 =

1
<<

3
<<∼

��
2 1

. Notons

α′ : M1 =
3

<<

1
� M2 =

1
<<

3
<<��

2 1

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _
et

δ′ : M1 =
3

<<

1
� M5 =

1
<<

3
<<∼

��
2 1

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _
Le cas(1+2) (Lemme 4.2.2) montre que EndA(M1 ⊕M2) est isomorphèa l’algèbre

"!
# 

�• •
······6

1 2

α′
η

Le cas (2+5)(Lemme 4.2.7) montre que EndA(M2 ⊕M5) est isomorphèa l’algèbre

"!
# 

-• •�
······6

...
...

2 5

β

γ

ε
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Le cas(1+5) (Lemme 4.2.5) montre que EndA(M1 ⊕M5) est isomorphèa l’algèbre

"!
# 

�• •
······6

δ′
ε

1 5

On vérifie queδ′ = γα′ (et queη = βεγ) et on obtient que EndA(M1 ⊕M2 ⊕M5) est isomorphèa l’algèbre

III13 �• • •-

6"!
# 

······�
...

...
1 2 5

α′
β

γ

ε

2

Lemme 4.3.4 (3+4+6)

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕ Ωi+3u

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
, i, u ∈ Z

III12 -• • •-

6"!
# 

······�
...

...
3 4 6

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕ Ωi+3u

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
, i, u ∈ Z

III13 �• • •-

6"!
# 

······�
...

...
3 4 6

Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+2+5)(Lemme 4.3.3).

2

Lemme 4.3.5 (1+2+7)

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
n∈Z

Ω6nsdiag(S1)



Trois facteurs 217

III4 -• • •-
�
...

1 2 7

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
n∈Z

Ω6nsdiag(S1)

III5 �• • •-
�
...

1 2 7

Démonstration On cherche les modules rigides de la formeM1 ⊕M2 ⊕M7 où pour touti ∈ {1, 2, 7} le module
indécomposableMi est de type(i). D’après le cas(2+7) (Lemme 4.2.16), il existei ∈ Z tel que

M2 = Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
et Ω−iM7 ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag(S1) ;

d’apr̀es le cas(1+7) (Lemme 4.2.12), siΩ−iM7 ∈
⋃

n∈Z Ω6ndiag(S1), M1 = Ωi

(
1

<<

2

)
ou Ωi

(
3

<<

1

)
;

d’apr̀es le cas(1+2) (Lemme 4.2.2), les modulesM1 etM2 ainsi obtenus sont compatibles, i.e.

Ext1A(M1 ⊕M2,M1 ⊕M2) = 0.

On obtient donc les possibilités dans l’́enonće.
Calculons maintenant l’alg̀ebre EndA(M1 ⊕M2 ⊕M7).

Supposons d’abord queM1 =
1

<<

2
,M2 =

1
<<

3
<<��

2 1
etM7 ∈ diag(S1). Notons

α : M1 =
1

<<

2
↪→M2 =

1
<<

3
<<��

2 1

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

et

η : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�

__ →M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�

__

(1) M7 = S1. Notons

β : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�__ � M7 = S1, γ : M7 = S1 ↪→M2 =

1
<<

3
<<��

2 1
__�
�

�
�

__

, δ : M1 =
1

<<

2

__�
�

�
�__ � M7 = S1

Le cas(1+2) (Lemme 4.2.2) montre que EndA(M1 ⊕M2) est isomorphèa l’algèbre
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"!
# 

-• •
······6

1 2

α
η

Le cas (2+7) (Lemme 4.2.16) montre que EndA(M2 ⊕M7) est isomorphèa l’algèbre

-• •�
2 7

...
β

γ

Le cas(1+7) (Lemme 4.2.12) montre que EndA(M1 ⊕M7) est isomorphèa l’algèbre

-• •
1 7

δ

On vérifie queδ = αβ ( etη = βγ) et on obtient donc que EndA(M1⊕M2⊕M7) est isomorphèa l’algèbre

III4 -• • •-
�
...

1 2 7

α β

γ

(2) Pourn ≥ 1,M7 = S1[n] =

(
3 ∼<<��

1 2

)
[n− 1]. Notons

β : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�

__ →M7 = S1[n] =

(
3 ∼<<��

1 2
__�
�

�
�__

)
[n− 1]

γ : M7 =

(
3 ∼<<��

1 2

)
[n− 1] =


3

<<��
1 2 <<<<

2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _

 [n− 1]→M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _

δ : M1 =
1

<<

2

__�
�

�
�

__
↪→M7 = S1[n] =

(
3 ∼<<��

1 2
__�
�

�
�

__

)
[n− 1]

Le cas(1+2) (Lemme 4.2.2) montre que EndA(M1 ⊕M2) est isomorphèa l’algèbre

"!
# 

-• •
······6

1 2

α
η



Trois facteurs 219

Le cas (2+7) (Lemme 4.2.16) montre que EndA(M2 ⊕M7) est isomorphèa l’algèbre

-• •�
2 7

...
β

γ

Le cas(1+7) (Lemme 4.2.12) montre que EndA(M1 ⊕M7) est isomorphèa l’algèbre

-• •
1 7

δ

On vérifie queδ = αβ ( et queη = βγ) et on obtient que EndA(M1 ⊕M2 ⊕M7) est isomorphèa l’algèbre

III4 -• • •-
�
...

1 2 7

α β

γ

(3) Pourn ≥ 1,M7 = S1[−n] =

(
1

<<
3∼

��
2

)
[−n+ 1]. Notons

β : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _
→M7 =

(
1

<<
3∼

��
2

)
[n− 1] =


3

����
1

<<
3

��
2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _

 [n− 1]

γ : M7 = S1[−n] =

(
1

<<
3∼

��
2

__�
�

�
�__

)
[n− 1]→M2 =

1
<<

3
<<��

2 1
__�
�

�
�

__

δ : M1 =
1

<<

2
↪→M7 = S1[−n] =

(
1

<<
3
∼��

2

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

)
[n− 1]

Le cas(1+2) (Lemme 4.2.2) montre que EndA(M1 ⊕M2) est isomorphèa l’algèbre

"!
# 

-• •
······6

1 2

α
η

Le cas (2+7) (Lemme 4.2.16) montre que EndA(M2 ⊕M7) est isomorphèa l’algèbre
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-• •�
2 7

...
β

γ

Le cas(1+7) (Lemme 4.2.12) montre que EndA(M1 ⊕M7) est isomorphèa l’algèbre

-• •
1 7

δ

On vérifie queδ = αβ ( et quqη = βγ) et on obtient que EndA(M1 ⊕M2 ⊕M7) est isomorphèa l’algèbre

III4 -• • •-
�
...

1 2 7

α β

γ

Supposons maintenant queM1 =
3

<<

1
,M2 =

1
<<

3
<<��

2 1
etM7 ∈ diag(S1). Notons

α′ : M1 =
3

<<

1
� M2 =

1
<<

3
<<��

2 1

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

Dans ci-dessus, on a définit les morphismesη, β etγ où

β : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

→M7

γ : M7 →M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

On d́efinit en plus

(1) SiM7 = S1,

δ′ : M1 =
3

<<

1
__�
�

�
�__

←↩ M7 = S1

(2) SiM7 = S1[n] =

(
3

��
∼<<

1 2

)
[n− 1] avecn ≥ 1,

δ′ : M1 =
3

<<

1
� M7 = S1[n] =

(
3

��
∼<<

1 2

_ _�

�

�

�
_ _

)
[n− 1]
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(3) SiM7 = S1[−n] =

(
1

<<
3∼

��
2

)
[−n+ 1] avecn ≥ 1,

δ′ : M1 =
3

<<

1
__�
�

�
�

__

←M7 =

(
1

<<
3∼

��
2

__�
�

�
�

__
)

[−n+ 1]

Le cas(1+2) (Lemme 4.2.2) montre que EndA(M1 ⊕M2) est isomorphèa l’algèbre

"!
# 

�• •
······6

1 2

α′
η

Le cas (2+7) (Lemme 4.2.16) montre que EndA(M2 ⊕M7) est isomorphèa l’algèbre

-• •�
2 7

...
β

γ

Le cas(1+7) (Lemme 4.2.12) montre que EndA(M1 ⊕M7) est isomorphèa l’algèbre

�• •
1 7

δ′

On vérifie queδ′ = γα′ et on obtient que EndA(M1 ⊕M2 ⊕M7) est isomorphèa l’algèbre

III4 �• • •-
�
...

1 2 7

α′ β

γ

2

Lemme 4.3.6 (1+2+8)

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
n∈Z

Ω6nsdiag

(
3

<<��
1 2

)

III4 -• • •-
�
...

1 2 8
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Ωi

(
3

<<

1

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
n∈Z

Ω6nsdiag

(
3

<<��
1 2

)

III5 �• • •-
�
...

1 2 8

Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+2+7)(Lemme 4.3.5).

2

Lemme 4.3.7 (3+4+7)

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
3 ∼<<��

1 2

)

III4 -• • •-
�
...

3 4 7

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
3 ∼<<��

1 2

)

III5 �• • •-
�
...

3 4 7

Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+2+7)(Lemme 4.3.5).

2

Lemme 4.3.8 (3+4+8)

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag(S2)

III4 -• • •-
�
...

3 4 8
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Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag(S2)

III5 �• • •-
�
...

3 4 8

Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+2+7)(Lemme 4.3.5).

2

Lemme 4.3.9 (1+7+3)

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<

1

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S1[3n] |m,n ∈ Z}

III3 -• • •-
················

1 7 3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<

3

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S1[3n] |m,n ∈ Z}

III2 -• • •�

1 7 3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<

3

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S1[3n− 1] |m,n ∈ Z}

III3 -• • •-
················

1 7 3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S1[3n− 1] |m,n ∈ Z}
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III2 -• • •�

1 7 3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

III3 -• • •-
················

1 7 3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<

1

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

III2 -• • •�

1 7 3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<

1

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m− 1]S1[3n] |m,n ∈ Z}

III1 �• • •-

1 7 3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<

3

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m− 1]S1[3n] |m,n ∈ Z}

III3 �• • •�
················

1 7 3



Trois facteurs 225

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<

3

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m− 1]S1[3n− 1] |m,n ∈ Z}

III1 �• • •-

1 7 3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m− 1]S1[3n− 1] |m,n ∈ Z}

III3 �• • •�
················

1 7 3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m− 1]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

III1 �• • •-

1 7 3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<

1

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m− 1]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

III3 �• • •�
················

1 7 3

Démonstration Le cas (1+7)(Lemme 4.2.12) montre qu’il existei ∈ Z tel queM1 = Ωi

(
1

<<

2

)
et

Ω−iM7 ∈
⋃
n∈Z

Ω6nsdiag(S1) = { [3m]S1[n] |m,n ∈ Z}
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ou

Ω−iM7 ∈
⋃
n∈Z

Ω6nsdiag

(
2 ∼<<

1
��

3

)
= { [3m− 1]S1[n] |m,n ∈ Z}.

Comme une sdiag et une diag se coupent etM1 etM3 sont ind́ependants, le cas(3+7) (Lemme 4.2.14) implique
que

(1) Si

Ω−iM7 ∈

(⋃
n∈Z

Ω6nsdiag(S1)

)⋂(⋃
n∈Z

Ω6ndiag(S1)

)
= { [3m]S1[3n] |m,n ∈ Z}

alorsΩ−iM3 =
2

<<

1
ouΩ−iM3 =

1
<<

3
.

(2) Si

Ω−iM7 ∈

(⋃
n∈Z

Ω6nsdiag(S1)

)⋂(⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
1

<<
3∼

��
2

))
= { [3m]S1[3n− 1] |m,n ∈ Z}

alorsΩ−iM3 =
1

<<

3
ouΩ−iM3 =

3 ∼<<

2
.

(3) Si

Ω−iM7 ∈

(⋃
n∈Z

Ω6nsdiag(S1)

)⋂(⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
3

��
∼<<

1 2

))
= { [3m]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

alorsΩ−iM3 =
3 ∼<<

2
ouΩ−iM3 =

2
<<

1
.

(4) Si

Ω−iM7 ∈

(⋃
n∈Z

Ω6nsdiag

(
2 ∼<<

1
��

3

))⋂(⋃
n∈Z

Ω6nsdiag(S1)

)
= { [3m− 1]S1[3n] |m,n ∈ Z}

alorsΩ−iM3 =
2

<<

1
ouΩ−iM3 =

1
<<

3
.

(5) Si

Ω−iM7 ∈

(⋃
n∈Z

Ω6nsdiag

(
2 ∼<<

1
��

3

))⋂(⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
1

<<
3∼

��
2

))
= { [3m−1]S1[3n−1] |m,n ∈ Z}

alorsΩ−iM3 =
1

<<

3
ouΩ−iM3 =

3 ∼<<

2
.
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(6) Si

Ω−iM7 ∈

(⋃
n∈Z

Ω6nsdiag

(
2 ∼<<

1
��

3

))⋂(⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
3

��
∼<<

1 2

))
= { [3m−1]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}

alorsΩ−iM3 =
3 ∼<<

2
ouΩ−iM3 =

21
AA

1
.

On en d́eduit les possibilit́es dans l’́enonće.
Calculons maintenant l’alg̀ebre EndA(M1 ⊕M7 ⊕M3).

(1) (i) Si M1 = Ωi

(
1

<<

2

)
, Ω−iM7 ∈ { [3m]S1[3n] | m,n ∈ Z} etM3 = Ωi

(
2

<<

1

)
, alors le cas

(1+7)(Lemme 4.2.12) montre que est isomorpheà l’algèbre EndA(M1 ⊕M7) est

-• •
1 7

α

(pour le d́efinition du morphismeα, voir la preuve du cas(1+7)) et le cas(3+7)(Lemme 4.2.14) montre
que EndA(M7 ⊕M3) est isomorphèa l’algèbre

-• •
7 3

β

(pour le d́efinition du morphismeβ, voir la preuve du cas(3+7)). CommeM1 etM3 sont ind́ependents,
αβ = 0 et on obtient donc que EndA(M1 ⊕M7 ⊕M3) est isomorphèa l’algèbre

III3 -• • •-
················

1 7 3

α β

(ii) Si M1 = Ωi

(
1

<<

2

)
, Ω−iM7 ∈ { [3m]S1[3n] | m,n ∈ Z} etM3 = Ωi

(
1

<<

3

)
, alors le cas

(1+7) (Lemme 4.2.12) montre que EndA(M1 ⊕M7) est isomorphèa l’algèbre

-• •
1 7

α

(pour le d́efinition du morphismeα, voir la preuve du cas(1+7) Lemme 4.2.12) et le cas(3+7)
(Lemme 4.2.14) montre que EndA(M7 ⊕M3) est isomorphèa l’algèbre
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�• •
7 3

β

(pour le d́efinition du morphismeβ, voir la preuve du cas(3+7)). On obtient donc que EndA(M1 ⊕
M7 ⊕M3) est isomorphèa l’algèbre

III3 -• • •�

1 7 3

α β

Les 10 autres cas se font similairement.

2

Lemme 4.3.10 (1+8+3)

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<

1

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S2[3n] |m,n ∈ Z}

III3 �• • •�
················

1 8 3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<

1

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S2[3n− 1] |m,n ∈ Z}

III1 �• • •-

1 8 3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<

1

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m+ 1]S2[3n] |m,n ∈ Z}

III2 -• • •�

1 8 3
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Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<

1

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m+ 1]S2[3n− 1] |m,n ∈ Z}

III3 -• • •-
················

1 8 3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S2[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

III3 �• • •�
················

1 8 3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S2[3n] |m,n ∈ Z}

III1 �• • •-

1 8 3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m+ 1]S2[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

III2 -• • •�

1 8 3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m+ 1]S2[3n] |m,n ∈ Z}
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III3 -• • •-
················

1 8 3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<

3

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S2[3n− 1] |m,n ∈ Z}

III3 �• • •�
················

1 8 3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<

3

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S2[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

III1 �• • •-

1 8 3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<

3

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m+ 1]S2[3n− 1] |m,n ∈ Z}

III2 -• • •�

1 8 3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<

3

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m+ 1]S2[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

III3 -• • •-
················

1 8 3

Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+7+3)(Lemme 4.3.9).
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2

Lemme 4.3.11 (1+5+8)

Ωi

(
2 ∼<<

3

)
⊕ Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z, M ∈ sdiag(S2)

III4 -• • •-
�
...

1 5 8

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z, M ∈ sdiag(S2)

III5 �• • •-
�
...

1 5 8

Démonstration On cherche les modules rigides de la formeM1 ⊕M5 ⊕M8 où pour touti ∈ {1, 5, 8} le module
indécomposableMi est de type(i). D’après le cas(5+8) (Lemme 4.2.21), il existei ∈ Z tel que

M5 = Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
et Ω−iM8 ∈ sdiag(S2);

d’apr̀es le cas(1+5) (Lemme 4.2.5), siM5 = Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
, alorsM1 = Ωi

(
1

<<

2

)
ouΩi

(
2 ∼<<

3

)
;

d’apr̀es le cas(1+8) (Lemme 4.2.13) ,M1 etM8 sont compatibles. On obtient donc les possibilités dans l’́enonće.
Calculons maintenant l’alg̀ebre EndA(M1 ⊕M5 ⊕M8).

Supposons d’abord queM1 =
1

<<

2
,M5 =

2
<<

1
<<��

3 2
etM8 ∈ sdiag(S2). Notons

α : M1 =
1

<<

2
� M5 =

2
<<

1
<<��

3 2

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _

et

ε : M5 =
1

<<
3

<<∼
��

2 1

__�
�

�
�

__ →M5 =
1

<<
3

<<∼
��

2 1
__�
�

�
�

__
Le cas(1+5) (Lemme 4.2.5) montre que EndA(M1 ⊕M5) est isomorphèa l’algèbre

"!
# 

�• •
······6

α
ε

1 5
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On distingue ensuite les cas suivant la position deM8.

(1) M8 = S2. Notons

β : M5 =
2

<<
1

<<��
3 2

__�
�

�
�__ � M8 = S2

γ : M5 =
2

<<
1

<<��
3 2

__�
�

�
�__

←↩ M8 = S2

δ : M1 =
1

<<

2
__�
�

�
�__

←↩ M8 = S2

Le cas(1+8) (Lemme 4.2.13) montre que EndA(M1 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

�• •
8 1

δ

Le cas (5+8)(Lemme 4.2.21) montre que EndA(M5 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

-• •�
5 8

...

β

γ

On vérifie queδ = γα (et queε = βγ) et on obtient que EndA(M1 ⊕M5 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

III5 �• • •-
�
...

1 5 8

α
β

γ

(2) Pourn ≥ 1,M8 = S2[n] =

(
1

<<��
2 3

)
[n− 1]. Notons

β : M5 =
2

<<
1

<<��
3 2

__�
�

�
�__ � M8 = S2[n] =

(
1

<<��
2 3

__�
�

�
�__

)
[n− 1]

Si n = 1,

γ : M5 =
2

<<
1

<<��
3 2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _

←↩ M8 = S2[1] =
1

<<��
2 3
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et sin ≥ 2,

γ : M5 =
2

<<
1

<<��
3 2

� M8 = S2[n] =

(
1

<<��
2

<<��
2 3 1

_ _ _ _ _ _�

�

�

�
_ _ _ _ _ _

)
[n− 2]

δ : M1 =
1

<<

2
� M8 = S2[n] =

(
1

<<��
2 3

_ _�

�

�

�
_ _

)
[n− 1]

Le cas(1+8)(Lemme 4.2.13) montre que EndA(M1 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

�• •
8 1

δ

Le cas (5+8) (Lemme 4.2.21) montre que EndA(M5 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

-• •�
5 8

...

β

γ

On vérifie queδ = γα (et ε = βγ qui est d́ejà montŕe dans la preuve du cas(5+8)). On obtient que
EndA(M1 ⊕M5 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

III4 �• • •-
�
...

1 5 8

α
β

γ

(3) Pourn ≥ 1,M8 = S2[−n] =

(
2

<<
1

��
3

)
[n− 1]. Notons sin = 1,

β : M5 =
2

<<
1

<<��
3 2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _

� M8 = S2[−1] =
2

<<
1

��
3

et sin ≥ 2,

β : M5 =
2

<<
1

<<��
3 2

↪→M8 = S2[−n] =

(
2

<<
1

�� <<
3
∼��

3 2

_ _ _ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _ _ _

)
[n− 2]

γ : M5 =
2

<<
1

<<∼
��

3 2
__�
�

�
�

__

←M8 = S2[−n] =

(
2

<<
1

��
3

__�
�

�
�

__
)

[n− 1]
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δ : M1 =
1

<<

2
__�
�

�
�

__

←M8 = S2[−n] =

(
2

<<
1

��
3

__�
�

�
�

__
)

[n− 1]

Le cas(1+8)(Lemme 4.2.13) montre que EndA(M1 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

�II1 • •
8 1

δ

Le cas (5+8)(Lemme 4.2.21) montre que EndA(M5 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

II2
-• •�

5 8

...

β

γ

On vérifie queδ = γα et on obtient que EndA(M1 ⊕M5 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

III5 �• • •-
�
...

1 5 8

α
β

γ

Suppsosons maintenant queM1 =
2 ∼<<

3
,M5 =

2
<<

1
<<��

3 2
etM8 ∈ sdiag(S2). Alors similairement, on

montre que l’alg̀ebre EndA(M1 ⊕M5 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

III4 -• • •-
�
...

1 5 8

2

Lemme 4.3.12 (3+6+8)

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z, M ∈ diag(S2)

III4 -• • •-
�
...

3 6 8
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Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z, M ∈ diag(S2)

III5 �• • •-
�
...

3 6 8

Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+5+8)(Lemme 4.3.11).

2

Lemme 4.3.13 (2+5+8)

Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z, M ∈ sdiag(S2)

III10 �
-• • •-

�
...

...
...

2 5 8

Démonstration Le cas(5+8)(Lemme 4.2.21) montre qu’il existei ∈ Z tel que

M5 = Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
et Ω−iM8 ∈ sdiag(S2),

le cas(2+5) (Lemme 4.2.7) montre que siM5 = Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
, alorsM2 = Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
; le cas

(2+8) (Lemme 4.2.17) montre queM2 etM8 sont compatibles. On en déduit les possibilit́es de l’́enonće.

Calculons maintenant l’alg̀ebre EndA(M2 ⊕M5 ⊕M8). On peut supposer queM2 =
2 ∼<<

1
<<��

3 2
, M5 =

2
<<

1
<<��

3 2
etM8 ∈ sdiag(S2). Notons

α : M2 =
2 ∼<<

1
<<��

3 2
=

2
<<

3 <<<<
1

<<��
3 2

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ →M5 =
2

<<
1

<<��
3 2

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

β : M2 =
2 ∼<<

1
<<��

3 2
=

2 <<<<

2
<<

1
<<��

3 2

_ _ _ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _ _ _

←↩ M5 =
2

<<
1

<<��
3 2
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et

η : M5 =
2

<<
1

<<��
3 2

__�
�

�
�__ →M5 =

2
<<

1
<<��

3 2
__�
�

�
�__

Le cas(2+5) (Lemme 4.2.7) montre que EndA(M2 ⊕M5) est isomorphèa l’algèbre

"!
# 

-• •�
······6

...
...

2 5

α

β

η

(1) M8 = S2. Notons

γ : M5 =
2

<<
1

<<��
3 2

__�
�

�
�

__ � M8 = S2, δ : M5 =
2

<<
1

<<��
3 2

__�
�

�
�

__

←↩ M8 = S2

θ : M2 =
2 ∼<<

1
<<��

3 2

__�
�

�
�

__ � M8 = S2, δ : M2 =
2 ∼<<

1
<<��

3 2
__�
�

�
�

__

←↩ M8 = S2

Le cas(5+8) (Lemme 4.2.21) montre que EndA(M5 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

-• •�
5 8

...

γ

δ

Le cas(2+8)montre que EndA(M2 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

-• •�
2 8

...

θ

λ

On vérifie queθ = αγ etλ = δβ ( etη = γδ qui est d́ejà montŕee dans la preuve du cas(5+8)). On obtient
donc que EndA(M2 ⊕M5 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

III10 �
-• • •-

�
...

...
...

2 5 8

α

β

γ

δ
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(2) Pourn ≥ 1,M8 = S2[n] =

(
1

<<��
2 3

)
[n− 1]. Notons

γ : M5 =
2

<<
1

<<��
3 2

__�
�

�
�

__ →M8 =

(
1

<<��
2 3

__�
�

�
�

__

)
[n− 1]

Si n = 1,

δ : M5 =
2

<<
1

<<��
3 2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _

←↩ M8 =
1

<<��
2 3

et sin ≥ 2,

δ : M5 =
2

<<
1

<<��
3 2

_ _ _ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _ _ _

� M8 =

(
1

<<��
2 3

)
[n− 1] =

(
1

<<��
2

<<��
2 3 1

_ _ _ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _ _ _

)
[n− 2]

θ : M2 =
2 ∼<<

1
<<��

3 2

__�
�

�
�

__ →M8 =

(
1

<<��
2 3

__�
�

�
�

__

)
[n− 1]

Si n = 1,

λ : M2 =
2
∼

<<
1

<<��
3 2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _

←↩ M8 =
1

<<��
2 3

et sin ≥ 2,

λ : M2 =
2 ∼<<

1
<<��

3 2
=

2 <<<<

2
<<

1
<<��

3 2

_ _ _ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _ _ _

←M8 =

(
1

<<��
2 3

)
[n−1] =

(
1

<<��
2

<<��
2 3 1

_ _ _ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _ _ _

)
[n−2]

Le cas(5+8)(Lemme 4.2.21) montre que EndA(M5 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

-• •�
5 8

...

γ

δ

Le cas(2+8) (Lemme 4.2.17) montre que EndA(M2 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

-• •�
2 8

...

θ

λ

On vérifie queθ = αγ etλ = δβ ( etη = γδ qui est d́ejà montŕee dans la preuve du cas(5+8)). On obtient
donc que EndA(M2 ⊕M5 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre
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III10 �
-• • •-

�
...

...
...

2 5 8

α

β

γ

δ

(3) Pourn ≥ 1,M8 = S2[−n] =

(
2

<<
1

��
3

)
[−n+ 1]. Notons sin = 1,

γ : M5 =
2

<<
1

<<��
3 2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _

� M8 =
2

<<
1

��
3

et sin ≥ 2,

γ : M5 =
2

<<
1

<<��
3 2

↪→M8 =

(
2

<<
1

��
3

)
[−n+ 1] =

(
2

<<
1

�� <<
3
∼��

3 2

_ _ _ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _ _ _

)
[−n+ 2]

δ : M5 =
2

<<
1

<<��
3 2

__�
�

�
�

__

←M8 =

(
2

<<
1

��
3

__�
�

�
�

__
)

[−n+ 1]

θ : M2 =
2 ∼<<

1
<<��

3 2
=

2
<<

3 <<<<
1

<<��
3 2

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ →M8 =

(
2

<<
1

��
3

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

)
[−n+ 1]

λ : M2 =
2 ∼<<

1
<<��

3 2
__�
�

�
�

__

←M8 =

(
2

<<
1

��
3

__�
�

�
�

__
)

[−n+ 1]

Le cas(5+8) (Lemme 4.2.21) montre que EndA(M5 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

II2
-• •�

5 8

...

γ

δ

Le cas(2+8)(Lemme 4.2.17) montre que EndA(M2 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

II2
-• •�

2 8

...

θ

λ

On vérifie queθ = αγ etλ = δβ ( etη = γδ qui est d́ejà montŕee dans la preuve du cas(5+8) ). On obtient
donc que EndA(M2 ⊕M5 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre
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III10 �
-• • •-

�
...

...
...

2 5 8

α

β

γ

δ

2

Lemme 4.3.14 (4+6+8)

Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z, M ∈ diag(S2)

III10 �
-• • •-

�
...

...
...

4 6 8

Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(2+5+8)(Lemme 4.3.13)

2

Lemme 4.3.15 (1+7+8)

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), i ∈ Z, M ∈

⋃
n∈Z

Ω6nsdiag(S1), N = Ω([−1]M [2])

III8 -• • •-
�
...

...
1 8 7

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), i ∈ Z, M ∈

⋃
n∈Z

Ω6nsdiag(S1), N = Ω([2]M [−1])

III8 -• • •-
�
...

...
1 7 8

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), i ∈ Z, M ∈

⋃
n∈Z

Ω6nsdiag

(
2 ∼<<

1
��

3

)
, N = Ω([−1]M [2])
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III9 �• • •-
�
...

...
1 7 8

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), i ∈ Z, M ∈

⋃
n∈Z

Ω6nsdiag

(
2 ∼<<

1
��

3

)
, N = Ω([2]M [−1])

III9 �• • •-
�
...

...
1 8 7

Démonstration Le cas(1+7)(Lemme 4.2.12) montre qu’il existei ∈ Z tel que

M1 = Ωi

(
1

<<

2

)
et Ω−iM7 ∈

⋃
6n∈Z

Ωnsdiag(S1)

ou

M1 = Ωi

(
1

<<

2

)
et Ω−iM7 ∈

⋃
6n∈Z

Ωnsdiag

(
2 ∼<<

1
��

3

)
;

le cas(7+8) (Lemme 4.2.27) montre qu’étant fix́e M7, M8 = Ω([−1]M7[2]) ou M8 = Ω([2]M7[−1]); le cas
(1+8)(Lemme 4.2.13) montre que les modulesM1 etM8 ainsi obtenus sont compatibles.

Calculons maintenant EndA(M1 ⊕M7 ⊕M8). On distingue des cas.

(1) M1 =
1

<<

2
, M7 ∈

⋃
6n∈Z Ωnsdiag(S1) M8 = Ω([−1]M7[2]). On peut supposer queM1 =

1
<<

2
,

M7 ∈ sdiag(S1) etM8 = Ω([−1]M7[2]).

(i) M7 = S1 et doncM8 =

2
<<��

1
<<

3
��

1

2

. Notons

α : M1 =
1

<<

2
↪→M8 =

2
<<��

1
<<

3
��

1

2

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

, δ : M1 =
1

<<

2
� M7 = S1

β : M8 =

2
<<��

1
<<

3
��

1

2

__�
�

�
�

__ � M7 = S1, γ : M8 =

2
<<��

1
<<

3
��

1

2

__�
�

�
�

__ ←↩ M7 = S1

Le cas(1+7) (Lemme 4.2.12) montre que EndA(M1 ⊕M7) est isomorphèa l’algèbre
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-• •
1 7

δ

Le cas(1+8) (Lemme 4.2.13) montre que EndA(M1 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

-• •
1 8

α

Le cas(7+8) (Lemme 4.2.27) montre que EndA(M7 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

-• •
β

γ
�

8 7

...
...

On vérifie queδ = αβ et on obtient donc que EndA(M1 ⊕M7 ⊕M8) est

III8 -• • •-
�
...

...
1 8 7

α
β

γ

(ii) Pourn ≥ 1,M7 = S1[n] =

(
3

��
∼<<

1 2

)
[n−1] etM8 =


2

<<��
3 ∼<<��

1
<<

3
��

1 2

2

 [n−1].

Notons

α : M1 =
1

<<

2
↪→M8 =


2

<<��
3 ∼<<��

1
<<

3
��

1 2

2

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _

 [n− 1]

δ : M1 =
1

<<

2

__�
�

�
�

__ →M7 =

(
3 ∼<<��

1 2
__�
�

�
�

__

)
[n− 1]

β : M8 =


2

<<��
3 ∼<<��

1
<<

3
��

1 2

2

__�
�

�
�__

 [n− 1]→M7 =

(
3 ∼<<��

1 2
__�
�

�
�

__

)
[n− 1]

γ : M8 =


2

<<��
3 ∼<<��

1
<<

3
��

1 2

2

 [n−1] =

2
<<��

3 ∼<<��
· · ·

|||
1

<<
3

��
1 2

2

_ _ _ _ _ _�

�

�

�
_ _ _ _ _ _ ←↩ M7 =

(
3 ∼<<��

1 2

)
[n−1]

Le cas(1+7) (Lemme 4.2.12) montre que EndA(M1 ⊕M7) est isomorphèa l’algèbre
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-• •
1 7

δ

Le cas(1+8) (Lemme 4.2.13) montre que EndA(M1 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

-• •
1 8

α

Le cas(7+8) (Lemme 4.2.27) montre que EndA(M7 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

-• •
β

γ
�

8 7

...
...

On vérifie queδ = αβ et on obtient donc que EndA(M1 ⊕M7 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

III8 -• • •-
�
...

...
1 8 7

α
β

γ

(iii) Pourn ≥ 1,

M7 = S1[−n] =

(
1

<<
3∼

��
2

)
[−n+ 1] et M8 =

(
1

<<
3

��
2

)
[−n+ 1].

δ : M1 =
1

<<

2
↪→M7 = S1[−n] =

(
1

<<
3
∼��

2

_ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _

)
[−n+ 1]

α : M1 =
1

<<

2
↪→M8 =

(
1

<<
3

��
2

_ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _

)
[−n+ 1]

si n = 1,

β : M8 =
1

<<
3

��
2

↪→M7 =

(
1

<<
3∼

��
2

)
[−n+ 1] =


3

����
1

<<
3

��
2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _

 [−n+ 1]

et sin ≥ 2,

β : M8 =

(
1

<<
3

�� <<
2

��
2 1

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _

)
[−n+1]→M7 =

(
1

<<
3∼

��
2

)
[−n+1] =


3

����
1

<<
3

��
2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _

 [−n+1]
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γ : M8 =

(
1

<<
3

��
2

)
[−n+1] =

(
1

<<
3

BBB��
2 · · ·

_ _ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _ _

)
[−n+1]←M7 =


3

�� BBB

1
<<

2
����

· · ·

2

_ _ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _ _

 [−n+1]

Le cas(1+7) (Lemme 4.2.12) montre que EndA(M1 ⊕M7) est isomorphèa l’algèbre

-• •
1 7

δ

Le cas(1+8) (Lemme 4.2.13) montre que EndA(M1 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

-• •
1 8

α

Le cas(7+8) (Lemme 4.2.27) montre que EndA(M7 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

-• •
β

γ
�

8 7

...
...

On vérifie queδ = αβ et on obtient donc que EndA(M1 ⊕M7 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

III8 -• • •-
�
...

...
1 8 7

α
β

γ

(2) M1 =
1

<<

2
,M7 ∈

⋃
n∈Z Ω6nsdiag(S1) M8 = Ω([2]M7[−1]). On peut supposer queM7 ∈ sdiag(S1)

(i) Pourn ≥ 1,M7 = S1 etM8 =

3
<<��

1 2
<<

1
��

3

.

α′ : M1 =
1

<<

2

__�
�

�
�

__ →M8 =

3
<<��

1 2
<<

1
��

3

__�
�

�
�__

γ′ : M7 = S1 ↪→M8 =


3

<<��
1 2

<<
1

<<��
3∼

��
3 2

__�
�

�
�

__

 [−n+ 1]
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β′ : M7 = S1 � M8 =

3
<<��

1 2
<<

1
��

3

__�
�

�
�

__

Le cas(1+7) (Lemme 4.2.12) montre que EndA(M1 ⊕M7) est isomorphèa l’algèbre

-• •
1 7

δ

Le cas(1+8) (Lemme 4.2.13) montre que EndA(M1 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

-• •
1 8

α′

Le cas(7+8) (Lemme 4.2.27) montre que EndA(M7 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

-• •
γ′

β′
�

7 8

...
...

On vérifie queα′ = δγ′ et on obtient donc que EndA(M1 ⊕M7 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

III8 -• • •-
�
...

...
1 7 8

δ
γ′

β′

(ii ) Pourn ≥ 1,M7 = S1[n] =

(
3 ∼<<��

1 2

)
[n− 1] etM8 =

(
3

<<��
1 2

)
[n− 1].

α′ : M1 =
1

<<

2

__�
�

�
�

__ →M8 =

(
3

<<��
1 2

__�
�

�
�__

)
[n− 1]

si n = 1,

γ′ : M7 =
3 ∼<<��

1 2
=

3
<<��

1 2 <<<<

2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _ � M8 =

3
<<��

1 2

et sin ≥ 2,

γ′ : M7 =

(
3 ∼<<��

1 2

)
[n−1] =


3

<<��
1 2 <<<<

2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _

 [n−1]→M8 =

(
3

<<��
1

<<��
1 2 3

_ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _

)
[n−2]
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β′ : M7 =

(
3 ∼<<��

1 2

)
[n−1] =

3 <<<<��
1 3

<<
· · ·

|||
2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _

←M8 =

(
3

<<��
1 2

)
[n−1] =

3
<<��

· · ·
|||

1 2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _

Le cas(1+7) (Lemme 4.2.12) montre que EndA(M1 ⊕M7) est isomorphèa l’algèbre

-• •
1 7

α

où le morphismeδ est d́efini dans (1). Le cas(1+8) montre que EndA(M1 ⊕M8) est isomorphèa
l’algèbre

-• •
1 8

α′

Le cas(7+8)(Lemme 4.2.27) montre que EndA(M7 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

-• •
γ′

β′
�

7 8

...
...

On vérifie queα′ = δγ′ et on obtient donc que EndA(M1 ⊕M7 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

III8 -• • •-
�
...

...
1 7 8

δ
γ′

β′

(iii) Pourn ≥ 1,M7 = S1[−n] =

(
1

<<
3∼

��
2

)
[−n+1] etM8 =


3

<<��
1 2

<<
1

<<��
3∼

��
3 2

 [−n+

1]. Notons

α′ : M1 =
1

<<

2

__�
�

�
�

__ →M8 =


3

<<��
1 2

<<
1

<<��
3∼

��
3 2

__�
�

�
�__

 [−n+ 1]

γ′ : M7 =

(
1

<<
3∼

��
2

__�
�

�
�

__
)

[−n+ 1]→M8 =


3

<<��
1 2

<<
1

<<��
3∼

��
3 2

__�
�

�
�

__

 [−n+ 1]
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β′ : M7 =
1

<<
3∼

�� BBB

2 · · ·
� M8 =

3
<<��

1 2
<<

1
<<��

3∼
�� BBB

3 2 · · ·

_ _ _ _ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _ _ _ _

Le cas(1+7) (Lemme 4.2.12) montre que EndA(M1 ⊕M7) est isomorphèa l’algèbre

-• •
1 7

δ

Le cas(1+8) (Lemme 4.2.13) montre que EndA(M1 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

-• •
1 8

α′

Le cas(7+8) (Lemme 4.2.27) montre que EndA(M7 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

-• •
γ′

β′
�

7 8

...
...

On vérifie queα′ = δγ′ et on obtient donc que EndA(M1 ⊕M7 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

III8 -• • •-
�
...

...
1 7 8

δ
γ′

β′

2

Lemme 4.3.16 (2+7+8)

Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), i ∈ Z, M ∈

⋃
6n∈Z

Ω6nsdiag(S1), N = Ω([−1]N [2])
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III14 • •

•

-
�

S
S

S
S

S
S
Sw�

�
�

�
�

�
�7

...

········

...

2

7 8

Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), i ∈ Z, M ∈

⋃
6n∈Z

Ω6nsdiag(S1), N = Ω([2]N [−1])

III14 • •

•

-
�

S
S

S
S

S
S
Sw�

�
�

�
�

�
�7

...

········

...

2

8 7

Démonstration Le cas(2+7) (Lemme 4.2.16) montre qu’il existei ∈ Z tel que

M2 = Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
et Ω−iM7 ∈

⋃
6n∈Z

Ω6nsdiag(S1) ;

le cas(7+8) (Lemme 4.2.27) montre qu’étant fix́e M7, M8 = Ω([−1]M7[2]) ou M8 = Ω([2]M7[−1]); le cas
(2+8) (Lemme 4.2.17) montre queM1 et M8 sont compatibles, en effet, siΩ−iM7 ∈

⋃
6n∈Z Ωnsdiag(S1) et

M8 = Ω([−1]M7[2]) ouM8 = Ω([2]M7[−1]), alorsM8 ∈
⋃

6n∈Z Ωnsdiag

(
3

<<��
1 2

)
.

Calculons maintenant EndA(M2 ⊕M7 ⊕M8). On distingue des cas.

(1) M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

, M7 ∈
⋃

6n∈Z Ω6nsdiag(S1) etM8 = Ω([−1]M7[2]). On peut supposer queM7 ∈

sdiag(S1).

(i) M7 = S1 et doncM8 =

2
<<��

1
<<

3
��

1

2

. Notons

γ : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�

__ � M7 = S1, δ : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�

__

←↩ M7 = S1
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θ : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _
→M8 =

2
<<��

1
<<

3
��

1

2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _

, α : M7 = S1 ↪→M8 =

2
<<��

1
<<

3
��

1

2

__�
�

�
�

__

λ : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�

__

←↩ M8 =

2
<<��

1
<<

3
��

1

2

__�
�

�
�

__ , β : M7 = S1 � M8 =

2
<<��

1
<<

3
��

1

2

__�
�

�
�

__

Le cas(2+7)(Lemme 4.2.16) montre que EndA(M2 ⊕M7) est isomorphèa l’algèbre

-• •�
2 7

...

γ

δ

Le cas(2+8)(Lemme 4.2.17) montre que EndA(M2 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

-• •�
2 7

...

θ

λ

Le cas(7+8) (Lemme 4.2.27) montre que EndA(M7 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

-• •
α

β
�

7 8

...
...

On vérifie queθβ = γ, βδ = λ etδθ = 0. On obtient donc que EndA(M2 ⊕M7 ⊕M8) est isomorphe
à l’algèbre

III14 • •

•

-
�

S
S

S
S

S
S
Sw�

�
�

�
�

�
�7

...

········

...

2

7 8

α

β

δ θ
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(ii) Pourn ≥ 1,

M7 = S1[n] =

(
3 ∼<<��

1 2

)
[n− 1] et M8 =


2

<<��
3 ∼<<��

1
<<

3
��

1 2

2

 [n− 1].

γ : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�__ →M7 =

(
3 ∼<<��

1 2
__�
�

�
�__

)
[n− 1]

δ : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

_ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _

←M7 =

(
3 ∼<<��

1 2

)
[n− 1] =


3

<<

1 2 <<<<

2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _

 [n− 1]

θ : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _
→M8 =


2

<<��
3 ∼<<��

1
<<

3
��

1 2

2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _

 [n− 1]

λ : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�__

←M8 =


2

<<��
3 ∼<<��

1
<<

3
��

1 2

2

__�
�

�
�

__

 [n− 1]

α : M7 =
3 ∼<<��

· · ·
|||

1 2
↪→M8 =

2
<<��

3 ∼<<��
· · ·

|||
1

<<
3

��
1 2

2

_ _ _ _ _ _�

�

�

�_ _ _ _ _ _

β : M7 =

(
3 ∼<<��

1 2
__�
�

�
�

__

)
[n− 1]←M8 =


2

<<��
3 ∼<<��

1
<<

3
��

1 2

2

__�
�

�
�__

 [n− 1]

Le cas(2+7) (Lemme 4.2.16) montre que EndA(M2 ⊕M7) est isomorphèa l’algèbre

II2
-• •�

2 7

...

γ

δ

Le cas(2+8)(Lemme 4.2.17) montre que EndA(M2 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

II2
-• •�

2 8

...

θ

λ

Le cas(7+8)(Lemme 4.2.27) montre que EndA(M7 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre
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-• •
α

β
�

7 8

...
...

On vérifie queθβ = γ, βδ = λ etδθ = 0. On obtient donc que EndA(M2 ⊕M7 ⊕M8) est isomorphe
à l’algèbre

III14 • •

•

-
�

S
S

S
S

S
S
Sw�

�
�

�
�

�
�7

...

········

...

2

7 8

α

β

δ θ

(iii) Pourn ≥ 1,M7 = S1[−n] =

(
1

<<
3∼

��
2

)
[n− 1] etM8 =

(
1

<<
3

��
2

)
[n− 1].

γ : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _
→M7 =

(
1

<<
3∼

��
2

)
[n− 1] =


3

����
1

<<
3

��
2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _

 [n− 1]

δ : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�

__

←M7 =

(
1

<<
3∼

��
2

__�
�

�
�

__
)

[n− 1]

si n = 1,

θ : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _
� M8 =

1
<<

3
��

2

et sin ≥ 2,

θ : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

↪→M8 =

(
1

<<
3

��
2

)
[n− 1] =

(
1

<<
3

�� <<
2

��
2 1

_ _ _ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _ _ _

)
[n− 2]

λ : M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

__�
�

�
�__

←M8 =

(
1

<<
3

��
2

__�
�

�
�__

)
[n− 1]

α : M7 =

(
1

<<
3∼

��
2

)
[n− 1] =

3
�� BBB

1
<<

2
����

· · ·

2

_ _ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _ _ →M8 =
1

<<
3

�� BBB

2 · · ·

_ _ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _ _



Trois facteurs 251

si n = 1,

β : M7 =

(
1

<<
3∼

��
2

)
[n− 1] =


3

����
1

<<
3

��
2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _

 [n− 1]←↩ M8 =
1

<<
3∼

��
2

si n ≥ 2,

β : M7 =

(
1

<<
3∼

��
2

)
[n−1] =


3

����
1

<<
3

��
2

_ _ _ _�
�
�

�
�
�

_ _ _ _

 [n−1]←M8 =

(
1

<<
3

�� <<
2

��
2 1

_ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _

)
[n−2]

Le cas(2+7) (Lemme 4.2.16) montre que EndA(M2 ⊕M7) est isomorphèa l’algèbre

II2
-• •�

2 7

...

γ

δ

Le cas(2+8) (Lemme 4.2.17)montre que EndA(M1 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

II2
-• •�

2 8

...

θ

λ

Le cas(7+8) (Lemme 4.2.27) montre que EndA(M7 ⊕M8) est isomorphèa l’algèbre

-• •
α

β
�

7 8

...
...

On vérifie queθβ = γ, βδ = λ etδθ = 0. On obtient donc que EndA(M2 ⊕M7 ⊕M8) est isomorphe
à l’algèbre

III14 • •

•

-
�

S
S

S
S

S
S
Sw�

�
�

�
�

�
�7

...

········

...

2

7 8

α

β

δ θ
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(2) M2 =
1

<<
3

<<��
2 1

, M7 ∈
⋃

6n∈Z Ω6nsdiag(S1) etM8 = Ω([2]M7[−1]). On utilise la m̂eme ḿethode

que celle de (1). On obtient le carquois avec relations désiŕe.

2

Lemme 4.3.17 (3+7+8)

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), i ∈ Z, M ∈

⋃
6n∈Z

Ω6ndiag(S1), N = Ω([−1]M [2])

III9 �• • •-
�
...

...
3 8 7

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), i ∈ Z, M ∈

⋃
6n∈Z

Ω6ndiag(S1), N = Ω([2]M [−1])

III9 �• • •-
�
...

...
3 7 8

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), i ∈ Z, M ∈

⋃
6n∈Z

Ω6ndiag

(
3 ∼<<��

1 2

)
, N = Ω([−1]M [2])

III8 -• • •-
�
...

...
3 7 8

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), i ∈ Z, M ∈

⋃
6n∈Z

Ω6ndiag

(
3 ∼<<��

1 2

)
, N = Ω([2]M [−1])

III8 -• • •-
�
...

...
3 8 7
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Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+7+8)(Lemme 4.3.15).

2

Lemme 4.3.18 (4+7+8)

Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), i ∈ Z, M ∈

⋃
6n∈Z

Ω6ndiag

(
3 ∼<<��

1 2

)
, N = Ω([−1]M [2])

III14 • •

•

-
�

S
S

S
S

S
S
Sw�

�
�

�
�

�
�7

...

········

...

4

8 7

Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), i ∈ Z, M ∈

⋃
6n∈Z

Ω6ndiag

(
3 ∼<<��

1 2

)
, N = Ω([2]M [−1])

III14 • •

•

-
�

S
S

S
S

S
S
Sw�

�
�

�
�

�
�7

...

········

...

4

7 8

Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(2+7+8)(Lemme 4.3.16).

2

Lemme 4.3.19 (1+8+6)

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3

�� <<

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S2 |m ∈ Z}
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III6 �• • •�················
-

...
1 8 6

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3

�� <<

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m+ 1]S2 |m ∈ Z}

III7 -• • •-
�

················ ...
1 8 6

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3

�� <<

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m+ 1]S2 |m ∈ Z}

III6 �• • •�················
-

...
1 8 6

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3

�� <<

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m− 1]S2 |m ∈ Z}

III7 -• • •-
�

················ ...
1 8 6

Ωi

(
2 ∼<<

3

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3

�� <<

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m− 1]S2 |m ∈ Z}

III6 �• • •�················
-

...
1 8 6
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Ωi

(
2 ∼<<

3

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3

�� <<

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S2 |m ∈ Z}

III7 -• • •-
�

················ ...
1 8 6

Démonstration Le cas(6+8) (Lemme 4.2.23) montre qu’il existei ∈ Z tel que

Ω−iM8 ∈ diag(S2) et M6 = Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
.

Le cas(1+8) (Lemme 4.2.13) montre que

(i) M1 = Ωi

(
1

<<

2

)
, M8 = Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
6n∈Z Ω6nsdiag(S2)

(ii) M1 = Ωi

(
1

<<

2

)
, M8 = Ωi(M), i ∈ Z,M ∈

⋃
6n∈Z Ω6nsdiag

(
3

<<��
1 2

)

(iii) M1 = Ωi

(
3

<<

1

)
,Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
6n∈Z Ω6nsdiag

(
3

<<��
1 2

)

(iv) M1 = Ωi

(
3

<<

1

)
, M8 = Ωi(M), i ∈ Z,M ∈

⋃
6n∈Z Ω6nsdiag(S3)

(v) M1 = Ωi

(
2 ∼<<

3

)
, M8 = Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
6n∈Z Ω6nsdiag(S3)

(vi) M1 = Ωi

(
2 ∼<<

3

)
, M8 = Ωi(M), i ∈ Z,M ∈

⋃
6n∈Z Ω6nsdiag(S2)

CommeM1 etM6 sont ind́ependents, en calculant les intersections des diags et sdiags, on obtient les possi-
bilit és dans l’́enonće et si on a un morphisme non projectif deM1 àM8 et un morphisme non projectif deM8 à
M6 (ou la direction ŕeciproque), alors leur composé est nul dans la catégorie stable et les carquois avec relations
en d́eroulent.

2

Lemme 4.3.20 (2+8+6)

Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3

�� <<

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m+ 1]S2 |m ∈ Z}



Trois facteurs 256

III11 �
-• • •-

�
...

...
················
················

2 8 6

Ωi

(
3

<<
2 ∼<<��

1 3

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3

�� <<

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m− 1]S2 |m ∈ Z}

III11 �
-• • •-

�
...

...
················
················

2 8 6

Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3

�� <<

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S2 |m ∈ Z}

III11 �
-• • •-

�
...

...
················
················

2 8 6

Démonstration Le cas(6+8) (Lemme 4.2.23) montre qu’il existei ∈ Z tel que

Ω−iM8 ∈ diag(S2) et M6 = Ωi

(
2

<<
3

�� <<

1 2

)
.

Le cas(2+8) (Lemme 4.2.17) montre que

(i) M2 = Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, M8 = Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
6n∈Z Ω6nsdiag

 3
<<��

1 2


(ii) M2 = Ωi

(
3

<<
2 ∼<<��

1 3

)
, M8 = Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
6n∈Z Ω6nsdiag(S3)

(iii) M2 = Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
, M8 = Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
6n∈Z Ω6nsdiag(S2)

CommeM2 etM6 sont ind́ependents, en calculant les intersections des diags et sdiags, on obtient les possi-
bilit és dans l’́enonće et si on a un morphisme non projectif deM1 àM8 et un morphisme non projectif deM8 à
M6 (ou la direction ŕeciproque), alors leur composé est nul dans la catégorie stable et les carquois avec relations
en d́eroulent.
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2

Lemme 4.3.21 (3+8+5)

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { S2[3n] | n ∈ Z}

III7 -• • •-
�

················ ...
3 8 5

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { S2[3n− 1] | n ∈ Z}

III6 �• • •�················
-

...
3 8 5

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { S2[3n+ 1] | n ∈ Z}

III7 -• • •-
�

················ ...
3 8 5

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { S2[3n] | n ∈ Z}

III6 �• • •�················
-

...
3 8 5

Ωi

(
1

<<

3

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { S2[3n− 1] | n ∈ Z}
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III7 -• • •-
�

················ ...
3 8 5

Ωi

(
1

<<

3

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { S2[3n+ 1] | n ∈ Z}

III6 �• • •�················
-

...
3 8 5

Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+8+6)(Lemme 4.3.19).

2

Lemme 4.3.22 (4+8+5)

Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕⊕Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { S2[3n] | n ∈ Z}

III11 �
-• • •-

�
...

...
················
················

4 8 5

Ωi

(
3 ∼<<

1
<<��

2 3

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { S2[3n+ 1] | n ∈ Z}

III11 �
-• • •-

�
...

...
················
················

4 8 5

Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { S2[3n− 1] | n ∈ Z}
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III11 �
-• • •-

�
...

...
················
················

4 8 5

Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(2+8+6)(Lemme 4.3.20).

2

Lemme 4.3.23 (1+7+4)

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

III7 -• • •-
�

················ ...
1 7 4

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m− 1]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

III6 �• • •�················
-

...
1 7 4

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m+ 1]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

III7 -• • •-
�

················ ...
1 7 4

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}
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III6 �• • •�················
-

...
1 7 4

Ωi

(
2 ∼<<

3

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m− 1]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

III7 -• • •-
�

················ ...
1 7 4

Ωi

(
2 ∼<<

3

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m+ 1]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

III6 �• • •�················
-

...
1 7 4

Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+8+4)(Lemme 4.3.24).

2

Lemme 4.3.24 (1+8+4)

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S2[3n] |m,n ∈ Z}

III6 �• • •�················
-

...
1 8 4

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m+ 1]S2[3n] |m,n ∈ Z}
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III7 -• • •-
�

················ ...
1 8 4

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m+ 1]S2[3n] |m,n ∈ Z}

III6 �• • •�················
-

...
1 8 4

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m− 1]S2[3n] |m,n ∈ Z}

III7 -• • •-
�

················ ...
1 8 4

Ωi

(
2 ∼<<

3

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m− 1]S2[3n] |m,n ∈ Z}

III7 �• • •�················
-

...
1 8 4

Ωi

(
2 ∼<<

3

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S2[3n] |m,n ∈ Z}

III6 -• • •-
�

················ ...
1 8 4
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Démonstration Le cas(4+8) (Lemme 4.2.19) montre qu’il existei ∈ Z tel que

Ω−iM8 ∈
⋃

6n∈Z
Ω6n diag(S2) et M4 = Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
.

Le cas(1+8) (Lemme 4.2.13) explicit́e dans la preuve du cas(1+8+6) (Lemme 4.3.19) donne les possibilités de
M1 ⊕M8. CommeM1 etM4 sont ind́ependents, en calculant les intersections des diags et sdiags, on déduit les
possibilit́es dans l’́enonće et si on a un morphisme non projectif deM1 àM8 et un morphisme non projectif deM8

àM4 (ou la direction ŕeciproque), alors leur composé est nul dans la catégorie stable et les carquois avec relations
en d́eroulent.

2

Lemme 4.3.25 (3+7+2)

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S1[3n] |m,n ∈ Z}

III6 �• • •�················
-

...
3 7 2

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

III7 -• • •-
�

················ ...
3 7 2

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

III6 �• • •�················
-

...
3 7 2

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S1[3n− 1] |m,n ∈ Z}
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III7 -• • •-
�

················ ...
3 7 2

Ωi

(
1

<<

3

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S1[3n− 1] |m,n ∈ Z}

III6 �• • •�················
-

...
3 7 2

Ωi

(
1

<<

3

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S1[3n] |m,n ∈ Z}

III7 -• • •-
�

················ ...
3 7 2

Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(3+8+2)(Lemme 4.3.27).

2

Lemme 4.3.26 (2+7+4)

Ωi

(
1

<<
3

�� <<

2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

III11 �
-• • •-

�
...

...
················
················

2 7 4

Ωi

(
1

<<
3

�� <<

2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
3 ∼<<

1
<<��

2 3

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S1[3n− 1] |m,n ∈ Z}
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III11 �
-• • •-

�
...

...
················
················

2 7 4

Ωi

(
1

<<
3

�� <<

2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m]S1[3n] |m,n ∈ Z}

III11 �
-• • •-

�
...

...
················
················

2 7 4

Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(2+8+4)(Lemme 4.3.28).

2

Lemme 4.3.27 (3+8+2)

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m+ 1]S2[3n] |m,n ∈ Z}

III7 -• • •-
�

················ ...
3 8 2

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m+ 1]S2[3n− 1] |m,n ∈ Z}

III6 �• • •�················
-

...
3 8 2

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m+ 1]S2[3n+ 1] |m,n ∈ Z}
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III7 -• • •-
�

················ ...
3 8 2

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m+ 1]S2[3n] |m,n ∈ Z}

III6 �• • •�················
-

...
3 8 2

Ωi

(
1

<<

3

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m+ 1]S2[3n− 1] |m,n ∈ Z}

III7 -• • •-
�

················ ...
3 8 2

Ωi

(
1

<<

3

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m+ 1]S2[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

III6 �• • •�················
-

...
3 8 2

Démonstration Le cas(2+8)(Lemme 4.2.17) montre qu’il existei ∈ Z tel qeu

Ω−iM8 ∈
⋃

6n∈Z
Ω6n diag

(
3

<<��
1 2

)
) et M2 = Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
.

Le cas(3+8)(Lemme 4.2.15) montre que

(i) M3 = Ωi

(
2

<<

1

)
, M8 = Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
6n∈Z Ω6ndiag(S2)
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(ii) M3 = Ωi

(
2

<<

1

)
, M8 = Ωi(M), i ∈ Z,M ∈

⋃
6n∈Z Ω6ndiag

(
2

<<
1

��
3

)

(iii) M3 = Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
6n∈Z Ω6ndiag(S3)

(iv) M3 = Ωi

(
2 ∼<<

3

)
, M8 = Ωi(M), i ∈ Z,M ∈

⋃
6n∈Z Ω6nsdiag(S2)

(v) M1 = Ωi

(
2 ∼<<

3

)
, M8 = Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
6n∈Z Ω6nsdiag

(
2

<<
1

��
3

)

(vi) M1 = Ωi

(
2 ∼<<

3

)
, M8 = Ωi(M), i ∈ Z,M ∈

⋃
6n∈Z Ω6nsdiag(S3)

CommeM3 etM2 sont ind́ependents, en calculant les intersections des diags et sdiags, on obtient les possi-
bilit és dans l’́enonće et si on a un morphisme non projectif deM3 àM8 et un morphisme non projectif deM8 à
M2 (ou la direction ŕeciproque), alors leur composé est nul dans la catégorie stable et les carquois avec relations
en d́eroulent.

2

Lemme 4.3.28 (2+8+4)

Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m+ 1]S2[3n] |m,n ∈ Z}

III11 �
-• • •-

�
...

...
················
················

2 8 4

Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
3 ∼<<

1
<<��

2 3

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m+ 1]S2[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

III11 �
-• • •-

�
...

...
················
················

2 8 4

Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
, i ∈ Z, M ∈ { [3m+ 1]S2[3n− 1] |m,n ∈ Z}
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III11 �
-• • •-

�
...

...
················
················

2 8 4

Démonstration Le cas(2+8) (Lemme 4.2.17) montre qu’il existei ∈ Z tel que

Ω−iM8 ∈
⋃

6n∈Z
Ω6n diag

(
3

<<��
1 2

)
et M2 = Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
.

Le cas(4+8) (Lemme 4.2.19) montre que

(i) M4 = Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, M8 = Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
6n∈Z Ω6ndiag(S2)

(ii) M4 = Ωi

(
3 ∼<<

1
<<��

2 3

)
, M8 = Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
6n∈Z Ω6nsdiag(S3)

(iii) M4 = Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
, M8 = Ωi(M), i ∈ Z, M ∈

⋃
6n∈Z Ω6nsdiag

(
2

<<
1

��
3

)
CommeM2 etM4 sont ind́ependents, en calculant les intersections des diags et sdiags, on obetient les possi-

bilit és dans l’́enonće et si on a un morphisme non projectif deM2 àM8 et un morphisme non projectif deM8 à
M4 (ou la direction ŕeciproque), alors leur composé est nul dans la catégorie stable et les carquois avec relations
en d́eroulent.

2
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4.4 Quatre facteurs

Lemme 4.4.1 (1+2+7+3)IV3, IV4,IV5, IV6

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<

1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n] |m,n ∈ Z}

IV4 �• • •� •�················
-

...
3 7 2 1

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<

1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

IV6 -• • •-
�

················ ... � •
13 7 2

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

IV4 �• • •� •�················
-

...
3 7 2 1

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n− 1] |m,n ∈ Z}

IV6 -• • •-
�

················ ... � •
13 7 2

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<

3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n− 1] |m,n ∈ Z}
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IV4 �• • •� •�················
-

...
3 7 2 1

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<

3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

IV6 -• • •-
�

················ ... � •
13 7 2

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<

1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n] |m,n ∈ Z}

IV3 �• • • - •�················
-

...
3 7 2 1

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<

1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

IV5 -• • •-
�

········ - •
········ ...

3 7 2 1

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

IV3 �• • • - •�················
-

...
3 7 2 1

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n− 1] |m,n ∈ Z}
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IV5 -• • •-
�

········ - •
········ ...

3 7 2 1

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<

3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n− 1] |m,n ∈ Z}

IV3 �• • • - •�················
-

...
3 7 2 1

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<

3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

IV5 -• • •-
�

········ - •
········ ...

3 7 2 1

Démonstration Le cas(1+2+7) (Lemme 4.3.5) montre qu’il existei ∈ Z tel queM1 = Ωi

(
1

<<

2

)
ou

Ωi

(
3

<<

1

)
, M2 = Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
et Ω−iM7 ∈

⋃
n∈Z Ω6nsdiag(S1). Le cas(3+7) (Lemme 4.2.14)

montre que

(i) M3 = Ωi

(
2

<<

1

)
, Ω−i(M7) ∈

⋃
n∈Z Ω6ndiag(S1)

(ii) M3 = Ωi

(
2

<<

1

)
, Ω−i(M7) ∈

⋃
n∈Z Ω6ndiag

(
3 ∼<<��

1 2

)

(iii) M3 = Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, Ω−i(M7) ∈

⋃
n∈Z Ω6ndiag

(
3 ∼<<��

1 2

)

(iv) M3 = Ωi

(
1

<<

2

)
, Ω−i(M7) ∈

⋃
n∈Z Ω6ndiag

(
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En calculant les intersections des diag et sdiag, on obtient les possiblités dans l’́enonće. CommeM1 ⊕M2 est
indépendent deM3, on d́eduit le carquois avec relations voulu de ceux du cas(1+2+7) (Lemme 4.3.5) et du cas
(3+7) (Lemme 4.2.14).

2

Lemme 4.4.2 (1+2+8+3)
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Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+2+7+3)(Lemme 4.4.1).

2

Lemme 4.4.3 (3+4+7+1)
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Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+2+7+3)(Lemme 4.4.1).

2

Lemme 4.4.4 (3+4+8+1)
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Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+2+7+3)(Lemme 4.4.1).

2

Lemme 4.4.5 (1+5+8+3)
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Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+2+7+3)(Lemme 4.4.1).

2

Lemme 4.4.6 (3+6+8+1)
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Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+2+7+3)(Lemme 4.4.1).

2

Lemme 4.4.7 (1+2+7+4)IV9, IV10
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)
⊕Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n] |m,n ∈ Z}
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Ωi

(
3

<<

1

)
⊕Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
3 ∼<<

1
<<��

2 3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n−1] |m,n ∈ Z}

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n] |m,n ∈ Z}
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Démonstration Le cas(1+2+7)(Lemme 4.3.5) implique qu’il existei ∈ Z tel queM1 = Ωi

(
1

<<

2

)
ou

M1 = Ωi

(
3

<<

1

)
,M2 = Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
etΩ−iM7

⋃
n∈Z Ω6nsdiag(S1). Le cas(4+7) (Lemme 4.2.18)

donne 3 cas

Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z,M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
3 ∼<<��

1 2

)

Ωi

(
3 ∼<<

1
<<��

2 3

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z,M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
1

<<
3∼

��
2

)

Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z,M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag(S1)

Les possibilt́es sont obtenues en calculant les intersections des diags et sdiags. Les carquois avec relations sont
obtenues en collant les deux des cas(1+2+7)(Lemme 4.3.5) et(4+7)(Lemme 4.2.18) et en utilisant le fait queM4

est ind́ependent deM1 ⊕M2.

2

Lemme 4.4.8 ( 1+2+8+4 )IV9, IV10

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m+1]S2[3n] |m,n ∈ Z}
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Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
3 ∼<<

1
<<��

2 3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m+1]S2[3n+1] |m,n ∈ Z}

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m+1]S2[3n−1] |m,n ∈ Z}
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Ωi

(
3

<<

1

)
⊕Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m+1]S2[3n] |m,n ∈ Z}

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
3 ∼<<

1
<<��

2 3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m+1]S2[3n+1] |m,n ∈ Z}

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m+1]S2[3n−1] |m,n ∈ Z}
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Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+2+7+4)(Lemme 4.4.7).

2

Lemme 4.4.9 (3+4+7+2 )IV9, IV10

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
3

<<
2 ∼<<��

1 3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m+1]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}



Quatre facteurs 282

IV10 �
-• • •-

�
...

... •
················
················

� •

2 7 4 3

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
3

<<
2 ∼<<��

1 3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m+1]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}
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Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+2+7+4)(Lemme 4.4.7).

2

Lemme 4.4.10 ( 3+4+8+2 )IV9, IV10

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m+1]S1[3n] |m,n ∈ Z}

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
3 ∼<<

1
<<��

2 3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S2[3n] |m,n ∈ Z}

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S2[3n] |m,n ∈ Z}

IV10 �
-• • •-

�
...

... •
················
················

� •

2 8 4 3

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m+1]S2[3n] |m,n ∈ Z}
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Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
3 ∼<<

1
<<��

2 3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S2[3n] |m,n ∈ Z}

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S2[3n] |m,n ∈ Z}
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Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+2+7+4)(Lemme 4.4.7).

2

Lemme 4.4.11 ( 1+5+8+4 )IV9, IV10

Ωi

(
2 ∼<<

3

)
⊕ Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n] |m,n ∈ Z}

Ωi

(
2 ∼<<

3

)
⊕Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
3 ∼<<

1
<<��

2 3

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n+1] |m,n ∈ Z}

Ωi

(
2 ∼<<

3

)
⊕Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n− 1] |m,n ∈ Z}
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Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n] |m,n ∈ Z}

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
3 ∼<<

1
<<��

2 3

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n+1] |m,n ∈ Z}

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
, i ∈ Z,M ∈ {S1[3n− 1] |m,n ∈ Z}



Quatre facteurs 284

IV9 �
-• • •-

�
...

... - •
················
················

4 8 5 1

Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+2+7+4)(Lemme 4.4.7).

2

Lemme 4.4.12 ( 3+6+8+2 )IV9, IV10

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m+1]S2 |m,n ∈ Z}

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
3

<<
2 ∼<<��

1 3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S2 |m,n ∈ Z}

Ωi

(
2 ∼<<

1

)
⊕ Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S2 |m,n ∈ Z}
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Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m+1]S2 |m,n ∈ Z}

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
3

<<
2 ∼<<��

1 3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S2 |m,n ∈ Z}

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S2 |m,n ∈ Z}
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Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+2+7+4)(Lemme 4.4.7).
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2

Lemme 4.4.13 ( 1+2+8+6 )IV9, IV10

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m+ 1]S2 |m ∈ Z}

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕ Ωi

(
3

<<
2 ∼<<��

1 3

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m− 1]S2 |m ∈ Z}

Ωi

(
2 ∼<<

3

)
⊕ Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S2 |m ∈ Z}
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Ωi

(
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)
⊕ Ωi

(
1
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3

<<��
2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m+ 1]S2 |m ∈ Z}

Ωi

(
2 ∼<<

3

)
⊕ Ωi

(
3

<<
2 ∼<<��

1 3

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2
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3

<<��
1 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m− 1]S2 |m ∈ Z}

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S2 |m ∈ Z}

IV9 �
-• • •-

�
...

... - •
················
················

6 8 2 1

Démonstration Combiner la cas(1+2+8)(Lemme 4.3.6) et(2+6+8)(Lemme 4.3.20) et constater queM1 ⊕M2

est ind́ependent deM6.

2

Lemme 4.4.14 ( 3+4+8+5)IV9, IV10

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n] | n ∈ Z}
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)
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(
2
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)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n+ 1] | n ∈ Z}

Ωi

(
1
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3

)
⊕ Ωi

(
1
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2

<<��
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)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2
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1

<<��
3 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n− 1] | n ∈ Z}
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Ωi
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2

)
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(
2
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3 ∼<<��
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)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2
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1

<<��
3 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n] | n ∈ Z}

Ωi

(
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)
⊕ Ωi

(
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1
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2 3

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2
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<<��
3 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n+ 1] | n ∈ Z}

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n− 1] | n ∈ Z}
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Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+2+8+6)(Lemme 4.4.13).

2

Lemme 4.4.15 (1+2+5+8 )IV7, IV8

Ωi

(
2 ∼<<

3

)
⊕ Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z,M ∈ sdiag(S2)

IV8 �
-• • •-

�
...

...
... •-

18 5 2



Quatre facteurs 287

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z,M ∈ sdiag(S2)
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Démonstration Le cas(2+5+8)(Lemme 4.3.13) implique qu’il existei ∈ Z tel que

M2 = Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
, M5 = Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
et Ω−iM8 ∈ sdiag(S2).

Le cas(1+2) (Lemme 4.2.2) montre que siM5 = Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
, alorsM1 = Ωi

(
2 ∼<<

3

)
ouM1 =

Ωi

(
1

<<

2

)
et le cas(1+5+8)(Lemme 4.3.11) montre queM1,M5 etM8 sont compatibles.

2

Lemme 4.4.16 (3+4+6+8)IV7, IV8

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi

(
2
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3 ∼<<��

1 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
3

<<��
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)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z,M ∈ diag(S2)
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)
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(
2

<<
3 ∼<<��
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)
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(
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)
⊕ Ωi(M), i ∈ Z,M ∈ diag(S2)
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Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+2+5+8)(Lemme 4.4.15).

2
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Lemme 4.4.17 (2+5+8+3 )IV11, IV12

Ωi
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3 2

)
⊕ Ωi

(
2
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1

<<��
3 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<

1

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n] | n ∈ Z}
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3 2

)
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(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2
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1

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n− 1] | n ∈ Z}
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...

-
�

Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n+ 1] | n ∈ Z}

IV11 -• • • •�

················ -...
3 8 5 2

...
...

-
�

Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n] | n ∈ Z}

IV12 �• • • •�················
-

...
3 8 5 24

...
...

-
�

Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<

3

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n− 1] | n ∈ Z}

IV11 -• • • •�

················ -...
3 8 5 2

...
...

-
�
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Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<

3

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n+ 1] | n ∈ Z}

IV12 �• • • •�················
-

...
3 8 5 24

...
...

-
�

Démonstration Le cas(2+5+8)(Lemme 4.3.13) montre qu’il existei ∈ Z tel que

M2 = Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
,M5 = Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
et Ω−iM8 ∈ sdiag(S2)

et on utilise la description du cas(3+8)(Lemme 4.2.15) donńee dans la preuve du cas(3+8+2)(Lemme 4.3.27). En
calculant les intersections des diag et sdiag, on obtient les possiblités dans l’́enonće. CommeM3 est ind́ependent
deM2 ⊕M5, on obtient les carquois avec relations.

2

Lemme 4.4.18 ( 4+6+8+1)IV11, IV12

Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<

2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S2 |m ∈ Z}

IV12 �• • • •�················
-

...
1 8 6 4

...
...

-
�

Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<

2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m+ 1]S2 |m ∈ Z}

IV11 -• • • •�

················ -...
1 8 6 4

...
...

-
�

Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
3

<<

1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m+ 1]S2 |m ∈ Z}

IV12 �• • • •�················
-

...
1 8 6 4

...
...

-
�
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Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
3

<<

1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m− 1]S2 |m ∈ Z}

IV11 -• • • •�

················ -...
1 8 6 4

...
...

-
�

Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2 ∼<<

3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m− 1]S2 |m ∈ Z}

IV12 �• • • •�················
-

...
1 8 6 4

...
...

-
�

Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2 ∼<<

3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S2 |m ∈ Z}

IV11 -• • • •�

················ -...
1 8 6 4

...
...

-
�

Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(2+5+8+3)(Lemme 4.4.17).

2

Lemme 4.4.19 (2+5+8+4 )IV13

Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
⊕Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
2

<<
3

��
∼<<

1 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n] | n ∈ Z}

Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
⊕Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
3 ∼<<

1
�� <<

2 3

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n+1] | n ∈ Z}

Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
⊕Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
1

<<
2

�� <<

3 1

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n−1] | n ∈ Z}
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IV13 �
-• • •-

�
...

... •
················
················

4 8 5 2

-
�
...

...

Démonstration Le cas(2+5+8)(Lemme 4.3.13) montre qu’il existei ∈ Z tel que

M2 = Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
, M5 = Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
et Ω−i(M8) ∈ sdiag(S2).

Le cas(4+8)(Lemme 4.2.19) montre que

(i) M4 = Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
etΩ−iM8 ∈

⋃
n∈Z Ω6ndiag(S2)

(ii) M4 = Ωi

(
3 ∼<<

1
<<��

2 3

)
etΩ−iM8 ∈

⋃
n∈Z Ω6ndiag

(
1

<<��
2 3

)

(iii) M4 = Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
etΩ−iM8 ∈

⋃
n∈Z Ω6ndiag

(
2

<<
1

��
3

)
En calculant les intersections des diags et sdiags, on obtient les possibilités dans l’́enonće et en remarquant que

M4 est ind́ependent deM2 ⊕M5, on obtient les carquois avec relations.

2

Lemme 4.4.20 ( 4+6+8+2)IV13

Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
1

<<
3

�� <<

2 1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m+1]S2 |m ∈ Z}

Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
3

<<
2

��
∼<<

1 3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S2 |m ∈ Z}

Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕Ωi

(
2

<<
3

<<��
1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
2 ∼<<

1
�� <<

3 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S2 |m ∈ Z}

IV13 �
-• • •-

�
...

... •
················
················

2 8 6 4

-
�
...

...

Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(2+5+8+4)(Lemme 4.4.19).

2
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Lemme 4.4.21 (1+7+8+4)IV17,18

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
3 ∼AA

1
<<}}

21 3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n−1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

IV18 • •

•

-
�

S
S

S
S
Sw�

�
�

��7

...
...

········

S
S

S
S

So

•

··········
··········
··········

8 7

4

1

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
3

<<
2 ∼<<��

1 3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n−1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])

IV18 • •

•

-
�

S
S

S
S
Sw�

�
�

��7

...
...

········

S
S

S
S

So

•

··········
··········
··········

7 8

4

1
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Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
3

<<
2 ∼<<��

1 3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n−1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

IV17 • •
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-
�

S
S

S
S
Sw�

�
�

��7

...
...

········

8 7

4

1

�
�

�
�

�/•

··········
··········
··········

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
3

<<
2 ∼<<��

1 3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n−1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])

IV17 • •

•

-
�

S
S

S
S
Sw�

�
�

��7

...
...

········

7 8

4

1

�
�

�
�
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··········
··········

Démonstration Le cas(1+7+8)(Lemme 4.3.15) montre qu’il existei ∈ Z tel que
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(i) M1 = Ωi

(
1

<<

2

)
,M7 = ΩiM etM8 = ΩiN avecM ∈

⋃
n∈Z Ω6nsdiag(S1) etN = Ω([−1]M [2])

(ii) M1 = Ωi

(
1

<<

2

)
,M7 = ΩiM etM8 = ΩiN avecM ∈

⋃
n∈Z Ω6nsdiag(S1) etN = Ω([2]M [−1])

(iii) M1 = Ωi

(
1

<<

2

)
, M7 = ΩiM et M8 = ΩiN avecM ∈

⋃
n∈Z Ω6nsdiag

(
2 ∼<<

1
��

3

)
et N =

Ω([−1]M [2])

(iv) M1 = Ωi

(
1

<<

2

)
, M7 = ΩiM et M8 = ΩiN avecM ∈

⋃
n∈Z Ω6nsdiag

(
2 ∼<<

1
��

3

)
et N =

Ω([2]M [−1])

Le cas(4+7+8)(Lemme 4.3.18) montre qu’il existei ∈ Z tel que

(i) M4 = Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, M7 = ΩiM et M8 = ΩiN avecM ∈

⋃
n∈Z Ω6ndiag

(
3 ∼<<��

1 2

)
et

N = Ω([−1]M [2])

(ii) M4 = Ωi

(
3 ∼<<

1
<<��

2 3

)
, M7 = ΩiM et M8 = ΩiN avecM ∈

⋃
n∈Z Ω6ndiag

(
1

<<
3∼

��
2

)
et

N = Ω([−1]M [2])

(iii) M4 = Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
, M7 = ΩiM et M8 = ΩiN avecM ∈

⋃
n∈Z Ω6ndiag(S1) et N =

Ω([−1]M [2])

(iv) M4 = Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, M7 = ΩiM et M8 = ΩiN avecM ∈

⋃
n∈Z Ω6ndiag

(
3 ∼<<��

1 2

)
et

N = Ω([2]M [−1])

(v) M4 = Ωi

(
3 ∼<<

1
<<��

2 3

)
, M7 = ΩiM et M8 = ΩiN avecM ∈

⋃
n∈Z Ω6ndiag

(
1

<<
3∼

��
2

)
et

N = Ω([2]M [−1])

(vi) M4 = Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
, M7 = ΩiM et M8 = ΩiN avecM ∈

⋃
n∈Z Ω6ndiag(S1) et N =

Ω([2]M [−1])

En calculant les intersections des diag et sdiag, on obtient les 12 possibilités dans l’́enonće. CommeM1

est ind́ependent deM4, on colle le carquois avec relations de(4+7+8)(Lemme 4.3.18) avec celui de(1+7+8)
(Lemme 4.3.15) en annulant le composé deM4 àM1 ou celui de la direction réciproque.

2

Lemme 4.4.22 ( 3+7+8+2)IV17,18
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Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
3

<<
2 ∼<<��

1 3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m+1]S1[3n] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])
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Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
3

<<
2 ∼<<��

1 3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m+1]S1[3n] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])

IV17 • •
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Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
3

<<
2 ∼<<��

1 3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m+1]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

IV18 • •
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-
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S
S

S
S
Sw�

�
�
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...

········

S
S

S
S

So

•
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··········
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7 8

2

3

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
3

<<
2 ∼<<��

1 3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m+1]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
2 ∼<<

1
<<��

3 2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])

IV18 • •
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S
S
Sw�
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��7
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...

········

S
S

S
S
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•

··········
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··········

8 7

2

3

Démonstration La preuve est simiairèa celle du cas(1+7+8+4)(Lemme 4.4.21).
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2

Lemme 4.4.23 (1+7+8+3)IV1, IV2,IV14

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N)⊕ Ωi

(
2

<<

1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
1

<<

3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n−1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

IV14 -• • •-

•

�

?

...
...•1 8 7··········

3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
2

<<

1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n−1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N)⊕ Ωi

(
1

<<

3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

IV1 -• • •-
�
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1 8 7 3

•�

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N)⊕ Ωi

(
2

<<

1

)
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Ωi

(
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2

)
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Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
1

<<

3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n−1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])
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3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
2

<<

1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n−1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N)⊕ Ωi

(
1

<<

3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])

IV1 -• • •-
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1 7 8 3

•�

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
2

<<

1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
1

<<

3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n−1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

IV2 �• • •-
�
...

...
1 7 8 3

•-
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Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
2

<<

1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n−1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
1

<<

3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])
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1

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
2

<<

1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
1

<<

3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n−1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])

IV2 �• • •-
�
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1 8 7 3

•-
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(
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2
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⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi
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<<

1

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n+1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])
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(
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<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
3 ∼<<

2

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n−1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N)⊕Ωi

(
1

<<

3

)
, i ∈ Z,M ∈ {[3m−1]S1[3n] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])
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IV14 -• • •-

•

�

?

...
...•3 8 7··········

1

Démonstration En regardant le cas(1+7+8)(Lemme 4.3.15), on fixeM1,M7 etM8. Pour chaque cas de(1+7+8)
parmi les quatres, il existe six cas pour(3+7+8) (Lemme 4.3.17). En effet, siM8 = Ω([−1]M7[2]), alors le cas
(3+7+8)donne

(i)

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag(S1), N = Ω([−1]M [2])

(ii)

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
3 ∼<<��

1 2

)
, N = Ω([−1]M [2])

(iii)

Ωi

(
1

<<

3

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
1

<<
3∼

��
2

)
, N = Ω([−1]M [2])

(iv)

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), M ∈

⋃
n∈Z

Ω6nndiag

(
3 ∼<<��

1 2

)
, N = Ω([−1]M [2])

(v )

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
1

<<
3∼

��
2

)
, N = Ω([−1]M [2])

(vi)

Ωi

(
1

<<

3

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag(S1), N = Ω([−1]M [2])

siM8 = Ω([2]M7[−1]), alors le cas(3+7+8)(Lemme 4.3.17) donne

(i)

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag(S1), N = Ω([2]M [−1])

(ii)

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
3 ∼<<��

1 2

)
, N = Ω([2]M [−1])

(iii)

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
1

<<
3∼

��
2

)
, N = Ω([2]M [−1])
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(iv)

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
3 ∼<<��

1 2

)
, N = Ω([2]M [−1])

(v )

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
1

<<
3∼

��
2

)
, N = Ω([2]M [−1])

(vi)

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag(S1), N = Ω([2]M [−1])

Les carquois avec relations s’obtiennent par coller ceux du cas(1+7+8) (Lemme 4.3.15) et du cas(3+7+8)
(Lemme 4.3.17) en constatant queM1 est ind́ependent deM3.

2

Lemme 4.4.24 (1+2+7+8 )IV15,IV16

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

�� <<

2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), i ∈ Z,M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag(S1) , N = Ω([−1]M [2])

IV16 • •

•

-
�

S
S

S
SSw�

�
�

��7

...
...

········
?

•1

7 8

2

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

�� <<

2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), i ∈ Z,M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag(S1) , N = Ω([−1]M [2])

IV15 • •

•

-
�

S
S

S
SSw�

�
�

��7

...
...

········

6
•1

7 8

2
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Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

�� <<

2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), i ∈ Z,M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag(S1) , N = Ω([2]M [−1])

IV16 • •

•

-
�

S
S

S
SSw�

�
�

��7
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...

········
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•1

8 7

2

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

�� <<

2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N), i ∈ Z,M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag(S1) , N = Ω([2]M [−1])

IV15 • •

•

-
�

S
S

S
SSw�

�
�

��7

...
...

········

6
•1

8 7

2

Démonstration Les possibilit́es sont obtenues en combinant les cas(2+7+8)(Lemme 4.3.16) et(1+2)(Lemme 4.2.2)
et le cas(1+7+8)(Lemme 4.3.15) montre que les modulesM1,M7 etM8 ainsi obtenus sont compatibles. Pour le
carqois avec relations, on vérifie que le morphisme explicite deM1 versM7 ouM8(resp. deM7 ouM8 versM1 )
est un compośe de deux autres morphismes explicites passant parM2.

2

Lemme 4.4.25 (3+4+7+8 )IV15,IV16

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi

(
2

<<
3

��
∼<<

1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N), i ∈ Z,M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
3

��
∼<<

1 2

)
, N = Ω([−1]M [2])

IV16 • •

•

-
�
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S

S
SSw�

�
�

��7
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•3
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Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕Ωi

(
2

<<
3

��
∼<<

1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N), i ∈ Z,M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
3

��
∼<<

1 2

)
, N = Ω([−1]M [2])

IV15 • •

•

-
�

S
S

S
SSw�

�
�

��7

...
...

········

6
•3

8 7

4

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi

(
2

<<
3

��
∼<<

1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N), i ∈ Z,M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
3

��
∼<<

1 2

)
, N = Ω([2]M [−1])

IV1 • •
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4

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕Ωi

(
2

<<
3

��
∼<<

1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi(N), i ∈ Z,M ∈

⋃
n∈Z

Ω6ndiag

(
3

��
∼<<

1 2

)
, N = Ω([2]M [−1])

IV15 • •
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��7
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6
•3

7 8

4

Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+2+7+8)(Lemme 4.4.24).

2
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Lemme 4.4.26 (2+7+8+4)IV19

Ωi

(
1

<<
3

�� <<

2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N)⊕ Ωi

(
2

<<
3

��
∼<<

1 2

)
,

i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

Ωi

(
1

<<
3

�� <<

2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N)⊕ Ωi

(
3 ∼<<

1
�� <<

2 3

)
i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n− 1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

Ωi

(
1

<<
3

�� <<

2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N)⊕ Ωi

(
1

<<
2

�� <<

3 1

)
i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n] |m,n ∈ Z}, N = Ω([−1]M [2])

IV19 • •

•

-
�

S
S

S
S
Sw�

�
�

��7

...
...

········

7 8

2

4
S

S
S

S
So

•

�
�

�
�

�/········

··········
··········
··········

··········
··········
··········

Ωi

(
1

<<
3

�� <<

2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N)⊕ Ωi

(
2

<<
3

��
∼<<

1 2

)
i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])

Ωi

(
1

<<
3

�� <<

2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N)⊕ Ωi

(
3 ∼<<

1
�� <<

2 3

)
i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n− 1] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])

Ωi

(
1

<<
3

�� <<

2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi(N)⊕ Ωi

(
1

<<
2

�� <<

3 1

)
i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n] |m,n ∈ Z}, N = Ω([2]M [−1])
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IV19 • •

•

-
�

S
S

S
S
Sw�

�
�

��7

...
...

········

8 7

2

4
S

S
S

S
So

•

�
�

�
�

�/········

··········
··········
··········

··········
··········
··········

Démonstration Le cas(2+7+8)(Lemme 4.3.16) montre qu’il existei ∈ Z tel queM2 = Ωi

(
1

<<
3

<<��
2 1

)
,

Ω−iM7 ∈
⋃

n∈Z Ωnsdiag(S1) etM8 = Ω([−1]M7[2]) ouM8 = Ω([2]M7[−1]). Le cas(4+7+8)(Lemme 4.3.18)
montre que

(i) M4 = Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
, Ω−iM7 ∈

⋃
n∈Z Ωndiag

(
3 ∼<<��

1 2

)
etM8 = Ω([−1]M7[2]) ouM8 =

Ω([2]M7[−1]).

(ii) M2 = Ωi

(
3 ∼<<

1
<<��

2 3

)
, Ω−iM7 ∈

⋃
n∈Z Ωndiag

(
1

<<
3∼

��
2

)
etM8 = Ω([−1]M7[2]) ouM8 =

Ω([2]M7[−1]).

(i) M2 = Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
, Ω−iM7 ∈

⋃
n∈Z Ωndiag(S1) etM8 = Ω([−1]M7[2]) ouM8 = Ω([2]M7[−1]).

En calculant les intersections des diag et sdiag, on obtient les possibilités dans l’́enonće et en constatant que
M2 etM4 sont ind́ependents, le composé du morphisme explicite deM7 àM2 avec celui deM4 àM7 est nul dans
la cat́egorie stable, item pour le composé du morphisme explicite deM2 àM8 avec celui deM8 àM4 et on colle
les deux triangles.

2
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4.5 Cinq facteurs

Lemme 4.5.1 (1+2+7+4+3 )V5, V6, V7

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

�� <<

2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3

��
∼<<

1 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<

1

)

i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

�� <<

2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
3 ∼<<

1
�� <<

2 3

)
⊕ Ωi

(
3 ∼<<

2

)
i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n− 1] |m,n ∈ Z}

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

�� <<

2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<
2

�� <<

3 1

)
⊕ Ωi

(
1

<<

3

)
i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n] |m,n ∈ Z}

V 7 �
-•• • •-

-
�

...
... � •

················
················

1 2 7 4 3

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

�� <<

2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3

��
∼<<

1 2

)
⊕ Ωi

(
3 ∼<<

2

)
i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

�� <<

2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
3 ∼<<

1
�� <<

2 3

)
⊕ Ωi

(
1

<<

3

)
i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n− 1] |m,n ∈ Z}

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

�� <<

2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<
2

�� <<

3 1

)
⊕ Ωi

(
2

<<

1

)
i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n] |m,n ∈ Z}

V 5 �
-•• • •-

-
�

...
... - •

················
················

1 2 7 4 3

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3

�� <<

2 1

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3

��
∼<<

1 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<

1

)
i ∈ Z,M ∈ {[3m]S1[3n+ 1] |m,n ∈ Z}

Ωi

(
3

<<

1

)
⊕ Ωi

(
1

<<
3
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Démonstration Le cas(1+2+7+4)(Lemme 4.4.7)donne les possibilités des modulesM1,M2,M7 etM4, le cas
(3+4+7)(Lemme 4.3.7) donne le moduleM3 selon le moduleM4 etM7 trouvés. CommeM1⊕M2 est ind́ependent
deM3 ⊕M4, les modules trouv́es sont bien compatibles.

2

Lemme 4.5.2 ( 1+2+8+4+3 )V5, V6, V7
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Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+2+7+4+3)(Lemme 4.5.12).
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Lemme 4.5.3 ( 3+4+8+5+1)V5, V6, V7

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕Ωi

(
2 ∼<<

3

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n] | n ∈ Z}

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕Ωi

(
3 ∼<<

1
<<��

2 3

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕Ωi

(
2 ∼<<

3

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n+1] | n ∈ Z}

Ωi

(
1

<<

3

)
⊕Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕Ωi

(
2 ∼<<

3

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n−1] | n ∈ Z}

V 7 �
-•• • •-

-
�

...
... � •

················
················

3 4 8 5 1

Ωi

(
2

<<

1

)
⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕Ωi

(
1

<<

2

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n] | n ∈ Z}



Cinq facteurs 310

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕Ωi

(
3 ∼<<

1
<<��

2 3

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕Ωi

(
1

<<

2

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n+1] | n ∈ Z}

Ωi

(
1

<<

3

)
⊕Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕Ωi

(
1

<<

2

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n−1] | n ∈ Z}

V 5 �
-•• • •-

-
�

...
... - •

················
················

3 4 8 5 1

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕Ωi

(
2 ∼<<

3

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n] | n ∈ Z}

Ωi

(
1

<<

3

)
⊕Ωi

(
3 ∼<<

1
<<��

2 3

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕Ωi

(
2 ∼<<

3

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n+1] | n ∈ Z}

Ωi

(
21

AA

1

)
⊕Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕Ωi

(
2 ∼<<

3

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n−1] | n ∈ Z}

V 5 �
-•• • •-

-
�

...
... - •

················
················

1 5 8 3 4

Ωi

(
3 ∼<<

2

)
⊕Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕Ωi

(
1

<<

2

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n] | n ∈ Z}

Ωi

(
1

<<

3

)
⊕Ωi

(
3 ∼<<

1
<<��

2 3

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕Ωi

(
1

<<

2

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n+1] | n ∈ Z}

Ωi

(
1

<<

1

)
⊕Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
⊕Ωi(M)⊕Ωi

(
2

<<
1

<<��
3 2

)
⊕Ωi

(
1

<<

2

)
, i ∈ Z,M ∈ {S2[3n−1] | n ∈ Z}

V 6 �
-•• • •-

�
�

...
... - •

················
················

3 4 8 5 1



Cinq facteurs 311

Démonstration La preuve combine les cas(3+4+8+5)(Lemme 4.4.14)et(8+5+1)(Lemme 4.3.11) en constatant
queM3⊕M4 est ind́ependnent deM5⊕M1. Cette preuve est similairèa celle du cas(1+2+7+4+3)(Lemme 4.5.1).
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Lemme 4.5.4 (3+6+8+2+1)V5, V6, V7
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Démonstration La preuve combine les cas(6+8+2+1)(Lemme 4.4.13) et(3+6+8)(Lemme 4.3.12).
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Lemme 4.5.5 (1+2+5+8+3 )V1, V2, V3, V4
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Démonstration Le cas(2+5+8+3)(Lemme 4.4.17) donne les possibilités des modulesM2,M5,M8 etM3, le cas
(1+2+5+8)(Lemme 4.4.15) fournit les possiblités deM1 et commeM3 est ind́ependent deM1 ⊕M2, les modules
trouvés sont compatibles.
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Lemme 4.5.6 ( 3+4+6+8+1)V1, V2, V3, V4
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Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+2+5+8+3)(Lemme 4.5.5).
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Lemme 4.5.7 (1+2+5+8+4 )V8, V9

Ωi

(
2 ∼<<

3

)
⊕ Ωi

(
2 ∼<<

1
�� <<

3 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
1

�� <<

3 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)

i ∈ Z,M ∈ {S2[3n] | n ∈ Z}

Ωi

(
2 ∼<<

3

)
⊕ Ωi

(
2 ∼<<

1
�� <<

3 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
1

�� <<

3 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
3 ∼<<

1
<<��

2 3

)
i ∈ Z,M ∈ {S2[3n+ 1] | n ∈ Z}

Ωi

(
2 ∼<<

3

)
⊕ Ωi

(
2 ∼<<

1
�� <<

3 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
1

�� <<

3 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
i ∈ Z,M ∈ {S2[3n− 1] | n ∈ Z}

V9 �
-• • • •-

�
�

...
... •

················
················

4 8 5 2 1

-
�
...

...

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
2 ∼<<

1
�� <<

3 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
1

�� <<

3 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
2

<<
3 ∼<<��

1 2

)

i ∈ Z,M ∈ {S2[3n] | n ∈ Z}

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
2 ∼<<

1
�� <<

3 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
1

�� <<

3 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
3 ∼<<

1
<<��

2 3

)
i ∈ Z,M ∈ {S2[3n+ 1] | n ∈ Z}

Ωi

(
1

<<

2

)
⊕ Ωi

(
2 ∼<<

1
�� <<

3 2

)
⊕ Ωi

(
2

<<
1

�� <<

3 2

)
⊕ Ωi(M)⊕ Ωi

(
1

<<
2

<<��
3 1

)
i ∈ Z,M ∈ {S2[3n− 1] | n ∈ Z}

V8 �
-• • • •-

-
�

...
... •

················
················

4 8 5 2 1

-
�
...

...



Cinq facteurs 317

Démonstration Combiner les cas(2+5+8+4)(Lemme 4.4.19),(1+2+5+8)(Lemme 4.4.15) et constater queM1⊕
M2 ⊕M5 est ind́ependent deM4.

2

Lemme 4.5.8 ( 3+4+6+8+2)V8, V9
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Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(1+2+5+8+4)(Lemme 4.5.7).
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Lemme 4.5.9 (3+4+8+5+2)
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Démonstration Combiner les cas(2+5+8+4)(Lemme 4.4.19),(3+4+8+5)(Lemme 4.4.14) et constater queM2 ⊕
M5 est ind́ependent deM4 ⊕M3.
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Lemme 4.5.10 ( 4+6+8+2+1)
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Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(3+4+8+5+2)(Lemme 4.5.9).
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Lemme 4.5.11 (3+4+7+8+1 )
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Démonstration Combiner les cas(3+4+7+8)(Lemme 4.4.25) et(4+7+8+1)(Lemme 4.4.21) et constater queM3⊕
M4 est ind́ependent deM1.
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Lemme 4.5.12 ( 1+2+7+8+3)
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Démonstration La preuve est similairèa celle du cas(3+4+7+8+1)(Lemme 4.5.11).
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Lemme 4.5.13 (1+2+7+8+4)V16, V17
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Démonstration Combiner les cas( 7+8+4)(Lemme 4.3.18) et(1+2+7+8)(Lemme 4.4.24) et constater queM1 ⊕
M2 est ind́ependent deM4.
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Lemme 4.5.14 ( 2+7+8+4+3)V16, V17
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Démonstration La preuve est sinlairèa celle du cas(1+2+7+8+4)(Lemme 4.5.13), qui combine les cas(2+7+8+4)
(Lemme 4.4.26) et(7+8+4+3)(Lemme 4.4.25).
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4.6 Six facteurs

Lemme 4.6.1 (1+2+7+8+4+3)
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(Lemme 4.4.25) et utilise le fait queM1 ⊕M2 est ind́ependent deM3 ⊕M4.
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Démonstration La preuve combine les cas suivants(1+2+5+8+4)(Lemme 4.5.7),(3+4)(Lemme 4.2.3) et(3+4+8)
(Lemme 4.3.8) et utilise le fait queM1 ⊕M2 ⊕M5 est ind́ependent deM3 ⊕M4.
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Démonstration La preuve combine les cas suivants:(3+4+6+8+2)(Lemme 4.5.8),(1+2) (Lemme 4.2.2) et
(1+2+8)(Lemme 4.3.6) et utilise le fait queM1 ⊕M2 est ind́ependent deM3 ⊕M4 ⊕M6.
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Chapter 5

Sommets des modules ind́ecomposables
sur un 2-groupe díedral

Dans ce chaptre, on essaie de calculer le sommet d’un module indécomposable sur un 2-groupe diédral sur un
corpsk algébriquement clos de caracéristique2.

5.1 Préliminaires

Dans cette section, on rappelle la théorie modulaire des représentations des groupes finis.
Fixonsk un corps alǵebriquement clos de caractéristiquep. SoitG un groupe fini tel quep divise l’ordre deG.

Etant donńe un module ind́ecomposableM surkG etD un sous-groupe deG. Ce sous-groupeD est dit un sommet
deM s’il existe unkD-module ind́ecomposableN tel queM soit un facteur directe de IndG

DN := kG ⊗kH N
(dans ce cas, on dit queM divise IndGDN , not́eM |IndG

DN ) et tel queD soit le plus petit sous-groupe ayant cette
propríet́e. On peut montrer queD est un sous-groupe d’unp-Sylow-sous-groupe deG et que tout autre sommet de
M est conjugúe àD dansG. On note souventD = vx(M) (voir [5, chapter 3, section 3.10]).

Rappelons la correspondance de Green (Voir par exemple [5, Chapter 3, section 3.12 Theorem 3.12.2]):

Théorème 5.1.1Fixonsk un corps alǵebriquement clos de caractéristiquep etG un groupe fini tel quep divise
l’ordre deG. SoientD un sous-groupe deG etH un autre sous-groupe deG contenant le normalisateurNG(D)
deD dansG. Notons

X = {X ≤ G|X ≤ gDg−1 ∩D,pour ung ∈ G−H}

Y = {Y ≤ G|Y ≤ gDg−1 ∩H,pour ung ∈ G−H}

(i) Si V est unkG-module ind́ecomposable de sommetD, alors ResGHV := kG ⊗kH V possede un unique
facteur directe ind́ecomposablef(V ) de sommetD tel que tous les autres facteurs directes indécomposables
ont leur sommets dansY.

(ii) Si M est unkH-module ind́ecomposable de sommetD, alors IndGHV possede un unique facteur directe
indécomposableg(M) de sommetD tel que tous les autres facteurs directes indécomposables ont leur
sommets dansX .

(iii) On af(g(M)) = M etg(f(V )) = V .

On aborde ensuite la théorie de Clifford.
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SoitG un groupe fini etN un sous-groupe normal. Etant donné unkN -module ind́ecomposableM , on d́efinit
le groupe d’inertie

T (M) = {g ∈ G|M 'Mg}

oùMg est le m̂eme espace vectoriel queM dans lequel l’action sur uńelémentm ∈ Mg par unélémentg′ ∈ G
est d́efinie parg′ ∗m = (gg′g−1)m où le cot́e droite de l’́egalit́e est l’action dans le moduleM .

Proposition 5.1.2 ([5, Chapter3, Section 3.13, Proposition 3.13.2]) Supossons queN soit un sous-groupe normal
deG et queM soit unkN -module ind́ecomposable de groupe d’inertieT . Si

IndT
NM = M1 ⊕M2 ⊕ · · ·Mn

avec tous lesMi indécomposables. Alors pour touti, IndG
TMi est ind́ecomposable et IndGTMi ' IndG

TMj ssi
i = j.

Théorème 5.1.3 (Th́eoreme d’indécomposablit́e de Green) ([5, Chapter3, Section 3.13, Theorem 3.13.3]) Sup-
posons queN soit un sous-groupe normal deG tel queG/N soit unp-groupe. SoitM unkN -module absolument
indécomposable (i.e. pour toute extensionk′ dek, k′ ⊗k M est ind́ecomposable ). Alors IndGNM est absolument
indécomposable commekG-module.

Dans ce chapitre, deux théor̀emes dus̀a Shigeto Kawata sont importants.
Etant donńe une composanteΘ du carquois d’Auslander-Reiten d’un groupe finiG, il existe un seul sommet

minimal, à conjugaison près, dansV (Θ) = {vx(M) : M ∈ Θ} (voir [27, Proposition 3.2]). NotonsQ ce
sommet minimal. D́esignons parN le normalisateur deQ dansG et parf la correspondance de Green par rapport
à (G,Q,N). ChoisissonsM0 un kN -module ind́ecomposable de sommetQ dansΘ. Soit ∆ la composante de
Γs(kN) contenantf(M0). Alors consid́erons le sous-carquoisΛ de∆ contenant tous les modulesL tel qu’il existe
un chemin

fM0 = L0 L1 · · · Lt = L

avecQ ≤ vx(Li) pour tout0 ≤ i ≤ t et òu pour tout1 ≤ i ≤ t, le trait entreLi−1 etLi signifie qu’il existe un
morphisme irŕeductible deLi−1 àLi ou un morphisme irŕeductible du sens réciproque.

Théorème 5.1.4([27, Theorem 4.6]) Il existe un isomorphisme de carquoisφ : Λ→ Θ

SoientG un groupe fini etN un sous-groupe normal deG. SoitΘ une composante du carquois d’Aulander-
Reiten stable deΓs(kG). Supposons qu’il existe unkG-moduleL0 dansΘ qui estN -projectif. SoientS0 un
kN -module ind́ecomposable tel queL0|IndG

NS0 etΞ la composante deΓs(kN) contenantS0. Posons

T (Ξ) = {g ∈ G : Ξg = Ξ} = {g ∈ G : Sg
0 ∈ Ξ}

le groupe d’inertie deΞ dansG. Supposons que

IndT (Ξ)
N S0 = U0 ⊕ U1 ⊕ · · · ⊕ Un

où lesUi sont ind́ecomposables et oùL0 ' IndG
NU0. SoitΛ la composante deΓs(kT (Ξ)) contenantU0.

Théorème 5.1.5([28, Page 265, Theorem]) L’induction deT (Ξ) àG induit un isomorphisme deΛ àΘ.
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5.2 Groupes cycliques

SoientG = C2n le groupe cyclique d’ordre2n etx un ǵeńerateur deG. Alors le carquois avec relations dekG est
de la forme

"!
# 
• α0 6 α2n

= 0

où α = 1 + x.
L’algèbrekG est une alg̀ebre biśerielle sṕeciale. D’apr̀es la classification des modules indécomposables sur

une alg̀ebre biśerielle sṕeciale(voir Section 1.4), les seules cordes sont de la formeαm pour 0 ≤ m ≤ 2n − 1
et il n’existe pas de corde de type ruban, car pour toute cordeC = αm pour0 ≤ m ≤ 2n − 1, toute puissance
assez grandeCs devient nulle quandsm ≥ 2n. Remarquons queM(α0) = S0 est le seul module simple et que
M(α2n−1) = kG est le seul module projectif indécomposable. Remarquons que les modulesM(αm) sont de
dimension diff́erente pour diff́erentm avec0 ≤ m ≤ 2n − 1.

Proposition 5.2.1 Pour0 ≤ m ≤ 2n − 1, soit

m = ε0 × 20 + ε1 × 2 + ε2 × 22 + · · ·+ εn−1 × 2n−1

avecεi = 0 ou 1 pour tout0 ≤ i ≤ n − 1 le développement binaire dem. Alors vx(M(αm)) est le sous-groupe
〈x2s〉 ' C2n−s où s est le premiert tel queεt = 0.

Démonstration On raisonne par récurrence surn.
Le casn = 1 est facile. Il existe deux modules indécomposablesM(αi) avec0 ≤ i ≤ 1 surkC2. On v́erifie

quevx(M(α0)) = vx(S0) = 〈x〉 = C2 etvx(M(α)) = vx(kC2) = {1}.
Pour le cas ǵeńeral, notonsH = 〈x2〉 ' C2n−1 . Le carquois avec relations de l’algèbrekH est

"!
# 
• β0 6 β2n−1

= 0

où β = 1 + x2.
Comme le corps de basek est alǵebriquement clos, les modulesM(βi) avec0 ≤ i ≤ 2n−1−1 sont absolument

indécomposables. D’après Th́eor̀eme 5.1.3, on obtient que IndG
HM(βi) = M(α2i+1) puisque la dimension de

IndG
HM(βi) vaut2i+ 2 etM(α2i+1) est le seulkG-module ind́ecomposable de dimension2i+ 2 surkG.
Si le d́eveloppement binaire de2i+ 1 est

2i+ 1 = 1 + ε1 × 21 + · · ·+ εn−1 × 2n−1

alors siεs est le premier coefficient non nul dans ce développement, dans le développement binaire dei,

i = ε1 × 20 + ε2 × 21 + · · ·+ εn−1 × 2n−2

εs est en las− 1-ième position. On obtient donc

vx(M(α2i+1)) = vx(M(βi)) = 〈(x2)2
s−1
〉 = 〈x2s

〉 ' C2n−s

2
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5.3 Groupe de Klein

SoitG = V4 = Z/2× Z/2 = 〈x, y|x2 = e = y2, xy = yx〉. NotonsH1 = 〈x〉,H2 = 〈y〉 etH3 = 〈z〉 où on note
z = xy. Ce sont tous les sous-groupes non triviaux deG. LesHi ne sont pas conjugués l’unà l’autre, carV4 est
ab́elien.

Le carquois avec relations dekG est

"!
# 

"!
# 

6•
0
6α β

α2 = 0 = β2, αβ = βα

où α = 1 + x etβ = 1 + y.
Cette alg̀ebre est une alg̀ebre biśerielle sṕeciale et il existe une seule corde de type ruban, modulo la relation

d’équivalence∼r, disonsαβ−1.
Le carquois d’Auslander-Reiten dekG est compośe de (voir [15, II.7.3])

• une infinit́e de1-tubesQ(αβ−1, λ) avecλ ∈ k∗. La composanteQ(αβ−1, λ) avecλ ∈ k∗ est forḿee de
tous les modulesM(αβ−1, n, λ) pourn ∈ N− {0}.

• deux1-tubes:Q(α) etQ(β).

• une composante de typeZÃ12

Proposition 5.3.1 (1) vx(kG) = {1}

(2) vx(M(α)) = H2, vx(M(β)) = H1 etvx(M(αβ−1, 1, 1)) = H3

(3) Pour tout autre moduleM , vx(M) = G.

Démonstration L’assertion (1) est́evidente.
Pour les deux autres assertions, il suffit de calculer les inductions IndG

Hi
k pour tout1 ≤ i ≤ 3 où k est le

module trivial surkHi, car les sous-groupesHi sont isomorphes̀aC2 et surkHi et il n’existe que deux modules
indécomposablesk etkC2, à isomorphismes près.

Rappelons la ḿethode ǵeńerale de calculer l’induction, soientG un groupe fini etH un sous-groupe d’indice
n. Alors écrivonsG =

∐n
i=1 giH. Pour unkH-moduleM , son induction s’́ecrit de la forme

IndG
HM =

n∐
i=1

gi ⊗M

où l’action est donńee par
g(gi ⊗m) = gj ⊗ hm,

pour toutg ∈ G, pour tout1 ≤ i ≤ n, et pour toutm ∈M où h ∈ H tel queggi = gjh.
EcrivonsG = V4 = H1

∐
yH1. Le module

kG⊗kH1 k = k(e⊗ 1)⊕ k(y ⊗ 1)

Alors
α(e⊗ 1) = (1 + x)e⊗ 1 = e⊗ 1 + x(e⊗ 1) = e⊗ 1 + e⊗ (x · 1) = e⊗ 1 + e⊗ 1 = 0
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De même,α(y ⊗ 1) = 0 et
β(e⊗ 1) = (1 + y)(e⊗ 1) = e⊗ 1 + y ⊗ 1

De même,β(y ⊗ 1) = e⊗ 1 + y ⊗ 1.
Si on notee′0 = e⊗ 1 ete′1 = e⊗ 1+ y⊗ 1, alorsαe′i = 0 pouri ∈ {0, 1}, βe′0 = e′1 etβe′1 = 0, . On exprime

kG⊗kH1 k ene′0
β→ e′1, ce qui montre quekG⊗kH1 k 'M(β).

Par syḿetrie, on obtient́egalementkG⊗kH2 k 'M(α).
EcrivonsG = eH3

∐
xH3. L’induction kG⊗kH3 k = k(e⊗ 1)⊕ k(x⊗ 1).

α(e⊗ 1) = (1 + x)e⊗ 1 = e⊗ 1 + x(e⊗ 1) = e⊗ 1 + x⊗ 1
α(x⊗ 1) = (1 + x)x⊗ 1 = x⊗ 1 + x(x⊗ 1) = x⊗ 1 + e⊗ 1, puisquex2 = e.
β(e⊗ 1) = (1 + y)e⊗ 1 = e⊗ 1 + y(e⊗ 1) = e⊗ 1 + x⊗ z · 1 = e⊗ 1 + x⊗ 1, puisqueye = xz.
β(x⊗ 1) = (1 + y)x⊗ 1 = x⊗ 1 + y(x⊗ 1) = x⊗ 1 + e⊗ z · 1 = x⊗ 1 + e⊗ 1, puisqueyx = ez.
Si on notef0 = e⊗ 1 etf1 = e⊗ 1 + x⊗ 1, alorsαf0 = f1, βf0 = f1 etαf1 = 0 = βf1.

IndG
H3
k = (f0

α //

β
//f1 ) 'M(αβ−1, 1, 1)

2

5.4 Groupe díedral d’ordre 8

SoitG = D8 = 〈x, y|x4 = e = y2, yxy = x−1〉. Le carquois avec relations dekG est

"!
# 

"!
# 

6•
0
6α β

α2 = 0 = β2, (αβ)2 = (βα)2

où α = 1 + y etβ = 1 + yx.
NotonsH = 〈x〉 = {e, x, x2, x3}, T0 = 〈x2, y〉 = {e, y, x2, yx2} et T1 = 〈x2, yx〉 = {e, yx, x2, yx3}. Ce

sont tous les sous-groupes d’indice2 deG et de plusH ' C4 etT0 ' V4 ' T1. Les carquois avec relations des
algebreskT0, kT1 etkH sont respectivement

"!
# 

"!
# 

6•
0
6α0 β0

α2
0 = 0 = β2

0 , α0β0 = β0α0

où α0 = 1 + y etβ0 = 1 + yx2.

"!
# 

"!
# 

6•
0
6α1 β1

α2
1 = 0 = β2

1 , α1β1 = β1α1

où α1 = 1 + yx etβ1 = 1 + x2.

"!
# 

0 • γ6 γ4 = 0

où γ = 1 + x.
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Proposition 5.4.1 ( [15, Page 64, II.7.6 LAMMA]) Le carquois d’Auslander-Reiten stable dekG est compośe de

• une infinit́e de1-tubes forḿes des modules de type ruban

• deux1-tubes forḿes de modules de type corde:Q(αβα) etQ(βαβ)

• une infinit́e de composantes de typeZA∞∞.

Pourénoncer le th́eor̀eme principal de cette section, introduisons des cordes particulières.

C1 = βα−1β−1α =
α??

β
��

β??
α��

C2 = βαβα−1β−1αβ−1α−1 =

β??
α��

α?? α??
β

��
β

��
β??

α��

C3 = αβα−1βαβα−1β−1αβ−1α−1β−1 =

α??
β

��
β??

α��
β??

α��
α?? α??

β
��

β
��

β??
α��

Si n est un entier impaire≥ 3, Cn+1 = βCnαβ
−1α−1; si n est paire≥ 4, Cn+1 = αβα−1Cnβ. On voit donc

que sin est impaire,Cn est de la forme

α??
β

��
β::: βFFF

α��� α���· · · · · · αFFF
β���

alorsCn+1 est de la forme
β??

α��
α??

β
��

α??
β

��
β::: βFFF

α��� α���· · · · · · αFFF
β���

et que sin est paire,Cn est de forme

β??
α��

α:::
β

xxx α:::
β���

β::: · · ·
αxxx

· · ·

alorsCn+1 est de la forme
α??

β
��

β?? β??
α�� α��

α:::
β

xxx α:::
β���

β::: · · ·
αxxx

· · ·

Pourn ≥ 1, on d́efinitDn la corde obtenuèa partir deCn enéchangeantα etβ.
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Théorème 5.4.2SoitM un module ind́ecomposable sur le groupe diédralD8 d’ordre8 où

D8 = 〈x, y|x4 = 1 = y2, yxy = x−1〉

(1) vx(kG) = {1}

(2) Dans la composanteQ(βαβ−1α−1, 1), on obtient

vx(M(βαβ−1α−1, 1, 1)) =〉x2〉 = {1, x2}

et pourM � M(βαβ−1α−1, 1, 1), on avx(M) = G

(3) Dans la composanteQ(βα−1, 1), on obtientvx(M(βα−1, 1, 1)) = 〈x〉 et pourM � M(βα−1, 1, 1), on a
vx(M) = G

(4) Dans la composanteQ(βαβα−1β−1α−1, 1), vx(M(βαβα−1β−1α−1, 1, 1)) = 〈x〉 = {1, x, x2, x3} et
vx(M) = G pourM � M(βαβα−1β−1α−1, 1, 1)

(5) Tout module dans la composanteQ(βαβα−1, µ) avecµ ∈ k∗ est de sommet

T0 = 〈y, x2〉 = {1, y, x2, yx2}.

(5’) Tout module dans la composanteQ(αβαβ−1, µ) avecµ ∈ k∗ est de sommet

T1 = 〈yx, x2〉 = {1, yx, x2, yx3}.

(6) Dans la composanteQ(C1, 1), on obtient

vx(M(Cn, 1, 1)) = 〈x2〉 = {1, x2}

et pourM � M(βαβ−1α−1, 1, 1), on avx(M) = G

(6’) Dans la composanteQ(D1, 1), on obtient

vx(M(Dn, 1, 1)) = 〈yx3〉 = {1, yx3}

et pourM � M(Dn, 1, 1), on avx(M) = G

(7) Dans la composanteQ(Cn, 1) avecn ≥ 2, on obtientvx(M(Cn, 1, 1)) = T0 et pourM � M(Cn, 1, 1), on
avx(M) = G

(7’) Dans la composanteQ(Dn, 1) avecn ≥ 2, on obtientvx(M(Dn, 1, 1)) = T1 et pourM � M(Dn, 1, 1),
on avx(M) = G

(8) Dans la composanteQ(βαβ), vx(M(βαβ)) = 〈y〉 = {1, y} et pourM � M(βαβ), vx(M) = T0

(8’) Dans la composanteQ(αβα), vx(M(αβα)) = 〈yx〉 = {1, yx} et pourM � M(αβα), vx(M) = T1

(9) Dans la composanteQ(β), les modulesΩn(M(β)) avecn ∈ Z sont de sommetT0 et tous les autres sont de
sommetG

(9’) Dans la composanteQ(α), les modulesΩn(M(α)) avecn ∈ Z sont de sommetT1 et tous les autres sont de
sommetG

(10) Tous les autres modules sont de sommetG

La preuve de ce th́eor̀eme d́ecoule des trois sous-sections suivantes.
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5.4.1 Induction deH à G

LeskH-modules ind́ecomposables sont de la formeM(γi) pour0 ≤ i ≤ 3.

Lemme 5.4.3 (1) IndG
HM(γ0) = IndG

Hk = M(βα−1, 1, 1).

(2) IndG
HM(γ1) = M(βαβ−1α−1, 1, 1).

(3) IndG
HM(γ2) = M(βαβα−1β−1α−1, 1, 1).

(4) IndG
HM(γ3) = IndG

HkH = kG.

Démonstration On montre (3), le cas le plus compliqué, (1) et (2) se faisant similairement et (4)étant trivial.

EcrivonsG = eH t yH et supposonsM(γ2) =
(
e0

γ //e1
γ //e2

)
, i.e. M(γ2) =

⊕2
i=0 kei avec

kei = k pour tout0 ≤ i ≤ 2 et l’action est donńee parγe0 = e1, γe1 = e2 etγe2 = 0. Commeγ = 1 + x, on a
xe0 = e0 + e1, xe1 = e1 + e2 etxe2 = e2. Le module induit

IndG
HM(γ2) = kG⊗kH M(γ2) = (

2⊕
i=0

ke⊗ ei)⊕ (
2⊕

i=0

ky ⊗ ei)

α(e⊗ ei) = (1 + y)e⊗ ei = e⊗ ei + y ⊗ ei, pour tout0 ≤ i ≤ 2.
α(y ⊗ ei) = (1 + y)y ⊗ ei = y ⊗ ei + e⊗ ei, pour tout0 ≤ i ≤ 2.
β(e⊗ ei) = (1 + yx)e⊗ ei = e⊗ ei + yx(e⊗ ei) = e⊗ ei + y ⊗ xei = e⊗ ei + y ⊗ ei + y ⊗ ei+1, pour

tout0 ≤ i ≤ 2 où l’on posee3 = 0.
β(y ⊗ ei) = (1 + yx)y ⊗ ei = y ⊗ ei + yx(y ⊗ ei) = y ⊗ ei + e⊗ x3ei = y ⊗ ei +

∑2
j=i e⊗ ej , pour tout

0 ≤ i ≤ 2, caryxy = x−1 = x3 etx3ei =
∑2

j=i ej .
Le diagramme suivant montre le résultat d́esiŕe.

e⊗ e0
β // e⊗ e0 + y ⊗ e0 + y ⊗ e1 α // y ⊗ e1 + e⊗ e1

β // e⊗ e2 + y ⊗ e2

e⊗ e0 α // e⊗ e0 + y ⊗ e0
β // y ⊗ e1 + e⊗ e1 + e⊗ e2 α // e⊗ e2 + y ⊗ e2

2

5.4.2 Induction deT0 a G

L’ élémentx ∈ G agit par conjugaison surT0 et donc induit un automorphismeσ = σx dekT0. Comme

xβ0x
−1 = 1 + xyx = 1 + y = α0

et
xα0x

−1 = 1 + xyx−1 = 1 + yx2 = β0

l’action dex échangeα0 etβ0. SiM est unkT0-module, notonsMσ le module obtenu en tensoriantM parkT0

vu commekT0-module viaσ, alorsα0 ∗m = xα0x
−1m = β0x etβ0 ∗m = xβ0x

−1m = α0x, oùm ∈M et òu
∗ signifie l’action deT0 surMσ.

Le lemme suivant se déduit imḿediatement de l’argument ci-dessus et de la construction des modules de type
corde et de type ruban.

Lemme 5.4.4 (1) Soit C une corde et notonsCσ la corde obtenue eńechangeant les positions deα0 et β0.
AlorsM(C)σ = M(Cσ).
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(2) Soit C une corde de type ruban. Alors pour toutn ∈ N et pour toutλ ∈ k∗, on aM(C, n, λ)σ =
M(Cσ, n, λ).

Regardons maintenant l’action deσ sur le carquois d’Aulander-Reiten dekT0. Commeσ est un automorphisme
dekT0, il transforme une suite d’Auslander-Reiten en une suite d’Auslander-Reiten.

Proposition 5.4.5 (1) Chaque module dans la composante de typeZÃ12 est stable parσ.

(2) σ transforme le1-tubeQ(α0) enQ(β0).

(3) Etant donńeλ ∈ k∗, la composanteQ(α0β
−1
0 , λ) est stable parσ ssiλ = 1

Démonstration (1) Les modules dans la composante de typeZÃ12 sontΩn(k) = M((α0β
−1
0 )n) et Ω−n(k) =

M(α−1
0 β0)n) pour toutn ≥ 0. Les cordesC dans cette composante vérifie Cσ = C−1 et rappelons que

M(C−1) ∼= M(C), Lemme 5.4.4 (1) implique l’assertion.
(2) Comme les modules dans la composanteQ(α0) (resp.Q(β0)) sont de la formeM(α0(β0α0)n) avecn ∈ N

(resp.M(β0(α0β0)n) avecn ∈ N), alors d’apr̀es le lemme pŕećedent,M(α0(β0α0)n)σ ∼= M(β0(α0β0)n). σ
établit donc un isomorphisme entreQ(α0) etQ(β0).

(3)M(α0β
−1
0 , n, λ)σ = M(β0α

−1
0 , n, λ) ∼= M(α0β

−1
0 , n, 1/λ).

2

On calcule dans la suite concrètement l’induction de chaque module indécomposable.

Lemme 5.4.6 IndG
T0

Ωn(k) = ΩnM(β), pour toutn ∈ N.

Démonstration CommeG/T0 est d’ordre2 et commek est alǵebriquement clos, toutkT0-module est absolument
indécomposable, on obtient, d’après le th́eor̀eme de Green (Th́eoreme 5.1.3), que IndG

T0
Ωn(k) est ind́ecomposable

pour toutn ∈ Z et on en d́eduit queΩn(IndG
T0
k) ∼= IndG

T0
(Ωnk). Il suffit donc de montrer que IndG

T0
k = M(β).

En effet, si on notek = ke0, alorsα0e0 = 0 = β0e0. ÉcrivonsG = eT0txT0. IndG
T0
k = k(e⊗e0)⊕k(x⊗e0).

On aα(e ⊗ e0) = 0 = α(x ⊗ e0) et β(e ⊗ e0) = e ⊗ e0 + x ⊗ e0 = β(x ⊗ e0). On voit le ŕesultat voulu en
regardant le diagramme suivant

e⊗ e0
β //e⊗ e0 + x⊗ e0

2

Lemme 5.4.7
IndG

T0
M(α0) = M(βαβ) = IndG

T0
M(β0)

Par conśequent, les1-tubesQ(α0) etQ(β0) sont transforḿes par induction en le m̂eme1-tubeQ(βαβ).

Démonstration On montre que IndGT0
M(α0) = M(βαβ), l’autreégalit́e se faisant similairement.

EcrivonsM(α0) = (e0
α0 //e1 ). Commeα0e0 = e1, α0e1 = 0 et β0e0 = 0 = β0e1, on sait queye0 =

e0 + e1, ye1 = e1 etyx2e0 = e0, yx
2e1 = e1. CommeG = eT0 t xT0,

IndG
T0
M(α0) = k(e⊗ e0)⊕ k(e⊗ e1)⊕ k(x⊗ e0)⊕ k(x⊗ e1)

On calcule les actions.

α(e⊗ e0) = (1 + y)e⊗ e0 = e⊗ e0 + y(e⊗ e0) = e⊗ e0 + e⊗ ye0 = e⊗ e0 + e⊗ e0 + e⊗ e1 = e⊗ e1

α(e⊗ e1) = (1 + y)e⊗ e1 = e⊗ e1 + y(e⊗ e1) = e⊗ e1 + e⊗ ye1 = e⊗ e1 + e⊗ e1 = 0
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α(x⊗ e0) = (1 + y)x⊗ e0 = x⊗ e0 + y(x⊗ e0) = x⊗ e0 + x⊗ yx2e0 = x⊗ e0 + x⊗ e0 = 0

puisqueyx = xyx2

α(x⊗ e1) = (1 + y)x⊗ e1 = x⊗ e1 + y(x⊗ e1) = x⊗ e1 + x⊗ yx2e1 = x⊗ e1 + x⊗ e1 = 0

β(e⊗ e0) = (1 + yx)e⊗ e0 = e⊗ e0 + yx(e⊗ e0) = e⊗ e0 + x⊗ yx2e0 = e⊗ e0 + x⊗ e0
β(e⊗ e1) = (1 + yx)e⊗ e1 = e⊗ e1 + yx(e⊗ e1) = e⊗ e1 + x⊗ yx2e1 = e⊗ e1 + x⊗ e1
β(x⊗ e0) = (1 + yx)x⊗ e0 = x⊗ e0 + yx(x⊗ e0) = x⊗ e0 + e⊗ yx2e0 = x⊗ e0 + e⊗ e0

puisqueyx2 ∈ T0

β(x⊗ e1) = (1 + yx)x⊗ e1 = x⊗ e1 + yx(x⊗ e1) = x⊗ e1 + e⊗ yx2e1 = x⊗ e1 + e⊗ e1

Le diagramme suivant montre l’assertion.

x⊗ e0
β //x⊗ e0 + e⊗ e0

α //e⊗ e1
β //e⊗ e2 + x⊗ e2

Commeσ transformeQ(α0) enQ(β0), le groupe d’inertie deQ(α0) estT0 et Th́eor̀eme 5.1.5 induit un isomor-
phisme deQ(α0) (aussiQ(β0)) versQ(βαβ)

2

Lemme 5.4.8 Si λ ∈ k− {0, 1}, IndG
T0
M(α0β

−1
0 , n, λ) = M(βαβα−1, n, µ) avecµ = λ

λ2+1 . Par conśequent, la

composanteQ(α0β
−1
0 , λ) avecλ ∈ k−{0, 1} diff érent de1 devient apr̀es induction la composanteQ(βαβα−1, µ).

Démonstration Décrivons

M(α0β
−1
0 , 1, λ) =

e0 α0=1 //

β0=λ
//e1

 .

Alorsα0e0 = e1, α0e1 = 0 etβ0e0 = λe1, β0e1 = 0. Commeα0 = 1+y etβ0 = 1+yx2, ye0 = e0+e1, ye1 = e1
etyx2e0 = e0 + λe1, yx

2e1 = e1. On obtient le module induit

IndG
T0
M(α0β

−1
0 , 1, λ) = k(e⊗ e0)⊕ k(e⊗ e1)⊕ k(x⊗ e0)⊕ k(x⊗ e1)

et on calcule
α(e⊗ e0) = (1 + y)e⊗ e0 = e⊗ e0 + e⊗ ye0 = e⊗ e1

α(e⊗ e1) = (1 + y)e⊗ e1 = e⊗ e1 + e⊗ ye1 = e⊗ e1 + e⊗ e1 = 0

α(x⊗ e0) = (1 + y)x⊗ e0 = x⊗ e0 + x⊗ yx2e0 = x⊗ e0 + x⊗ e0 + λx⊗ e1 = λx⊗ e1
α(x⊗ e1) = (1 + y)x⊗ e1 = x⊗ e1 + x⊗ yx2e1 = x⊗ e1 + x⊗ e1 = 0

β(e⊗ e0) = (1 + yx)e⊗ e0 = e⊗ e0 + x⊗ yx2e0 = e⊗ e0 + x⊗ e0 + λx⊗ e1
β(e⊗ e1) = (1 + yx)e⊗ e1 = e⊗ e1 + x⊗ yx2e1 = e⊗ e1 + x⊗ e1

β(x⊗ e0) = (1 + yx)x⊗ e0 = x⊗ e0 + e⊗ yx2e0 = e⊗ e0 + x⊗ e0 + λe⊗ e1
β(x⊗ e1) = (1 + yx)x⊗ e1 = x⊗ e1 + e⊗ yx2e1 = x⊗ e1 + e⊗ e1

Si on note

e′0 = e⊗ e0 +
1
λ
x⊗ e0,



Groupe diédral d’ordre 8 358

e′1 =
λ+ 1
λ

(e⊗ e0 + x⊗ e0) + e⊗ e1 + λx⊗ e1,

e′2 =
λ+ 1
λ

(e⊗ e1 + λx⊗ e1)
et

e′3 =
λ2 + 1
λ

(e⊗ e1 + x⊗ e1)

alors on v́erifie que
βe′0 = e′1, αe

′
1 = e′2, βe

′
2 = e′3 etαe′0 = µe′3.

On voit l’assertion via le diagramme suivant:

e′0
β //

α=µ

��

e′1

α

��
e′3 e′2

βoo

Commeλ 6= 1, σ ne stabilise pas la composanteQ(α0β
−1
0 , λ) et le groupe d’inertie deQ(α0β

−1
0 , λ) estT0,

Théoreme 5.1.5 implique que l’induction induit un isomorphisme entreQ(α0β
−1
0 , λ) etQ(βαβα−1, µ).

2

Proposition 5.4.9
IndG

T0
M(α0β

−1
0 , n, 1) = M(Cn, 1, 1)

Avant de donner la preuve de cette proposition, on regarde des sous-cordes des cordesCn.

C2 =
β

??
α��

α
??

α
??β

��
β

��

β
?? α

��

_ _ _ _�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

_ _ _ _

Désignons la partie de bord−−− parC ′2, la partie de bord parC(1)
2 et la partie de bord parC(2)

2 .

On voit que(C(1)
2 )−1 s’identifieàC(2)

2 .

C3 =

α
??

β
��

β
?? α

��
β

??
α��

α
??

α
??β

��
β

��

β
?? α

��

_ _ _ _ _ _ _ _ _�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�_ _ _ _ _ _ _ _ _

Désignons la partie de bord−−− parC ′3, la partie de bord parC(1)
3 et la partie de bord parC(2)

3 .

On voit que(C(2)
3 )−1 s’identifieàC(1)

3 .
Si n est paire≥ 4, Cn est de la forme

β
��6

66 · · ·
β~~||

|
α����
�

α
��6

66 · · · β

  B
BB

α����
� · · · α

  B
BB

β����
�

β
��:

:: · · ·
α||xxx

α
��:

::
β����

� α
��:

::
β����

�
β
��?

?
α����

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
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Désignons la partie de bord−−− parC ′n, la partie de bord parC(1)
n et la partie de bord parC(2)

n .

On voit bien par ŕecurrence que(C(1)
n )−1 s’identifieàC(2)

n .
Si n est impaire≥ 5, Cn est de la forme

α
��:

::
β����

�
β
��6

66
α����
� β
��6

66 · · ·
β~~||

|
α����
�

α
��6

66 · · · β

  B
BB

α����
� · · · α

  B
BB

β����
�

β
��:

:: · · ·
α||xxx

α
��:

::
β����

� α
��:

::
β����

�
β
��?

?
α����

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

Notons la partie de bord− − − C ′n, la partie de bord C
(1)
n et la partie de bord C

(2)
n . On voit par

récurrence que(C(2)
n )−1 s’identifieàC(1)

n .

Preuve de Proposition 5.4.9Ecrivons

M(α0β
−1
0 , n, 1) = (e1

α0=Id //

β0=Jn(1)
//e2 )

où e1 = (e11, e12, · · · , e1n)t ete2 = (e21, · · · , e2n)t et òu Id est la matrice identique de taillen× n et

Jn(1) =


1 0
1 1

...
...

0 1 1


On a donc queα0e1i = e2i pour tout1 ≤ i ≤ n, α0e2i = 0 pour tout1 ≤ i ≤ n, β0e1i = e2i + e2,i−1 pour tout
1 ≤ i ≤ n et β0e2i = 0 pour tout1 ≤ i ≤ n où l’on posee2,0 = 0. Commeα0 = 1 + y et β0 = 1 + yx2, on
obtientye1i = e1i + e2i pour tout1 ≤ i ≤ n, etye2i = e2i pour tout1 ≤ i ≤ n, etyx2e1i = e1i + e2i + e2,i−1

pour tout1 ≤ i ≤ n etyx2e2i = e2i pour tout1 ≤ i ≤ n. Le module induit est

IndG
T0
M(α0β

−1
0 , n, 1) = (

n⊕
i=1

ke⊗ e1i)⊕ (
n⊕

i=1

kx⊗ e1i)⊕ (
n⊕

i=1

ke⊗ e2i)⊕ (
n⊕

i=1

kx⊗ e2i)

On calcule les actions:

α(e⊗ e1i) = (1 + y)e⊗ e1i = e⊗ e1i + e⊗ ye1i = e⊗ e1i + e⊗ e1i + e⊗ e2i = e⊗ e2i

pour tout1 ≤ i ≤ n.

α(x⊗e1i) = (1+y)x⊗e1i = x⊗e1i+x⊗yx2e1i = x⊗e1i+x⊗e1i+x⊗e2i+x⊗e2,i−1 = x⊗e2i+x⊗e2,i−1

pour tout1 ≤ i ≤ n, puisqueyx = xyx2.

α(e⊗ e2i) = (1 + y)e⊗ e2i = e⊗ e2i + e⊗ ye2i = e⊗ e2i + e⊗ e2i = 0

pour tout1 ≤ i ≤ n.

α(x⊗ e2i) = (1 + y)x⊗ e2i = x⊗ e2i + x⊗ yx2e2i = x⊗ e2i + x⊗ e2i = 0
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pour tout1 ≤ i ≤ n.

β(e⊗ e1i) = (1 + yx)e⊗ e1i = e⊗ e1i + x⊗ yx2e1i = e⊗ e1i + x⊗ e1i + x⊗ e2i + x⊗ e2,i−1

pour tout1 ≤ i ≤ n.

β(x⊗ e1i) = (1 + yx)x⊗ e1i = x⊗ e1i + e⊗ yx2e1i = x⊗ e1i + e⊗ e1i + e⊗ e2i + e⊗ e2,i−1

pour tout1 ≤ i ≤ n.

β(e⊗ e2i) = (1 + yx)e⊗ e2i = e⊗ e2i + x⊗ yx2e2i = e⊗ e2i + x⊗ e2i

pour tout1 ≤ i ≤ n.

β(x⊗ e2i) = (1 + yx)x⊗ e2i = x⊗ e2i + e⊗ yx2e2i = x⊗ e2i + e⊗ e2i

pour tout1 ≤ i ≤ n.
Ensuite on construit explicitement une base deM(Cn, 1, 1) pourn ≤ 3.
Casn = 1.

x⊗ e11 α
VVVVVV

βeeeeeeeeeee

x⊗ e21 β
XXXXXXXX x⊗ e11 + e⊗ e11 + e⊗ e21

αddddddddd
x⊗ e21

x⊗ e21 + e⊗ e21

Dans ce diagramme, on a préciśe l’élément en toute position et il est facile de voir que ceséléments forment une
base de IndGT0

M(α0β
−1
0 , 1, 1) (bien sur, on supprime unx ⊗ e21). Ce diagramme réalise donc l’isomorphisme

IndG
T0
M(α0β

−1
0 , 1, 1) ∼= M(C1, 1, 1).
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Casn = 2 ( on a tourńe le diagramme de 90 degrés)

x⊗ e12

β
wwppppppppppppp

x⊗ e12 + e⊗ e12
+e⊗ e22 + e⊗ e21

α
uukkkkkkkkkkkkkkkkk

e⊗ e22 + x⊗ e22
+x⊗ e21

β
vvmmmmmmmmmmmmmmm

x⊗ e21 + e⊗ e21hh
α

RRRRRRRRRRRRRRR

e⊗ e11 + x⊗ e11 + e⊗ e21
+x⊗ e22 + e⊗ e22jj

β

TTTTTTTTTTTTTTTTTTT

e⊗ e11 + x⊗ e12 + e⊗ e12

α
ttjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

e⊗ e21 + e⊗ e22
+x⊗ e21 + x⊗ e22ii

β

TTTTTTTTTTTTTTTTT

x⊗ e21 + x⊗ e22gg
α

OOOOOOOOOOOOO

x⊗ e12

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

Comme dans le casn = 1, ce diagramme réalise l’isomorphisme IndGT0
M(α0β

−1
0 , 2, 1) ∼= M(C2, 1, 1).

Remarquons que la partie de bord−− − estC ′2, la partie de bord estC(1)
2 et la partie de bord

C
(2)
2 . En tant que cordes,(C(1)

2 )−1 s’identife àC(2)
2 . Si dans le diagrammeC ′2 on ajouteà la position deC(2)

2 le

diagramme(C(1)
2 )−1 (avec leśeléments dans(C(1)

2 )−1), alors le diagrammeC ′2 devient un diagramme de la forme
suivante, not́e C̃ ′2,

x⊗ e21 + e⊗ e21hh
α

RRRRRRRRRRRRRRR

e⊗ e11 + x⊗ e11 + e⊗ e21
+x⊗ e22 + e⊗ e22jj

β

TTTTTTTTTTTTTTTTTTT

e⊗ e11 + x⊗ e12 + e⊗ e12

α
ttiiiiiiiiiiiiiiiiiii

e⊗ e22 + x⊗ e22

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
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Casn = 3 ( on a tourńe le diagramme de 90 degrés)

x⊗ e13
αtthhhhh

x⊗ e22 + x⊗ e23
β

rreeeeeee
e⊗ e22 + e⊗ e23

+x⊗ e22 + x⊗ e23ll α
XXXXXXX
e⊗ e12 + e⊗ e13

+x⊗ e13
β

ssggggggg
e⊗ e12 + x⊗ e12

+e⊗ e22 + e⊗ e23
+x⊗ e21 + x⊗ e23

αssggggggg

e⊗ e22 + x⊗ e21
+x⊗ e22

β
ssggggg

e⊗ e21 + x⊗ e21jj αVVVVV
e⊗ e11 + x⊗ e11

+e⊗ e21 + x⊗ e22
+e⊗ e22 kk β

WWWWWWWW

e⊗ e12 + x⊗ e11 + x⊗ e12
+e⊗ e21 + e⊗ e22 + x⊗ e22
αrreeeeeee

e⊗ e22 + x⊗ e22ll
β

YYYYYYYY
e⊗ e23 + x⊗ e23

+x⊗ e22 ll
α

XXXXXXX
x⊗ e13 + e⊗ e13

+e⊗ e22 + e⊗ e23jj
β

UUUUU

x⊗ e13

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

On voit facilement que ce diagramme réalise l’isomorphisme voulu. Remarquons que la partie en boite, qui
s’identifieàC ′2 en tant que cordes, est justement le diagrammeC̃ ′2.

L’hypothèse de ŕecurrence est la suivante: On suppose que l’assertion soit vraie pourn− 1 et les diagrammes
suivants ŕealisent l’isomorphisme

IndG
T0
M(β0α

−1
0 , n− 1, 1) ∼= M(Cn−1, 1, 1),

c’est-̀a-dire que dans chacun des cas suivants, l’hypothèse de ŕecurrence demande les conditions suivantes:

(1) Il existe une base de IndG
T0
M(α0β

−1
0 , n− 1, 1) qui réalise l’isomorphisme

IndG
T0
M(α0β

−1
0 , n− 1, 1) ∼= M(Cn−1, 1, 1)

(2) Cette base contient leséléments d́eja explicit́es dans chacun des diagrammes suivants.
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Si n est impaire,

x⊗ e1,n−1

β
ssgggggg

x⊗ e1,n−1 + e⊗ e1,n−1

e⊗ e2,n−1 + e⊗ e2,n−2

αrrffffff
x⊗ e2,n−1 + e⊗ e2,n−1

+x⊗ e2,n−2

β
rreeeeeee

x⊗ e2,n−2 + e⊗ e2,n−2

...
α

llYYYYYYYYYYYYYYYY

...
βrrddddddddddddddddddddddd

αqqbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbb

βrreeeeeeeeeeeee

α

llYYYYYYYYYYYYY

β

mm\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
αqqbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbb

β

mm\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
α

mm\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

...
β

llXXXXXXXXXXXXXXXXXX

...
αrrfffffffffffffff

x⊗ e2,n−1 + e⊗ e2,n−1

+x⊗ e2,n−2 + e⊗ e2,n−2

x⊗ e2,n−1 + x⊗ e2,n−2
β

llYYYYYYY

x⊗ e1,n−1
α

kkXXXXXXX

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

La partie de bord estC(1)
n−1, la partie de bord estC(2)

n−1 et celle de bord− − − estC ′n−1. Comme

en tant que cordes,(C(1)
n−1)

−1 s’identifie à C(2)
n−1, si on ajoute dansC ′n−1 à la position deC(2)

n−1 le diagramme

(C(1)
n−1)

−1 (avec leśeléments), alors le digrammeC ′n−1 devient un diagramme, noté C̃ ′n−1, dont l’élément le plus
haut estx⊗ e2,n−2 + e⊗ e2,n−2 et dont l’́elément le plus bas estx⊗ e2,n−1 + e⊗ e2,n−1.
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x⊗ e2,n−2 + e⊗ e2,n−2

...

α

kkWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW

...
β

uujjjjjjjjjjjjjjjjj

α

rrddddddddddddddddddddddddddd

β

sshhhhhhhhhhhhhhhhh

α
kkVVVVVVVVVVVVVVVVV

β
llZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZ

α

rrddddddddddddddddddddddddddd

β
llZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZ

α
kkVVVVVVVVVVVVVVVVV

...

β
bbDDDDDDDD

...
α

vvllllllllllllll

x⊗ e2,n−1 + e⊗ e2,n−1

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
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Si n est paire,

x⊗ e1,n−1α
rreeeeeeeee

x⊗ e2,n−1 + x⊗ e2,n−2
β

rrfffffffffffffff
x⊗ e2,n−1 + e⊗ e2,n−1

+x⊗ e2,n−2 + e⊗ e2,n−2

v ...

α
kkXXXXXXXXXXXXXX

...β

rreeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

α
qqbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbb

β

qqbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbb

αmm\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ βmm\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
α

qqbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbb
βmm\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

αmm\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

...

β
kkWWWWWWWWWWWWWWW

...α

rrfffffffffffffff

x⊗ e2,n−2 + e⊗ e2,n−2

x⊗ e2,n−1 + e⊗ e2,n−1

+ex⊗ e2,n−2

β

llXXXXXX

x⊗ e1,n−1 + e⊗ e1,n−1

e⊗ e2,n−1 + e⊗ e2,n

α

kkXXXXXX

x⊗ e1,n−1
β

jjVVVVV

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

La partie de bord estC(1)
n−1, la partie de bord estC(2)

n−1 et celle de bord− − − estC ′n−1. Comme

en tant que cordes,(C(2)
n−1)

−1 s’identifie à C(1)
n−1, si on ajoute dansC ′n−1 a la position deC(1)

n−1 le diagramme

(C(2)
n−1)

−1 (avec leśeléments), alors le digrammeC ′n−1 devient un diagramme, noté C̃ ′n−1, dont l’élément le plus
haut estx⊗ e2,n−1 + e⊗ e2,n−1 et dont l’́elément le plus bas estx⊗ e2,n−2 + e⊗ e2,n−2.
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x⊗ e2,n−1 + e⊗ e2,n−1

...

α

hhRRRRRRRRRRRRRR

...
β

||zz
zz

zz
zz

α

sshhhhhhhhhhhhhhhhh

β

sshhhhhhhhhhhhhhhhh

α
kkVVVVVVVVVVVVVVVVV

β
kkVVVVVVVVVVVVVVVVV

α

sshhhhhhhhhhhhhhhhh

β
kkVVVVVVVVVVVVVVVVV

α
eeKKKKKKKK

...

β
bbDDDDDDDD

...
α

vvllllllllllllll

x⊗ e2,n−2 + e⊗ e2,n−2

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
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On va construire un diagramme de formeCn qui établit l’assertion. Sin est impaire,

x⊗ e1,nβ
ttiiiii

x⊗ e1,n + e⊗ e1,n

e⊗ e2,n + e⊗ e2,n−1α
ssffffff

x⊗ e2,n + e⊗ e2,n

+x⊗ e2,n−1β
rreeeeeeee

x⊗ e2,n−1 + e⊗ e2,n−1

x⊗ e2,n−2 + e⊗ e2,n−2

e⊗ e2,n−1 + x⊗ e2,n−1

+x⊗ e2,n−2

βllYYYYYY

e⊗ e2,n + e⊗ e2,n−1

+x⊗ e2,n + e⊗ e1,n−1

+x⊗ e1,n−1 + x⊗ e2,n−2

αkkWWWWW

x⊗ e1,n + e⊗ e1,n

+e⊗ e1,n−1

βkkVVVVV

α
ssffffff

x⊗ e2,n + e⊗ e2,n

+x⊗ e2,n−1 + e⊗ e2,n−1

x⊗ e2,n + x⊗ e2,n−1
β

llXXXXXX

x⊗ e1,n
α

kkVVVVVV

On veut trouver une base de IndG
T0
M(α0β

−1
0 , n, 1) qui contient leśeléments d́ejà explicit́es dans le diagramme

préćedent et qui ŕealise l’isomorphisme

IndG
T0
M(α0β

−1
0 , n, 1) ∼= M(Cn, 1, 1)

Comme la partie vide en boı̂te s’identifieàC ′n−1 en tant que cordes. On remplie cette partie vide parC̃ ′n−1 et il
est facile de voir quẽC ′n−1 se recolle bien avec leséléments d́ejà explicit́es.
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Si n est paire,

x⊗ e1,nα
sshhhhhh

x⊗ e2,n + x⊗ e2,n−1β
rrffffff

x⊗ e2,n + e⊗ e2,n

+x⊗ e2,n−1 + e⊗ e2,n−1

x⊗ e1,n + e⊗ e1,n

+e⊗ e1,n−1

αkkXXXXXX

β
ttiiiiii

e⊗ e2,n + e⊗ e2,n−1

+x⊗ e2,n + x⊗ e2,n−1

+e⊗ e1,n−1 + x⊗ e1,n−1

+x⊗ e2,n−1 + x⊗ e2,n−2α
ttiiiiii

e⊗ e2,n−1 + x⊗ e2,n−1

+x⊗ e2,n−2β
rreeeeee

x⊗ e2,n−2 + e⊗ e2,n−2

x⊗ e2,n−1 + e⊗ e2,n−1

x⊗ e2,n + e⊗ e2,n

+x⊗ e2,n−1

βllYYYYYYYY

x⊗ e1,n + e⊗ e1,n

e⊗ e2,n + e⊗ e2,n−1

αkkXXXXXX

x⊗ e1,n

βjjUUUUU

On veut trouver une base de IndG
T0
M(α0β

−1
0 , n, 1) qui contient leśeléments d́ejà explicit́es dans le diagramme

préćedent et qui ŕealise l’isomorphisme

IndG
T0
M(α0β

−1
0 , n, 1) ∼= M(Cn, 1, 1)

Comme la partie vide en boı̂te s’identifieàC ′n−1 en tant que cordes. On remplie cette partie vide parC̃ ′n−1 et il
est facile de voir quẽC ′n−1 se recolle bien avec leséléments d́ejà explicit́es.

2

5.4.3 Induction deT1 a G

Proposition 5.4.10 (1) IndG
T1

Ωn(k) = Ωn(M(α)), pour toutn ∈ Z.
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(2) IndG
T1
M(α1β

−1
1 , n, λ) = M(αβαβ−1, n, µ) pour toutn ∈ N∗, et òuλ ∈ k∗ n’est paśegaleà1 etµ = λ

λ2+1 .

(3) IndG
T1
M(α1β

−1
1 , n, 1) = M(Dn, 1, 1).

(4) IndG
T1
M(α1) = M(αβα) = IndG

T1
M(β1) et par conśequent IndGT1

Q(α1) = Q(αβα) = IndG
T1
Q(β1)

La preuve est identiquèa celle dans la section préćedente.

5.5 Groupes díedraux d’ordre ≥ 16

Notons
G = D2n = 〈x, y|x2n−1

= e = y2, yxy = x−1〉

le groupe díedral d’ordre2n. Le carquois avec relations dekG est

"!
# 

"!
# 

6•
0
6α β

α2 = 0 = β2, (αβ)2
n−2

= (βα)2
n−2

où α = 1 + y etβ = 1 + yx.
NotonsH = 〈x〉 ∼= C2n−1 , T0 = 〈x2, y〉 ∼= D2n−1 etT1 = 〈x2, yx〉 ∼= D2n−1 . Ce sont tous les sous-groupes

d’indice2 deG, donc normaux. Les carquois avec relations des algèbreskT0, kT1 etkH sont respectivement

"!
# 

"!
# 

6•
0
6α0 β0

α2
0 = 0 = β2

0 , (α0β0)2
n−3

= (β0α0)2
n−3

où α0 = 1 + y etβ0 = 1 + yx2.

"!
# 

"!
# 

6•
0
6α1 β1

α2
1 = 0 = β2

1 , (α1β1)2
n−3

= (β1α1)2
n−3

où α1 = 1 + yx etβ1 = 1 + x2.

"!
# 
• γ6 γ2n−1

= 0

où γ = 1 + x.

Proposition 5.5.1 ( [15, Page 64, II.7.6 LAMMA]) Le carquois d’Auslander-Reiten stable dekG est compośe de

• une infinit́e de1-tubes forḿes des modules de type ruban

• deux1-tubes forḿes de modules de type corde:Q((αβ)2
n−2−1α) etQ((βα)2

n−2−1β)

• une infinit́e de composantes de typeZA∞∞.
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5.5.1 Induction deH à G

LeskH-modules ind́ecomposables sont de la formeM(γs) pour0 ≤ s ≤ 2n−1 − 1.

Lemme 5.5.2 IndG
HM(γs) = M((βα · · ·︸ ︷︷ ︸

s+1

)(αβ · · ·︸ ︷︷ ︸
s+1

)−1, 1, 1)

Démonstration On supposeM(γs) = (e0
γ //e1

γ // · · ·
γ //es ). Alors commeγ = 1 + x, on axei =

ei + ei+1 pour tout1 ≤ i ≤ s, où on utilise la conventiones+1 = 0. Le module apr̀es induction est

IndG
HM(γs) = (

s⊕
i=1

ke⊗ ei)⊕ (
s⊕

i=1

ky ⊗ ei)

On calcule en suite
α(e⊗ ei) = (1 + y)e⊗ ei = e⊗ ei + y ⊗ ei,

pour tout0 ≤ i ≤ s et
α(y ⊗ ei) = (1 + y)y ⊗ ei = y ⊗ ei + e⊗ ei

pour tout0 ≤ i ≤ s, puisquey2 = e et

β(e⊗ ei) = (1 + yx)e⊗ ei = e⊗ ei + yx(e⊗ ei) = e⊗ ei + y ⊗ xei = e⊗ ei + y ⊗ ei + y ⊗ ei+1

pour tout0 ≤ i ≤ s et

β(y ⊗ ei) = (1 + yx)y ⊗ ei = y ⊗ ei + yx(y ⊗ ei) = y ⊗ ei + e⊗ x−1ei = y ⊗ ei +
s∑

j=i

e⊗ ej

pour tout0 ≤ i ≤ s, puisqueyxy = x−1 etx−1ei =
∑s

j=i ej .
Il est facile de voir que(· · ·β ◦ α)e ⊗ ei = 0, si (· · ·β ◦ α) est compośe de plus des + 1 − i flèches. On a,

pour tout2 ≤ i ≤ s, les suites ind́ependentes suivantes de longueurs+ 1− i:

e⊗ ei
α //e⊗ ei + y ⊗ ei

β // · · · //e⊗ es + y ⊗ es

et la suite de longueurs− 1

y ⊗ e2
α //e⊗ e2 + y ⊗ e2

β // · · · //e⊗ es + y ⊗ es

On fait la ŕecurrence surs. Pours = 0, voici deux diagrammes quiétablissent les isomorphismes désiŕes.

e⊗ e1
β // e⊗ e1 + y ⊗ e1

e⊗ e1 α // e⊗ e1 + y ⊗ e1

et
y ⊗ e1 α // y ⊗ e1 + e⊗ e1

y ⊗ e1
β // ye⊗ e1 + e⊗ e1

Notre hypoth̀ese de ŕecurrence est que l’on a un diagramme suivant quiétablit l’isomorphisme

IndG
H(e1

γ // · · ·
γ //en ) ∼= M((αβ · · ·︸ ︷︷ ︸

s

)(βα · · ·︸ ︷︷ ︸
s

)−1, 1, 1)
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e⊗ e1 α // e⊗ e1 + y ⊗ e1
β // · · · // e⊗ es + y ⊗ es

e⊗ e1
β // e⊗ e1 + y ⊗ e1 + y ⊗ e2 α // · · · // y ⊗ es + e⊗ es

Si on supprime la première colonne de ce diagramme et ajouteà la deuxìeme ligne les suites de longueurs+1− i:

e⊗ ei
α //e⊗ ei + y ⊗ ei

β // · · · //e⊗ es + y ⊗ es

pour tout2 ≤ i ≤ s et la suite de longueurs− 1

y ⊗ e2
α //e⊗ e2 + y ⊗ e2

β // · · · //e⊗ es + y ⊗ es

Alors on obtient un diagramme (*) de la forme

y ⊗ e1 + e⊗ e1
β // · · · // e⊗ es + y ⊗ es

y ⊗ e1 + e⊗ e1 + e⊗ e2 + · · ·+ e⊗ es
α // · · · // e⊗ es + y ⊗ es

Regardons maintenant le diagramme incomplet suivant

e⊗ e0
β // e⊗ e0 + y ⊗ e0 + y ⊗ e1 α // y ⊗ e1 + e⊗ e1

β // · · ·

e⊗ e0 α // e⊗ e0 + y ⊗ e0
β // y ⊗ e1 + e⊗ e1 + e⊗ e2 + · · ·+ e⊗ es

α // · · ·

On compl̀ete ce diagramme par le diagramme (*). Le nouveau diagramme ainsi obtenuétablit l’assertion.

2

5.5.2 D́efinition d’un ordre sur l’ensemble des segments d’une corde

Afin de formuler une formule des cordes induites deT0 (resp. deT1) versG, on introduit une relation binaire sur
l’ensemble des segments d’une corde surkT0 (resp.kT0).

SoitC = C1C2 · · ·Cn une corde surkT0 où lesCi pour1 ≤ i ≤ n sont les segments deC. On va d́efinir un
ordre sur l’ensemble{C1, C2, · · · , Cn}.

Définition 5.5.1 Ord1 Si |Ci| > |Cj |, alorsCi > Cj .

Ord2 Supposons que|Ci| = |Cj |. Supposons qu’il existes > 0 tel que|Ci+t| = |Cj+t| pour tout−s+ 1 ≤ t ≤
s−1 et que l’on ait les deux ińegalit́es|Ci−s| ≤ |Cj−s| et |Ci+s| ≤ |Cj+s| dont au moins une parmi eux est
stricte ou les deux ińegalit́es|Ci−s| ≥ |Cj−s| et |Ci+s| ≥ |Cj+s| dont au moins une parmi eux est stricte.
Alors on d́efinitCi > Cj , si on est dans l’une des situations suivantes:

(i) si s est impaire et|Ci−s| ≤ |Cj−s| et |Ci+s| ≤ |Cj+s|
(ii) s est paire et|Ci−s| ≥ |Cj−s| et |Ci+s| ≥ |Cj+s|

et on d́efinitCj > Ci, si on est dans l’une des situations suivantes:

(i) s est paire et|Ci−s| ≤ |Cj−s| et |Ci+s| ≤ |Cj+s|
(ii) s est impaire et|Ci−s| ≥ |Cj−s| et |Ci+s| ≥ |Cj+s|

Ord2’ Supposons que|Ci| = |Cj |. Supposons qu’il existes > 0 tel que|Ci+t| = |Cj−t| pour tout−s+ 1 ≤ t ≤
s−1 et que l’on ait les deux ińegalit́es|Ci+s| ≤ |Cj−s| et |Ci−s| ≤ |Cj+s| dont au moins une parmi eux est
stricte ou les deux ińegalit́es|Ci+s| ≥ |Cj−s| et |Ci−s| ≥ |Cj+s| dont au moins une parmi eux est stricte.
Alors on d́efinitCi > Cj , si on est dans l’une des situations suivantes:
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(i) s est impaire et|Ci−s| ≤ |Cj+s| et |Ci−s| ≤ |Cj+s|
(ii) s est paire et|Ci+s| ≥ |Cj−s| et |Ci−s| ≥ |Cj+s|

et on d́efinitCj > Ci, si on est dans l’une des situations suivantes:

(i) s est paire et|Ci+s| ≤ |Cj−s| et |Ci−s| ≤ |Cj+s|
(ii) s est impaire et|Ci+s| ≥ |Cj−s| et |Ci−s| ≥ |Cj+s|

Ord3 Si C = C1 · · ·C2n est une corde syḿetrique, i.e.|Ci| = |C2n+1−i| pour tout1 ≤ i ≤ 2n, alors on d́efinit
Cn > Cn+1.

Lemme 5.5.3 Avec les axiomes Ord1, Ord2 et Ord2’, si on a une corde symétriqueC = C1C2 · · ·C2n, Cn et
Cn+1 ne sont pas comparable.

Démonstration Si on pouvait comparerCn et Cn+1, disonsCn > Cn+1, on devrait utiliser Ord2 ou Ord2’,
puisque|Cn| = |Cn+1|. En fait, on ne peut pas utiliser Ord2’, car pour toutt, |Cn+1+t| = |Cn−t|. Maintenant il
existes > 0 tel que tel que|Cn+t| = |Cn+t+1| pour tout−s + 1 ≤ t ≤ s − 1 et que l’on ait, sis est impaire,
les deux ińegalit́es|Cn−s| ≤ |Cn+1−s| et |Cn+s| ≤ |Cn+1+s| dont au moins une parmi eux est stricte , et sis est
paire, les deux ińegalit́es|Cn−s| ≥ |Cn+1−s| et |Cn+s| ≥ |Cn+1+s| dont au moins une parmi eux est stricte. On
obtient alors, au premier cas,

|Cn−s| ≤ |Cn+1−s| = |Cn+2−s| = · · · = |Cn+s−1| = |Cn+s| ≤ |Cn+1+s| = |Cn−s|,

et au deuxìeme cas,

|Cn−s| ≥ |Cn+1−s| = |Cn+2−s| = · · · = |Cn+s−1| = |Cn+s| ≥ |Cn+1+s| = |Cn−s|.

Cela contredit Ord 2.

2

Lemme 5.5.4 SupposonsC une corde non syḿetrique. Alors on ne peut pas avoir simultanémentCi > Cj et
Cj > Ci.

Démonstration Supposons que Ord2 donneCi < Cj et Ord2’ donneCi > Cj . Alors il existes tel que|Ci+u| =
|Cj+u| pour tout−s + 1 ≤ u ≤ s − 1 et que l’on ait: sis est paire, les deux inégalit́es |Ci−s| ≤ |Cj−s| et
|Ci+s| ≤ |Cj+s| dont au moins une parmi eux est stricte, et sis est impaire, les deux inégalit́es|Ci−s| ≥ |Cj−s|
et |Ci+s| ≥ |Cj+s| dont au moins une parmi eux est stricte. Et il existet > 0 tel que|Ci+u| = |Cj−u| pour tout
−t + 1 ≤ u ≤ t − 1 et que l’on ait, sit est paire, les deux inégalit́es|Ci+t| ≥ |Cj−t| et |Ci−t| ≥ |Cj+t| dont au
moins une parmi eux est stricte et sit est impaire, les deux inégalit́es|Ci+t| ≤ |Cj−t| et |Ci−t| ≤ |Cj+t| dont au
moins une parmi eux est stricte.

On peut supposer ques ≤ t. Alors on obtient, sis est paire,

|Ci−s| ≤ |Cj−s| ≤ |Ci+s| ≤ |Cj+s| ≤ |Ci−s|

et sis est impaire,
|Ci−s| ≥ |Cj−s| ≥ |Ci+s| ≥ |Cj+s| ≥ |Ci−s|

Comme dans chaque suites d’inégalit́es, il en existe une qui est stricte. On en déduit que|Ci−s| < |Ci−s|, ce qui
est absurde.

2
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Lemme 5.5.5 SupposonsCi < Cj etCj < Ck. AlorsCi < Ck.

Démonstration Si les trois segements ne sont pas de même longueur, alors l’assertion estévidente. Supposons
donc d́es pŕesent que|Ci| = |Cj | = |Ck|.

Supposons d’abord queC soit syḿetrique et que l’une desCi < Cj etCj < Ck, par exempleCi < Cj , soit
obtenue par Ord3. Alors si on peut comparerCj etCk en utilisant Ord2 ( resp. Ord2’), alors on peut comparerCi

etCk en utilisant Ord2’ (resp.Ord2).
Supposons que l’on n’est pas dans la situation préćedente.
On distingue plusieurs cas. On traite le cas où on utilise Ord2 pour comparerCi etCj et Ord2’ pour comparer

Cj etCk. Dans ce cas, on peut comparerCi etCk en utilisant Ord2’. On l’illustre comme suit

Ci <Ord2 Cj etCj <Ord2′ Ck ⇒ Ci <Ord2′ Ck

Ci <Ord2 Cj etCj <Ord2 Ck ⇒ Ci <Ord2 Ck

Ci <Ord2′ Cj etCj <Ord2′ Ck ⇒ Ci <Ord2 Ck

Ci <Ord2′ Cj etCj <Ord2 Ck ⇒ Ci <Ord2′ Ck

2

Proposition 5.5.6 (1) Les axiomes Ord1, Ord2, Ord2’ et Ord3 définissent un ordre sur l’ensemble des segments
d’une corde.

(2) Cet ordre n’est pas nécessairement un ordre total. Il vérifie en revanche une condition plus faible: Pour tout
1 ≤ s ≤ n− 1, on peut comparerCs etCs+1.

Démonstration SiCi ≤ Cj etCj ≤ Ci, Lemme 5.5.4 impliquei = j. La transitivit́e est Lemme 5.5.5.
On montre ensuite que l’on peut comparer deux segments voisins. En effet, Si leur longueurs ne sont pas la

même, Ord1 s’applique. Supposons que|Cs| = |Cs+1|. Comparons|Cs−1| et |Cs+2|, si elles ne sont paśegales,
on peut utiliser Ord2’ pour comparerCs etCs+1; sinon, regardons|Cs−2| et |Cs+3|, s’elles ne sont paśegales,
Ord2’ aideà comparerCs etCs+1, sinon, etc. Ce processus ne s’arrete que dans le cas symétrique, mais en ce
moment, on utilise Ord3.

2

5.5.3 Une formule pour les cordes induites

Soit C = C1 · · ·Cn une corde surkT0 muni de l’ordre d́efini ci-dessus. Alors on fabrique une nouvelle corde
ϕ(C) = C̃ = C̃1C̃2 · · · C̃n surkG telle que

(1) Pour tout1 ≤ i ≤ n, C̃i est directe (resp. inverse) ssiCi est directe (resp. inverse).

(2) SiCi < Ci−1, Ci+1, alors|C̃i| = 2|Ci|−1; siCi > Ci−1, Ci+1, alors|C̃i| = 2|Ci|+1; sinon,|C̃i| = 2|Ci|.

(3) SiCi > Ci−1, Ci+1, alorsC̃i commence parβ (donc termine aussi parβ).

Remarque 5.5.7Ceci d́etermine de façon unique la cordẽC.

Proposition 5.5.8 Montrer que
IndG

T0
M(C) = M(ϕ(C))
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Dans le chapitre qui suit, on développe une ḿethode constructive pour démontrer des cas particuliers. Je pense que
cette ḿethode en donnera aussi une preuve complète.

Soit C = C1 · · ·Cn une corde surkT1 muni de l’ordre d́efini dans D́efinition 5.5.1. Alors on fabrique une
nouvelle cordeψ(C) = C̃1C̃2 · · · C̃n surkG telle que

(1) Pour tout1 ≤ i ≤ n, C̃i est directe (resp. inverse) ssiCi est directe (resp. inverse).

(2) SiCi < Ci−1, Ci+1, alors|C̃i| = 2|Ci|−1; siCi > Ci−1, Ci+1, alors|C̃i| = 2|Ci|+1; sinon,|C̃i| = 2|Ci|.

(3) SiCi > Ci−1, Ci+1, alorsC̃i commence parα (donc termine aussi parα).

Proposition 5.5.9 Montrer que
IndG

T1
M(C) = M(ψ(C))

Si l’assertion 5.5.8 est vraie, cette assertion est aussi vraie avec une preuve analogue.



Chapter 6

Démonstration des cas particuliers du
probl ème 5.5.8

6.1 Suites ind́ependentes

Notons(Q, ρ) un carquois avec relations oùQ est

"!
# 

"!
# 

6•
0
6α β

et òu ρ contient les relationsα2 = 0 = β2. Remarquons que l’algebrekQ/〈ρ〉 est une alg̀ebre biśerielle sṕeciale,
si elle est de dimension finie.

Définition 6.1.1 Soientn ∈ N∗ et v ∈ V où V est une repŕesentation de(Q, ρ). Unesuite ind́ependente, not́ee
S(e, α, n), est une suite d’élémentse0 = e, e1, · · · , en dansV telle que les conditions suivantes soient vérifiées.

(1) Lesei avec0 ≤ i ≤ n sont une famille libre.

(2) (i) αe0 = e1

(ii) Si i est paire et0 < i < n, αei = ei+1 etβei = 0.

(iii) Si i est impaire et0 < i < n, βei = ei+1 etαei = 0.

On dit queS(e, α, n) est une suite ind́ependente de 0-ième termee = e0, de dernier termeen, de premìere fl̀eche
α et de longueurn, not́ee|S(e, α, n)| = n. Cette suiteS(e, α, n) est souvent illustŕee par

e0
α //e1

β // · · · //en

ou
e0 α&&MM

e1 β
##GG
... ##GG

en

375
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Si en plusαen = 0 = βen, on dit que cette suite indépendente estmaximaleet si tel est le cas, ońecrit souvent
S(e, α) à la place deS(e, α, n); si en plusβe0 = 0, on dit que cette suite indépendente estcompl̀ete.

On peutégalement d́efinir de façon analogue les suites indépendentes de première fl̀echeβ.
On peut aussi d́efinir les suites ind́ependentes de direction inverse:

e0 e1oo · · ·oo en
αoo

ou
enαvvnn

en−1

{{vvv...~~}}
e0

Dans ce cas, on dit encore quee0 est le 0-ìeme terme de cette suite et queen est le dernier terme. La flècheα ou
plus pŕeciśementα−1 est dite la dernìere fl̀eche de cette suite. Siβe0 = 0 = αe0, cette suite est maximale; si
βen = 0, cette suite est complète.

Soit S une suite ind́ependente directe (resp. inverse). Désignons parS ′ la suite extraite deS obtenue par
supprimer le dernier terme (resp. le 0-ième terme) deS .

Soient
S1 : e0 //e1 // · · · //en

et
S2 : e′0 //e′1 // · · · //e′m

deux suites ind́ependentes de m̂eme premìere fl̀eche. On peut supposern ≤ m et d́efinit ei = 0 pour tout
n+1 ≤ i ≤ m. Si les termesei + e′i pour0 ≤ i ≤ m sont ind́ependents, alors la sommeS1 +S2 est par d́efinition
la suite ind́ependente

e0 + e′0 //e1 + e′1 // · · · //em + e′m

Soient

S : e0
α //e1

β // · · · //en

une suite ind́ependente etu ∈ Z. Alors le translat́eS[u] est la suite dont lei-ième terme estei+u où l’on définit
ej = 0 pour toutj > n ou j < 0.

Etant donńeS une suite ind́ependente de la forme

e0 //e1 // · · · //en

si on noteS1 la suite extraite
es

//es+1
// · · · //en

pour certain1 ≤ s ≤ n− 1, onécrit souvent

S = (e0 // · · · //es−1
//S1 )

Etant donńeS une suite ind́ependente directe de la forme

e0 //e1 // · · · //en

La suite ŕeciproqueS−1 est par d́efinition la suite suivante:

en en−1
oo · · ·oo e1oo

On peut d́efinir aussi la ŕeciproque d’une suite indépendente inverse.
SoientS1 une suite ind́ependente directe (resp. inverse) etS2 une suite ind́ependente inverse (resp. directe)

telles que|S1| ≤ |S2|. Alors on utilise souvent l’expressionS1 + S2
−1

dans la quelleS2 est la suite extraite deS2

compośee des|S1| premiers termes (resp. derniers terms).
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Remarque 6.1.1Une suite extraite d’une suite indépendente directe (resp. inverse) est toujours complète si elle
ne contient pas le 0-ième terme (resp. le dernier terme) de l’ancienne suite, car le 0-ième terme de cette suite
extraite est dans l’image deγ et donc devient nul si on y appliqueγ où γ ∈ {α, β} est la fl̀eche diff́erente de la
premìere fl̀eche de cette suite extraite.

Remarque 6.1.2SoientV et W deux repŕesentations de(Q, ρ) et soientS1 ⊂ V et S2 ⊂ W deux suites
indépendentes dansV et W respectivement qui sont de même premìere fl̀eche. AlorsS1 + S2 est une suite
indépendente dansV ⊕W .

Remarque 6.1.3 (Remarque importante)SoitC une corde directe surkQ/〈ρ〉. Alors la construction du module
de type cordeM(C) donńee dans la section 1.4 consisteà trouver une suite ind́ependente maximale et complète,
not́ee souvent̃C.

Si C = C1 · · ·Cn est une cordèa n segments, alors la construction du module de type cordeM(C) donńee
dans la section 1.4 consisteà trouver une suite ind́ependentẽCi pour chaque1 ≤ i ≤ n telles que les conditions
suivantes soient satisfaites:

(1) Pour tout1 ≤ i ≤ n, la suiteC̃i est maximale.

(2) Pour tout1 ≤ i ≤ n− 1, le dernier terme dẽCi cöıncide avec le 0-ìeme terme dẽCi+1. Si tel est le cas, on
dit queC̃i et C̃i+1 se recollent.

(3) SiC1 est directe, alors̃C1 est compl̀ete; siCn est inverse, alors̃Cn est compl̀ete.

Dans la suite, pour une cordeC = C1C2 · · ·Cn surT0, alors afin de v́erifier que Probl̀eme 5.5.8 est vrai, il faut
trouver les suites ind́ependentes̃Ci pour tout1 ≤≤ n telles que

(i) Leséléments dans ces suites̃Ci avec1 ≤≤ n forment une base de IndG
T0
M(C)

(ii) Les suitesC̃i avec1 ≤≤ n satisfont les conditions ci-dessus, i.e. elles sont une présentation deM(ϕ(C)).

6.2 Suites ind́ependentes canoniques

Revenons dans la situation d’induction deT0 àG. EcrivonsG = T0 t xT0. Rappelons que

G = D2n = 〈x, y|x4 = 1 = y2, yxy = x−1〉

et
T0 = 〈y, x2〉

et
α = 1 + y, β = 1 + yx, α0 = 1 + y, β0 = 1 + yx2

Lemme 6.2.1 SoitC = M((β0α0)n) = (e0
β0 //e1

α0 //e2
β0 // · · ·

β0 //e2n−1
α0 //e2n ) avecn ∈ N.

(i) S1(C) = S(e ⊗ e0, β) existe et est une suite indépendente maximale, complète, de longueur|S1(C)| =
2|C|+ 1 et de dernier termee⊗ e2n + x⊗ e2n.

(ii) S2(C) = S(x⊗ e0, α) existe et est une suite indépendente maximale, non complète, de longueur|S2(C)| =
2|C| et de dernier termee⊗ e2n + x⊗ e2n.
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Démonstration On fait la conventione2n+1 = 0. On sait queα0e0 = 0;α0e2i = 0, pour tout1 ≤ i ≤ n;
α0e2i−1 = e2i pour tout1 ≤ i ≤ n; β0e2i = e2i+1, pour tout0 ≤ i ≤ n; β0e2i−1 = 0, pour tout1 ≤ i ≤ n. Donc
ye0 = e0; ye2i = e2i, pour tout1 ≤ i ≤ n; ye2i−1 = e2i−1 + e2i, pour tout1 ≤ i ≤ n; yx2e2i = e2i + e2i+1,
pour tout0 ≤ i ≤ n; yx2e2i−1 = e2i−1, pour tout1 ≤ i ≤ n.

On calculeα(e⊗ e0) = (1 + y)e⊗ e0 = e⊗ e0 + e⊗ ye0 = e⊗ e0 + e⊗ e0 = 0; α(e⊗ e2i) = 0, pour tout
1 ≤ i ≤ n; α(e⊗ e2i−1) = e⊗ e2i pour tout1 ≤ i ≤ n; α(x⊗ e2i) = (1+ y)(x⊗ e2i) = x⊗ e2i +x⊗ yx2e2i =
x ⊗ e2i + x ⊗ e2i + x ⊗ e2i+1 = x ⊗ e2i+1 pour tout0 ≤ i ≤ n; α(x ⊗ e2i−1) = 0, pour tout1 ≤ i ≤ n;
β(e⊗ e2i) = (1 + yx)(e⊗ e2i) = e⊗ e2i + x⊗ yx2e2i = e⊗ e2i + x⊗ e2i + x⊗ e2i+1, pour tout0 ≤ i ≤ n;
β(e⊗e2i−1) = e⊗e2i−1+x⊗e2i−1, pour tout1 ≤ i ≤ n; β(x⊗e2i) = (1+yx)x⊗e2i = x⊗e2i +e⊗yx2e2i =
x⊗ e2i + e⊗ e2i + e⊗ e2i+1, pour tout0 ≤ i ≤ n; β(x⊗ e2i−1) = x⊗ e2i−1 + e⊗ e2i−1, pour tout1 ≤ i ≤ n.

On calcule ensuite les suites indépendentes en question.

(i) e⊗ e0
β //e⊗ e0 + x⊗ e0 + x⊗ e1

α //x⊗ e1
β // · · · α //x⊗ e2i−1

β //x⊗ e2i−1 + e⊗ e2i−1

α //e⊗ e2i
β //e⊗ e2i + x⊗ e2i + x⊗ e2i+1

α // · · · α //x⊗ e2n−1
β //x⊗ e2n−1 + e⊗ e2n−1

α //e⊗ e2n
β //e⊗ e2n + x⊗ e2n

Cette suite est́evidemment ind́ependente, puisque chaque terme contient un tenseurélémentaire qui n’apparaı̂t
dans aucun autre terme avant cet terme en queston. Notons que cette suite est maximale et complète, carα(e ⊗
e2n + x⊗ e2n) = 0 etα(e⊗ e0) = 0.

(ii) La suiteS2(C) est de la forme

x⊗ e0
α //x⊗ e1

β // · · · α //x⊗ e2i−1
β //x⊗ e2i−1 + e⊗ e2i−1

α //e⊗ e2i
β //e⊗ e2i + x⊗ e2i + x⊗ e2i+1

α // · · · α //x⊗ e2n−1

β //x⊗ e2n−1 + e⊗ e2n−1
α //e⊗ e2n

β //e⊗ e2n + x⊗ e2n

Cette suite priv́ee du 0-ìeme terme s’identifièa S1(C) privée des deux premiers termes. Cette suite est donc
maximale mais pas complète carβ(x⊗ e0) = x⊗ e1 6= 0.

2

De façon analogue, on obtient

Lemme 6.2.2 SoitC = M((β0α0)nβ0) = (e0
β0 //e1

α0 //e2
β0 // · · ·

β0 //e2n−1
α0 //e2n

β0 //e2n+1 ).

(i) S1(C) = S(e ⊗ e0, β) existe et est une suite indépendente maximale, complète, de longueur|S1(C)| =
2|C|+ 1 et de dernier termee⊗ e2n+1 + x⊗ e2n+1.

(ii) S2(C) = S(x⊗ e0, α) existe et est une suite indépendente maximale, non complète, de longueur|S2(C)| =
2|C| et de dernier termee⊗ e2n+1 + x⊗ e2n+1.

Lemme 6.2.3 SoitC = M((α0β0)n) = (e0
α0 //e1

β0 //e2
α0 // · · · α0 //e2n−1

β0 //e2n ).

(i) S1(C) = S(x ⊗ e0, β) existe et est une suite indépendente maximale, complète, de longueur|S1(C)| =
2|C|+ 1 et de dernier termee⊗ e2n + x⊗ e2n.

(ii) S2(C) = S(e⊗e0, α) existe et est une suite indépendente maximale , non complète, de longueur|S2(C)| =
2|C| et de dernier termee⊗ e2n + x⊗ e2n.

Démonstration On utilise la m̂eme ḿethode que dans Lemme 6.2.1. On calcule les suites indépendentes en
question.

(i)x⊗ e0
β //x⊗ e0 + e⊗ e0

α //e⊗ e1
β // · · · α //e⊗ e2i−1

β //e⊗ e2i−1
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+ x⊗ e2i−1
α //x⊗ e2i

β //x⊗ e2i + e⊗ e2i + e⊗ e2i+1
α // · · · α //

e⊗ e2n−1
β //e⊗ e2n−1 + x⊗ e2n−1

α //x⊗ e2n
β //x⊗ e2n + e⊗ e2n

Cette suite est́evidemment ind́ependente, puisque chaque terme contient un tenseurélémentaire qui n’apparaı̂t
pas dans aucun terme avant cet terme. Notons que cette suite est maximale et complète, carα(x⊗e2n+e⊗e2n) = 0
etα(x⊗ e0) = 0.

(ii) La suiteS2(C) est de la forme

e⊗ e0
α //e⊗ e1

β // · · · α //e⊗ e2i−1
β //e⊗ e2i−1 + x⊗ e2i−1

α //x⊗ e2i
β //x⊗ e2i + e⊗ e2i + e⊗ e2i+1

α // · · · α //e⊗ e2n−1

β //e⊗ e2n−1 + x⊗ e2n−1
α //x⊗ e2n

β //x⊗ e2n + e⊗ e2n

Cette suite priv́ee du 0-ìeme terme s’identifièa S1(C) privée des deux premiers termes. Cette suite est donc
maximale mais pas complète carβ(x⊗ e0) = x⊗ e1 6= 0.

2

De nouveau, on obtient lesénonćes analogues pour les cordes de longueur paire.

Lemme 6.2.4 SoitC = M((α0β0)nα0) = (e0
α0 //e1

β0 //e2
α0 // · · · α0 //e2n−1

β0 //e2n
α0 //e2n+1 ).

(i) S1(C) = S(x ⊗ e0, β) existe et est une suite indépendente maximale, complète, de longueur|S1(C)| =
2|C|+ 1 et de dernier termee⊗ e2n+1 + x⊗ e2n+1.

(ii) S2(C) = S(e⊗e0, α) existe et est une suite indépendente maximale , non complète, de longueur|S2(C)| =
2|C| et de dernier termee⊗ e2n+1 + x⊗ e2n+1.

Amplification 6.2.5 SoitC = C1C2 · · ·Cu une corde. Supposons queCi est directe et

Ci−1Ci = e0
β0
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Alors

(i) Si |Ci−1| ≤ |Ci|, S1(Ci) = S(e⊗ e0, β) existe et est une suite indépendente maximale, non complète, et de
longueur2|Ci|+ 1. Son dernier terme este⊗ e2n + x⊗ e2n si |Ci−1| < |Ci| et est

e⊗ e2n + x⊗ e2n + e⊗ e−2n + x⊗ e−2n

si |Ci−1| = |Ci|. Son avant-dernier terme este ⊗ e2n si |Ci−1| < |Ci| et este ⊗ e2n + x ⊗ e−2n si
|Ci−1| = |Ci|.

(ii) S2(Ci) = S(x⊗ e0, α) existe et est une suite indépendente maximale, non complète, d’avant-dernier terme
e⊗ e2n, de dernier termee⊗ e2n + x⊗ e2n et de longueur|S2(Ci)| = 2|Ci|.
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Ces suites sont appeléessuites ind́ependentes canoniques.
On peut d́efinir similairement la suite ind́ependente canonique pour le cas oùCi est inverse .

Démonstration (i) Supposons que|Ci−1| ≤ |Ci|. On fait la conventione2n+1 = 0. On sait queα0e0 =
e−1;α0e2i = 0, pour tout1 ≤ i ≤ n; α0e2i−1 = e2i pour tout1 ≤ i ≤ n; β0e2i = e2i+1, pour tout0 ≤ i ≤ n;
β0e2i−1 = 0, pour tout1 ≤ i ≤ n. Doncye0 = e0 + e−1; ye2i = e2i, pour tout1 ≤ i ≤ n; ye2i−1 = e2i−1 + e2i,
pour tout1 ≤ i ≤ n; yx2e2i = e2i + e2i+1, pour tout0 ≤ i ≤ n; yx2e2i−1 = e2i−1, pour tout1 ≤ i ≤ n.

On calculeα(e ⊗ e0) = (1 + y)(e ⊗ e0) = e ⊗ e0 + e ⊗ ye0 = e ⊗ e0 + e ⊗ e0 + e ⊗ e−1 = e ⊗ e−1;
α(e⊗e2i) = 0, pour tout1 ≤ i ≤ n; α(e⊗e2i−1) = e⊗e2i pour tout1 ≤ i ≤ n; α(x⊗e2i) = (1+y)(x⊗e2i) =
x⊗ e2i + x⊗ yx2e2i = x⊗ e2i + x⊗ e2i + x⊗ e2i+1 = x⊗ e2i+1, pour tout0 ≤ i ≤ n; α(e⊗ e2i−1) = 0, pour
tout1 ≤ i ≤ n; β(e⊗ e2i) = (1 + yx)(e⊗ e2i) = e⊗ e2i + x⊗ yx2e2i = e⊗ e2i + x⊗ e2i + x⊗ e2i+1, pour
tout 0 ≤ i ≤ n; β(e ⊗ e2i−1) = e ⊗ e2i−1 + x ⊗ e2i−1, pour tout1 ≤ i ≤ n; β(x ⊗ e2i) = (1 + yx)x ⊗ e2i =
x⊗ e2i + e⊗ yx2e2i = x⊗ e2i + e⊗ e2i + e⊗ e2i+1, pour tout0 ≤ i ≤ n; β(x⊗ e2i−1) = x⊗ e2i−1 + e⊗ e2i−1,
pour tout1 ≤ i ≤ n.

Alors S1(Ci) est de la forme

e⊗ e0
β //e⊗ e0 + x⊗ e0 + x⊗ e1

α //S(x⊗ e1, β) + S(e⊗ e−1, β)

où S(x ⊗ e1, β) existe d’apr̀es Lemme 6.2.4 et où S(e ⊗ e−1, β) existe d’apr̀es Lemme 6.2.1 ou 6.2.2 est de
longueur2(|Ci−1| − 1) + 1 = 2|Ci−1| − 1 ≤ 2|Ci| − 1. Le dernier terme deS1(Ci) este ⊗ e2n + x ⊗ e2n

si |Ci−1| < |Ci| et este ⊗ e2n + x ⊗ e2n + e ⊗ e−2n + x ⊗ e−2n si |Ci−1| ≥ |Ci|. Si |Ci−1| < |Ci|, alors
|S(e ⊗ e−1, β)| = 2(|Ci−1| − 1) + 1 = 2|Ci−1| − 1 ≤ 2|Ci| − 1 = |S(x ⊗ e1, β)| et donc la suiteS1(Ci) est
maxiamale.

(ii) La suiteS2(Ci) est la m̂eme que celle dans Lemme 6.2.1.

2

Comme pour les lemmes 6.2.1, 6.2.2, 6.2.3 et 6.2.4, on obtient les analogues correspondantes.

Amplification 6.2.6 SoitC = C1C2 · · ·Cu une corde. Supposons queCi est directe et

Ci−1Ci = e0
β0
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Alors

(i) Si |Ci−1| ≤ |Ci|, S1(Ci) = S(e⊗ e0, β) existe et est une suite indépendente maximale, non complète, et de
longueur2|Ci|+ 1. Son dernier terme este⊗ e2n+1 + x⊗ e2n+1 si |Ci−1| < |Ci| et este⊗ e2n+1 + x⊗
e2n+1 + e⊗ e−2n−1 +x⊗ e−2n−1 si |Ci−1| = |Ci|. Son avant-dernier terme estx⊗ e2n+1 si |Ci−1| < |Ci|
et estx⊗ e2n+1 + e⊗ e−2n−1 si |Ci−1| = |Ci|.

(ii) S2(Ci) = S(x⊗ e0, α) existe et est une suite indépendente maximale, non complète, d’avant-dernier terme
x⊗ e2n+1, de dernier termee⊗ e2n+1 + x⊗ e2n+1 et de longueur|S2(Ci)| = 2|Ci|.
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Ces suites sont appeléessuites ind́ependentes canoniques.
On peut d́efinir similairement la suite ind́ependente canonique pour le cas oùCi est inverse .

Amplification 6.2.7 SoitC = C1C2 · · ·Cu une corde. Supposons queCi est directe et

Ci−1Ci = e0
α0
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Alors

(i) Si |Ci−1| ≤ |Ci|, S1(Ci) = S(x ⊗ e0, β) existe et est une suite indépendente maximale, non complète, et
de longueur2|Ci| + 1. Son dernier terme este ⊗ e2n + x ⊗ e2n si |Ci−1| < |Ci| et este ⊗ e2n + x ⊗
e2n + e ⊗ e−2n + x ⊗ e−2n si |Ci−1| = |Ci|. Son avant-dernier terme estx ⊗ e2n si |Ci−1| < |Ci| et est
x⊗ e2n + e⊗ e−2n si |Ci−1| = |Ci|.

(ii) S2(Ci) = S(e⊗ e0, α) existe et est une suite indépendente maximale, non complète, d’avant-dernier terme
x⊗ e2n, de dernier termee⊗ e2n + x⊗ e2n et de longueur|S2(Ci)| = 2|Ci|.

Ces suites sont appeléessuites ind́ependentes canoniques.
On peut d́efinir similairement la suite ind́ependente canonique pour le cas oùCi est inverse .

Démonstration (i) Supposons que|Ci−1| ≤ |Ci|. La suiteS1(Ci) est de la forme

x⊗ e0
β //x⊗ e0 + e⊗ e0 + e⊗ e−1

α //S(x⊗ e−1, β) + S(e⊗ e1, β) + S(x⊗ e−2, β)

où S(e ⊗ e1, β) existe d’apr̀es Lemme 6.2.2, òu S(x⊗ e−1, β) existe d’apr̀es Lemme 6.2.3 et 6.2.4 et où S(x ⊗
e−2, β) existe d’apr̀es Lemme 6.2.1 et 6.2.2. Le dernier terme deS1(Ci) este⊗ e2n + x⊗ e2n si |Ci−1| < |Ci|
et este⊗ e2n + x⊗ e2n + e⊗ e−2n + x⊗ e−2n si |Ci−1| = |Ci|.
|S(x ⊗ e−2, β)| = 2(|Ci−1| − 2) + 1 = 2|Ci−1| − 3 < 2|Ci| − 1 = |S(e ⊗ e1, β)|. Si |Ci−1| ≤ |Ci|, alors

|S(x⊗ e−1, β)| = 2(|Ci−1| − 1) + 1 = 2|Ci−1| − 1 ≤ 2|Ci| − 1 = |S(e⊗ e1, β)|. La suiteS1(Ci) est maximale.
(ii) La suiteS2(Ci) reste la m̂eme dans Lemme 6.2.3 .

2

Amplification 6.2.8 SoitC = C1C2 · · ·Cu une corde. Supposons queCi est directe et

Ci−1Ci = e0
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Alors

(i) Si |Ci−1| ≤ |Ci|, S1(Ci) = S(x ⊗ e0, β) existe et est une suite indépendente maximale, non complète, et
de longueur2|Ci|+1. Son dernier terme este⊗ e2n+1 +x⊗ e2n+1 si |Ci−1| < |Ci| et este⊗ e2n+1 +x⊗
e2n+1 + e⊗ e−2n−1 +x⊗ e−2n−1 si |Ci−1| = |Ci|. Son avant-dernier terme este⊗ e2n+1 si |Ci−1| < |Ci|
et este⊗ e2n+1 + x⊗ e−2n−1 si |Ci−1| = |Ci|.

(ii) S2(Ci) = S(e⊗ e0, α) existe et est une suite indépendente maximale, non complète, d’avant-dernier terme
e⊗ e2n+1, de dernier termee⊗ e2n+1 + x⊗ e2n+1 et de longueur|S2(Ci)| = 2|Ci|.

Ces suites sont appeléessuites ind́ependentes canoniques.
On peut d́efinir similairement la suite ind́ependente canonique pour le cas oùCi est inverse .

6.3 Propriétésélémentaires de l’ordre

Dans cette section, on rassemble des propriét́es simples de l’ordre d́efini dans D́efinition 5.5.1, qui seront utiliśees
dans la suite.

SoitC = C1C2 · · ·Cn une corde surkT0.

Lemme 6.3.1 SiCs < Cs+1 < Cs+2 < Cs+3, alors|Cs| < |Cs+3|.

Démonstration CommeCs < Cs+1 < Cs+2 < Cs+3, on a|Cs| ≤ |Cs+1| ≤ |Cs+2| ≤ |Cs+3|.
Si |Cs| = |Cs+3|, alors|Cs| = |Cs+1| = |Cs+2| = |Cs+3| =: l. CommeCs < Cs+1, on a|Cs−1| ≥ |Cs+2| =

l; commeCs+1 < Cs+2, on a|Cs−1| ≤ |Cs+4|; commeCs+2 < Cs+3, on al = |Cs+1| ≥ |Cs+4|. On obtient
donc quel = |Cs+2| ≤ |Cs−1| ≤ |Cs+4| ≤ |Cs+1| = l et cela implique que|Cs−1| = |Cs+4| = l > 0.

S’il existeu > 0 tel que pour tout0 ≤ i ≤ u, |Cs−i| = |Cs+3+i| = l. On peut supposer queu soit impaire, le
cas paire se faisant similairement. CommeCs < Cs+1, on a|Cs−u−1| ≤ |Cs+u+2| = l; commeCs+1 < Cs+2,
on a |Cs−u−1| ≥ |Cs+u+4|; commeCs+2 < Cs+3, on a l = |Cs−u+1| ≤ |Cs+u+4|. On obtient donc que
l = |Cs+2+u| ≥ |Cs−u−1| ≥ |Cs+u+4| ≥ |Cs−u+1| = l et cela implique que|Cs−u−1| = |Cs+u+4| = l > 0. On
en d́eduit que pour toutu ∈ Z, |Cu| = l > 0, ce qui est absurde, puisqueC est une corde finie.

2

Lemme 6.3.2 SiCs < Cs+1 < Cs+2 < Cs+3, alors|Cs+1| < |Cs+2|.

Démonstration Supposons le contraire, i.e.|Cs+1| = |Cs+2|. Pour queCs+1 < Cs+2, il faut que|Cs| ≥ |Cs+3|.
Or, Cs < Cs+1 < Cs+2 < Cs+3 implique que|Cs| ≤ |Cs+1| ≤ |Cs+2| ≤ |Cs+3|. On en d́eduit que|Cs| =
|Cs+1| = |Cs+2| = |Cs+3|. Cela contredit le lemme préćedent.

2

Corollaire 6.3.3 SiCs < Cs+1 < Cs+2 < Cs+3, alors|Cs| ≤ |Cs+1| < |Cs+2| ≤ |Cs+3|.

Corollaire 6.3.4 SiCi < Ci+1 < · · · < Cj−1 < Cj , alors|Ci| ≤ |Ci+1| < · · · < |Cj−1| ≤ |Cj |.

Démonstration Il suffit d’appliquer le corollaire pŕećedent̀aCs < Cs+1 < Cs+2 < Cs+3 pour touti ≤ s ≤ j−3.

2

Lemme 6.3.5 Si Cs−2 < Cs−1 < Cs > Cs+1 > Cs+2, alors on ne peut pas avoir l’égalit́e |Cs−1| = |Cs| =
|Cs+1|.
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Démonstration Cs−2 < Cs−1 < Cs > Cs+1 > Cs+2 implique que|Cs−2| ≤ |Cs−1| ≤ |Cs| ≥ |Cs+1| ≥
|Cs+2|.

Supposons le contraire, i.e.|Cs−1| = |Cs| = |Cs+1| = l > 0. On va montrer que pour touti > 0,
|Cs+i| = |Cs−i| = l > 0. Cs−1 < Cs implique que|Cs−2| ≥ |Cs+1| = l et Cs > Cs+1 implique que
l = |Cs−1| ≤ |Cs+2|. On en d́eduit que|Cs−2| = |Cs−1| = |Cs| = |Cs+1| = |Cs+2| = l.

Supposons que l’on ait montré que|Cs−i+1| = |Cs−i+2| = · · · = |Cs| = · · · = |Cs+i−2| = |Cs+i−1| = l.
Alors on peut supposer quei soit impaire. Cs−2 < Cs−1 implique que|Cs−i| ≥ |Cs+i−3| = l; Cs−1 < Cs

implique que|Cs−i| ≤ |Cs+i−1| = l; Cs > Cs+1 implique quel = |Cs−i+1| ≥ |Cs+i|; Cs+1 > Cs+2

implique quel = |Cs−i+3| ≤ |Cs+i|. On en d́eduit quel = |Cs+i−3| ≤ |Cs−i| ≤ |Cs+i−1| = l et que
l = |Cs−i+3| ≤ |Cs+i| ≤ |Cs−i+1| = l

2

Lemme 6.3.6 Si Cs−3 < Cs−2 < Cs−1 < Cs > Cs+1, alors on ne peut pas avoir l’égalit́e |Cs+1| = |Cs| =
|Cs−1|

Démonstration Supposons le contraire, i.e.|Cs−1| = |Cs| = |Cs+1| =: l. Alors Cs−1 < Cs implique que
|Cs−2| = |Cs+1| = l etCs−2 < Cs−1 implique que|Cs−3| = |Cs| = l. Maintenant on a|Cs−3| = |Cs−2| =
|Cs−1| = |Cs| = l et aussiCs−3 < Cs−2 < Cs−1 < Cs. Cela contredit Lemme 6.3.2.

2

Lemme 6.3.7 SiCs < Cs+1 et |Cs| = |Cs+1|, alors|C̃s−1| ≥ |C̃s+2|.

Démonstration CommeCs < Cs+1 et |Cs| = |Cs+1|, |Cs−1| ≥ |Cs+2|. Si |Cs−1| > |Cs+2|, alors|C̃s−1| ≥
2|Cs−1| − 1 ≥ 2|Cs+2|+ 1 ≥ |C̃s+2|.

Supposons d́es maintenant que|Cs−1| = |Cs+2| =: l. CommeCs < Cs+1, on a|Cs−2| ≤ |Cs+3|. Pour que
|C̃s−1| < |C̃s+2|, il faut et il suffit que l’on soit dans un des cinq cas suivants:

Cas 1Cs−2 > Cs−1 < Cs < Cs+1 < Cs+2 < Cs+3. Alors Lemme 6.3.1 implique que|Cs−1| < |C s+ 2|, ce
qui est absurde.

Cas 2Cs−2 > Cs−1 < Cs < Cs+1 > Cs+2 > Cs+3

CommeCs < Cs+1 et |Cs| = |Cs+1| ≥ |Cs−1| = |Cs+2|, |Cs−2| ≤ |Cs+3|. Alors |Cs−1| ≤ |Cs−2| ≤
|Cs+3| ≤ |Cs+2| = |Cs−1|. Cela montre que|Cs−2| = |Cs+3| = |Cs−1| = |Cs+2| > 0. S’il existeu > 0 tel
que pour tout0 ≤ i < u, |Cs−i| = |Cs+1+i| > 0, alors on peut supposer queu soit impaire.Cs−2 > Cs−1

implique que|Cs−u| ≤ |Cs+u−3|; Cs < Cs+1 implique que|Cs−u| ≥ |Cs+1+u| ; Cs+2 > Cs+3 implique
que|Cs−u+4| ≤ |Cs+u+1|. On obtient donc que|Cs−u+4| ≤ |Cs+u+1| ≤ |Cs−u| ≤ |Cs+u−3| = |Cs−u+4|
et on obtient que|Cs−u| = |Cs+u+1| = |Cs+u−3| > 0. Cela montre que pour toutt ∈ Z, |Ct| > 0 qui
conterdit le fait queC est une corde finie.

Cas 3Cs−2 < Cs−1 < Cs < Cs+1 < Cs+2 > Cs+3 Alors Lemme 6.3.1 implique que|Cs−1| < |Cs+2|, ce qui
est absurde.

Cas 4Cs−2 > Cs−1 > Cs < Cs+1 < Cs+2 > Cs+3 CommeCs < Cs+1 et |Cs| = |Cs+1| ≥ |Cs−1| = |Cs+2|,
|Cs−2| ≤ |Cs+3|. Alors |Cs−2| ≤ |Cs+3| ≤ |Cs+2| = |Cs−1| ≤ |Cs−2|. Cela montre que|Cs−2| =
|Cs+3| = |Cs−1| = |Cs+2| > 0. S’il existeu > 0 tel que pour tout0 ≤ i < u, |Cs−i| = |Cs+1+i| > 0. On
peut supposer queu soit impaire.Cs−2 > Cs−1 implique que|Cs−u| ≤ |Cs+u−3|;Cs < Cs+1 implique que
|Cs−u| ≥ |Cs+1+u| ; Cs+2 > Cs+3 implique que|Cs−u+4| ≤ |Cs+u+1|. On obtient donc que|Cs−u+4| ≤
|Cs+u+1| ≤ |Cs−u| ≤ |Cs+u−3| = |Cs−u+4| et on obtient que|Cs+u+1| = |Cs−u| = |Cs+u−3| > 0. Cela
montre que pour toutt ∈ Z, |Ct| > 0 qui conterdit le fait queC est une corde finie.
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Cas5Cs−2 > Cs−1 < Cs < Cs+1 < Cs+2 > Cs+3. Lemme 6.3.1 implique que|Cs−1| < |Cs+2|. C’est une
contradiction.

2

Lemme 6.3.8 Si Cs < Cs+1, |Cs| = |Cs+1| et |C̃s−1| = |C̃s+2|, alors|Cs−1| = |Cs+2| et le voisinage d’ordre
deCs−1 et celui deCs+2 sont syḿetriques par rapport̀aCs ∩ Cs+1 , i.e. on est dans l’un des cas suivants:

(i) Cs−2 < Cs−1 < Cs ⇐⇒ Cs+1 > Cs+2 > Cs+3

(ii) Cs−2 < Cs−1 > Cs ⇐⇒ Cs+1 < Cs+2 > Cs+3

(iii) Cs−2 > Cs−1 < Cs ⇐⇒ Cs+1 > Cs+2 < Cs+3

(iv) Cs−2 > Cs−1 > Cs ⇐⇒ Cs+1 < Cs+2 < Cs+3

Démonstration On montre d’abord que|Cs−1| = |Cs+2|.
CommeCs < Cs+1 et |Cs| = |Cs+1|, |Cs−1| ≥ |Cs+2|. Si |Cs−1| > |Cs+2|, alors pour que|C̃s−1| = |C̃s+2|,

il faut et il suffit que|Cs−1| = |Cs+2| + 1, Cs−2 > Cs−1 < Cs etCs+1 < Cs+2 > Cs+3. Mais dans ce cas, on
aurait|Cs−1| ≤ |Cs| = |Cs+1| ≤ |Cs+2| < |Cs−1|. C’est absurde. Maintenant on a montré que|Cs−1| = |Cs+2|.

Leséquivalences (ii) et (iii) sont́evidentes, gr̂aceà la d́efinition deC̃s−1 et C̃s+2.
Pour (i) et (iv), on montre d’abord queCs−2 < Cs−1 < Cs etCs+1 < Cs+2 < Cs+3 sont contradictoires. En

effet, si les deux existent simultanément, alors Lemme 6.3.1 implique que|Cs−1| < |Cs+2|. C’est absurde.
On montre ensuite queCs−2 > Cs−1 > Cs etCs+1 > Cs+2 > Cs+3 sont contradictoires.|Cs−1| ≥ |Cs| =

|Cs+1| ≥ |Cs+2| = |Cs−1| implique que|Cs−1| = |Cs| = |Cs+1| = |Cs+2| = l > 0. CommeCs−1 > Cs,
|Cs−2| ≤ |Cs+1| = l; commeCs < Cs+1, |Cs−2| ≤ |Cs+3|; commeCs+1 > Cs+2, l = |Cs| ≤ |Cs+3|. On
obtient alors quel = |Cs−1| ≤ |Cs−2| ≤ |Cs+1| = l = |Cs| ≤ |Cs+3| ≤ |Cs+2| = l et cela montre que
|Cs−2| = |Cs+3| = l > 0. S’il existeu > 0 tel que pour tout0 ≤ i < u, |Cs−i| = |Cs+1+i| = l > 0. On peut
supposer queu soit impaire.Cs−2 > Cs−1 implique que|Cs−u| ≤ |Cs+u−3| = l > 0; Cs−1 > Cs implique que
|Cs−u| ≥ |Cs+u−1| = l; Cs+1 > Cs+2 implique quel = |Cs−u+2| ≥ |Cs+1+u| ; Cs+2 > Cs+3 implique que
l = |Cs−u+4| ≤ |Cs+u+1|. On obtient donc que|Cs−u| = |Cs+u+1| = l > 0. Cela montre que pour toutt ∈ Z,
|Ct| = l > 0. Cela conterdit le fait queC est une corde finie.

2

Corollaire 6.3.9 Si Cs < Cs+1, |Cs| = |Cs+1| et s’il existeu > 0 tel que pour tout0 < i ≤ u, |C̃s−i| =
|C̃s+i+1|, alors pour tout1 ≤ i ≤ u, |Cs−i| = |Cs+i+1| et le voisinage d’ordre deCs−i et celui deCs+i+1 sont
symétriques par rapport̀aCs ∩ Cs+1.

Démonstration On raisonne par récurrence suru. Le casu = 1 est le lemme pŕećedent.
Supposons maintenant qu’il existeu > 1 tel que pour tout0 < i ≤ u, |C̃s−i| = |C̃s+i+1|. L’hypothèse de

récurrence assure que pour tout1 ≤ i ≤ u− 1, le voisinage d’ordre deCs−i et celui deCs+i+1 sont syḿetriques
par rapport̀aCs ∩ Cs+1.

Une fois que l’́equalit́e |Cs−u| = |Cs+u+1| estétablie,|C̃s−u| = |C̃s+u+1| implique que les voisinages d’ordre
deCs−u et deCs+u+1 sont syḿetriques par rapport̀aCs ∩ Cs+1. En effet, l’hypothese de récurrence implique
queCs−u < Cs−u+1 ⇐⇒ Cs+u > Cs+u+1 etCs−u > Cs−u+1 ⇐⇒ Cs+u < Cs+u+1. Si par exemple, (les
autres cas se font similairement),|C̃s−u| = 2|Cs−u| etCs−u < Cs−u+1, alorsCs−u−1 < Cs−u < Cs−u+1 et
|C̃s+u+1| = |C̃s−u| = 2|Cs−u| = 2|Cs+u+1|. et doncCs+u > Cs+u+1 > Cs+u+2. Les deux segmentsCs−u et
Cs+u+1 ont voisinages d’ordre syḿetriques par rapport̀aCs ∩ Cs+1.

On peut supposer queu soit impaire. L’hypoth̀ese de ŕecurrence implique que pour tout1 ≤ i ≤ u−1, |Cs−i| =
|Cs+i+1|. CommeCs < Cs+1 et comme pour tout1 ≤ i ≤ u− 1, |Cs−i| = |Cs+i+1|, alors|Cs−u| ≥ |Cs+u+1|.
Si |Cs−u| > |Cs+uv+1|, alors pour que|C̃s−u| = |C̃s+u+1|, il faut et il suffit que|Cs−u| = |Cs+u+1| + 1,
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Cs−u−1 > Cs−u < Cs−u+1 etCs+u < Cs+u+1 > Cs+u+2. Or, en ce momentCs−u < Cs−u+1 etCs+u <
Cs+u+1, ce qui contredit le fait que le voisinage d’ordre deCs−u+1 et celui deCs+u sont syḿetriques par rapport
àCs ∩ Cs+1.

2

Proposition 6.3.10 Supposons queCs < Cs+1 et |Cs| = |Cs+1|. S’il existe un entieru > 0 tel que|C̃s−i| =
|C̃s+i+1| pour1 ≤ i ≤ u − 1, alors|C̃s−u| ≥ |C̃s+u+1| quandu est impaire, et|C̃s−u| ≤ |C̃s+u+1| quandu est
paire.

Démonstration Le corollaire pŕećedent montre que pour tout1 ≤ i ≤ u−1, le voisinage d’ordre deCs−i et celui
deCs+i+1 sont syḿetriques par rapport̀aCs ∩ Cs+1.

On peut supposer queu soit impaire. CommeCs < Cs+1 et pour tout0 ≤ i ≤ u − 1, |Cs−i| = |Cs+i+1|
d’apr̀es le corollaire pŕećedent,|Cs−u| ≥ |Cs+u+1|. Si |Cs−u| > |Cs+u+1|, alors |C̃s−u| ≥ 2|Cs−u| − 1 ≥
2|Cs+u+1|+ 1 ≥ |C̃s+u+1|.

Supposons d́es maintenant que|Cs−u| = |Cs+u+1|. Pour que|C̃s−u| < |C̃s+u+1|, il faut et il suffit que

Cas 1Cs−u−1 > Cs−u < Cs−u+1 etCs+u > Cs+u+1 > Cs+u+2

Cas 2Cs−u−1 > Cs−u > Cs−u+1 etCs+u < Cs+u+1 > Cs+u+2

Regardons Cas 1, Cas 2 se faisant similairement. CommeCs < Cs+1 et pour tout0 ≤ i ≤ u, |Cs−i| =
|Cs+i+1|, |Cs−u−1| ≤ |Cs+u+2|. Mais |Cs−u−1| ≥ |Cs−u| = |Cs+u+1| ≥ |Cs+u+2|. On a donc que|Cs−u−1| =
|Cs−u| = |Cs+u+1| = |Cs+u+2| > 0. S’il existev > u+ 1 tel que pour tout0 ≤ i < v, |Cs−i| = |Cs+1+i| > 0.
On peut supposer quev soit impaire.Cs < Cs+1 implique que|Cs−v| ≥ |Cs+v+1|; Cs−u−1 > Cs−u implique
que |Cs−v| ≤ |Cs+v−2u−1|, Cs+u+1 > Cs+u+2 implique que|Cs−v+2u+2| ≤ |Cs+v+1|. On obtient donc que
|Cs−v| = |Cs+v+1| = |Cs−v+2u−1| > 0. Cela montre que pour toutt ∈ Z, |Ct| > 0 qui conterdit le fait queC
est une corde finie.

2

Lemme 6.3.11Soit i ≥ 1. SoitCp−2i < Cp−2i+1 < · · · < Cp−1 < Cp > Cp+1 > · · · > Cp+2i−1 > Cp+2i <
Cp+2i+1. Suposons que pour tout0 ≤ j ≤ 2i− 2, |Cp−j | = |Cp+1+j |. Alors |Cp−2i+1| < |Cp+2i|.

Démonstration Supposons le contraire, i.e.|Cp−2i+1| = |Cp+2i|. Alors |Cp+2i+1| ≥ |Cp+2i| = |Cp−2i+1| ≥
|Cp−2i|, mais commeCp > Cp+1, |Cp−2i| ≥ |Cp+2i+1|, et on a donc que|Cp+2i+1| = |Cp+2i| = |Cp−2i+1| =
|Cp−2i|. Si Cp−2i−1 < Cp−2i, alorsCp−2i−1 < Cp−2i < Cp−2i+1 < Cp−2i+2 implique que|Cp−2i+1| >
|Cp−2i|, ce qui est une contradiction. On obtient donc que

Cp−2i−1 > Cp−2i < Cp−2i+1 < · · · < Cp−1 < Cp > Cp+1 > · · · > Cp+2i−1 > Cp+2i < Cp+2i+1

On va montrer que pour toutj ≥ 0, |Cp−j | = |Cp+1+j | > 0 et donc queC est une corde infinie, ce qui est
absurde. Supposons que l’on ait montré que pour tout0 ≤ j ≤ s, |Cp−j | = |Cp+1+j | > 0. On peut supposer que
s soit impaire. AlorsCp > Cp+1 implique que|Cp−s| ≤ |Cp+s+1|; Cp−2i < Cp−2i+1 implique que|Cp−s| ≥
|Cp+s−4i+1|; Cp+2i < Cp+2i+1 implique que|Cp+1+s| ≤ |Cp+4i−s|. On obtient que|Cp+s−4i+1| ≤ |Cp−s| ≤
|Cp+s+1| ≤ |Cp+4i−s| = |Cp+s−4i+1| > 0.

2
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6.4 Un cas particulier

SoitC = C1C2 · · ·Cn avecC1 > C2 > · · · > Cn. AlorsM(C) est de la forme suivante:
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Dans ce diagramme, pour tout1 ≤ j ≤ n, lesélémentseij−1 , eij−1+1, · · · , eij
correspendent au segmentCj .

Casn = 1.
On prendϕ(C) = C̃ = S1(C). CommeS1(C) est une suite ind́ependente maximale, complète, de longueur

2|C| + 1 et sa premìere fl̀eche estβ, on voit que leśeléments deC̃ forment une base de IndG
T0
M(C) (Remar-

que 6.1.3) et on obtient donc que IndG
T0
M(C) ∼= M(ϕ(C)).

Casn = 2

Cas 1C1 est inverse.On d́efinit C̃1 = S1(C1). Comme|C1| ≥ |C2|, C̃1 est maximale (voir les amplifications
dans Section 6.2).

Cas 1.1C1 termine parβ−1
0 , doncC2 commence parα0. Le dernier terme dẽC1 est e ⊗ ei1 . On pose

C̃2 = S2(C2) dont le 0-ìeme terme est biene ⊗ ei1 . La suite C̃2 est par d́efinition maximale
(Amplification 6.2.7 et 6.2.8 ). Les suites̃C1 et C̃2 forment une pŕesentation de l’isomorphisme
IndG

T0
M(C) ∼= M(C̃).

Cas 1.2C1 termine parα−1
0 , doncC2 commence parβ0. Le dernier terme dẽC1 estx ⊗ ei1 On poseC̃2 =

S2(C2) dont le 0-ìeme terme est bienx⊗ ei1 .La suiteC̃2 est par d́efinition maximale. Les suites̃C1 et
C̃2 forment une pŕesentation de l’isomorphisme IndG

T0
M(C) ∼= M(C̃).

Cas 2C1 est directe. On d́efinit C̃1 = S1(C1) qui est maximale et complète.

Cas 2.1C1 termine parβ0, doncC2 termine parα−1
0 . Le dernier terme dẽC1 este ⊗ ei1 + x ⊗ ei1 et son

avant-dernier terme estx⊗ ei1 . On poseC̃2 = S ′1(C2) dont le 0-ìeme terme este⊗ ei1 . On la modifie

en y rajoutantS ′1(C1)
−1

oùS ′1(C1) est la suite extraite deS ′1(C1) compośee des2|C2| derniers termes,
i.e. la suite extraite de longueur2|C2| de la forme · · · //x⊗ ei1 . Maintenant le 0-ìeme terme de
C̃2 est biene⊗ei1 +x⊗ei1 et est donc maxiamle, carα(e⊗ei1 +x⊗ei1) = 0 = β(e⊗ei1 +x⊗ei1).
Si |C2| < |C1|, S ′1(C1)

−1
est compl̀ete d’apr̀es Remarque 6.1.1 et, si|C2| = |C1|, S ′1(C1)

−1
est

identiqueàS ′1(C1) qui est par d́efinition compl̀ete. On obtient donc quẽC2 est compl̀ete et maximale
et queC̃1 et C̃2 se recollent formant une présentation de l’isomorphisme IndG

T0
M(C) ∼= M(C̃).

Cas 2.2C1 termine parα, doncC2 termine parβ−1. Le dernier terme dẽC1 este ⊗ ei1 + x ⊗ ei1 et son
avant-dernier terme este⊗ ei1 . On poseC̃2 = S ′1(C2) dont le 0-ìeme terme estx⊗ ei1 . On la modifie

en y ajoutantS ′1(C1)
−1

oùS ′1(C1) est la suite extraite deS ′1(C1) compośee des2|C2| derniers termes,
i.e. la suite extraite de longueur2|C2| de la forme · · · //e⊗ ei1 . Maintenant le 0-ìeme terme de
C̃2 est biene⊗ ei1 + x⊗ ei1 et est maxiamle, carα(e⊗ ei1 + x⊗ ei1) = 0 = β(e⊗ ei1 + x⊗ ei1).
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Si |C2| < |C1|, S ′1(C1)
−1

est compl̀ete d’apr̀es Remarque 6.1.1 et, si|C2| = |C1|, S ′1(C1)
−1

est
identiqueàS ′1(C1) qui est par d́efinition compl̀ete. On obtient donc quẽC2 est compl̀ete et maximale
et queC̃1 et C̃2 se recollent formant une présentation de l’isomorphisme IndG

T0
M(C) ∼= M(C̃).

Casn = 3 Dans ce cas, on a forcément|C1| ≥ |C2| > |C3|, car sinon,C1 > C2 < C3.

Cas 1C1 est inverse.On d́efinit C̃1 = S1(C1). C̃1 est par d́efinition maximale.

Cas 1.1C1 termine parβ−1
0 , doncC2 commence parα0. Le dernier terme dẽC1 est e ⊗ ei1 . On pose

C̃2 = S2(C2) dont le 0-ìeme terme est biene⊗ ei1 . C̃2 est par d́efinition maximale.

Cas 1.1.1C2 termine parβ0, doncC3 commence parα−1
0 . Le dernier terme dẽC2 este ⊗ ei2 + x ⊗ ei2

et son avant-dernier terme estx ⊗ ei1 . On poseC̃3 = S ′1(C3) dont le 0-ìeme terme este ⊗ ei2 .

On la modifie en y ajoutantS ′1(C2)
−1

où S ′1(C2) est la suite extraite deS ′1(C2) composee des
2|C3| derniers termes deS ′1(C2). Le dernier terme deS ′1(C2) estx ⊗ ei2 et donc le 0-ìeme
terme deC̃3 este ⊗ ei2 + x ⊗ ei2 et C̃3 est par conśequent maximale. Comme|C2| > |C3|,
|C̃3| = 2|C3| < 2|C2| = |S ′1(C2)|. Remarque 6.1.1 implique queS ′1(C2) est compl̀ete. Comme
S ′1(C3) est aussi complète, la suiteC̃3 est compl̀ete.

Cas 1.1.2C2 termine parα0, doncC3 commence parβ−1
0 . Le dernier terme dẽC2 este⊗ ei2 + x⊗ ei2 et

son avant-dernier terme este⊗ ei1 . On poseC̃3 = S ′1(C3) dont le 0-ìeme terme estx⊗ ei2 . On

la modifie en y ajoutantS ′1(C2)
−1

où S ′1(C2) est la suite extraite deS ′1(C2) obtenue en prenant
les2|C3| derniers termes deS ′1(C2). Le dernier terme deS ′1(C2) este ⊗ ei2 et donc le 0-ìeme
terme deC̃3 este ⊗ ei2 + x ⊗ ei2 et C̃3 est par conśequent maximale. Comme|C2| > |C3|,
|C̃3| = 2|C3| < 2|C2| = |S ′1(C2)|. Remarque 6.1.1 implique queS ′1(C2) est compl̀ete. Comme
S ′1(C3) est aussi complète, la suiteC̃3 est compl̀ete.

Cas 1.2C1 termine parα−1
0 , doncC2 commence parβ0. Le dernier terme dẽC1 estx ⊗ ei1 On poseC̃2 =

S2(C2) dont le 0-ìeme terme est bienx⊗ xi1 . C̃2 est maximale.

Cas 1.2.1C2 termine parβ, doncC3 commence parα−1. Le dernier terme dẽC2 este⊗ ei2 + x⊗ ei2 . On

poseC̃3 = S ′1(C3) dont le 0-ìeme terme este ⊗ ei2 . On la modifie en y ajoutantS ′1(C2)
−1

où
S ′1(C2) est la suite extraite deS ′1(C2) compośee des2|C3| derniers termes deS ′1(C2). Le dernier
terme deS ′1(C2) estx ⊗ ei2 et donc le 0-ìeme terme dẽC3 este ⊗ ei2 + x ⊗ ei2 et C̃3 est par
conśequent maximale. Comme|C2| > |C3|, |C̃3| = 2|C3| < 2|C2| = |S ′1(C2)|. Remarque 6.1.1
implique queS ′1(C2) est compl̀ete. CommeS ′1(C3) est aussi complète, la suiteC̃3 est compl̀ete.

Cas 1.2.2C2 termine parα0, doncC3 commence parβ−1
0 . Le dernier terme dẽC2 este ⊗ ei2 + x ⊗ ei2 .

On poseC̃3 = S ′1(C3) dont le 0-ìeme terme estx⊗ ei2 . On la modifie en y ajoutantS ′1(C2)
−1

où
S ′1(C2) est la suite extraite deS ′1(C2) compośee des2|C3| derniers termes deS ′1(C2). Le dernier
terme deS ′1(C2) este ⊗ ei2 et donc le 0-ìeme terme dẽC3 este ⊗ ei2 + x ⊗ ei2 et C̃3 est par
conśequent maximale. Comme|C2| > |C3|, |C̃3| = 2|C3| < 2|C2| = |S ′1(C2)|. Remarque 6.1.1
implique queS ′1(C2) est compl̀ete. CommeS ′1(C3) est aussi complète, la suiteC̃3 est compl̀ete.

Cas 2C1 est directe. On d́efinit C̃1 = S1(C1). C̃1 est compl̀ete et maximale.

Cas 2.1C1 termine parβ0, doncC2 termine parα−1
0 . Le dernier terme dẽC1 este ⊗ ei1 + x ⊗ ei1 On pose

C̃2 = S ′1(C2) dont le 0-ìeme terme este ⊗ ei1 . On la modifie en y ajoutantS ′1(C1)
−1

dont le 0-ìeme
terme est biene⊗ ei1 + x⊗ ei1 . C̃2 est maximale.

Cas 2.1.1C2 termine parβ−1
0 , doncC3 commence parα0. Le dernier terme dẽC2 este⊗ei2 plus le 0-ìeme

terme deS ′1(C1). On poseC̃3 = S2(C3) dont le 0-ìeme terme este ⊗ ei2 . Si |C1| > |C2|, alors
le 0-ième terme deS ′1(C1) est dans l’image deα et donc devient nulle si on y appliqueα (qui
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est aussi la première fl̀eche deC̃3); si |C1| = |C2|, le 0-ième terme deS ′1(C1) = S ′1(C1) devient
nulle apr̀esα, puisqueS ′1(C1) est compl̀ete. On modifiẽC3 en ajoutant le 0-ìeme terme deS ′1(C1)
à celui deC̃3. La suiteC̃3 ainsi obtenue est une suite indépendente.

Cas 2.1.2C2 termine parα−1
0 , doncC3 commence parβ0. Le dernier terme dẽC2 estx⊗ei2 plus le 0-ìeme

terme deS1(C1). On poseC̃3 = S2(C3) dont le 0-ìeme terme estx ⊗ ei2 . Si |C1| > |C2|, alors
le 0-ième terme deS1(C1) est dans l’image deα et donc devient nulle si on y appliqueα (qui
est aussi la première fl̀eche deC̃3); si |C1| = |C2|, le 0-ième terme deS ′1(C1) = S ′1(C1) devient
nulle apr̀esβ, puisqueS ′1(C1) est compl̀ete. On modifiẽC3 en ajoutant le 0-ìeme terme deS ′1(C1)
à celui deC̃3. La suiteC̃3 ainsi obtenue est une suite indépendente.

Cas 2.2C1 termine parα0, doncC2 termine parβ−1
0 . Le dernier terme dẽC1 este⊗ ei1 + x⊗ ei1 . On pose

C̃2 = S ′1(C2) dont le 0-ìeme terme estx ⊗ ei1 . On la modifie en y ajoutantS ′1(C1)
−1

où S ′1(C1) est
la suite extraite deS ′1(C1) compośee des2|C2| derniers termes. Maintenant le 0-ième terme dẽC2 est
biene⊗ ei1 + x⊗ ei1 puisque le dernier terme deS ′1(C1) este⊗ ei1 et C̃2 est donc maximale.

Cas 2.2.1C2 termine parβ−1
0 , doncC3 commence parα0. Le dernier terme dẽC2 este⊗ei2 plus le 0-ìeme

terme deS ′1(C1). On poseC̃3 = S2(C3) dont le 0-ìeme terme este ⊗ ei2 . Si |C1| > |C2|, alors
le 0-ième terme deS ′1(C1) est dans l’image deα et donc devient nulle si on y appliqueα (qui
est aussi la première fl̀eche deC̃3); si |C1| = |C2|, le 0-ième terme deS ′1(C1) = S ′1(C1) devient
nulle apr̀esα, puisqueS ′1(C1) est compl̀ete. On modifiẽC3 en ajoutant le 0-ìeme terme deS ′1(C1)
à celui deC̃3. la suiteC̃3 ainsi obtenue est une suite indépendente.

Cas 2.2.2C2 termine parα−1, doncC3 commence parβ. Le dernier terme dẽC2 estx⊗ ei2 plus le 0-ìeme
terme deS ′1(C1). On poseC̃3 = S2(C3) dont le 0-ìeme terme estx ⊗ ei2 . Si |C1| > |C2|, alors
le 0-ième terme deS ′1(C1) est dans l’image deα et donc devient nulle si on y appliqueα (qui
est aussi la première fl̀eche deC̃3); si |C1| = |C2|, le 0-ième terme deS ′1(C1) = S ′1(C1) devient
nulle apr̀esβ, puisqueS ′1(C1) est compl̀ete. On modifiẽC3 en ajoutant le 0-ìeme terme deS ′1(C1)
à celui deC̃3. La suiteC̃3 ainsi obtenue est une suite indépendente.

Casn arbitraire. Dans ce cas,|C1| ≥ |C2| > |C3| > · · · > |Cn|, car Corollaire 6.3.4 montre que|C1| ≥
|C2| > |C3| > · · · |Cn−1| ≥ |Cn| et car si|Cn−1| = |Cn|, alorsCn−1 < Cn. On utilise la ŕecurrence pour
construire toutes les̃Ci. Supposons que l’on ait construit̃C1, C̃2, · · · , C̃s pour1 < s < n telles queC̃s vérifie les
conditions suivantes:

(i) LesC̃i avec1 ≤ i ≤ n sont compatibles, i.e. pour tout1 ≤ i ≤ s− 1, C̃s et C̃s+1 se recollent.

(ii) C̃ = S1(C1) (et donc siC1 est directe,̃C1 est compl̀ete).

(iii) Toutes lesC̃i sont maximales.

(iv) SiCs est inverse, le dernier terme dẽCs est somme du 0-ième terme deS2(Cs+1) et d’un terme qui devient
nul par la premìere fl̀eche deS2(Cs+1); siCs est directe, alors le dernier terme dẽCs este⊗ eis

+ x⊗ eis

et l’avant-dernier terme dẽCs este⊗ eis
oux⊗ eis

suivant que la dernière fl̀eche deCs estα0 ouβ0

.
Les casn = 1, 2, 3 justifient ces hypoth̀eses.
On va construirẽCs+1.
Si Cs est inverse, alorsCs+1 est directe. On d́efinit C̃s+1 = S2(Cs+1) en remplacant le 0-ième terme de

S2(Cs+1) par le dernier terme dẽCs. Comme le facteur supplémentaire autre que le 0-ième terme deS2(Cs+1)
dans le dernier terme dẽCs devient nul par la première fl̀eche deS2(Cs+1). On obtient queC̃s+1 est une suite
indépendente maximale et son dermier terme este⊗ eis+1 + x⊗ eis+1 . Si la dernìere fl̀eche deCs+1 estα0 (resp.
β0), alors l’avant-dernier terme dẽCs+1 este⊗ eis+1 (resp.x⊗ eis+1).
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Si Cs est directe, alorsCs+1 est inverse. On d́efinit C̃s+1 comme la somme deS ′1(Cs+1) et C̃ ′s
−1

où C̃s
′

est
la suite extraite dẽC ′s compośee des2|Cs| derniers termes dẽCs. Si e ⊗ eis

(resp.x ⊗ eis
) est le 0-ìeme terme

deS ′1(Cs+1), alors l’avant-dernier terme dẽCs estx ⊗ eis (resp.e ⊗ eis ). Comme|Cs+1| < |Cs|, on sait que le

0-ième terme dẽCs
′

devient nul parγ où γ est la fl̀eche parmiα et β tell queγ−1 soit différente de la dernière
flèche deS ′1(Cs+1) ( qui est aussi la première fl̀eche deS2(Cs+2) si s+ 1 < n), car ce terme est dans l’image de
γ.

Il est immédiat de voir que la suitẽCs+1 ainsi construite v́erifie l’hypoth̀ese de ŕecurrence sis+ 1 < n.

Si s = n − 1 et siCn est inverse, alors d’après ci-dessus,̃Cn = C̃s+1 est la somme deS ′1(Cn) et C̃ ′n−1

−1

où C̃ ′n−1 est la suite extraite dẽC ′n−1 compośee des2|Cn| derniers termes dẽCn−1. La suiteS ′1(Cn) est par

définition compl̀ete et comme|Cn−1| > |Cn|, C̃ ′n−1

−1
est aussi complète d’apr̀es Remarque 6.1.1, cela montre

queC̃n est compl̀ete.

6.5 Un cas plus compliqúe

On consid̀ere ensuite un cas plus compliqué. SoitC = C1 · · ·Cu01 · · ·Cn telle queC1 < · · · < Cu01 > · · · > Cn.
Posonsm = u01. Quitte a remplacerC parC−1, on peut supposer queCm soit directe. On peut supposer
également que1 < m < n, sinon on ŕeduità la situation de la section préćedente. On a

|C1| < · · · < |Cm−1| ≤ |Cm| ≥ |Cm+1| > · · · > |Cn|

En effet, Corollaire 6.3.4 montre que|C1| ≤ |C2| < · · · < |Cm−1| ≤ |Cm| ≥ |Cm+1| > · · · > |Cn−1| ≥ |Cn|.
De plus,|C1| < |C2|, car sinon|C1| = |C2|, C1 > C2, et |Cn−1| > |Cn|, car sinon|Cn−1| = |Cn|, Cn−1 < Cn.
Remarquons que l’on ne peut pas avoir|Cm−1| = |Cm| = |Cm+1|, car sinon, sim = 2, alorsCm−1 > Cm; si
n−m = 1, alorsCm < Cm+1; sim > 2 etn−m > 1, alorsCm−2 < Cm−1 < Cm > Cm+1 > Cm+2 montre
queCm+1 > Cm, d’apr̀es Lemme 6.3.5.

Regardons d’abord la sous-cordeC1 · · ·Cm. On poseC̃m = S1(Cm). Constatons qu’en ce moment, d’après
les amplifications de la section 6.2, le dernier terme deC̃m este ⊗ eim

+ x ⊗ eim
si |Cm−1| < |Cm|, et est

e⊗ eim
+x⊗ eim

+ e⊗ eim−2 +x⊗ eim−2 si |Cm−1| = |Cm|. On utilise la ḿethode de la section préćedente pour

trouver les inductions̃Cm−1, · · · , C̃1. En effet, on posẽCm−1 = S2(Cm−1) et C̃m−2 = S ′1(Cm−2) + C̃ ′m−1

−1

où C̃ ′m−1 est la suite extraite dẽC ′m−1 compośee des|S ′1(Cm−2)| dernierśeléments. On posẽCm−3 = S2(Cm−3)
et on change son dernier terme en le 0-ième terme dẽCm−2. Pouri ≥ 2 et m − 2i + 1 ≥ 1, on d́efinit par
récurrencẽCm−2i+1 = S2(Cm−2i+1) et on change son dernier terme en le 0-ième terme dẽCm−2i+2. Pouri ≥ 2

etm− 2i ≥ 1, on d́efinit par ŕecurrenceC̃m−2i = S ′1(Cm−2i) + C̃ ′m−2i+1

−1
où C̃ ′m−2i+1 est la suite extraite de

C̃ ′m−2i+1 compośee des|S ′1(Cm−2i)| dernierśeléments. Il est facile de voir que siC1 est directe, la suitẽC1 ainsi
construite est complète.

Regardons maintenantCmCm+1 · · ·Cn. On suit la ḿethode de la section préćedentèa des modifications près.
On distingue trois cas.

Cas 1 |Cm| = |Cm−1|.
En ce moment,m > 2, car sinon,C1 = Cm−1 > Cm. PosonsC̃m = S1(Cm) et C̃m+1 = S ′1(Cm+1) +

C̃ ′m
−1

. Attention, en ce monment, le dernier terme deC̃m ne s’identifie pas au 0-ième terme dẽCm+1.
Comme|Cm−1| = |Cm|, le dernier terme dẽCm este⊗eim +x⊗eim +e⊗eim−2 +x⊗eim−2 . Supposons,
par exemple, queCm soit de longueur paire et termine parα0 (les autres cas se font similairement). Alors
l’avant-dernier terme dẽCm este ⊗ eim

+ x ⊗ eim−2 et donc le 0-ìeme terme dẽCm+1 este ⊗ eim
+ x ⊗

eim
+ x ⊗ eim−2 . Cela signifie qu’il faut encore modifier̃Cm+1. On la laisse pour l’instant et on définit

d’abord lesC̃j pourm + 2 ≤ j ≤ n. La suiteC̃m+2 est d́efinie commeS2(Cm+2) et le dernier terme de
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C̃m+1 est somme du 0-ième terme dẽCm+2 plus le dernier terme dẽC ′m
−1

qui devient nul si on y applique
la premìere fl̀eche deC̃m+2, puisque|Cm| > |Cm+1|. Il suffit encore de changer le 0-ième terme dẽCm+2

en le dernier terme dẽCm+1. On d́efinit ensuite en utilisant la ḿethode de la section préćedente les suites
C̃m+3, · · · , C̃n.

En effet, on posẽCm+3 = S ′1(Cm+3) + C̃ ′m+2

−1
où C̃ ′m+2 est la suite extraite dẽC ′m+2 compośee des

|S ′1(Cm+3)| dernierséléments .C̃m+4 = S2(Cm+4) et on change son 0-ième terme en le dernier terme de
C̃m+3. On proc̀ede ensuite par récurrence. Pouri ≥ 2 etm+ 2i ≤ n, on d́efinit C̃m+2i = S2(Cm+2i) et on
change son 0-ième terme en le dernier terme deC̃m+2i−1 et pouri ≥ 2 etm+2i ≤ n, on d́efinit C̃m+2i+1 =

S ′1(Cm+2i+1) + C̃ ′m+2i

−1
où C̃ ′m+2i est la suite extraite dẽC ′m+2i compośee des|S ′1(Cm+2i+1)| derniers

éléments. Il est facile de voir que siCn est inverse, la suitẽCn ainsi construite est complète.

Maintenant on effectue les modifications repartée. Proposition 6.3.10 montre que|C̃m+1| ≤ |C̃m−2| =
2|Cm−2| = |S ′1(Cm−2)|. On remplaceC̃m+1 par C̃m+1 + S ′1(Cm−2)

−1
. Cela corrige bien la diff́erence

entre le dernier terme dẽCm et le 0-ìeme terme dẽCm+1. Supposons, comme ci-dessus, queCm soit de
longueur paire et termine parα0. Alors l’avant-dernier terme dẽCm est e ⊗ eim

+ x ⊗ eim−2 et donc
le 0-ième terme dẽCm+1 avant modification este ⊗ eim

+ x ⊗ eim
+ x ⊗ eim−2 . Remarquons l’avant

dernier terme deS1(Cm−2) este ⊗ eim−2 . On obtient donc que le 0-ième terme de lãCm+1 modifiée est
e⊗eim

+x⊗eim
+e⊗eim−2 +x⊗eim−2 qui cöıncide avec le dernier terme dẽCm. CommeCm > Cm−1,

on sait que|Cm−2| ≥ |Cm+1|. Sim = 3 et |Cm−2| > |Cm+1|, la suiteC̃m−2 = C̃m−2 est par d́efinition

compl̀ete. Si|Cm−2| > |Cm+1|, la suiteC̃m−2 est compl̀ete d’apr̀es Remarque 6.1.1. Alors le 0-ième
terme deS ′1(Cm−2) devient nul si on y applique la première fl̀echeγ ∈ {α, β} de C̃m+2, puisque il est
dans l’image deγ. Il suffit donc de modifierC̃m+2 en ajoutant̀a son 0-ìeme terme celui deS ′1(Cm−2)
et laisser inchanǵees toutes les autres̃Cj pourm + 3 ≤ j ≤ n. Si |Cm−2| = |Cm+1| etm > 3, alors
S ′1(Cm−2) = S ′1(Cm−2). On remplacẽCm+2 parC̃m+2 +S2(Cm−3)−1. D’après la construction dẽCm−3,
elle a m̂eme 0-ìeme terme queS2(Cm−3) et n’est diff́erente deS2(Cm−3) qu’en le dernier terme dont la
diff érence est un terme qui devient nul après y avoir appliqúe la dernìere fl̀eche deC̃m−3 (qui est aussi la
premìere fl̀eche deC̃m+2). Maintenant commeCm > Cm−1, |Cm+2| ≥ |Cm−3|. Si |Cm+2| > |Cm−3|,
il n’est pas ńecessaire de modifier les autres suites. Si en revanche|Cm+2| = |Cm−3|, d’apr̀es Proposition

6.3.10,|C̃m+3| ≤ |C̃m−4| et doncm > 4. On peut remplacer̃Cm+3 par C̃m+3 + C̃m−4

−1
où C̃m−4 est

la suite extraite dẽCm−4 compośee des|C̃m+3| derniers termes. CommẽCm−3 a même 0-ìeme terme que
S2(Cm−3), C̃m+3 et C̃m+2 se recollent. Si|Cm+3| < |Cm−4|, on n’a pas besion de modifier les autres

cordes sauf ajouter au 0-ième terme dẽCm+4 celui de(C̃m−4)−1. Si |Cm+3| = |Cm−4|, on continue.

On proc̀ede ensuite par récurrence. L’hypoth̀ese de ŕecurrence sur̃Cm+2i pour i ≥ 2 etm + 2i < n est la
suivante:

La suiteC̃m+2i est modifíee par l’une des façons suivantes.

(i) C̃m+2i est obtenue sans modification

(ii) C̃m+2i est obtenue en modifiant son 0-ième terme seloñCm+2i−1, i.e. on a chanǵe le 0-ìeme terme de
C̃m+2i en le dernier terme dẽCm+2i−1

(iii) m− 2i− 1 ≥ 1 et on remplacẽCm+2i parC̃m+2i + C̃−1
m−2i−1. En ce moment,|Cm+j | = |Cm−j−1|

pour tout0 ≤ j ≤ 2i− 1.

L’hypothèse de ŕecurrence sur̃Cm+2i−1 pouri ≥ 2 etm+ 2i− 1 < n est la suivante:

La suiteC̃m+2i−1 est modifíee par l’une des façons suivantes.

(i) C̃m+2i−1 est obtenue sans modification
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(ii) On remplaceC̃m+2i−1 par C̃m+2i−1 + C̃m−2i

−1
. En ce moment,|Cm+j | = |Cm−j−1| pour tout

0 ≤ j ≤ 2i− 2.

Supposons que l’on a modifié C̃m+1, · · · , C̃m+2i aveci ≥ 2 etm+2i < n. On va modifierC̃m+2i+1. Pour
les cas (i) et (ii), on ne modifie pas̃Cm+2i+1. Si on est dans le cas (iii), comparons|Cm−2i−1| et |Cm+2i|.
Si |Cm−2i−1| < |Cm+2i|, on ne modifie pas̃Cm+2i+1. Supposons que|Cm−2i−1| = |Cm+2i|. Proposi-

tion 6.3.10 montre que|C̃m+2i+1| ≤ |C̃m−2i−2|. On remplacẽCm+2i+1 parC̃m+2i+1 + C̃m−2i−2

−1
. On

vérifie que laC̃m+2i+1 ainsi modifíee satisfait l’hypoth̀ese de ŕecurrence sim+ 2i+ 1 < n.

SiCn est inverse, alorsn−m est impaire. D’apr̀es la construction ci-dessus, il existe deux possiblités:

(i) C̃n est obtenue sans modification

(ii) On remplacẽCn parC̃n+C̃2m−1−n

−1
. En ce moment,|Cm+j | = |Cm−j−1| pour tout0 ≤ j ≤ n−m.

Comme la suitẽCn avant modification est complète, la premìere possibilit́e n’influence pas la complétude.

Pour la deuxìeme possibilit́e, commeCn est le dernier segment,|Cn| < |C2m−1−n|. La suiteC̃2m−1−n

−1

est donc complète, d’apr̀es Remarque 6.1.1. La suitẽCn ainsi modifíee reste encore complète.

Supposons que l’on a modifiéeC̃m+1, · · · , C̃m+2i−1 aveci ≥ 2 etm+ 2i− 1 < n. On va modifierC̃m+2i.
Pour le cas (i), on ne modifie pas̃Cm+2i+1. Si on est dans le cas (ii), comparons|Cm−2i| et |Cm+2i−1|. Si
|Cm−2i| > |Cm+2i−1| oum = 2i + 1, on modifie le 0-ìeme terme dẽCm+2i selonC̃m+2i−1. Supposons
que|Cm−2i| = |Cm+2i−1| etm > 2i + 1. On remplaceC̃m+2i par C̃m+2i + C̃−1

m−2i−1. On v́erifie que la
suiteC̃m+2i ainsi modifíee satisfait l’hypothese de récurrence sim+ 2i < n.

Cas 2 |Cm+1| = |Cm|.
En ce moment,n − m > 2, car sinon,Cn = Cm+1 > Cm. On a montŕe donc que|Cm−1| < |Cm|.
On poseC̃m = S1(Cm). On proc̀ede comme suit pour définir les C̃j pourm + 1 ≤ j ≤ n. On pose
d’abordC̃m+1 = S ′1(Cm+1)−1 + C̃ ′m et C̃m+2 = S2(Cm+2). Constatons que le 0-ième terme dẽCm+2

ne s’identifie pas au dernier terme deC̃m+1. On le laisse pour l’instant. On utilise ensuite la méthode de la
section pŕećedente pour construire les suitesC̃m+3, · · · , C̃n, que l’on ne ŕep̀ete pas ici.

Maintenant on effectue les modifications reportées. Comme le dernier terme deC̃m+1 ne s’identifie pas au
0-ième terme dẽCm+2 et on remplacẽCm+2 par C̃m+2 + C̃−1

m−1. Cela corrige bien la discordance entre
le dernier terme dẽCm+1 et le 0-ìeme terme dẽCm+2. Si |C̃m−1| < |C̃m+2|, alors on n’a plus besoin de
modifier lesC̃j pourm + 3 ≤ j ≤ n. Si |C̃m−1| = |C̃m+2|, alors Proposition 6.3.10 permet de remplacer

C̃m+3 parC̃m+3 + C̃m−2

−1
. Si |C̃m+3| < |C̃m−2|, alors comme le dernier terme dẽCm−2

−1
devient nul

par la premìere fl̀eche deC̃m+4, il suffit de changer le 0-ième terme dẽCm+4 en le dernier terme dẽCm+3

et laisser invariant les suites̃Cj pourm + 5 ≤ j ≤ n, etc. Si|C̃m+3| = |C̃m−2|, on remplaceC̃m+4 par
C̃m+4 + C̃−1

m−3.

On proc̀ede ensuite par récurrence.

L’hypothèse de ŕecurrence sur̃Cm+2i pouri ≥ 2 etm+ 2i < n est la suivante:

La suiteC̃m+2i est modifíee par l’une des façons suivantes.

(i) C̃m+2i est obtenue sans modification

(ii) C̃m+2i est obtenue en modifiant son 0-ième terme seloñCm+2i−1

(iii) m−2i+1 ≥ 1 et on remplacẽCm+2i parC̃m+2i+C̃−1
m−2i+1 et en ce moment, on a|Cm−j | = |Cm+j+1|

pour tout0 ≤ j ≤ 2i− 1.
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L’hypothèse de ŕecurrence sur̃Cm+2i−1 pouri ≥ 2 etm+ 2i− 1 < m est la suivante:

La suiteC̃m+2i−1 est modifíee par l’une des façons suivantes.

(i) C̃m+2i−1 est obtenue sans modification

(ii) On remplaceC̃m+2i−1 par C̃m+2i−1 + C̃m−2i+2

−1
, où C̃m−2i+2 est la suite extraite dẽCm−2i+2

compośee des|C̃m+2i−1| derniers termes. En ce moment, on a|Cm−j | = |Cm+j+1| pour tout0 ≤
j ≤ 2i− 2.

Supposons que l’on ait modifiéC̃m+1, · · · , C̃m+2i aveci ≥ 2 etm+2i < n. On va modifierC̃m+2i+1. Pour
les cas (i) et (ii), on ne modifie pas̃Cm+2i+1. Si on est dans le cas (iii), comparons|Cm−2i+1| et |Cm+2i|.
Si |Cm−2i+1| < |Cm+2i|, on ne modifie pas̃Cm+2i+1. Supposons que|Cm−2i+1| = |Cm+2i|. On remplace

C̃m+2i+1 par C̃m+2i+1 + C̃m−2i

−1
où C̃m−2i est la suite extraite dẽCm−2i compośee des|C̃m+2i+1|

derniers termes.. On vérifie que la suitẽCm+2i+1 ainsi modifíee satisfait l’hypoth̀ese de ŕecurrence sim +
2i+ 1 < n.

SiCn est inverse, alorsn−m est impaire. D’apr̀es la construction ci-dessus, il existe deux possiblités:

(i) C̃n est obtenue sans modification

(ii) On remplaceC̃n par C̃n + C̃2m+1−n

−1
. En ce moment,|Cm+j+1| = |Cm−j | pour tout0 ≤ j ≤

n−m− 1.

Comme la suitẽCn avant modification est complète, la premìere possibilit́e n’influence pas la complétude.

Pour la deuxìeme possibilit́e, commeCn est le dernier segment,|Cn| < |C2m+1−n|. La suiteC̃2m+1−n

−1

est donc complète, d’apr`es Remarque 6.1.1. La suiteC̃n ainsi modifíee reste encore complète.

Supposons que l’on ait modifié C̃m+1, · · · , C̃m+2i−1 aveci ≥ 2 et m + 2i − 1 < n. On va modifier
C̃m+2i. Pour les cas (i), on ne modifie pas̃Cm+2i+1. Si on est dans le cas (ii), comparons|Cm−2i+2| et
|Cm+2i−1|. Si |Cm−2i+2| > |Cm+2i−1|, on modifie le 0-ìeme terme dẽCm+2i selonC̃m+2i−1. Supposons
|Cm−2i+2| = |Cm+2i−1|. On remplacẽCm+2i parC̃m+2i + C̃−1

m−2i+1. On v́erifie que la suitẽCm+2i ainsi
modifiée satisfait l’hypoth̀ese de ŕecurrence sim+ 2i < n.

Cas 3 |Cm−1| < |Cm| > |Cm+1|.
Comme|Cm| > |Cm+1| > · · · > |Cn|, on peut utiliser la ḿethode de la section préćedente pour d́efinir les
suitesC̃j pourm+1 ≤ j ≤ n. Il n’existe pas de discordance et on n’a pas besoin de faire des modifications.

6.6 Nombre de valĺeesv(C) et le casv(C) = 1

Définition 6.6.1 SoitC = C1C2 · · ·Cn une corde. Soit1 ≤ i ≤ n. On dit queCi est une valĺee si1 < i < n
et Ci−1 > Ci < Ci+1. On dit queCi est une colline siCi−1 < Ci > Ci+1 où on utilise la convention que
C0 < Ci > Cn+1 pour tout1 ≤ i ≤ n. Désignons parv(C) le nombre des vallées dans{C1, · · · , Cn}.

Consid́erons maintenant une cordeC = C1 · · ·Cn telle quev(C) = 1. On peut supposer

C1 < · · · < Cu01 > · · · > Cu1 < · · · < Cu12 > · · · > Cn

On posep = u01,m = u1 et q = u12. SiCm est directe, notonsC(1) = C1 · · ·Cm etC(2) = Cm+1 · · ·Cn; siCv

est inverse, notonsC(1) = C1 · · ·Cm−1 etC(2) = Cm · · ·Cn.
Quitte à remplacerC parC−1, on peut supposer queCm soit directe. AlorsC(0) = C1 · · ·Cm et C(1) =

Cm+1 · · ·Cn.
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6.6.1 ConstruireC̃(0)

Construisons d’abord̃C(0). La méthode est similairèa celle utiliśee dans la section préćedente, mais on doit
prendre en compte le fait queCm n’est plus le dernier segment et on donne en détail cette construction.

Cas 1Cp directe. Alorsm ≥ p+ 2.

Cas 1.1|Cp−1| < |Cp| > |Cp+1|. Il suffit de copier la ḿethode de Cas 3 de la section préćedente.

On remplacẽCm parC̃ ′m.

Cas 1.2|Cp−1| = |Cp| > |Cp+1|. On utilise la ḿethode de la section 6.4 pour construire les suitesC̃p, · · · , C̃1.

PosonsC̃p = S1(Cp) et C̃p+1 = S ′1(Cp+1) + C̃ ′p
−1

. Attention, en ce moment, le dernier terme

de C̃p ne s’identifie pas au 0-ième terme dẽCp+1. Comme|Cp−1| = |Cp|, le dernier terme dẽCp

este ⊗ eip
+ x ⊗ eip

+ e ⊗ eip−2 + x ⊗ eip−2 . Supposons, par exemple, queCp soit de longueur
paire et termine parα0 (les autres cas se font similairement). Alors l’avant-dernier terme deC̃p est
e⊗ eip + x⊗ eip−2 et donc le 0-ìeme terme dẽCp+1 este⊗ eip + x⊗ eip + x⊗ eip−2 . Cela signifie
qu’il faut encore modifier̃Cp+1. On la laisse pour l’instant et on définit lesC̃j pourp + 2 ≤ j ≤ m.
La suiteC̃p+2 est d́efinie commeS2(Cp+2) et le dernier terme dẽCp+1 est somme du 0-ième terme

de C̃p+2 plus le dernier terme dẽC ′p
−1

qui devient nul si on y applique la première fl̀eche deC̃p+2,

puisque|Cp| > |Cp+1|. Il suffit encore de changer le 0-ième terme dẽCp+2 en le dernier terme de

C̃p+1. Si p + 2 = m, on s’arr̂ete et sinon on continue. DéfinissonsC̃p+3 = S ′1(Cp+3) + C̃ ′p+2

−1
et

C̃p+4 = S2(Cp+4). Comme|Cp+2| > |Cp+3|, le dernier terme dẽCp+2

−1
devient nul si on y applique

la premìere fl̀eche deC̃p+4. Il suffit encore de changer le 0-ième terme dẽCp+4 en le dernier terme
de C̃p+3. Si p + 4 = m, on s’arr̂ete ici et sinon on continue. En géńeral, pouri ≥ 2, on d́efinit, si
p+ 2i ≤ m, C̃p+2i = S2(Cp+2i) et on change son 0-ième terme en le dernier terme deC̃p+2i−1 et, si

p+ 2i+ 1 ≤ m, C̃p+2i+1 = S ′1(Cp+2i+1) + C̃ ′p+2i

−1
. On voit que les suites̃Ci pourp+ 2 ≤ i ≤ m

se recollent. Constatons que l’on construitC̃m avec|C̃m| = 2|Cm| pour l’instant.

Maintenant on effectue les modifications reportées. Proposition 6.3.10 implique que|C̃p−2| ≥ |C̃p+1|.
On remplaceC̃p+1 par C̃p+1 + S ′1(Cp−2)

−1
. Cela corrige bien la diff́erence entre le dernier terme

de C̃p et le 0-ìeme terme dẽCp+1. Supposons, comme ci-dessus, queCp soit de longueur paire
et termine parα0. Alors l’avant-dernier terme dẽCp est e ⊗ eip

+ x ⊗ eip−2 et donc le 0-ìeme
terme deC̃p+1 avant modification este ⊗ eip

+ x ⊗ eip
+ x ⊗ eip−2 . Remarquons l’avant dernier

terme deS1(Cp−2) est e ⊗ eip−2 . On obtient donc que le 0-ième terme de lãCp+1 modifiée est
e⊗eip

+x⊗eip
+e⊗eip−2 +x⊗eip−2 qui cöıncide avec le dernier terme dẽCp. CommeCp > Cp−1,

on sait que|Cp−2| ≥ |Cp+1|. Si |Cp−2| > |Cp+1| ou p = 3, alors le 0-ìeme terme deS ′1(Cp−2)
devient nul si on y applique la première fl̀echeγ de C̃p+2, puisque il est dans l’image deγ. Il suffit
donc de modifierC̃p+2 en ajoutant̀a son 0-ìeme terme celui deS ′1(Cp−2) et de laisser inchangées
toutes les autres̃Cj pourp+ 3 ≤ j ≤ m. Si |Cp−2| = |Cp+1| etp > 3, alorsS ′1(Cp−2) = S ′1(Cp−2).
Commep > 3, on remplacẽCp+2 parC̃p+2 +S2(Cp−3)−1. En effet, d’apr̀es la construction dẽCp−3,
elle a m̂eme 0-ìeme terme queS2(Cp−3) et n’est diff́erente deS2(Cp−3) qu’en la dernìere position
dont la diff́erence est un terme qui devient nul après y avoir appliqúe la dernìere fl̀eche deC̃p−3 qui
est aussi la première fl̀eche deC̃p+2.Si p + 2 = m, on s’arr̂ete ici et sinon on continue. Maintenant
commeCp > Cp−1, |Cp+2| ≥ |Cp−3|. Si |Cp+2| > |Cp−3|, il n’est pas ńecessaire de modifier les
autres cordes. Si en revanche|Cp+2| = |Cp−3|, d’apr̀es Proposition 6.3.10,|C̃p+3| ≤ |C̃p−4|. On

peut remplacer̃Cp+3 parC̃p+3 + C̃p−4

−1
où C̃p−4 est la suite extraite dẽCp−4 compośee des|C̃p+3|
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derniers termes. CommẽCp−3 a même 0-ìeme terme queS2(Cp−3)−1, C̃p+3 et C̃m+2 se recollent. Si
|Cp+3| < |Cp−4|, on n’a pas besion de modifier les autres cordes. Si|Cp+3| = |Cp−4|, on remplace
C̃p+4 parC̃p+4 + C̃−1

p−5. Ces modifications sont possibles grâceà Proposition 6.3.10.
On proc̀ede ensuite par récurrence.
L’hypothèse de ŕecurrence sur̃Cp+2i−1 pouri ≥ 2 etp+ 2i− 1 < m est la suivante:

La suiteC̃p+2i−1 est modifíee par l’une des façons suivantes.

(i) C̃p+2i−1 est obtenue sans modification

(ii) On remplaceC̃p+2i−1 par C̃p+2i−1 + C̃p−2i

−1
. En ce moment,|Cp+j | = |Cp−j−1| pour tout

0 ≤ j ≤ 2i− 2.

L’hypothèse de ŕecurrence sur̃Cp+2i pouri ≥ 2 etp+ 2i < m est la suivante:

La suiteC̃p+2i est modifíee par l’une des façons suivantes.

(i) C̃p+2i est obtenue sans modification

(ii) C̃p+2i est obtenue en modifiant son 0-ième terme seloñCp+2i−1

(iii) p− 2i− 1 > 0 et on remplacẽCp+2i parC̃p+2i + C̃−1
p−2i−1. En ce moment,|Cp+j | = |Cp−j−1|

pour tout0 ≤ j ≤ 2i− 1.

Suppsons que l’on ait modifié C̃p+1, · · · , C̃p+2i−1 aveci ≥ 2 et p + 2i − 1 < m. On va modifier
C̃p+2i. Si C̃p+2i−1 est obtenu dans le cas (i), on ne modifie pasC̃p+2i+1. Si on est dans le cas (ii),
comparons|Cp−2i| et |Cp+2i−1|. Si |Cp−2i| > |Cp+2i−1| ou p − 2i = 1, on modifie le 0-ìeme terme
deC̃p+2i selonC̃p+2i−1. Supposons que|Cp−2i| = |Cp+2i−1| etp− 2i > 1. On remplacẽCp+2i par
C̃p+2i + C̃−1

p−2i−1. On v́erifie que la suitẽCp+2i ainsi modifíee satisfait l’hypoth̀ese de ŕecurrence si
p+ 2i < m.
Suppsons que l’on ait modifié C̃p+1, · · · , C̃p+2i aveci ≥ 2 et p + 2i < m. On va modifierC̃p+2i+1.
Pour les cas (i) et (ii), on ne modifie pas̃Cp+2i+1. Si on est dans le cas (iii), comparons|Cp−2i−1| et
|Cp+2i|. Si |Cp−2i−1| < |Cp+2i|, on ne modifie pas̃Cp+2i+1. Supposons que|Cp−2i−1| = |Cp+2i|.
Alors commeCp > Cp−1, 0 < |Cp+2i+1| ≤ |Cp−2i−2| et doncp− 2i− 2 > 0. On remplacẽCp+2i+1

par C̃p+2i+1 + C̃p−2i−2

−1
. On v́erifie que la suiteC̃p+2i+1 ainsi construite satisfait l’hypothèse de

récurrence sip+ 2i+ 1 < m.
On remplacẽCm parC̃ ′m.

Cas1.3|Cp−1| < |Cp| = |Cp+1|. On utilise la ḿethode de la section 6.4 pour construireC̃p, · · · , C̃1.

On proc̀ede comme suit pour définir lesC̃j pourp+1 ≤ j ≤ n. On pose d’abord̃Cp+1 = S ′1(Cp+1)+

C̃ ′p
−1

. On d́efinit C̃p+2 = S2(Cp+2). Constatons que le 0-ième terme dẽCp+2 ne s’identifie pas au

dernier terme dẽCp+1. On la laisse pour l’instant. Sip + 2 = m, on s’arr̂ete et sinon on continue.

DéfinissonsC̃p+3 = S ′1(Cp+3) + C̃ ′p+2

−1
et C̃p+4 = S2(Cp+4). Comme|Cp+2| > |Cp+3|, le dernier

terme deC̃ ′p+2

−1
devient nul si on y applique la première fl̀eche deC̃p+4. Il suffit encore de changer le

0-ième terme dẽCp+4 en le dernier terme dẽCp+3. Si p+ 4 = m, on s’arr̂ete et sinon on continue. En
géńeral, pouri ≥ 2, on d́efinit, sip+ 2i ≤ m, C̃p+2i = S2(Cp+2i) et on change son 0-ième terme en

le dernier terme dẽCp+2i−1 et, sip+ 2i+ 1 ≤ m, C̃p+2i+1 = S ′1(Cp+2i+1) + C̃ ′p+2i

−1
. On voit que

les suitesC̃i pourp+ 2 ≤ i ≤ m se recollent. Constatons que l’on construitC̃m avec|C̃m| = 2|Cm|
pour l’instant.
Maintenant on effectue les modifications reportées. Sip = 1, commeC̃1 est compl̀ete, il suffit de
modifier le 0-ìeme terme dẽCp+2 en y ajoutant celui dẽC ′p. Si p > 1, on remplacẽCp+2 parC̃p+2 +
C̃−1

p−1. Ces modifications sont possibles grâceà Proposition 6.3.10. Cela corrige bien la différence
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entre le dernier terme dẽCp+1 et le 0-ìeme terme dẽCp+2. Si p + 2 = m, on s’arr̂ete ici et sinon
on continue. Si|C̃p−1| < |C̃p+2|, alors on n’a plus besoin de modifier les̃Cj pourp + 3 ≤ j ≤ m.

Si |C̃p−1| = |C̃p+2|, alors Proposition 6.3.10 permet de remplacerC̃p+3 par C̃p+3 + C̃p−2

−1
. Si

p = 3, commeC̃p−2 est compl̀ete, alors il suffit de changer le 0-ième terme dẽCp+4 en le dernier
terme deC̃p+3 et laisser invariant les suites̃Cj pour p + 5 ≤ j ≤ m. Supposons quep > 3. Si

|C̃p+3| < |C̃p−2|, alors comme le dernier terme dẽCp−2

−1
devient nul par la première fl̀eche de

C̃p+4, il suffit de changer le 0-ième terme dẽCp+4 en le dernier terme dẽCp+3 et laisser invaraint les
suitesC̃j pourp+ 5 ≤ j ≤ m. Si |C̃p+3| = |C̃p−2|, on remplacẽCp+4 parC̃p+4 + C̃−1

p−3.

On proc̀ede ensuite par récurrence.

L’hypothèse de ŕecurrence sur̃Cp+2i pouri ≥ 2 etp+ 2i < m est la suivante:

La suiteC̃p+2i est modifíee par l’une des façons suivantes.

(i) C̃p+2i est obtenue sans modification

(ii) C̃p+2i est obtenue en modifiant son 0-ième terme seloñCp+2i−1

(iii) p−2i+1 ≥ 1 et on remplacẽCp+2i parC̃p+2i+C̃−1
p−2i+1et en ce moment, on a|Cp+j | = |Cp−j−1|

pour tout0 ≤ j ≤ 2i− 1.

L’hypothèse de ŕecurrence sur̃Cp+2i−1 pouri ≥ 2 etp+ 2i− 1 < m est la suivante:

La suiteC̃p+2i−1 est modifíee par l’une des façons suivantes.

(i) C̃p+2i−1 est obtenue sans modification

(ii) On remplacẽCp+2i−1 parC̃p+2i−1 + C̃p−2i+2

−1
. et en ce moment, on a|Cp+j | = |Cp−j+1| pour

tout0 ≤ j ≤ 2i− 2.

Supposons que l’on ait modifié C̃p+1, · · · , C̃p+2i aveci ≥ 2 etp+ 2i < m. On va modifierC̃p+2i+1.
Pour les cas (i) et (ii), on ne modifie pas̃Cp+2i+1. Si on est dans le cas (iii), comparons|Cp−2i+1| et
|Cp+2i|. Si |Cp−2i+1| < |Cp+2i|, on ne modifie pas̃Cp+2i+1. Supposons que|Cp−2i+1| = |Cp+2i|.

On remplacẽCp+2i+1 parC̃p+2i+1 + C̃p−2i

−1
. On v́erifie que la suitẽCp+2i+1 ainsi modifíee satisfait

l’hypothèse de ŕecurrence sip+ 2i+ 1 < m.

Supposons que l’on ait modifié C̃p+1, · · · , C̃p+2i−1 aveci ≥ 2 et p + 2i − 1 < m. On va modifier
C̃p+2i. Pour les cas (i), on ne modifie pas̃Cp+2i+1. Si on est dans le cas (ii), comparons|Cp−2i+2| et
|Cp+2i−1|. Si |Cp−2i+2| > |Cp+2i−1|, on modifie le 0-ìeme terme dẽCp+2i selonC̃p+2i−1. Supposons
que|Cp−2i+2| = |Cp+2i−1|. On remplacẽCp+2i parC̃p+2i + C̃−1

p−2i+1. On v́erifie que la suitẽCp+2i

ainsi modifíee satisfait l’hypoth̀ese de ŕecurrence sip+ 2i < m.

On remplacẽCm parC̃ ′m.

Cas 1.1.4|Cp−1| = |Cp| = |Cp+1| = l

Ce cas est impossible, car on a en ce moment queCp−2 < Cp−1 < Cp > Cp+1 > Cp+2 d’où
l’impossibilité de ce cas, d’après Lemme 6.3.5.

On remplacẽCm parC̃ ′m.

Cas 2Cp inverse.

Cas 2.1|Cp−1| < |Cp| > |Cp+1|. Il suffit de copier la ḿethode de Cas 3 de la section préćedente.

On poseC̃m = C̃ ′m.

Cas 2.2|Cp−1| < |Cp| = |Cp+1|. On construit les suites̃Cp, · · · , C̃m en utilisant la ḿethode de la section 6.4.
Constatons que l’on construit̃Cm avec|C̃m| = 2|Cm| pour l’instant.
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PosonsC̃p = S1(Cp) et C̃p−1 = S ′1(Cp−1) + C̃ ′p
−1

. Attention, cette fois-ci, le 0-ième terme de

C̃p ne s’identifie pas au dernier terme dẽCp−1. Comme|Cp+1| = |Cp|, le 0-ième terme dẽCp est
e ⊗ eip−1 + x ⊗ eip−1 + e ⊗ eip+1 + x ⊗ eip+1 . Supposons, par exemple, queCp soit de longueur
paire et termine parα−1

0 (les autres cas se font similairement). Alors le premier terme deC̃p est
e⊗ eip−1 + x⊗ ip+1 et donc le dernier terme dẽCp−1 este⊗ eip + x⊗ eip + x⊗ eip−2 . Cela signifie
qu’il faut encore modifierC̃p−1. On la laisse pour l’instant et on définit lesC̃j pour1 ≤ j ≤ p − 2.
La suiteC̃p−2 est d́efinie commeS2(Cp−2) et le 0-ìeme terme dẽCp−1 est somme du 0-ième terme

de C̃p−1 plus le dernier terme dẽC ′p
−1

qui devient nul si on y applique la dernière fl̀eche deC̃p−2,

puisque|Cp| > |Cp−1|. Il suffit encore de changer le dernier terme deC̃p−2 en le 0-ìeme terme de

C̃p−1. DéfinissonsC̃p−3 = S ′1(Cp−3) + C̃ ′p−2

−1
et C̃p−4 = S2(Cp−4). Comme|Cp−2| > |Cp−3|,

le 0-ième terme dẽCp−2

−1
devient nul si on y applique la dernière fl̀eche deC̃p−4. Il suffit encore de

changer le dernier terme dẽCp−4 en le 0-ìeme terme dẽCp−3. En ǵeńeral, on d́efinit,pouri ≥ 2, si
p−2i ≥ 1, C̃p−2i = S2(Cp−2i) avec modification du dernier terme selonC̃p−2i+1 et sip−2i+1 ≥ 1,

C̃p+2i+1 = S2(Cp+2i+1) + C̃ ′p+2i−1

−1
.

Maintenant on effectue les modifications reportées. Sip + 1 = m = u1, alors on remplacẽCp−1

par C̃p−1 + S ′1(Cu1+1)
−1

. Comme|Cp−1| < |Cp+1| = |Cu1 | ≤ |Cu1+1|, alors il suffit de modifier
le dernier terme dẽCp−2 selonC̃p−1. Supposons quep + 1 > m. Proposition 6.3.10 implique que

|C̃p−1| ≤ |C̃p+2|. On remplacẽCp−1 parC̃p−1 +S ′1(Cp+2)
−1

. Cela corrige bien la diff́erence entre le
0-i`ème terme dẽCp et le dernier terme dẽCp+1. Supposons, comme ci-dessus, queCp soit de longueur
paire et termine parα−1

0 . Alors le premier terme dẽCp este ⊗ eip−1 + x ⊗ ip+2 et donc le dernier
terme deC̃p−1 avant modification este⊗ eip−1 + x⊗ eip−1 + x⊗ ip+1. Remarquons l’avant-dernier
terme deS1(Cp+2)−1 este⊗ eip+1 . On obtient donc que le dernier terme de la suiteC̃p−1 modifiée est
e⊗ eip−1 +x⊗ eip−1 + e⊗ eip+1 +x⊗ eip+1 qui cöıncide avec le 0-ìeme terme dẽCp. Si p = 2, alors
si |Cp−1| = |Cp+2|, alorsCp < Cp+1, ce qui est absurde. On obtient que|Cp−1| < |Cp+2|. Alors

le 0-ième terme deS ′1(Cp+2)
−1

devient nul si on y applique la flècheγ ∈ {α, β} qui est diff́erente
de la premìere fl̀eche deC̃p−1, puisque il est dans l’image deγ. La cordeC̃1 est donc complète.
Supposons quep > 2. CommeCp > Cp+1, on sait que|Cp+2| ≥ |Cp−1|. Si |Cp+2| > |Cp−1|, alors

le 0-ième terme deS ′1(Cp+2)
−1

devient nul si on y applique la dernière fl̀eche deC̃p−2. Il suffit donc
de modifierC̃p−2 en ajoutant̀a son dernier terme celui deS ′1(Cp+2) et laisser inchanǵees toutes les
autresC̃j pour 1 ≤ j ≤ p − 3. Si |Cp+2| = |Cp−1|, alorsS ′1(Cp+2) = S ′1(Cp+2). On remplace
C̃p−2 parC̃p−2 + S2(Cp+3)−1. En effet, d’apr̀es la construction dẽCp+3, elle a m̂eme dernier terme
queS2(Cp+3) et n’est diff́erente deS2(Cp+3) qu’en la 0-ìeme position dont la diff́erence est un terme
qui devient nul apr̀es y avoir appliqúe la premìere fl̀eche deC̃p+3 qui est aussi la dernière fl̀eche de
C̃p−2. Maintenant commeCp > Cp+1, |Cp−2| ≥ |Cp+3|. Si |Cp−2| > |Cp+3|, il n’est pas ńecessaire
de modifier les autres cordes. Supposons que|Cp−2| = |Cp+3|. Si p + 3 = m, alors on remplace

C̃p−3 par C̃p−3 + S ′1(Cu1+1)
−1

+ S ′1(Cu1). En effet, la diff́erence entre le dernier terme deC̃p−3 et
le 0-ième terme dẽCp−2 este ⊗ eim + x ⊗ eim et notre modification corrige donc cette différence.
Comme|Cp−3| < |Cp−2| = |Cp+3| = |Cu1 | ≤ |Cu1+1|, alors il suffit de modifier le dernier terme
de C̃p−4 selonC̃p−3. Supposons quep + 3 > m. D’après Proposition 6.3.10,|C̃p−3| ≤ |C̃p+4|. On

peut remplacer̃Cp−3 parC̃p−3 +(C̃p+4)−1. Comme le 0-ìeme terme dẽCp+4 cöıncide avec le dernier
terme deS2(Cp−3), C̃p−3 et C̃p−2 se recollent.

On proc̀ede ensuite par récurrence.

L’hypothèse de ŕecurrence sur̃Cp−2i+1 pouri ≥ 2 etp− 2i+ 1 > 1 est la suivante:
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La suiteC̃p−2i+1 est obtenue par l’une des façons suivantes.

(i) C̃p−2i+1 est obtenue sans modification

(ii) p + 2i < m et on remplacẽCp−2i+1 par C̃p−2i+1 + C̃p+2i

−1
et en ce moment, on a|Cp−j | =

|Cp+j+1| pour tout0 ≤ j ≤ 2i− 2.

(iii) p+2i−1 = m et on remplacẽCp−2i+1 parC̃p−2i+1 +S ′1(Cu1+1)
−1

+S ′1(Cu1). En ce moment,
on a|Cp−j | = |Cp+j+1| pour tout0 ≤ j ≤ 2i− 2

L’hypothèse de ŕecurrence sur̃Cp−2i pouri ≥ 2 etp− 2i > 1 est le suivant:

La suiteC̃p−2i est obtenue par l’une des façons suivantes.

(i) C̃p−2i est obtenue sans modification

(ii) C̃p−2i est obtenue en modifiant son dernier terme selonC̃p−2i+1

(iii) p+2i+1 ≤ m et on remplacẽCp−2i parC̃p−2i+C̃−1
p+2i+1. En ce moment, on a|Cp−j | = |Cp+j+1|

pour tout0 ≤ j ≤ 2i− 1.

Suppsons que l’on ait modifiéC̃p−1, · · · , C̃p−2i+1 aveci ≥ 2 etp−2i+1 > 1. On va modifierC̃p−2i.
En cas (i), on ne modifie pas̃Cp−2i. Si on est dans le cas (ii), comparons|Cp+2i| et |Cp−2i+1|. Si
|Cp+2i| > |Cp−2i+1|, on modifie le dernier terme dẽCp−2i selonC̃p−2i+1. Supposons que|Cp+2i| =
|Cp−2i+1|. On remplaceC̃p−2i par C̃p−2i + C̃−1

p+2i+1. Si on est dans le cas (iii), on montre que

|Cp−2i+1| < |Cp−2i+2| = |Cu1 | ≤ |Cu1+1|, il suffit de modifier le dernier terme dẽCp−2i selon
C̃p−2i+1. On v́erifie que la suitẽCp−2i ainsi modifíee satisfait l’hypoth̀ese de ŕecurrence sip−2i > 1.

Suppsons que l’on ait modifié C̃p−1, · · · , C̃p−2i aveci ≥ 2 et p − 2i > 1. On va modifierC̃p−2i−1.
Pour les cas (i) et (ii), on ne modifie pas̃Cp−2i−1. Si on est dans le cas (iii), comparons|Cp+2i+1|
et |Cp−2i|. Si |Cp+2i+1| < |Cp−2i|, on ne modifie pas̃Cp−2i−1. Supposons|Cp+2i+1| = |Cp−2i|.
Si p + 2i + 1 = m, on remplaceC̃p−2i−1 par C̃p−2i−1 + S ′1(Cui+1)

−1
+ S ′1(Cui). En revanche si

p+2i+1 < m, alors on remplacẽCp−2i−1 parC̃p−2i−1+C̃p+2i+2

−1
. On v́erifie que la suitẽCp−2i−1

ainsi modifíee satisfait l’hypoth̀ese de ŕecurrence sip− 2i− 1 > 1.

SiC1 est directe, alorsp− 1 est impaire. D’apr̀es la construction ci-dessus, il existe deux possiblités:

(i) C̃1 est obtenue sans modification

(ii) On remplacẽC1 parC̃1 + C̃2p

−1
. En ce moment,|Cp+j+1| = |Cp−j | pour tout0 ≤ j ≤ p− 1.

Comme la suitẽC1 avant modification est complète, la premìere possibilit́e n’influence pas la complétude.

Pour la deuxìeme possibilit́e, alors commeC1 est le premier segment,|C1| < |C2p|. La suiteC̃2p

−1

est donc complète, d’apr̀es Remarque 6.1.1. La suitẽC1 ainsi modifíee reste encore complète.

On remplacẽCm parC̃ ′m.

Cas2.3|Cp| = |Cp−1| > |Cp+1|. On construit les suites̃Cp, · · · , C̃m en utilisant la ḿethode de la section 6.4.
Constatons que l’on construit̃Cm avec|C̃m| = 2|Cm| pour l’instant.

On poseC̃p−1 = S ′1(Cp−1) + C̃ ′−1
p et C̃p−2 = S2(Cp−2). Attention le dernier terme dẽCp−2 ne

cöıncide pas avec le 0-ième terme dẽCp−1. On construit d’abord les suites̃Cp−3, · · · , C̃1 en utilisant
la méthode de la section 6.4.

On remplace ensuitẽCp−2 par poserC̃p−2 + C̃−1
p+1. Si |Cp−2| > |Cp+1|, alors on n’a plus besoin

de modifier les autres suites. Supposons que|Cp−2| = |Cp+1|. Si p + 1 = m, alors |Cp−3| <
|Cp−2| = |Cp+1| = |Cm| ≤ |Cu1+1|. On remplaceC̃p−3 par C̃p−3 + S ′1(Cu1+1)

−1
+ S ′1(Cu1).

Comme|Cu1+1| ≥ |Cu1 | = |Cp−2| > |Cp−3|, le 0-ième terme deS ′1(Cu1+1)
−1

+ S ′1(Cu1) devient
nul si on y applique la dernière fl̀eche deC̃p−4 et il suffit de changer le dernier terme dẽCp−4 en
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le 0-ième terme dẽCp−3. Supposons quep + 1 < m. On remplaceC̃p−3 par C̃p−3 + C̃p+2

−1
. Si

|Cp−3| < |Cp+2|, alors il suffit de changer le dernier terme deC̃p−4 en le 0-ìeme terme dẽCp−3.
Supposons que|Cp−3| = |Cp+2|. Alors on remplacẽCp−4 parC̃p−4 + C̃−1

p+3.

On proc̀ede ensuite par récurrence.

L’hypothèse de ŕecurrence sur̃Cp−2i pouri ≥ 2 etp− 2i > 1 est le suivant:

La suiteC̃p−2i est obtenue par l’une des façons suivantes.

(i) C̃p−2i est obtenue sans modification

(ii) C̃p−2i est obtenue en modifiant son dernier terme selonC̃p−2i+1

(iii) p + 2i − 1 ≤ m et on remplacẽCp−2i par C̃p−2i + C̃−1
p+2i−1 et en ce moment, on a|Cp−j | =

|Cp+j+1| pour tout0 ≤ j ≤ 2i− 1.

L’hypothèse de ŕecurrence sur̃Cp−2i+1 pouri ≥ 2 etp− 2i1 > 1 est la suivante:

La suiteC̃p−2i+1 est obtenue par l’une des façons suivantes.

(i) C̃p−2i+1 est obtenue sans modification

(ii) p+ 2i− 2 ≤ m, on remplacẽCp−2i+1 parC̃p−2i+1 + C̃p+2i−2

−1
. En ce moment, on a|Cp−j | =

|Cp+j−1| pour tout0 ≤ j ≤ 2i− 2.

(iii) p+2i− 3 = m et on remplacẽCp−2i+1 parC̃p−2i+1 +S ′1(Cui+1)
−1

+S ′1(Cui
). En ce moment,

on a|Cp−j | = |Cp+j+1| pour tout0 ≤ j ≤ 2i− 2

Supposons que l’on ait modifié C̃p−1, · · · , C̃p−2i aveci ≥ 2 et p − 2i > 1. On va modifierC̃p−2i−1.
Pour les cas (i) et (ii), on ne modifie pas̃Cp−2i−1. Si on est dans le cas (iii), comparons|Cp+2i−1| et
|Cp−2i|. Si |Cp+2i−1| < |Cp−2i|, on ne modifie pas̃Cp−2i−1. Supposons que|Cp+2i−1| = |Cp−2i|.
Si p + 2i − 1 = m, on remplaceC̃p−2i−1 par C̃p−2i−1 + S ′1(Cu1)

−1
+ S ′1(Cu1). En revanche si

p+ 2i− 1 < m, alors on remplacẽCp−2i−1 parC̃p−2i−1 + C̃p+2i

−1
. On v́erifie que la suitẽCp−2i−1

ainsi modifíee satisfait l’hypoth̀ese de ŕecurrence sip− 2i− 1 > 1.

Supposons que l’on ait modifié C̃p−1, · · · , C̃p−2i+1 aveci ≥ 2 et p − 2i + 1 > 1. On va modifier
C̃p−2i. Pour les cas (i), on ne modifie pas̃Cp−2i. Si on est dans le cas (ii), si|Cp−2i+1| < |Cp+2i−2|,
on modifie le dernier terme dẽCp−2i selonC̃p−2i+1. Supposons que|Cp+2i−2| = |Cp−2i+1|. On
remplaceC̃p−2i par C̃p−2i + C̃−1

p+2i−1. Si on est dans le cas (iii), on a en ce moment|Cp−2i+1| <
|Cp−2i+2| = |Cp+2i−3| = |Cu1 | ≤ |Cu1+1| et il suffit de modifier le dernier terme dẽCp−2i selon
C̃p−2i+1. On v́erifie que la suitẽCp−2i ainsi modifíee satisfait l’hypoth̀ese de ŕecurrence sip−2i > 1.

SiC1 est directe, alorsp− 1 est impaire. D’apr̀es la construction ci-dessus, il existe deux possiblités:

(i) C̃1 est obtenue sans modification

(ii) On remplacẽC1 parC̃1 + C̃2p−2

−1
. En ce moment,|Cp+j | = |Cp−j−1| pour tout0 ≤ j ≤ p− 2.

Comme la suitẽC1 avant modification est complète, la premìere possibilit́e n’influence pas la complétude.
Pour la deuxìeme possibilit́e, alors commeC1 est le premier segment,|C1| < |C2p−2|. La suite

C̃2p−2

−1
est donc complète, d’apr̀es Remarque 6.1.1. La suitẽC1 ainsi modifíee reste encore complète.

On remplacẽCm parC̃ ′m.

Cas 2.4|Cp−1| = |Cp| = |Cp+1|. Ce cas est impossible, carCp−1 < Cp implique que|Cp−2| ≥ |Cp+1| =
|Cp−1, ce qui est absurde.
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6.6.2 ConstruireC̃(1)

Construit maintenant̃C(1).

Cas 1Cq est inverse. On construit̃Cq, C̃q+1, · · · , C̃n en utilisant la ḿethode de la section 6.4. Siq − 1 = m, on
s’arr̂ete ici. Supposons donc quem < q − 1.

Cas 1.1|Cq−1| < |Cq| > |Cq+1|. Il suffit de construirẽCq, · · · , C̃m+1 en utilisant la ḿethode de la section 6.4.

Cas 1.2|Cq−1| < |Cq| = |Cq+1|.

On poseC̃q−1 = S ′1(Cq−1)+C̃ ′q
−1

. Comme|Cq−1| < |Cq|, le 0-ième terme dẽC ′q
−1

devient nul si on

y applique la dernìere fl̀eche deC̃q−2. On change le dernier terme dẽCq−2 en le 0-ìeme terme dẽCq−1.
Constatons que le dernier terme deC̃q−1 ne cöıncide pas avec le 0-ième terme dẽCq. On construit
d’abord les suites̃Cq−3, · · · , C̃m+1 en utilisant la ḿethode de la section 6.4. On remplace ensuiteC̃q−1

parC̃q−1+S ′1(Cq+2)
−1

. Si |Cq−1| < |Cq+2|, alors le 0-ìeme terme deS ′1(Cq+2)
−1

devient nul si on y
applique la dernìere fl̀eche deC̃q−2 et on change le dernier terme deC̃q−2 en le 0-ìeme terme dẽCq−1.
Supposons que|Cq−1| = |Cq+2|. Alors on remplacẽCq−2 parC̃q−2 +S2(Cq+3)−1. Si q− 3 = m, on
s’arr̂ete ici. Supposons queq − 3 > m. Si |Cq−2| > |Cq+3|, on n’a plus besoin de modifier les autres

suites. Supposons que|Cq−2| = |Cq+3|. Alors on remplacẽCq−3 parC̃q−3 + C̃q+4

−1
.

On proc̀ede ensuite par récurrencee.

L’hypothèse de ŕecurrence sur̃Cq−2i+1 pouri ≥ 2 et q − 2i+ 1 > m+ 1 est la suivante:

La suiteC̃q−2i+1 est obtenue par l’une des façons suivantes.

(i) C̃q−2i+1 est obtenue sans modification

(ii) On remplaceC̃q−2i+1 par C̃q−2i+1 + C̃q+2i

−1
et en ce moment, on a|Cq−j | = |Cq+j+1| pour

tout0 ≤ j ≤ 2i− 2.

L’hypothèse de ŕecurrence sur̃Cq−2i pouri ≥ 2 et q − 2i > m+ 1 est la suivante:

La suiteC̃q−2i est obtenue par l’une des façons suivantes.

(i) C̃q−2i est obtenue sans modification

(ii) C̃q−2i est obtenue en modifiant son dernier terme selonC̃q−2i+1

(iii) q = 2i + 1 ≤ n et on remplacẽCq−2i par C̃q−2i + C̃−1
q+2i+1. En ce moment, on a|Cq−j | =

|Cq+j+1| pour tout0 ≤ j ≤ 2i− 1.

Supposons que l’on ait modifié C̃q−1, · · · , C̃q−2i+1 aveci ≥ 2 et q − 2i + 1 > m + 1. On va
modifier C̃q−2i. En cas (i), on ne modifie pas̃Cq−2i. Si on est dans le cas (ii), comparons|Cq+2i| et
|Cq−2i+1|. Si |Cq+2i| > |Cq−2i+1|, on modifie le dernier terme dẽCq−2i selonC̃q−2i+1. Supposons
que |Cq+2i| = |Cq−2i+1|. On remplaceC̃q−2i par C̃q−2i + C̃−1

q+2i+1. On v́erifie que la suiteC̃q−2i

ainsi modifíee satisfait l’hypoth̀ese de ŕecurrence siq − 2i > m+ 1.

Suppsons que l’on ait modifiéC̃q−1, · · · , C̃q−2i aveci ≥ 2 etq−2i > m+1. On va modifierC̃q−2i−1.
Pour les cas (i) et (ii), on ne modifie pas̃Cq−2i−1. Si on est dans le cas (iii), comparons|Cq+2i+1| et
|Cq−2i|. Si |Cq+2i+1| < |Cq−2i|, on ne modifie pas̃Cq−2i−1. Supposons que|Cq+2i+1| = |Cq−2i|.

Alors on remplacẽCq−2i−1 parC̃q−2i−1 +C̃q+2i+2

−1
. On v́erifie que la suitẽCq−2i−1 ainisi modifíee

satisfait l’hypoth̀ese de ŕecurrence siq − 2i− 1 > m+ 1.

Cas 1.3|Cq−1| = |Cq| > |Cq+1|. On poseC̃q−1 = S ′1(Cq−1) + C̃ ′−1
q et C̃q−2 = S2(Cq−2). Constatons

que le dernier terme dẽCq−2 ne cöıncide pas avec le 0-ième terme dẽCq−1. On construit d’abord
les suitesC̃q−3, · · · , C̃m+1 en utilisant la ḿethode de la section 6.4. On remplace ensuiteC̃q−2 par
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C̃q−2 + C̃−1
q+1 à l’aide de Proposition 6.3.10. Siq − 2 = m + 1, on s’arr̂ete ici. Supposons que

q − 2 > m + 1. Si |Cq−2| > |Cq+1|, alors on n’a pas besoin de modifier les autre suites. Supposons

que|Cq−2| = |Cq+1|. Alors on remplacẽCq−3 parC̃q−3 + C̃q+2

−1
à l’aide de Proposition 6.3.10. Si

|Cq−3| < |Cq+2|, le dernier terme dẽCq+2

−1
devient nul si on y applique la dernière fl̀eche deC̃q−4

et il suffit de modifier le dernier terme dẽCp−4 selonC̃p−3. Supposons que|Cq−3| = |Cq+2|. On
remplaceC̃q−4 parC̃q−4 + C̃−1

q+3 à l’aide de Proposition 6.3.10, etc.
On proc̀ede ensuite par récurrencee.
L’hypothèse de ŕecurrence sur̃Cq−2i+1 pouri ≥ 2 et q − 2i+ 1 > m+ 1 est la suivante:

La suiteC̃q−2i+1 est obtenue par l’une des façons suivantes.

(i) La suiteC̃q−2i+1 est obtenue sans modification

(ii) On remplacẽCq−2i+1 parC̃q−2i+1 + C̃q+2i−2

−1
et en ce moment, on a|Cq+j | = |Cq−j−1| pour

tout0 ≤ j ≤ 2i− 2.

L’hypothèse de ŕecurrence sur̃Cq−2i pouri ≥ 2 et q − 2i > m+ 1 est la suivante:

La suiteC̃q−2i est obtenue par l’une des façons suivantes.

(i) La suiteC̃q−2i est obtenue sans modification

(ii) La suiteC̃q−2i est obtenue en modifiant son dernier terme selonC̃q−2i+1

(iii) q+2i−1 ≤ n et on remplacẽCq−2i parC̃q−2i+C̃−1
q+2i−1. En ce moment, on a|Cq+j | = |Cq−j−1|

pour tout0 ≤ j ≤ 2i− 1.

Supposons que l’on ait modifié C̃q−1, · · · , C̃q−2i+1 aveci ≥ 2 et q − 2i + 1 > m + 1. On va
modifierC̃q−2i. En cas (i), on ne modifie pas̃Cq−2i. Si on est dans le cas (ii), comparons|Cq+2i−2| et
|Cq−2i+1|. Si |Cq+2i−2| > |Cq−2i+1|, on modifie le dernier terme dẽCq−2i selonC̃q−2i+1. Supposons
que|Cp+2i−2| = |Cp−2i+1|. On remplacẽCq−2i parC̃q−2i + C̃−1

q+2i−1. On v́erifie que la suitẽCq−2i

ainsi modifíee satisfait l’hypoth̀ese de ŕecurrence siq − 2i > m+ 1.
Supposons que l’on ait modifié C̃q−1, · · · , C̃q−2i avec i ≥ 2 et q − 2i > m + 1. On va modi-
fier C̃q−2i−1. Pour les cas (i) et (ii), on ne modifie pas̃Cq−2i−1. Si on est dans le cas (iii), com-
parons|Cq+2i−1| et |Cq−2i|. Si |Cq+2i−1| < |Cq−2i|, on ne modifie pas̃Cq−2i−1. Supposons que

|Cq+2i−1| = |Cq−2i|. Alors on remplacẽCq−2i−1 par C̃q−2i−1 + C̃q+2i

−1
. On v́erifie que la suite

C̃q−2i−1 ainisi modifíee satisfait l’hypoth̀ese de ŕecurrence siq − 2i− 1 > m+ 1.

Cas 1.4|Cq−1| = |Cq| = |Cq+1|. Lemme 6.3.5 montre que ce cas est impossible.

Cas 2Cq est directe. On construit les suitesC̃q, C̃q−1, · · · , C̃m+1 en utilisant la ḿethode de la section 6.4.

Cas 2.1|Cq−1| < |Cq| > |Cq+1|. On construitC̃q, C̃q+1, · · · , C̃n en utilisant la ḿethode de la section 6.4.

Cas 2.2|Cq−1| = |Cq| > |Cq+1|.

On poseC̃q+1 = S ′1(Cq+1) + C̃ ′q
−1

et C̃q+2 = S2(Cq+2). Comme|Cq+1| < |Cq|, le dernier terme

de C̃ ′q
−1

devient nul si on y applique la première fl̀eche deC̃q+2 et on change le 0-ième terme de

C̃q+2 en le dernier terme dẽCq+1. Constatons que le dernier terme deC̃q ne cöıncide pas avec le
0-ième terme dẽCp+1. On construit d’abord les suites̃Cq−3, · · · , C̃m+1 en utilisant la ḿethode de la

section 6.4. Siq − 1 = m + 1, alors on remplacẽCq+1 par C̃q+1 + S ′1(Cu1)
−1

. Si |Cq+1| = |Cu1 |,
alors |Cu1−1| ≥ |Cu1 | = |Cq+1| > |Cq+2| et doncCq−1 > Cq, ce qui est absurde. On obtient
que |Cq+1| < |Cu1 | et il sufffit de modifier le 0-ìeme terme dẽCq+2 selonC̃q+1. Supposons que

q − 1 > m + 1. On remplace ensuitẽCq+1 par C̃q+1 + S ′1(Cq−2)
−1

. Si |Cq+1| < |Cq−2|, alors
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le dernier terme deS ′1(Cq−2)
−1

devient nul si on y applique la première fl̀eche deC̃q+2 et il suffit
de changer le 0-ième terme dẽCq+2 en le dernier terme dẽCq+1. Supposons que|Cq+1| = |Cq−2|.
On remplaceC̃q+2 par C̃q+2 + S(Cq−3)−1. Si |Cq+2| > |Cq−3|, on n’a plus besoin de modifier
les autres suites. Supposons que|Cq+2| = |Cq−3|. Si q − 4 = m, alors on remplacẽCq+3 par

C̃q+3+S ′1(Cu1)
−1

+S ′1(Cu1+1). Supposons queq−4 > m+1. On remplacẽCq+3 parC̃q+3+C̃q−4

−1
.

On proc̀ede ensuite par récurrence.

L’hypothèse de ŕecurrence sur̃Cq+2i−1 pouri ≥ 2 et q + 2i− 1 < n est la suivante:

La suiteC̃q+2i−1 est obtenue par l’une des façons suivantes.

(i) La suiteC̃q+2i−1 est obtenue sans modification

(ii) q− 2i > m+ 1 et on remplacẽCq+2i−1 parC̃q+2i−1 + C̃q−2i

−1
et en ce moment, on a|Cq+j | =

|Cq−j−1| pour tout0 ≤ j ≤ 2i− 2.

(iii) q − 2i + 1 = m + 1 et on remplacẽCq+2i−1 par C̃q+2i−1 + S ′1(Cu1)
−1

+ S ′1(Cu1+1). En ce
moment, on a|Cq+j | = |Cq−j−1| pour tout0 ≤ j ≤ 2i− 2

L’hypothèse de ŕecurrence sur̃Cq+2i pouri ≥ 2 et q + 2i < n est la suivante:

La suiteC̃q+2i est obtenue par l’une des façons suivantes.

(i) La suiteC̃q+2i est obtenue sans modification

(ii) La suiteC̃q+2i est obtenue en modifiant son dernier terme selonC̃q+2i−1

(iii) q−2i−1 ≥ 1 et on remplacẽCq+2i parC̃q+2i+C̃−1
q−2i−1. En ce moment, on a|Cq+j | = |Cq−j−1|

pour tout0 ≤ j ≤ 2i− 1.

Suppsons que l’on ait modifiéC̃q+1, · · · , C̃q+2i−1 aveci ≥ 2 etq+2i−1 < n. On va modifierC̃q+2i.
En cas (i), on ne modifie pas̃Cq+2i. Si on est dans le cas (ii), comparons|Cq+2i−1| et |Cq−2i|. Si
|Cq−2i| > |Cq+2i−1|, on modifie le 0-ìeme terme dẽCq+2i selonC̃q+2i−1. Supposons que|Cq−2i| =
|Cq+2i−1|. On remplacẽCq+2i parC̃q+2i + C̃−1

q−2i−1. Si on est dans le cas (iii), si|Cq+2i−1| = |Cu1 |,
alors|Cu1−1| ≥ |Cu1 | = |Cq+2i−1| > |Cq+2i| et doncCq < Cq−1, ce qui est absurde. On obtient que
|Cq+2i−1| < |Cu1 | et il suffit de modifier le 0-ìeme terme dẽCq+2i selonC̃q+2i−1. On v́erifie que la
suiteC̃q+2i ainsi modifíee satisfait l’hypoth̀ese de ŕecurrence siq + 2i < n.

Suppsons que l’on ait modifié C̃q+1, · · · , C̃q+2i aveci ≥ 2 et q + 2i < n. On va modifierC̃q+2i+1.
Pour les cas (i) et (ii), on ne modifie pas̃Cq+2i+1. Si on est dans le cas (iii), comparons|Cq−2i−1| et
|Cq+2i|. Si |Cq−2i−1| < |Cq+2i|, on ne modifie pas̃Cq+2i+1. Supposons que|Cq−2i−1| = |Cq+2i|. Si

q − 2i − 1 = m + 1, on remplacẽCq+2i+1 parC̃q+2i+1 + S ′1(Cu1)
−1

+ S ′1(Cu1+1). En revanche si

q + 2i + 1 > m + 1, alors on remplacẽCq+2i+1 par C̃q+2i+1 + C̃q−2i−2

−1
. On v́erifie que la suite

C̃q+2i+1 ainisi modifíee satisfait l’hypoth̀ese de ŕecurrence siq + 2i+ 1 < n.

SiCn est inverse, alors on vérifie que la suitẽCn ainsi modifíee reste complète.

Cas 2.3|Cq−1| < |Cq| = |Cq+1|. Alors q + 1 < n.

On poseC̃q+1 = S ′1(Cq+1)+ C̃ ′q
−1

et C̃q+2 = S2(Cq+2). Constatons que le 0-ième terme dẽCq+2 ne

s’identifie pas au dernier terme dẽCq+1. On construit d’aborsd les suites̃Cq+3, · · · , C̃n en utilisant la
méthode de la section 6.4. On remplace ensuiteC̃q+2 parC̃q+2+C̃−1

q−1. Si |Cq+2| > |Cq−1|, on n’a pas

besoin de modifier les autres suites. Supposons que|Cq+2| = |Cq−1|. Siq−2 = m, on remplacẽCq+3

parC̃q+3+S ′1(Cu1)
−1

+S ′1(Cu1+1). Si |Cu1 | = |Cq+3|, alors|Cu1+1| ≥ |Cu1 | = |Cq+3| > |Cq+4| et
doncCq < Cq+1, ce qui est absurde. On obtient que|Cu1 | > |Cq+3| et on change le 0-ième terme de

C̃q+4 en le dernier terme dẽCq+3. Supposons queq−2 > m. On remplacẽCq+3 parC̃q+3 + C̃q−2

−1
.
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On proc̀ede ensuite par récurrence.

L’hypothèse de ŕecurrence sur̃Cq+2i−1 pouri ≥ 2 et q + 2i− 1 < n est la suivante:

La suiteC̃q+2i−1 est obtenue par l’une des façons suivantes.

(i) La suiteC̃q+2i−1 est obtenue sans modification

(ii) q − 2i + 2 > m et on remplaceC̃q+2i−1 par C̃q+2i−1 + C̃q−2i+2

−1
et en ce moment, on a

|Cq−j | = |Cq+j+1| pour tout0 ≤ j ≤ 2i− 3.

(iii) q − 2i + 1 = m + 1 et on remplacẽCq+2i−1 par C̃q+2i−1 + S ′1(Cu1)
−1

+ S ′1(Cu1+1). En ce
moment, on a|Cq−j | = |Cq+j+1| pour tout0 ≤ j ≤ 2i− 3

L’hypothèse de ŕecurrence sur̃Cq+2i pouri ≥ 2 et q + 2i < n est la suivante:

La suiteC̃q+2i est obtenue par l’une des façons suivantes.

(i) La suiteC̃q+2i est obtenue sans modification

(ii) La suiteC̃q+2i est obtenue en modifiant son dernier terme selonC̃q+2i−1

(iii) q − 2i+ 1 > m = 1 et on remplacẽCq+2i parC̃q+2i + C̃−1
q−2i+1. En ce moment, on a|Cq−j | =

|Cq+j+1| pour tout0 ≤ j ≤ 2i− 2.

Suppsons que l’on ait modifiéC̃q+1, · · · , C̃q+2i−1 aveci ≥ 2 etq+2i−1 < n. On va modifierC̃q+2i.
En cas (i), on ne modifie pas̃Cq+2i. Si on est dans le cas (ii), comparons|Cq+2i−1| et |Cq−2i=2|.
Si |Cq−2i+2| > |Cq+2i−1|, on modifie le 0-ìeme terme dẽCq+2i selonC̃q+2i−1. Supposons que
|Cq−2i+2| = |Cq+2i−1|. On remplaceC̃q+2i par C̃q+2i + C̃−1

q−2i+1. Si on est dans le cas (iii), si
|Cq+2i−1| = |Cu1 |, alors|Cu1−1| ≥ |Cu1 | = |Cq+2i−1| > |Cq+2i| et doncCq < Cq+1, ce qui est
absurde. On obtient que|Cq+2i−1| < |Cu1 | et il suffit de modifier le 0-ìeme terme dẽCq+2i selon
C̃q+2i−1. On v́erifie que la suitẽCq+2i ainsi modifíee satisfait l’hypoth̀ese de ŕecurrence siq+2i < n.

Suppsons que l’on ait modifié C̃q+1, · · · , C̃q+2i aveci ≥ 2 et q + 2i < n. On va modifierC̃q+2i+1.
Pour les cas (i) et (ii), on ne modifie pas̃Cq+2i+1. Si on est dans le cas (iii), comparons|Cq−2i+1| et
|Cq+2i|. Si |Cq−2i+1| < |Cq+2i|, on ne modifie pas̃Cq+2i+1. Supposons que|Cq−2i+1| = |Cq+2i|.
Si q − 2i− 1 = m+ 1, on remplacẽCq+2i+1 parC̃q+2i+1 + S ′1(Cu1)

−1
+ S ′1(Cu1+1). En revanche

si q + 2i + 1 > m + 1, alors on remplacẽCq+2i+1 par C̃q+2i+1 + C̃q−2i

−1
. On v́erifie que la suite

C̃q+2i+1 ainisi modifíee satisfait l’hypoth̀ese de ŕecurrence siq + 2i+ 1 < n.

SiCn est inverse, alors on vérifie que la suitẽCn ainsi modifíee reste complète.

Cas 2.4|Cq−1| = |Cq| = |Cq+1|. Lemme 6.3.6 implique que ce cas est impossible.

6.6.3 CollerC̃(0) et C̃(1)

On suppose comme ci-dessus queCm soit directe. On suppose de plus queCm termine parα0, le casβ0 étant
similaire. D’apr̀es les contructions dẽC(0) et C̃(1), on peut pŕeciser le dernier terme dẽCm et le 0-ìeme terme de
C̃m+1.

PourC̃m, on distingue les cas suivants:

Cas 1.1le dernier terme dẽCm este⊗ eim .

Cas 1.2si pour tout0 ≤ i ≤ m− p, |Cp−1−i| = |Cp+i|, le dernier terme dẽCm este⊗ eim
+ x⊗ ei2p−m−2 et sinon

le dernier terme dẽCm este⊗ eim

Cas 1.3si pour tout0 ≤ i ≤ m − p − 1, |Cp−i| = |Cp+i+1|, le dernier terme dẽCm este ⊗ eim + x ⊗ ei2p−m et
sinon le dernier terme dẽCm este⊗ eim
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Cas 2 le dernier terme dẽCm este⊗ eim
.

PourC̃m+1, on distingue les cas suivants:

Cas 1.1le 0-ième terme dẽCm+1 este⊗ eim + x⊗ eim et l’avant-dernier terme dẽCm+1 estx⊗ eim .

Cas 1.2si pour tout0 ≤ i ≤ q −m− 1, |Cq+1+i| = |Cq−i|, le 0-ième terme dẽCm+1 este⊗ eim
+ x⊗ eim

+ e⊗
ei2q−m + x⊗ ei2q−m et l’avant-dernier terme dẽCm+1 estx⊗ eim + e⊗ ei2q−m ; sinon le 0-ìeme terme de
C̃m+1 este⊗ eim

+ x⊗ eim
et l’avant-dernier terme dẽCm+1 estx⊗ eim

.

Cas 1.3si pour tout0 ≤ i ≤ q −m − 2, |Cq−i−1| = |Cq+i|, le 0-ième terme dẽCm+1 este ⊗ eim + x ⊗ eim +
e⊗ ei2q−m−2 + x⊗ ei2q−m−2 et l’avant-dernier terme dẽCm+1 estx⊗ eim

+ e⊗ ei2q−m−2 ; sinon le 0-ìeme
terme deC̃m+1 este⊗ eim + x⊗ eim et l’avant-dernier terme dẽCm+1 estx⊗ eim .

Cas 2 le 0-ième terme dẽCm+1 este⊗ eim
+ x⊗ eim

et l’avant-dernier terme dẽCm+1 estx⊗ eim
.

En uilisant les descriptions ci-dessus, on peut collerC̃(0) et C̃(1). On distingue cinq cas¡£

Cas 1 Le dernier terme dẽCm este⊗ eim
et le 0-ìeme terme dẽCm+1 este⊗ eim

+ x⊗ eim
. Alors on remplace

C̃m par C̃m + C̃ ′m+1

−1
. C’est possible carCm < Cm+1 et |C̃m| = 2|Cm| − 1 ≤ 2|Cm+1| ≤ |C̃m+1|. Si

|C̃m| < |C̃ ′m+1|, alors le 0-ìeme terme dẽC ′m+1

−1
devient nul si on y applique la dernier flèche deC̃m−1

et il suffit de changer le dernier terme deC̃m−1 en le 0-ìeme terme dẽCm. Supposons que|C̃m| = |C̃ ′m+1|.
Alors |Cm| = |Cm+1| etCm < Cm+1 < Cm+2. On remplaceC̃m−1 par C̃m−1 + C̃−1

m+2, ceci est bien
définie, car Proposition 6.3.10 implique que|C̃m−1| ≥ |C̃m+2|. Si |C̃m−1| > |C̃m+2|, on n’a pas besoin de

modifier les autres suites. Supposons que|C̃m−1| = |C̃m+2|. Alors on remplacẽCm−2 parC̃m−2+C̃m+3

−1

et on compare|C̃m−2| et |C̃m+3|.
On proc̀ede ensuite par récurrence.

Supposons qu’il existei ≥ 1 tel que|C̃m| = |C̃m+1| − 1 et que pour tout1 ≤ j ≤ 2i, |C̃m−j | = |C̃m+j+1|.
C’est-̀a-dire que l’on a remplacé C̃m parC̃m + C̃ ′−1

m+1 et que l’on a remplaće, pour tout1 ≤ j ≤ 2i, C̃m−j

parC̃m−j + C̃−1
m+j+1.

Sim−2i = 1, alors sim+2i+1 < n, |Cm+2i+2| > 0 = |C0| implique queCq < Cq+1, ce qui est absurde.
On a montŕe quem + 2i + 1 = n. Mais en ce moment, d’après Corollaire 6.3.9, pour tout0 ≤ j ≤ 2i,
|Cm−j | = |Cm+1+j | et Ord3 donneCm > Cm+1. C’est une contradiction.

Sim + 2i + 1 = n, alorsC̃m+2i+1 est par construction complète et il suffit de changer le dernier terme de
C̃m−2i−1 en le 0-ìeme terme dẽCm−2i.

Si m + 2i + 1 < n etm − 2i > 1, alors on remplacẽCm−2i−1 par C̃m−2i−1 + C̃−1
m+2i+2. On compare

|C̃m−2i−1| et |C̃m+2i+2|. Si |C̃m−2i−1| > |C̃m+2i+2|, alors on n’a pas besoin de modifier les autres suites.
Supposons que|C̃m−2i−1| = |C̃m+2i+2|. Alors on recommence la récurrence.

Supposons qu’il existei ≥ 1 tel que|C̃m| = |C̃m+1| − 1 et que pour tout1 ≤ j ≤ 2i − 1, |C̃m−j | =
|C̃m+j+1|. C’est-̀a-dire que l’on a remplacé C̃m parC̃m + C̃ ′−1

m+1 et que l’on a remplaće, pour tout1 ≤ j ≤
2i, C̃m−j parC̃m−j + C̃−1

m+j+1.

Sim− 2i+ 1 = 1, alors on n’a pas besoin de modifier les autres suites.

Si m + 2i = n, alors sim − 2i + 1 > 1, |Cm−2i| > 0 = |Cn+1| implique queCm > Cm+1, ce qui
est absurde. On a montré quem − 2i + 1 = 1. Mais en ce moment, d’après Corollaire 6.3.9, pour tout
0 ≤ j ≤ 2i− 1, |Cm−j | = |Cm+j+1|. Ord3 donne alorsCm > Cm+1. C’est une contradiction.
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Si m + 2i < n et m − 2i + 1 > 1, alors on remplacẽCm−2i par C̃m−2i + C̃m+2i+1

−1
. On compare

|C̃m−2i| et |C̃m+2i+1|. Si |C̃m−2i| < |C̃m+2i+1|, alors sim − 2i > 1, il suffit de changer le dernier terme

deC̃m−2i−1 en le 0-ìeme terme dẽCm−2i et sim−2i = 1, commeC̃m+2i+1

−1
est compl̀ete,C̃m−2i = C̃1

est encore complète. Supposons que|C̃m−2i| = |C̃m+2i+1|. Alors on recommence la récurrence.

Cas 2 Le dernier terme dẽCm este⊗eim et le 0-ìeme terme dẽCm+1 este⊗eim +x⊗eim +e⊗ei2q−m +x⊗ei2q−m

où |Cq−i| = |Cq+1+i| pour tout0 ≤ i ≤ q−m−1. On remplacẽCm parC̃m+C̃ ′m+1

−1
+S ′1(C2q−m+1)

−1
.

Si |C̃m| = |C̃m+1| − 1, alors[Cm| = |Cm+1| = |C2q−m| > |C2q−m+1| implique queCq < Cq+1, ce qui
est absurde. Alors on a montré que|Cm| < |Cm+1|. Si |C̃m| < |S ′1(C2q−m+1)|, alors il suffit d’ajouter le

0-ième terme deS ′1(C2q−m+1)
−1

au dernier terme dẽCm−1. Suppose que|C̃m| = |S1(C ′2q−m+1)|, alors

|Cm| = |C2q−m+1|. Si 2q −m+ 1 = n, alorsC̃2q−m+1 est par construction complète et il suffit d’ajouter

le 0-ième terme deS ′1(C2q−m+1)
−1

au dernier terme dẽCm−1. Supposons que2q − m + 1 < n. Alors
on remplaceC̃m−1 par C̃m−1 + S2(C2q−m+2)−1. Comme|Cm−1| ≥ |Cm| = |C2q−m+1| > |C2q−m+2|,
|C̃m−1| > |S2(C2q−m+2)|, alors on n’a plus besoin de modifier les autres suits.

Cas 3 Le dernier terme dẽCm este ⊗ eim
et le 0-ìeme terme dẽCm+1 este ⊗ eim

+ x ⊗ eim
+ e ⊗ ei2q−m−2 +

x⊗ ei2q−m−2 , où |Cq−1−i| = |Cq+i| pour tout0 ≤ i ≤ q −m− 2. On remplacẽCm parC̃m + C̃ ′m+1

−1
+

S ′1(C2q−m−1)
−1
. Si |C̃m| = |C̃m+1| − 1, alors [Cm| = |Cm+1| = |C2q−m−2| > |C2q−m−1| implique

queCq < Cq−1, ce qui est absurde. Alors on a montré que|Cm| < |Cm+1|. Si |C̃m| < |S ′1(C2q−m−1)|,
alors il suffit d’ajouter le 0-ìeme terme deS ′1(C2q−m−1)

−1
au dernier terme dẽCm−1. Suppose que|C̃m| =

|S1(C ′2q−m−1)|, alors |Cm| = |C2q−m−1|. Si 2q − m − 1 = n, alors C̃2q−m−1 est par construction

compl̀ete et il suffit d’ajouter le 0-ìeme terme deS ′1(C2q−m−1)
−1

au dernier terme dẽCm−1. Supposons
que2q −m − 1 < n. Alors on remplacẽCm−1 par C̃m−1 + S2(C2q−m)−1. Comme|Cm−1| ≥ |Cm| =
|C2q−m−1| > |C2q−m|, |C̃m−1| > |S2(C2q−m)|, alors on n’a plus besoin de modifier les autres suits.

Cas 4 Le dernier terme dẽCm este ⊗ eim + x ⊗ ei2p−m−2 où pour tout0 ≤ i ≤ m − p, |Cp+i| = |Cp−i−1|. Ce
cas est impossible, car|C2p−m−2| < |C2p−m−1| = |Cm| ≤ |Cm+1| implique queCp−1 > Cp.

Cas 5 Le dernier terme dẽCm este⊗ eim
+ x⊗ ei2p−m

où pour tout0 ≤ i ≤ m− p− 1, |Cp−i| = |Cp+i+1|. Ce
cas est impossible, car|C2p−m| < |C2p−m+1| = |Cm| ≤ |Cm+1| implique queCp < Cp+1.
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[11] M. C. R Bulter et C. M. Ringel,Auslander-Reiten sequences with few middle terms and applications to string
algebras, Comm. Alg.15, (1987) no.1-2, 145-167

[12] W. Crawley-Boevey,Maps between representations of zero-relation algebras, J. Algebra,126, (1989) no.2,
259-263

[13] Ju. A. Drozd,Tame and wild matix problems, Proc. ICRAII(Ottawa 1979) Lecture Notes in Math, vol 832,
Springer-Verlag 1980, 242-258

[14] K.Erdmann,Algebra and dihedral defect groups, Proc.London Math. Soc. (3)54, (1987), 88-114

[15] K.Erdmann,Blocks of Tame Representations Type and Related Algebras, Lectures Notes in Mathematics
1428, Springer-verlag Berlin 1990

[16] K. Erdmann,On the vertices of modules in the Auslander-Reiten quiver ofp-groups, Math. Z.203, (1990),
no.2, 321-334

405



Bibliography 406
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[44] J. Scḧoer et A. Zimmermann,Stable endomorphism algebras of modules over special biserial algebras, Math.
Z. 244(2003) no.3, 315-330

[45] A. Zimmermann,Comments on gentleness of endomorphism algebras, AMA Algebra Montp. Annonc. 2003
Paper 11, 6pp (éléctronique)
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