SUR LES FONCTEURS POLYNOMIAUX

ALEXANDER ZIMMERMANN

Ce résumé explique certains des résultats que j’ai obtenu dans la collaboration récente
avec Steffen Konig entre janvier 2002 et juin 2003, ainsi que la théorie liée et sous-adjacente
a ces découvertes.

Soit C une catégorie additive et A une catégorie abélienne. Alors dans la catégorie A€ de
foncteurs C — A avec morphismes étant les transformations naturelles on note pour tout
objet F € ob(A€) linterférence F®) le foncteur en deux variables défini par

FOX)Y) =ker(F(X ®Y) — F(X)® F(Y))

sur les objets et par naturalité de la construction sur les morphismes. Puis, on note par
récurrence la n-iéme interférence F(™) par

FU(X1, X0, X3...,X,) = ker(FO™D(X,® X2, X3,...,X,) —
FO (X, Xs, ..., X)) @ FO (X, X3, ..., X,,))

sur des objets et par naturalité sur les morphismes.

Eilenberg-MacLane montrent dans leur article [6] que la construction duale par le conoyau
ainsi que le choix de la position qu’on interfere pour l'itération ne change le foncteur ainsi
obtenu qu’a isomorphisme pres.

Definition 1. Un foncteur F' est dit polynomial de degré au plus n si F*+1) = 0. On dit
qu’un foncteur est polynomial si il est polynomial de degré n pour un entier n, et on dit que
F' est analytique si il est limite de ses sous-foncteurs polynomiaux.

Notons R — mod la catégorie des R-modules de type fini, et R — Mod la catégorie des
R-modules. Puis, R — free est la catégorie des R-modules libres de type fini. Soit

o F(A,C) la catégorie des foncteurs polynomiaux dans A¢ de degré n au plus
e F¥(A,C) la catégorie des foncteurs analytiques.
Si pour un anneau commutatif R on a A = R — mod et C = R — Mod, notons
e F'"(A,C) = F™"(R)
o F¥(A,C) = F¥(R).
De plus, si C =Z — free et A= R — mod, notons
e F"(A,C) = A™(R)
o FY(A,C) = A“(R).

Le but d’introduire cet objet était originalement le lien tres étroit avec la cohomologie de
groupe, ou plus généralement la cohomologie singuliere des CW-complexes.

En fait, le théoreme de Kan-Thurston assure qu’il existe pour tout espace connexe par
chemins X avec point de base un groupe G tel que H*(X, R) ~ H*(G, R) ou la cohomologie
a droite est la cohomologie de groupe a coéfficients dans ’anneau commutatif R, et ou la
cohomologie & gauche est la cohomologie singuliere a coefficients dans R. Le groupe G ne
dépend pas de R. Dongc, étudier la cohomologie singuliere des espaces est équivalente a
étudier la cohomologie de groupes. La cohomologie de groupes H*(G,F)) est un module sur
I’algebre de Steenrod 2, modulo p. Ici, on note par IF), le corps premier de caractéristique p.
Cette algebre N-graduée par des générateurs Sq° en cas p = 2 et D’ en cas p impair, de degré
i, avec des relations un peu compliquées, qu’on ne reproduira pas ici, mais que le lecteur
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intéressé pourra trouver dans [15] par exemple, est 1'algebre de transformations naturelles
des cohomologies simpliciales. Les générateurs ont été découverts par Cartan-Serre [3] dans
les années 50, et puis finalisés et axiomatisés par Steenrod-Epstein dans leur texte [15] par
la construction de l'algebre elle méme. La cohomologie de groupe H*(G,F,) est N-gradué
aussi, et cette graduation est parfaitement compatible avec la graduation de 2,. En effet,
il satisfait que Sq’ - = 0 dés que « est un élément homogene avec deg(x) > i pour p = 2
et de facon analogue pour p impair. Un 2,-module N-gradué est dit instable si il possede
cette propriété, et la catégorie des modules instables sur 2, est notée 4l,. La catégorie i,
est abélienne avec suffisamment d’objets injectifs et projectifs (voir la monographie [14] de
Lionel Schwartz). Un module est dit nilpotent si les générateurs {Sq’|i € N} pour p = 2
(ou D! respectivement pour p impair) agissent de facon localement nilpotente dans un sens
a préciser (cf [14]). La catégorie des modules nilpotents est notée Nil,. Le résultat crucial
et le lien avec les foncteurs polynomiaux en topologie est le suivant.

Theorem 1. (Henn, Lannes, Schwartz [9]) F*(F,) ~ 4, /Nil,

Un autre lien trés important est introduit par Friedlander et Suslin dans [7] par les
foncteurs polynomiaux stricts. Le but de [7] a été de montrer que pour un schéma en
groupes G et un module rationnel M de G, le schéma H*(G, k) est une algebre de type
fini, et H*(G, M) est un module de type fini sur H*(G, k). L’outil essentiel était la notion
des foncteurs polynomiaux stricts. Ceci consiste en associer pour tout k-espace vectoriel V'
un espace vectoriel T'(V') et pour tout couple d’espaces vectoriels V' et W un morphisme
de schémas de Homy(V,W) & Homy(TV,TW) tel que les propriétés usuels pour que T
soit un foncteur soient satisfait. Ici, bien évidemment, on identifie un espace vectoriel
W par le schéma affine Spec(S*(W*)), ot 'on note par W# le k-dual de W et par S*
I’algebre symétrique. Le lecteur remarquera qu’un foncteur polynomial strict se réduit par
I’évaluation du polynéme en un foncteur polynomial ordinaire, et qu’on obtient ainsi un
foncteur ‘oublie’ Q : P"(k) — F"(k), ou l'on note par P"(k) la catégorie des foncteurs
polynémiaux stricts homogenes de degré n. Le degré d’un foncteur polynomial strict est le
degré des polynomes utilisés pour la définition du morphisme des schémas, et de la méme
fagon on définit la propriété qu'un tel foncteur soit homogene. Il n’est pas difficile a voir,
par un argument de valeurs propres, que la catégorie des foncteurs polynomiaux stricts est
le produit direct sur les entiers n des foncteurs polynomiaux stricts homogenes de degré n.
Ceci n’est pas vrai pour les foncteurs polynomiaux ordinaires, et donc le foncteur ‘oublie’
complique les choses considérablement!. De plus, Friedlander-Suslin montrent que

P"(k) =~ Sk(n,m) — mod
ou Sk(n,m) = Endys,, (k" @ k" @ --- @ k") est l'algebre de Schur. Pour cette théorie le

m facteurs
lecteur devra consulter le livre de Green [8].
Maintenant, apres cette introduction longue on va pouvoir commencer de raconter le
travail que j’ai fait les deux dernieres années avec Steffen Konig.
Le début est un résultat de Baues-Dreckmann-Franjou-Pirashvili.

Theorem 2. [1] A"(R) ~I'"™(R) — mod pour une R-algébre I'™(R) de type fini.

Le topologue se croit au bout de ses voeux, mais comme algébriste on aimerait bien
sur comprendre la nature de I'"(R). Dans [1] I'anneau est décrit par ses générateurs et
rélations. Malheureusement les rélations sont assez compliquées. Pour n = 2 pourtant on
arrive facilement a les écrire:

F2(R) =< h,p| hph = 2p et php = 2h > R—algebre

Aussi le cas I'}(R) est possible d’écrire sur une page, mais au déla I'utilisation d'un ordinateur
est vivement conseillé, a tel point qu’il devient tres difficile de trouver la moindre information
par cette présentation.

LCeci est évidement d’autant plus vrai dans la vie courante. Que voulais-je dire encore ?
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Toutefois, Yuriy Drozd ne s’est pas découragé et il a décrit justement ces deux anneaux
P2(Zz) et '3 (Zg) a coeflicients dans les entiers p-adiques Zp. Sa méthode est assez simple. Il
découvre des idempotents {e;} en termes des combinaisons linéaires des mots frmés par les
générateurs, donnant ainsi des modules projectifs I'"(R)e;, puis une présentation en forme
de matrices par le calcul des e;I""(R)e;. Finalement, il montre Iinjectivité et détermine
I'image. Pour trouver les idempotents e; il utilise justement la description de ’anneau
[?(Z,) par générateurs et rélations. Ceci devient trés difficile pour p > 3 & cause de la
complexité de la description.

Il obtient néanmoins

Theorem 3. (Drozd [4, 5])
F2(ZQ) = {(do, ( (éi Zi ) ,ag) € Zg X MatQ(ZQ) X Zg| 2|01 et 2|(a1 - do) et 2|(CL2 — dl)}

T%(Zg) = 75 x 25 x {(do, < oo > , ( oz b ) ‘as) € s x Mats(Zs) x Mata(Zs) x Zs|
C1 1 C2 2

| 3|Ci et 3|(ai — di_l)Vi S {172,3}}

Ces anneaux ont une particuliarité: Il n’y a qu'un nombre fini de réseaux indécomposable
a isomorphisme pres, et leur réduction modulo rad(R) est de type de représentation fini,
c.-a~-d. il n’y qu’un nombre fini de modules indécomposables & isomorphisme pres qui sont
annulés par rad(R). Drozd conjecture qu'une description analogue a celle ci-dessus est vraie
pour I'P (Zp) sans toutefois préciser comment les facteurs ‘triviaux’ apparaissent en degré 3
et de combien on pouvait s’attendre pour p quelconque.

Notons dans la suite Z, — Z, := {(a,b) € Z, x Z,| p|(b — a)}. Nous obtenons le théoréme

suivant.

Theorem 4. (Steffen Konig et Alezander Zimmermann [12]) Soit AP(Z,) la catégorie des
foncteurs polynomiauz des groupes abéliens libres de rang fini vers la catégorie des Ziy-
modules de degré au plus p. Alors, AP(Zy) est équivalent d la catégorie des modules sur

H Zp ¥ H Zyp XA%p,o’

AFn;l<n<p A-p et A nlest pas une équerre

La notation se refére & ce qui est écrit juste avant le Théoreme 4, c-a-d. A? est un
y4

sous-anneau du produit direct des anneaux de matrices a coefficients dans Zp tel que la
différence de certains coefficients est divisible par p. Ici, on note par A F n les partitions de
n. Une partition est une suite décroissante d’entiers positifs nq; > ng > --- > ny telle que
n =mni1+ng+---+ng Une équerre dans ce cas est une partition qui satisfait une des deux
propriétés: (ny =n et £ =1) ou (ny =1).

On voit que ceci confirme la conjecture de Drozd. De nouveau on obtient les énoncés
sur le type de représentation de ces anneaux, comme dans le cas p = 2 et p = 3. Puis, les
résolutions projectifs des réseaux indécomposables de I'? (Zp) sont ou bien de longueur 1, de
longueur 2 ou périodiques avec une période 2p. Cepi est une particuliarité tres marquante et

ces résolutions caractérisent presque 'anneau I'P(Z,,). Une autre observation est de rigueur.
Steffen Konig a déterminé 'algebre de Schur S, (p,p) & équivalence de Morita pres. Elle
P

est Morita équivalente a
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une équerre

et le foncteur ‘oublie’ ) est induit par le plongement naturel
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I'"(Zy) — II 7| x5, (0.0
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d’ordres ou 'ordre plus petit est d’indice p dans le plus grand, et I'extension de scalaires,
qui donne ainsi un foncteur de la catégorie de modules dans ’autre sens.

Comment obtient-on cette description. En fait, ceci résulte d’un diagramme de recolle-
ment de A"(F,) par A" 1(F,) et F,&, — mod dans le sens de Beilinson-Bernstein-Deligne
[2]. Puis, on dévine un foncteur projectif dans A"(F,) qui possede le foncteur identité dans
son quotient modulo son radical et on examine les séries de compositions possibles entre
les foncteurs simples étape par étape jusqu’a degré n < p. On trouve que uniquement le
foncteur identité et le module trivial du groupe &, peuvent avoir une extension non-triviale

jusqu’a degré p. Puis, on montre que I'’(Z,) est un ordre classique en examinant le cas
sur le corps de fractions et sa semismplicité a I’aide des foncteurs polynomiaux stricts. La
derniére étape applique un résultat de Klaus Roggenkamp (voir [11, 13]) pour conclure.

Il est évident qu’on pourra interpréter maintenant ce résultat comme décomposition
‘canonique’ de la cohomologie de groupes modulo des parties nilpotents et nous entendons
poursuivre cette étude dans ce sens. Par ailleurs, il nous parait intéressant d’étudier les

blocs (c.-a-d. les facteurs indécomposables) de ces anneaux, en particulier pour I'“(Z,). 11
devrait exister une forme de Théoreme de Brauer-Robinson pour cette situation, comme il
s’agit d’'un “anneau de groupes symétrique universel”.
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