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Ces notes présentent une version élaborée d’un exposé fait & Amiens & 'occasion du
Séminaire Itininéraire sur des Catégories en décembre 2000. Je tiens a remercier les orga-
nisateurs, tout particulierement Mme Ehresmann et Mme Vaugelade, pour l'invitation a
présenter une partie de mes travaux récents au public SIC.

Ce résumé a pour but d’expliquer les travaux [19, 20, 21] et les mettre en perspective
surtout par rapport aux travaux [15, 7, 8]. Dans l'espoir que le plus grand nombre de
lecteurs pourra profiter de ce qui suit j’essaie de prendre dans ces notes un point de vue
différent de celui que j’ai pris dans les autres articles. De plus le contenu de cet article était
largement inspiré d’un exposé que j’ai fait a Oberwolfach en juillet 2000 dans le colloque
”Cohomology of groups: Applications and Interactions”.

Finalement, il est a noter que l'idée de l'article [19] m’est venue quand j’ai réfléchi sur
un exposé que j’ai été invité a donner a Kyungju en Corée du Sud en aott 1999. Je remercie
Jae Keol Park pour l'invitation.

1 Dériver des catégories abéliennes

Suite a une suggestion de Grothendieck Verdier a défini la catégorie triangulée abstraite
dont la catégorie dérivée D®(A) d'une catégorie abélienne A est I’exemple le plus courant.

Je rappelle ci-dessous brievement ce que j’entends par une catégorie dérivée.

Un complexe dans A est un objet Z-gradué dans A muni d’un endomorphisme d ho-
mogene de degré —1 tel que d od = 0. Un complexe est borné a gauche si ses composantes
homogenes en degrés supérieurs & un nombre N sont toutes 0, il est borné a droite si ses
composantes homogenes en degrés inférieurs & un nombre n sont toutes 0 et il est borné si
il est & la fois borné & gauche et & droite. Un morphisme entre complexes (C,d) — (C’,d’)
est un morphisme ¢ : C — C’ dans A qui est homogene de degré 0 tel que ¢ od = d’ o .
La classe de complexes (borné a gauche ou borné a droite ou borné) avec des morphismes de
complexes est une catégorie abélienne notée C(A) dans le cas général (ou CT(A) ou C~(A)
ou C?(A) dans les cas bornés).

Soient (C,d) et (C’,d’) deux complexes. Un morphisme ¢ : (C,d) — (C',d’) est
homotope a zéro si il existe un morphisme h : C — C’ dans A homogene de degré 1 tel
que ¢ = hod+d oh. Il est évident que si ¢ est un morphisme homotope & 0, alors pour
tous les morphismes de complexes ¢ : (C',d") — (C",d") et x : (C",d") — (C,d) les
morphismes 1 o ¢ et ¢ o x sont homotopes a 0. Deux morphismes avec la méme source et
le méme but sont homotopes si leur différence est homotope a 0. La catégorie homotopique
K (A) est la catégorie ayant comme objets des complexes et I’ensemble de morphismes entre
deux complexes est ’ensemble de classes d’homotopie de morphismes de complexes. De
fagon analogue on définit aisément les catégories K?(A), K~ (A) et KT(A). Ce sont des
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catégories triangulées, et sauf cas triviaux non abéliennes. Il est donc impossible de parler
d’un noyau, d’un conoyau, etc.

On obtient tout de méme un foncteur A — C®(A) et des foncteurs C°(A) — CT(A),
C’(A) — C~(A) ainsi que C*(A) — C(A). Finalement on obtient des foncteurs évidents
C*(A) — K*(A) pour * € {0, +,—,b}.

Il nous faut une troisieme étape.

L’homologie H(C) d’un complexe (C,d) est I'objet Z-gradué ker(d)/im(d). Un mor-
phisme de complexes ¢ : (C,d) — (C’,d’) induit un morphisme H(y) : H(C) — H(C").
Deux morphismes homotopes induisent le méme morphisme sur ’homologie. On obtient
ainsi un foncteur H : K(A) — @,.4A. Un morphisme ¢ : (C,d) — (C',d') est un
quasi-isomorphisme si H(p) est un isomorphisme. Les objets de la catégorie dérivée D(A)
sont les mémes que ceux de la catégorie C(A). Les morphismes entre objets (C,d) et
(C',d’) dans la catégorie dérivée sont des classes d’équivalences des triplets (s, (Z, ), f) ou
(Z,0) est un objet de la catégorie dérivée, s : (Z,0) — (C,d) est un quasiisomorphisme et
f:(Z,0) — (C',d’) est un morphisme de complexes. Un triplet (s, (Z,0), f) est équivalent
& un autre triplet (s', (Z’,9"), f’) si le but de s et le but de s’ coincident, si le but de f et le
but de f’ coincident et si il existe un triplet (s”, (Z”,9"), f") avec but de s” et but de s égal
et but de f et but de f” égal ainsi qu'un morphisme de complexes g : (Z”,0") — (Z,0)
et un morphisme de complexes ¢’ : (Z",0") — (Z',0') tels que f" = fog = f'og et
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est comutatif. Le lecteur experimenté vérifiera immédiatement que ceci est une construction
de limites. De fagon analogue on définit les variantes D*(A) ou * € {4, —, b}.

De nouveau on obtient des foncteurs K*(A) — D*(A) qui sont I'identité sur les objets
et un morphisme ¢ : (C,d) — (C’,d’) sera envoyé sur la classe de (id, (C,d), p). On vérifie
aisément que ceci est bien défini non seulement au niveau de la catégorie des complexes mais
aussi au niveau de la catégorie homotopique.

Un foncteur d’une importance particuliere d'une catégorie dérivée D*(A) — DP(A)
est le foncteur de décalage en degrés. Ce foncteur [n] : D*(A) — DP’(A) est défini par
(BrezCr, d)[n] = (BrezClin, (—1)"d) au niveau des objects et par 'identité au niveau des
morphismes.

2 Symétries de la catégorie dérivée

Une fois définie, la catégorie dérivée donne lieu a plusieurs structures annexes dont une qui
nous intéresse ici tout particulierement.

Si A est une catégorie abélienne, le groupe d’auto-équivalences attire I'attention depuis
longtemps. Effectivement, dans le cas ou A est la catégorie des modules d’un anneau, la
théorie de Morita nous décrit toutes les auto-équivalences de A qui préservent la structure
inhérente. Ce sont les auto-équivalences exactes.

Une théorie analogue pour les catégories dérivées est celle de Jeremy Rickard [13, 14] avec
les améliorations et simplifications considérables de Bernhard Keller [9, 10] si on consideére
que la catégorie dérivée d’une catégorie de modules est pour la théorie des catégories trian-
gulées en quelque sorte ce qui est une catégorie de modules pour la théorie des catégories
abéliennes. Ce point de vue est soutenu par des découvertes récentes de Idun Reiten et
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Michel van den Bergh sur une classification des catégories héréditaires avec un groupe de
Grothendieck de type fini [12].

Theorem 1 (Rickard, Keller)[13, 14, 9, 10] Si B est une k-algébre plate en tant que module
sur l’anneau de base commutatif k, et si A est une k-algébre, telle que D®(A—mod) ~ D*(B—
mod) en tant que catégories triangulées, alors il existe un objet X de D(B ®;, A%’ — mod)
tel que X ®HA — est une équivalence.

A remarquer que le produit tensoriel dérivé a gauche est défini comme étant le produit
tensoriel X ® 4 P avec une résolution projective P d’un complexe C avec X. Pour de plus
amples détails de cette construction le lecteur pourra consulter [11, section 6]. Si pourtant
A et B sont tous les deux projectifs en tant que k-modules, alors X peut étre choisi comme
étant un complexe avec des composantes homogenes projectives en tant que B-modules et
projectives en tant que A°P-modules.

C’est un probléeme ouvert de savoir si toute équivalence entre catégories dérivées Db(A —
mod) et DY(B — mod) en tant que catégories triangulées est induit par produit tensoriel
dérivé a gauche avec un complexe de bi-modules, méme dans le cas ol k£ est un corps.

Une équivalence X ®H;1 — est dit de type standard. On prendra le point de vue que seules
les équivalences de type standard nous intéressent.

Definition 2.1 [16, 18] Soit A une k-algebre qui est projectif en tant que k-module pour

un anneau commutatif k.

_ {F :D*(A—mod) — D°(A —mod) | F est équivalence de type standard}
N isomorphisme

TrPick(A) :

est un groupe avec loi interne — ®HA —.

Il est & noter qu’il est nécessaire de supposer que A soit projectif en tant que k-module
bien que pour le théoreme de Rickard et Keller on n’a besoin que de A est plat en tant que
k-module. A défaut de la projectivité le produit tensoriel dérivé & gauche n’est pas toujours
associatif.

Une autre remarque semble utile. Comme A ®; A°? — mod est une sous-catégorie pleine
de D°(A ®; A’ — mod) une comparaison des théorémes de Morita et de Rickard-Keller
montre qu’on déduit du foncteur évident

A @) AP —mod — D°(A ®j, A% — mod)

un monomorphisme

Picy(A) — TrPicg(A)

ou Picy(A) est le groupe d’auto-équivalences exactes de A — mod modulo isomorphisme.
Ce groupe est bien étudié et il est bien connu (cf e.g. [1]) que le groupe d’automorphismes
extérieures k-linéaires de A est un sous-groupe de Picy(A) :

Auty(A)/Inn(A) — Pick(A)

3 Symeétries dérivées sur la catégorie abélienne

Le groupe T'r Pici(A) agit naturellement sur toute sorte de structures annexes a la catégorie
dérivée. Les automorphismes d’une algébre de Hopf A qui préservent ’augmentation
méritent une considération particuliere. Ils sont notés Auty ;(A). De facon analogue on
regardera les auto-équivalences de type standard de D?(A —mod) pour une algebre de Hopf
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A qui préservent le module trivial £ & isomorphisme pres avec une attention particuliere. En
fait ceci n’est qu’un cas particulier de la situation suivante. Soit A une k-algebre projectif
en tant que k-module. On fixe une fois pour toute un A-module M et on définit

HDA(M) :={[F] € TrPic(A) | F(M) ~ M}
et il est clair que ceci est un sous-groupe de T'rPici(A). Comme maintenant
Home(A)(M,M[n]) = Exty (M, M)

moralement le groupe HD 4 (M) devrait agir sur Exzt’y(M,M). Evidemment il se pose la
question de savoir si 'opération naturellement définie est bien définie et effectivement on
verra dans quelques instants que ceci necessite une hypothese supplémentaire. Donc, plus
prudemment on définit sur la classe des couples

{(ax,X) | ax : X @5 M—M; [X] € HD (M)}
une relation d’équivalence
(ax,X) =~ (ay,Y) < In: X—Y tel que ax o (n®@idy) = ay

et sur les classes d’équivalence HD A(M) une loi interne inspirée par la construction d'un
produit semidirect en théorie de groupes. HD A(M) est alors un groupe et Ext” (M, M) un
k HD A(M)-module. Alors, la projection sur la deuxiéme composante est un isomorphisme
si et seulement si tout automorphisme de M en tant que A-module est induit par un 7y
oil 1 est un automorphisme du foncteur identité de D®(A), c.-a-d. multiplication par un
élément central inversible de A.

Theorem 2 [19] Si tout automorphisme du A-module M est induit par multiplication avec
un élément central inversible de A, alors Ext’y(M, M) est un k HD 5(M)-module.

La question des propriétés fonctorielles de cette structure se pose. Sans grand probleme
on déduit d’'un homomorphisme d’anneaux x : K — k£ un homomorphisme de groupes

K ®p—: HDy(M) — HDgg, a(K ®) M)
ainsi que le morphisme naturel
K @y —: BExthi(M, M) — Extjg 4(K @p M, K @ M)
et on trouve le resultat suivant.
Proposition 3.1 Le morphisme K ®j, —: Ext’y (M, M) — Ea;t"K®kA(K ®p M, K ® M)
est HD o(M)-linéaire.
4 Application a la théorie homotopique

Un cas nous intéresse tout particulierement. Il s’agit d’une algebre de groupe kG pour un
groupe G qui est de facon standard une algebre de Hopf. Le choix naturel pour le module M
devrait étre le cas d’un module trivial. Dans ce cas, évidemment ’hypothese du Théoreme 2
a lieu. De plus, il est bien connu que

H™(G, k) = Ext?s(k, k)
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est un objet avec interprétation topologique éminente : En effet
H"(G,k) = H"(BG,k)

ol BG est l'espace classifiant, un espace topologique, un espace d’Eilenberg MacLane
K(G,1), avec premier groupe d’homotopie isomorphe & G et les autres groupes d’homotopie
disparaissant. Il vérifie une quantité de propriétés universelles, par exemple tout G-fibré
principal £ — B est produit fibré d’un G-fibré principal EG —- BG universel par un
morphisme B — BG unique & homotopie pres. La cohomologie simpliciale de cet espace
de base universel BG a coéflicients dans k est alors isomorphe a Ext}.(k, k).

Comme on a vu

Aut(kG)/Inn(kG) — TrPick(kG)

on n’a qu’a observer que

Autk,l (]CG) — HDkg(k)

et de plus Aut(G) — Auty1(kG). Immédiatement on voit que Inn(G) C Inn(kG) mais il
existe des exemples de groupes finis G tel que

Inn(kG) N Aut(G) # Inn(G)

et ceci méme dans le cas k = Z. On peut consulter ici [15] ou un exemple récent de Martin
Hertweck [5, 6]. Pour un p-groupe G par contre on obtient égalité suite & un vieux resultat
de Coleman [3] et des améliorations par Leonard Scott.

De toute facon, Out(G) := Aut(G)/Inn(G) agit sur H*(G, k). Cette action est bien
connue des topologues car le groupe d’applications BG — BG continues et inversibles a
homotopie pres est exactement Out(G) (cf [2]).

L’action de ce groupe, bien que tout naturel et bien connue, semble pourtant mal étudiée.
Un travail récent avec Eric Jespers essaie de répondre a une question de Stefan Jackowski
qui a demandé! si pour un p groupe G une telle action est fidele, si une telle question est liée
a la structure des classes de conjugaison de G, et tout cela pour un anneau de coefficients
[F,, ou bien Z. On a pu établir sans trop de probleme (Oberwolfach Vortragsbuch aott 1997)
que le groupe cyclique d’ordre p? pour un nombre premier p et I’automorphisme qui éleve
un génerateur a sa 1 4 p-ieme puissance procure un exemple ol cette action n’est pas fidele
dans le cas d’un corps de coefficients de caractéristique p. Dans la perspective de la question
de Jackowski il semble naturel de considérer uniquement les automorphismes qui preservent
les classes de conjugaison de GG. Un tel automorphisme est appelé presque intérieur.

Theorem 3 [7] Soit G = C XA un p-groupe ot C' est cyclique et A abélien. Alors, si v est
un automorphisme presque intérieur de G qui induit l’identité sur H3(G,Fp), alors o est
intérieur.

Utilisant le logiciel GAP [4] on a pu vérifier que pour tout 2-groupe d’ordre au plus 32
le groupe d’automorphismes presque intérieurs modulo les automorphismes intérieurs agit
fidelement sur H*(G,Fq). La méme chose est vraie pour les groupes d’ordre 64 a ’exception
d’une bonne vingtaine de groupes. On a utilisé pour ce resultat expérimental la liste, établie
par Jon Carlson, de mod 2 cohomologies des 2-groupes d’ordre au plus 64. On note qu’il
y a 267 groupes d’ordre 64 et 51 groupes d’ordre 32. Deux groupes d’ordre 64 sont trop
compliqués pour notre logiciel, trois groupes manquent dans la liste de Jon Carlson et n’ont
pas pu étre traités a cause de ce fait, et 19 groupes échappent de nos études pour 'instant.

On peut aussi bien s’intéresser a la structure de H*(G, k) en tant que module sur le
groupe Out(G). Déja I'exemple le plus simple possible donne un phénomeéne tout & fait
surprenant.

!Problem 18 of the problem session in the ” American Mathematical Society summer research institute”
Seattle 1996, Proceedings of Symposia in Pure Mathematics 63 (1998)
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Theorem 4 [8] Soient n et m des nombres naturels, alors la suite exacte de coefficients
universels

0 — H*™(C2,Z) @z k — H*™(C}, k) — Tor{(H*"*(C2,Z),k) — 0
est scindée en tant que suite de SLo(Z)-modules si et seulement si () Tor?(Z/nZ,k) C n-k.

Comme cette action bien connue rentre maintenant dans un cadre plus général des
actions des catégories dérivées il nous semble pouvoir élucider ces résultats par cette vue
plus abstraite. Les recherches dans cette direction continuent. On remarque finalement
que sous certaines conditions on a réussi a montrer dans [20] que l'action de H Dy (k) sur
H*(G,k) commute & restriction et transfert des sous-groupes C(P) ou P est un p-sous-
groupe de G et k est un corps de caractéristique p. Dans [21] on a tiré des conséquences
remarquables si G possede un p-Sylow sous-groupe abélien.
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