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ÃlÄÆÅ~Ç�ÈÊÉ¨ËKÌGÍ�Î°Í7Ï^ËZÍ7Ð�ËZÈ7ÏZÍ7Ñ'Å�ÄcÅKÌOÉ¨Ñ°Ï^Î�ÍÊÏ^É¨ËZÎ�ËKÍÊÏ^Ò7ÓOÄ�ÏKÏZÌOÔ�Õ�ÍÊÏ^ËKÈÊÕ�Ñ�Ì�Å^Î�Ì�ÖpÈÊËKÍÊÑ�ÅKÏ^ÄcÏKÐ:Í7ÒÊÅKÏ>Î�ÍÊÏ
× ÄSÅ~Ç�È × ÄcÅKÌOÔ�Õ�ÍÊÏ@Ð�Õ�ËZÍ7ÏÊØ�ÃlÄ × É�Å~Ì�Ù�ÄSÅ~ÌOÉ�ÑÚÐ:É¨Õ�Ë@ÈÊÅ~Õ°Î�ÌOÍÊË@Ò7ÍÊÏ<É¨Û/ÜZÍyÅ~Ï<Ù/ÌOÍÊÑ'Å<ÎbÝÞÕ�Ñ�ÍkÐ�ÄcËZÅIß/Î�ÍÊÏ<Í7ÏXà
Ï~Ä�ÌGÏ¶Î�ÍBá¨ÈÊÑ�È7ËKÄ�ÓOÌGÏ~ÄcÅKÌOÉ¨Ñ�Ï\Î�ÍBÓâÝãÄ�ÓGá¨ä7Û�ËZÍ@ÒÊÉ ×�× Õ°Å�ÄcÅKÌGÙ�ÍBÄ�ÕåÒIÄ�Ï¶Ñ°É¨Ñ6àYÒÊÉ ×Ú× Õ°Å�ÄSÅ~ÌGæXß]Î�ÍÊÏçÔ/Õ°Í7ÏZÅKÌOÉ¨Ñ°Ï
ÏKÐ:È7ÒÊÌGè�Ô�Õ�ÍÊÏ�é1Ó¦ÝêÄcÓOá¨äÊÛ�ËKÍ�Ò7É ×Ú× Õ°Å~ÄcÅ~Ì�Ù¨Í�ÍÊÅgé1ÓOÄ�Å~Ç�ÈÊÉ¨ËKÌGÍ^Î�ÍÊÏkÑ�É × Û°ËKÍ7ÏÊßbÒ7É ×�× Í^ÓOÄ�ÏZÅKËKÕ�ÒyÅ~Õ�ËZÍ
Î�Í7Ï × É/Î�Õ�ÓGÍ7Ïgá'Ä�ÓGÉ¨ÌOÏZÌOÍÊÑ�Ï7ßDÎ�É¨Ñ'Å^É�Ñ³Ð�Ä�ËZÓOÍÊË~ÄÆÐ�ÓOÕ°Ï�Å~Ä�ËKÎbßlÍyÅ�ÎpÝêÄ�Õ6Å~ËKÍÚÐ�Ä�ËMÅ^Î°Í7Ï�Ô/Õ°Í7ÏZÅKÌOÉ¨Ñ°Ï^ÏKÕ°Ë
ÓOÍÊÏ¸ËZÍ7Ð�ËZÈ7ÏZÍ7Ñ'Å�ÄcÅKÌOÉ¨Ñ°Ï¸Î°Í7Ï¸á¨ËKÉ¨Õ°ÐDÍÊÏaè�Ñ�ÌOÏBÏZÕ�ËaÕ�Ñ�ÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕrÑ�ÄSÅ~Õ�ËZÍ7Ó¶ë�Ò7ÍÊÓOÕ�ÌpÎ�Í7Ï¸Í7Ñ'Å~ÌGÍ7ËZÏ¸ËZÍ7ÓOÄcÅ~Ì�æ%Ï7Ø

ì ÍrÅ~Íyí/ÅKÍ�Í7ÏMÅ#Õ�Ñ�Í�ÌGÑ�ÅKËKÉ/Î�Õ�ÒyÅ~ÌOÉ�Ñîé³ÒÊÍ7ËZÅ~Ä�ÌOÑ°Í7Ï1Î�Í�Ò7Í7Ï�Ô/Õ°Í7ÏZÅKÌOÉ¨Ñ°Ï7ß@ÅKÉ¨Õ°Å1ÍÊÑïÓOÌ × Ì�Å�Ä�Ñ'ÅåÓOÍ
Ñ�ÌGÙ�ÍIÄ�Õ³Î�Í7Ï>Ð°ËKÈ7ËZÍ7Ô�Õ�ÌGÏ>Ä�Õ × ÌOÑ°Ì × Õ × Øbð¸É¨Õ�Ï^Ä�ÓOÓGÉ¨Ñ�ÏgÎbÝãÄ�ÛDÉ�ËKÎ³Î°È7Ò7ËZÌOËZÍ�Ó©Ä × É�Å~Ì�Ù�ÄSÅ~ÌOÉ�ÑñÄ�ËKÌ�Å~Ç6à
× ÈyÅ~ÌGÔ/Õ°Í�ß × Í7Ñ'ÅKÌOÉ¨Ñ�Ñ�Ä�Ñ'Å<Ó©Ä�ËKÍÊÓ©ÄcÅKÌOÉ¨Ñ�é^Ó©Ä�ÅKÇ�È7É�ËKÌOÍòá'Ä�ÓGÉ¨ÌOÏZÌOÍ7Ñ°Ñ�Í�ß�Í7Ñ°ÏKÕ�Ì�Å~ÍiÑ�É�Õ�Ï<Î�ÈÊÒ7ËKÌGËKÉ¨Ñ°Ï<ÓâÝãÄ�Ð6à
Ð�ËKÉ/Ò�Ç�ÍBÙ¨ÍÊÑ�Ä�Ñ'ÅóÎ�ÍBÓ©ÄRÅKÇ�È7É�ËKÌOÍ@Î�Í7Ïçá¨ËZÉ¨Õ�Ð:Í7Ï7ß�Í7ÑÚÎ�ÈÊÅ~Ä�ÌOÓGÓ©Ä�Ñ'Å\Ò7É × Ð�ÓOäyÅ~Í × ÍÊÑ�Å¥Õ�ÑåÍyí6Í × Ð�ÓOÍaÄcÐ�ËKäÊÏ
Ò7ÍÊÓ©Ä	Ñ�É¨Õ°Ï1ÌOÑ'Å~ËZÉ6Î°Õ�ÌOËZÉ¨Ñ�ÏÚÓOÍ7Ï�æ%É¨Ñ�Î�Í × ÍÊÑ�ÅKÏ1ÎbÝÞÕ�Ñ�Í�Î�ÈÊÒ7É¨Õ6Ù¨Í7ËMÅ~ÍñÍyí/ÅKËKÍ × Í × Í7Ñ'ÅÆÐ°Õ�ÌOÏZÏ~Ä�Ñ'Å~Í�Î°Í
ô ËZÉ�Å~Ç°Í7Ñ�Î�ÌGÍ7Ò�õ�Ô/Õ°Ì�Î�É¨Ñ�Ñ�ÍÊË~ÄiÐ:Í7Õ°ÅçöyÅ~ËZÍBÎ�Ä�Ñ�Ï¶Ó¦ÝêÄIÙ¨ÍÊÑ�ÌOË)Õ�Ñ�ÍBÐ:Í7ËKÏZÐDÍÊÒÊÅKÌGÙ¨ÍaÛ:ÍIÄ�Õ°Ò7É¨Õ�ÐåÐ�ÓGÕ�Ï¥ÈyÅ~Í7Ñ/à
Î�Õ�ÍkÎ�ÍòÓ©Ä�ÅKÇ�È7É�ËKÌOÍòÎ�Í7Ï@É¨ËKÎ�ËZÍ7Ï<ÒÊÓ©Ä�ÏZÏKÌGÔ/Õ°Í7Ï7Ø°Ã·ÍRÅ~Í�í6ÅKÍiè�Ñ�ÌGË~Ä^ÄIÙ�Í7ÒkÓ©Ä�Î�Í7ÏZÒ7ËZÌOÐ°ÅKÌOÉ¨Ñ1Î°ÍiÒ7ÍÊËZÅ�ÄcÌOÑ�ÍÊÏ
Î�È7ÒÊÉ¨Õ°Ù�Í7ËZÅKÍ7Ï¸æ5Ä�ÌGÅKÍ7ÏBËKÈÊÒ7Í ×�× Í7Ñ'Å¸Ð�Ä�Ë¸÷¸Ä�Ð�Ç�Ä�øÊÓ·÷aÉ¨Õ�Ô�Õ�ÌOÍÊËBÍÊÅ¸ÓâÝãÄ�Õ°ÅKÍ7Õ�ËÊØ

ù-É¨Õ°Å<Ò7ÍkÔ�Õ�ÌbÍÊÏZÅBÎ�Ì�ÅBÎ�Ä�Ñ°Ï<ÓOÍÊÏ<ÏKÍÊÒÊÅ~ÌGÉ¨Ñ�ÏBÔ�Õ�ÌbÑ°ÍRÅ~ËKÄ�ÌGÅKÍ7Ñ'ÅBÐ�Ä�Ï@Î�Í7ÏBÒ7ÄcÅ~ÈÊá¨É¨ËKÌGÍ7Ï<Î°È7ËKÌ�Ù¨ÈÊÍ7ÏaÍ7ÏMÅ
Ò7ÓOÄ�ÏKÏZÌOÔ�Õ�Í�ß:éåÔ�Õ�Í7ÓGÔ/Õ°Í7Ï¸Íyí6Ò7ÍÊÐ°Å~ÌGÉ¨Ñ�ÏRÐ°ËKä7ÏÊØ:úçÑ±á¨ÈÊÑ�È7ËKÄ�Ó°ÜZÍ�Ñ°Í�Î�É�Ñ�Ñ�Í7ËKÄ�ÌlÎ�Í7Ï¸ËKÈyæ%È7ËZÍ7Ñ�ÒÊÍ7ÏRÔ�Õ�Í�ÏKÌ
ÜZÍ�ÒÊÉ¨Ñ�ÏZÌOÎ�äÊËKÍgÔ�ÕbÝãÕ°Ñ�ËKÈÊÏKÕ�Ó�Å�ÄcÅ¸ÑbÝÞÍ7ÏMÅRÐ�Ä�ÏaÒ7Ó©ÄcÏKÏKÌGÔ�Õ�Í�Ø:Ã·Í7Ï¸Ä�Õ°ÅKËKÍÊÏòËZÈ7ÏKÕ°ÓGÅ�ÄSÅ~ÏaÉ¨Ñ'Å¸ÈÊÅ~È�É¨Û°ÅKÍ7Ñ�Õ�Ï¸ÌOÓ
û ÄÚÄ�Õ × É¨ÌGÑ�Ïaü�ýåÄ�Ñ°Ï7Ø

ì ÍyÅ>ÄcËZÅ~ÌGÒ7ÓGÍ>Í7ÏMÅ^Î�ÍÊÏZÅKÌOÑ�È�Ä�Õ6íñÈyÅ~Õ�Î°Ì©Ä�Ñ'Å~Ï�Î�Í × ÄSþOÅ~ËZÌOÏZÍ>Í7ÑÿÄ�ÓOá�ä7Û�ËZÍÚÉ�Õ³Ä�Õ/í�ÈÊÅ~Õ°Î�Ì©Ä�Ñ'ÅKÏ�ÍÊÑ
Å~Ç�äÊÏKÍòÎ�Ä�Ñ�ÏóÕ�Ñ�Ä�Õ°Å~ËZÍòÎ°É × ÄcÌOÑ�ÍBÔ�Õ�Í¸ÓâÝãÄ�ÓOá�ä7Û�ËZÍ�Ø���Í¸ÏKÕ�Ð°ÐDÉ¨ÏZÍòÎ°Í7Ï@ÒÊÉ¨Ñ�Ñ�ÄcÌOÏKÏKÄ�Ñ�ÒÊÍ7ÏóÈ7ÓOÈ × ÍÊÑ'Å�Ä�ÌGËKÍ7Ï
ÏKÕ�Ë�ÓOÍÊÏ^á¨ËZÉ¨Õ�Ð:Í7Ï7ß-ÓOÍÊÏ^ÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕ6í	ÍyÅ>ÓGÍ7Ï�Ò7É¨ËZÐ�Ï�ÅKÍ7ÓOÓGÍ7Ï�Ô�ÕbÝãÉ�Ñ	Î�ÍÊÙ/ËKÄ�ÌGÅ�Å~ËZÉ¨Õ°Ù¨ÍÊË>Î�Ä�Ñ°Ï^Õ�Ñ	ÒÊÉ¨Õ�ËZÏ
ÎbÝãÄ�ÓOá¨äÊÛ�ËKÍ�Î�Í × ÄcþOÅKËKÌOÏZÍåÉ¨Õ	Î�Ä�Ñ°Ï>ÓOÍ�ÓOÌGÙ/ËZÍ������¦Ø	�iÄ�Ñ°Ï>ÓOÍÊÏ>Î�Í7ËZÑ�ÌOäÊËKÍÊÏ>ÏKÍÊÒÊÅ~ÌGÉ¨Ñ�Ï>ÌGÓ3ÍÊÏZÅ�Õ6Å~ÌOÓGÍ�Î°Í
Ò7É¨Ñ°Ñ�ÄcþOÅKËKÍ�Ô�Õ�Í7ÓGÔ/Õ°Í7ÏiÎ�Èyè�Ñ�Ì�Å~ÌOÉ�Ñ�ÏaÎ�Í^Û�ÄcÏKÍ�Î�Õ�Ó©ÄcÑ�á'Ä�á¨ÍgÎ�ÍÊÏRÒ7ÄcÅ~ÈÊá¨É¨ËKÌGÍ7ÏÊß+ÅKÍ7ÓGÓOÍ7ÏaÔ�Õ�Í�ÓâÝÞÉ¨ÑrÐ:Í7Õ6Å
Å~ËZÉ¨Õ°Ù¨ÍÊËRÎ�ÄcÑ�ÏRÓGÍ7Ï¸ÌOÑ'Å~ËZÉ6Î�Õ°ÒÊÅ~ÌGÉ¨Ñ�ÏaÎ�Í
�����)É¨ÕrÎ�Í
�����-ÏZÕ�ËRÒÊÍ^ÏKÕ]ÜZÍÊÅIØ���Í�ÏKÕ�Ð�Ð:É¨ÏZÍ�Ù/Ë~Ä�Ì-ÓOÍgÓGÍ ×Ú× Í
Î�Í��pÉ¨ËKÑpØ
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ú¶Ñ³ÅKÇ�È7É�ËKÌOÍÚÎ�ÍÊÏ^Ñ�É × Û�ËKÍÊÏ^É¨ÑÿÒ7É¨Ñ�ÏZÌOÎ�äÊËKÍ�Õ�Ñ	Ò7É�ËKÐ�Ï�Î�Í�Û�ÄcÏKÍ K 2 Å~ËZä7Ï^ÏZÉ¨Õ°Ù�Í7Ñ'ÅåÉ¨Ñ³Ð:É¨ÏZÍ
K = Q

ÓOÍ>ÒÊÉ¨ËKÐ�ÏgÎ�ÍÊÏgÑ�É × Û�ËZÍ7ÏkËKÄcÅ~ÌGÉ¨Ñ�Ñ�ÍÊÓOÏ7Ø43iÑ�ÒÊÉ¨Ñ�ÏZÌOÎ�äÊËKÍåÕ�ÑñÏKÉ¨Õ°ÏMàXÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕ R Î�Í
K

Ä�Ù�Í7Ò
Ó©Ä±Ð�ËKÉ¨Ð°ËKÌOÈyÅ~È�Ô/Õ°Í

K
Í7ÏMÅ�ÓOÍÚÐ�ÓOÕ°Ï^Ð:ÍÊÅ~Ì�Å^ÏZÉ¨Õ�ÏXàYÒ7É�ËKÐ�Ï>Î°Í

K
Ò7É¨Ñ'ÅKÍ7Ñ�Ä�Ñ'Å

R
Ø	56É�ÌGÅ

L
Õ�Ñ³Ò7É¨ËZÐ�Ï

Ò7É¨Ñ'ÅKÍ7Ñ�Ä�Ñ'Å
K
Øóð¸É¨Õ�Ï�ÏZÕ�Ð�Ð:É¨ÏKÉ�Ñ�Ï1Ô�Õ�Í

L
ÍÊÏZÅ1Î°Í�Î�Ì × ÍÊÑ�ÏKÌGÉ¨Ñ è�Ñ�ÌOÍ±Í7Ñ�Å~Ä�Ñ'Å�Ô�Õ�Í

K
àYÍÊÏKÐ�Ä�ÒÊÍ

Ù¨ÍÊÒÊÅ~É�ËKÌOÍÊÓâØ76RÏZÏKÉ/Ò7ÌOÈ>é
R
ÍÊÅié�ÓâÝÞÍyí/Å~ÍÊÑ�ÏKÌGÉ¨Ñ�Î�Í^Ò7É¨ËZÐ�Ï

L : K
É¨Ñ�Î�Èyè�Ñ�ÌGÅRÓâÝãÄ�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ�Î�ÍÊÏiÍ7Ñ'ÅKÌOÍ7ËZÏ

Î�Ä�Ñ�Ï
L
Ò7É ×Ú× ÍóÏKÕ°ÌGÅ3ëSÕ°Ñ>È7ÓGÈ × Í7Ñ'Å l ∈ L

Í7ÏMÅ¶Î�ÌGÅ981:<;>=?81@BA1CD@
R
ÏKÌ
l
Í7ÏMÅ¶Ë~ÄcÒ7ÌOÑ°Í3ÎbÝÞÕ�Ñ>Ð:É¨Ó û ÑFE × Í

Õ�Ñ�Ì�Å�Ä�ÌGËKÍiÏZÕ�Ë
K
é�Ò7É/ÍHGÚÒ7ÌGÍ7Ñ'Å~Ï¸Î�Ä�Ñ°Ï

R
Ø

IKJML�N7O�PDQSRSTVU>TXWZY 81:FA[81\(]_^'8a`D8bA)c1^'c1\
81:<;�A
algintR(L) := {l ∈ L| l 8bA1;981:<;d=?81@eA1CD@ R}8bA1;fCD:-gh:<:�8�ghCFi

j L�kmlon�p�n�N7lqTsr Ñ�Ä�Ñ�Ñ°ÍIÄ�ÕrÌOÑ'Å~äÊá¨ËKÍ
R
Î°Í�ÒÊÉ¨ËKÐ�Ï¸Î�Ígæ%Ë~Ä�ÒyÅ~ÌGÉ¨Ñ�Ï

K
ÍÊÏZÅK=t:<;uc?vh@wgh^'81\
81:<;yx1^'z[ABÏZÌ

algintR(K) = R
Ø

j L�kmlon�p�n�N7l|{ }~r Ñ�ÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕrÍÊÏZÅ�:�z[81;��<c1@�=?81:åÏKÌbÅKÉ¨Õ°Å¸ÌOÎ°ÈIÄ�Ó·é�á'ÄcÕ�Ò�Ç�ÍgÍ7ÏMÅRÎ�ÍkÅ û Ð:Ígè�Ñ�ÌâØ
}sr Ñ�Ä�Ñ�Ñ�Í7Ä�ÕÚÒ7É ×Ú× Õ°Å~ÄcÅ~Ì�æXß�Ñ�É/ÍÊÅKÇ�È7ËZÌOÍ7Ñpß/ÏKÄ�Ñ�ÏóÎ�ÌGÙ/ÌGÏKÍ7Õ°ËKÏçÎ�Í��7È7ËZÉ�ß'ÌOÑ'ÅKÈ7á¨ËKÄ�ÓOÍ × ÍÊÑ�ÅçÒÊÓOÉ¨ÏçÍyÅ
Å~ÍÊÓ·Ô�Õ�Í�ÅKÉ¨Õ°ÅaÌGÎ�ÈIÄ�ÓpÐ�ËKÍ × ÌGÍ7Ë<ÍÊÏZÅ × ÄSí6Ì × Ä�Ó:Í7ÏMÅ¸Õ�Ñ�gh:<:�8�ghC�`D8���8�`D8b��=t:7`�i

r Ñ�Ä�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ Ð�ËKÌGÑ�Ò7ÌGÐ�Ä�Ó¸Í7ÏZÅ#Õ°Ñ ÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕ�Î°Í��RÍ7Î�ÍÊõ�ÌOÑ�ÎbØaÃ¶ÝãÄ�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ Î�Í7Ï#ÍÊÑ�ÅKÌOÍÊËKÏÆÏKÕ°ËÆÕ�Ñ
Ä�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ�Î�Í��RÍ7Î�ÍÊõ�ÌOÑ�Î�ÎbÝÞÕ�Ñ�Í�Íyí/Å~ÍÊÑ�ÏKÌGÉ¨Ñ�Î�Í�Î�Ì × Í7Ñ�ÏZÌOÉ¨Ñ#è�Ñ�ÌGÍ^ÍÊÏZÅiÕ°Ñ�Ä�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ�Î�ÍK�RÍ7Î°Í7õ�ÌOÑ�ÎpØ
Ã·Í7ÏiÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕ6írÎ�Í��RÍÊÎ�Í7õ�ÌGÑ�Î�ÏKÉ¨Ñ'ÅòÓOÍÊÏiÄ�Ñ�Ñ°ÍIÄ�Õ6írÔ�Õ�Ì-ÏKÉ¨Ñ'ÅòÓOÍ�Ð�ÓOÕ°ÏòÐ�ËZÉ6Ò�Ç°Í^Î�Í�ÓâÝãÄ�ËKÌ�Å~Ç × ÈÊÅKÌOÔ�Õ�Í
È7ÓGÈ × Í7Ñ'Å�Ä�ÌGËKÍcØ

ì ÍÊÏ¸Ä�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ6í±É¨Ñ'ÅaÕ�Ñ�Í�ÏZÅKËKÕ�ÒyÅ~Õ�ËZÍgËKÌOÒ�Ç°Í�ØV�)ÄcË¸Í�í6Í × Ð�ÓOÍåë
j L�kmlon�p�n�N7l|� 56É�ÌGÅ

R
Õ°Ñ�Ä�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ�Î�Í��òÍ7Î�ÍÊõ/ÌGÑ�ÎbØ456Õ�ËiÓ¦ÝãÍÊÑ�ÏKÍ × Û�ÓOÍ

I
Î�ÍÊÏkÌOÎ�È7Ä�Õ6írÑ�É¨Ñ�Ñ�Õ�ÓGÏ

Î�Í
R
É¨Ñ�Î�Èyè�Ñ�Ì�Å>Õ�Ñ�ÍÆËZÍ7ÓOÄcÅ~ÌGÉ¨Ñ³ÎbÝÞÈ7Ô�Õ�Ì�ÙcÄ�ÓOÍÊÑ�Ò7Í�ë r Ñ�ÌGÎ�ÈIÄcÓ

I
Í7ÏMÅ�È7Ô�Õ�Ì�ÙcÄ�ÓOÍÊÑ�Å�é�Õ�Ñ�ÌOÎ°ÈIÄ�Ó

JÏ7ÝÞÌOÓBÍ�í°ÌGÏZÅKÍrÕ�Ñ
l ∈ L

Å~Í7ÓBÔ�Õ�Í
I = l · J ØçÃlÍ#Ô�Õ�É�ÅKÌOÍÊÑ�ÅÚÐ�ÄcËÚÒÊÍÊÅZÅ~Í±ËKÍ7ÓOÄcÅ~ÌGÉ¨Ñ�ÎbÝÞÈ7Ô�Õ�Ì�Ù�ÄcÓOÍ7Ñ°Ò7ÍÏ7ÝãÄ�Ð�Ð:Í7ÓGÓOÍ

Cl(R)
ÓGÍZvh@"z�C��<8Z`D8Kx1^�g�AbA[8bAZ`D8

R
Ø�Ã·Íiá�ËKÉ¨Õ�Ð:ÍiÎ�ÍkÒÊÓ©Ä�ÏZÏKÍÊÏBÍ7ÏZÅaÕ°Ñ±á�ËKÉ¨Õ�Ð:ÍiÐ:É¨Õ�Ë<ÓOÄ

× Õ�Ó�Å~ÌOÐ°ÓOÌOÒ7ÄcÅ~ÌGÉ¨ÑÚÇ�Ä�Û�Ì�Å~Õ�ÍÊÓOÓOÍRÎ�Í7ÏaÌOÎ°ÈIÄ�Õ6íDØ
� RDQ�Q�R�T<U�{�� z�=t;

R
C�:Sgh:<:�8�ghC�`D8��K8�`D8b��=t:7`�io��z�CD@K`D81Ch��=>`Dc�ghC��

I
81;
J
z�:Sg

I ⊕ J '
R⊕ I · J i � = R = algint � L z��

L
8bA1;�CD:�8K8w��;�81:FA1=?z�: `D8�xbz�@��<AZ`D8�`D8?vh@"c	¡�:<=MA1C�@

Q ¢ gh^'z�@"A^'8�vh@"z�C��<8
Cl(R)

8bA1;7¡�:<=>i
r Ñ�Í�á�Ë~Ä�Ñ�Î°Í�Ð�Ä�ËMÅ~ÌGÍrÎ�ÍrÓ©Ä�Å~Ç�ÈÊÉ¨ËKÌGÍrÎ°Í7Ï1Ñ�É × Û�ËKÍÊÏ�ÏÊÝãÉ/Ò7ÒÊÕ�ÐDÍ�Î�Í�Ô�Õ�ÍÊÏZÅ~ÌGÉ¨Ñ�Ï�Ò7É¨Ñ�ÒÊÍ7ËZÑ�Ä�Ñ'Å

ÓâÝãÄ�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ
algintR(L)

Ø�£çÉ¨ÌGÒ7ÌpÔ�Õ�ÍÊÓOÔ�Õ�ÍÊÏòÍ�í°Í × Ð°ÓOÍ7Ïgë
} ÃlÄ�ÏZÅ~ËZÕ�ÒÊÅKÕ�ËKÍ�Î�Õ±á¨ËKÉ�Õ�ÐDÍkÎ°Í7Ï¸Õ�Ñ�ÌGÅKÈ7Ï

R∗ = {s ∈ R| s ·R = R} Ø} 56Ì
L
ÍÊÏZÅòá'Ä�ÓGÉ¨ÌOÏZÌOÍ7Ñ�ÏKÕ�Ë

K
ß+Ä�ÓGÉ¨ËKÏBÌGÓbÍ7ÏMÅ¸æ5ÄcÒ7ÌOÓGÍkÎ�ÍkÙ¨É¨ÌGËBÔ�Õ�Í�ÓGÍká¨ËKÉ�Õ�ÐDÍgÎ�Í ô Ä�ÓOÉ�ÌOÏ

G
Î�Í

L
ÏKÕ�Ë

K
É¨Ð:ä7ËZÍ>ÏKÕ°Ë

algintR(L)
Ø43kÑ�Ï7ÝÞÌOÑ'Å~ÈÊËKÍ7ÏZÏKÍÚé�ÓOÄ�ÏZÅKËKÕ�ÒyÅ~Õ�ËZÍ>Î�Í>ÒÊÍÊÅKÅKÍ�É¨Ð:È7Ë~ÄSÅ~ÌOÉ�Ñ

Î�Í
G
ÏKÕ°Ë

R
ß°ÒcØ¹àYé°Ø¹à ÎbØ/Ó©Ä�ÏMÅ~ËZÕ�ÒÊÅKÕ�ËKÍkÎ�Õ × É/Î�Õ�ÓOÍ R Í7Ñ1Å~Ä�Ñ'ÅBÔ�Õ�Í × É6Î°Õ�ÓOÍ¸ÏKÕ�ËBÓGÍRá¨ËZÉ¨Õ�Ð:Í

Î�Í ô Ä�ÓOÉ¨ÌGÏ7ß+Ó©Ä1ÏMÅ~ËZÕ�ÒÊÅKÕ�ËKÍåÎ�Õ × É/Î�Õ�ÓGÍ^á'ÄcÓOÉ¨ÌGÏKÌOÍÊÑ�Ä�Î�Î°ÌGÅ~Ì�æXØ4��Í�ËZÍ7ÒÊÉ ×�× Ä�Ñ�Î°Í�ÓOÍ>ÓGÌGÙ/ËKÍ>Î°Í¤�Ë�¥¨Ç°ÓOÌOÒ�Ç���¦��lÉ¨Õ#Î�Í�£^Ø756Ñ�Ä�Ì�Å~Ç-� � ���¦Ø
} ÃlÄ × ö × ÍkÔ�Õ�ÍÊÏZÅ~ÌGÉ¨Ñ±ÐDÉ¨Õ°Ë R∗ Ø�§YÒ7Ì°ÜZÍkËKÍÊÒ7É ×Ú× Ä�Ñ�Î�ÍkÓGÍkÓOÌGÙ/ËZÍkËKÈ7ÒÊÍ7Ñ'Å¸Î�ÍZ6^Ø�¨ÿÍ7ÌGÏKÏ�� �D� �
} Ã¶ÝãÍyÅ~Õ�Î°Í�Î�Õ±á¨ËZÉ¨Õ�Ð:ÍkÎ�ÍgÒ7Ó©ÄcÏKÏKÍÊÏ

Cl(algintR(L))
Ø

��Í1ÙcÄ�ÌGÏ>Î�ÌGÏKÒ7Õ6Å~Í7ËåÎ�ÍÊÏåá¨È7Ñ�ÈÊË~Ä�ÓGÌOÏKÄcÅ~ÌGÉ¨Ñ�Ï>ÄcÕ Ò7Ä�Ï�Ñ�É¨Ñ/àYÒ7É ×�× Õ6Å�ÄcÅKÌGæBÎ�Í#ÒÊÍ7ÏåÒ7É¨Ñ°ÏZÅ~ËZÕ�ÒÊÅKÌOÉ¨Ñ°Ï
Î�Ä�Ñ�ÏaÓGÍ7ÏaÏKÍÊÒÊÅ~ÌGÉ¨Ñ�ÏaÔ�Õ�ÌbÙ/ÌOÍÊÑ�Ñ�Í7Ñ'Å7Ø

ð¸ÈIÄ�Ñ × É¨ÌGÑ�Ï7ßZÜZÍ × ÍÊÑ'Å~ÌOÉ�Ñ�Ñ�ÍóÔ/Õ°Í@Ó©Ä¸á¨È7É × ÈyÅ~ËKÌGÍóÄ�ÓOá¨ÈÊÛ�ËKÌGÔ�Õ�ÍçÕ°Å~ÌGÓOÌOÏZÍçÎ�Í7Ï\Ñ�É�Å~ÌGÉ¨Ñ�Ï\Ä�Ñ�Ä�ÓGÉ¨á¨Õ�ÍÊÏ7Ø
ì Í7ÓOÄrÎ�É¨Ñ°Ñ�Í�Õ�Ñ°Í�ÌOÑ'ÅKÍ7ËKÐ°ËKÈÊÅ~ÄcÅ~ÌGÉ¨Ñ�á¨È7É × ÈÊÅKËKÌGÔ/Õ°Í�Î�Í�Ò7ÍÊËZÅ�ÄcÌOÑ�Ï�Î�Í7Ï�É¨Û/ÜZÍyÅ~Ï^Ô�ÕbÝÞÉ¨Ñ	Î°ÌOÏKÒÊÕ°Å~Í�ÌOÒÊÌâØ



© ��ª�!1«"¬1�"� ­?�F­d%�®���¬����b¬�¯y!1��!1�b¬���­f�F�b¬K°/!�®D±²ª	�b¬ ¦

�RÍ#Ð�ÓOÕ°Ï>ÓOÍÊÏ × ÈyÅ~Ç�É/Î�ÍÊÏ�á¨È7É × ÈÊÅKËKÌGÔ/Õ°Í7Ï�Ð:Í7Ë × ÍÊÅZÅ~ÍÊÑ�Å>ÎbÝãÉ�Û°Å~ÍÊÑ�ÌOË�Î�ÍÊÏ�ËKÈÊÏKÕ�Ó�Å�ÄcÅKÏ�ÏKÕ�ËZÐ�ËKÍÊÑ�Ä�Ñ'Å~ÏÊØ56ÌaÉ¨Ñ�ÒÊÉ¨Ñ�ÏZÌOÎ�äÊËKÍ±Î�Í7Ï�Ä�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ6í
ÎbÝÞÍ7Ñ'Å~ÌGÍ7ËKÏÚÏKÕ°Ë�Õ�Ñ�Ò7É¨ËZÐ�Ï�Î°ÍrÑ�É × Û�ËKÍÊÏ�Î°ÍrÎ�Ì × ÍÊÑ�ÏKÌGÉ¨Ñ�è�Ñ�ÌOÍ
ÏKÕ�Ë

Q
Ð�ÓOÕ°Å�E�ÅÆÔ�Õ�ÍñÎ�ÍÊÏrÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕ6í Î�Í�Ð:É¨Ó û Ñ�E × ÍÊÏÆÉ¨Ñ Ð�Ä�ËKÓGÍ�Î�Í�á¨ÈÊÉ × ÈÊÅ~ËZÌOÍ�ÄcËKÌGÅKÇ × ÈÊÅ~ÌGÔ�Õ�Í�Ø

ì ÍÊÅZÅ~ÍÚÎ�ÌOÏZÒ7ÌOÐ°ÓOÌOÑ°Í>Í7ÏMÅ^ÍÊÑ�ÙcÄ�ÏMÅ~ÍåÍyí6Ð�Ä�Ñ°ÏKÌOÉ�ÑbßlÍÊÅ�Ð�Ä�ÏgÏKÍÊÕ�ÓOÍ × ÍÊÑ'Å^ÄcÐ�ËKäÊÏ�ÓOÄ1Î�È × É¨Ñ�ÏMÅ~Ë~ÄSÅ~ÌOÉ�Ñ�Î°Í
Ó©ÄÆÒ7É�ÑSÜZÍ7ÒyÅ~Õ�ËZÍ�Î�ÍÚù)ÄcÑ�Ì û Ä × Ä]à³¨ÿÍ7ÌOÓ¦ßDÍyÅ^ÍÊÑÿÒÊÉ¨Ñ�ÏZÈ7Ô�Õ�Í7Ñ°Ò7ÍÆÎ�ÍåÓ©ÄÆÒÊÉ¨ÑSÜZÍ7ÒyÅ~Õ�ËZÍ�Î�Í
¤�Í7Ë × ÄcÅ7ßbÐ�Ä�Ë
ù)Ä û ÓOÉ�Ë¸ÍyÅ9¨ ÌOÓGÍ7Ï7Ø

ú¶Ñ±É¨Õ°ÅKËKÍ�ß�ÌGÓpæ5Ä�Õ°ÅaËZÍ × Ä�ËKÔ�Õ�ÍÊËaÔ/Õ°Í�ÓGÍ7ÏaÎ�Í7Õ/í°ÌGä × ÍgÍÊÅaÅ~ËZÉ¨ÌOÏZÌOä × ÍiÔ�Õ�ÍÊÏZÅ~ÌGÉ¨Ñ�Ï¸Ò7Ì�àYÎ�ÍÊÏKÏKÕ°Ï × äyà
Ñ�Í7Ñ'ÅgÑ�ÄSÅ~Õ�ËZÍ7ÓOÓGÍ × Í7Ñ'Ågé�ÒÊÍ7Ïgá¨ÈÊÑ�È7ËKÄ�ÓOÌGÏ~ÄcÅKÌOÉ¨Ñ�Ï¸Ñ�É¨Ñ/àYÒ7É ×�× Õ6Å�ÄcÅKÌGÙ¨ÍÊÏ7ØpúçÑ�ÍyÖpÍyÅIßbÏZÕ�Ð�Ð:É¨ÏKÉ�Ñ�ÏgÔ/Õ°Í
L
Í7ÏMÅÚÎ�ÍÆÎ�Ì × Í7Ñ°ÏKÌOÉ�Ñ	è�Ñ�ÌOÍÆÏZÕ�Ë

Q
ß¥ÓOÍÆá¨ËZÉ¨Õ�Ð:ÍÆÎ�Í ô ÄcÓOÉ¨ÌGÏ^ÑbÝÞÍ7ÏMÅ�ÒÊÉ ×Ú× Õ°Å�ÄSÅ~ÌGæ<Ô/Õ°ÍrÏZÌ L Í7ÏMÅ

Ò7É¨Ñ'ÅKÍ7Ñ�Õ�Î�ÄcÑ�ÏòÓGÍiÒ7É�ËKÐ�Ï¸Í7Ñ�á�Í7Ñ�Î�ËZÈgÐ�Ä�ËBÅ~É¨Õ6Å~Í7ÏaÓGÍ7ÏBË~ÄcÒ7ÌOÑ°Í7ÏaÎ�ÍgÓâÝÞÕ�Ñ�Ì�Å~ÈiÎ�ÄcÑ�Ï
C
Ø

´ µ ½)¿Æ½ ,/. Á·¶H¸ .M. ÂH¹�À ,/.»º ¿�¼y½r»ÆÂy¼lÂy¾�» , ¼¿¾Æ½\¾�¾Æ½\ÂH¼<¼M¼ . ¼9¶1¼/À , »aÁ
¼o¸gÂy½ ,/.

5/É¨ÌGÅ
R
Õ�Ñ�ÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕ�Î�Í��RÍÊÎ�Í7õ�ÌOÑ°Î1ÍÊÅ

K
ÏKÉ¨Ñ�Ò7É¨ËZÐ�Ï3Î°Íaæ%ËKÄ�ÒÊÅKÌOÉ¨Ñ°Ï7Ø�6RÕÚÓOÌGÍ7ÕåÎ�ÍaËKÍÊá'Ä�ËZÎ�Í7ËóÓOÍÊÏ

Ò7É¨ËZÐ�Ï
L
ÒÊÉ¨Ñ'Å~ÍÊÑ�Ä�Ñ'Å

K
ÍyÅiÎ�Í�Î�Ì × ÍÊÑ�ÏKÌGÉ¨Ñ±è�Ñ�ÌOÍgÏKÕ°Ë K ÍyÅRÓGÍ7Õ�ËZÏòÍÊÑ�ÅKÌOÍÊËKÏRÎ�Ä�Ñ�Ï

L
ß:É�Ñ�ËKÍÊá'Ä�ËZÎ�Í

ÓOÍÊÏ¶ÏKÉ¨Õ�ÏXàXÄ�Ñ°Ñ�ÍIÄ�Õ/í
Λ
ÎbÝÞÕ�Ñ�Ð°ËKÉ/Î�Õ�ÌGÅ¥Î�ÌOËZÍ7ÒÊÅ ∏k

i=1Matni
(Li)

ÎbÝãÄ�Ñ�Ñ°ÍIÄ�Õ6í�Î�Í × ÄcÅKËKÌGÒ7Í7Ï)ÏKÕ�ËçÎ�ÍÊÏ
Íyí/Å~ÍÊÑ�ÏKÌGÉ¨Ñ�Ï

Li

Î�Í
K
ßcÐDÉ¨Õ°Ë¥Î�Í7Ï¶ÒÊÉ¨ËKÐ°Ï

Li 2 i = 1, . . . , k
ßSÈÊÙ¨ÍÊÑ'Å~Õ�ÍÊÓOÓOÍ × ÍÊÑ'ÅçÎ�Í7Ï¶ÒÊÉ¨ËKÐ�Ï¶á¨Ä�Õ�Ò�Ç�ÍÊÏ7ß

Î�ÍgÎ�Ì × Í7Ñ°ÏKÌOÉ�Ñ#è�Ñ�ÌOÍkÏZÕ�Ë K Ø
�-É¨Õ�ËåÉ¨Û°ÅKÍ7Ñ�ÌGË�Õ�Ñ�Í#ÏZÅKËKÕ�ÒyÅ~Õ�ËZÍrÏZÕFGÚÏ~Ä ×Ú× Í7Ñ'ÅÚËKÌOÒ�Ç°Í±É�Ñ Î°Í × Ä�Ñ�Î�Í#Ò7ÍÊËZÅ~Ä�ÌOÑ�ÍÊÏåÐ�ËKÉ¨Ð°ËKÌOÈyÅ~ÈÊÏ

ÏKÕ�Ð°Ð�ÓOÈ × ÍÊÑ�Å~Ä�ÌOËZÍ7ÏÊØ
j L�kmlon�p�n�N7lÃÂ 56É�ÌGÅ

R
Õ�Ñ�Ä�Ñ�Ñ�Í7Ä�ÕgÎ�Í��RÍÊÎ�Í7õ�ÌOÑ°Î�Î�Í¶ÒÊÉ¨ËKÐ°Ï·Î�Í¶æ%Ë~Ä�ÒyÅ~ÌGÉ¨Ñ�Ï

K
Ø[56É¨ÌOÍÊÑ'Å

n1, . . . , nkÎ�Í7Ï�Í7Ñ'ÅKÌOÍ7ËZÏ�Ð:É¨ÏZÌGÅ~Ì�æ%ÏkÍÊÅ�ÏKÉ�ÌOÍ7Ñ'Å
Li

Î°Í7Ï�Ò7É¨ËZÐ�Ï�ÒÊÉ¨Ñ'Å~ÍÊÑ�Ä�Ñ'Å
K

ÍÊÅ�Î�ÍåÎ�Ì × Í7Ñ°ÏKÌOÉ�Ññè�Ñ�ÌOÍåÏKÕ°Ë K Ø
r Ñ±ÏKÉ¨Õ°ÏMàXÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕ

Λ
Î�Í

A :=
∏k

i=1Matni
(Li)

ÏÊÝêÄcÐ�ÐDÍÊÓOÓGÍ
R Ä z�@w`h@"8�x1^�g�AbA1=>Å_CV83ÏKÌ}

Λ
Ò7É�Ñ�ÅKÌOÍÊÑ�Å¸Õ�Ñ°Í

K
à Û�Ä�ÏZÍ�Î°Í

A
ÍyÅ¸ÏKÌ

}
Λ
Ò7É�Ñ�ÅKÌOÍÊÑ�Å¸Õ�Ñ°Í

R
àYÛ�Ä�ÏZÍkè�Ñ�ÌOÍcØ

r Ñ�ÍÚÐDÍyÅ~ÌGÅKÍåËKÍ × Ä�ËZÔ/Õ°Í�Î�ÍyÙ6ËKÄ�ÌGÅ�öyÅ~ËKÍåæ5Ä�Ì�Å~ÍåÌOÒÊÌâØlú¶Ñ³á¨ÈÊÑ�È7ËKÄ�ÓçÉ¨Ñ³Î°Í × Ä�Ñ�Î�Í�Ä�Õ³ÓGÌOÍÊÕ�Î°Í�Ó©Ä
Î�Í7Õ/í°ÌGä × ÍòÒÊÉ¨Ñ�Î�Ì�Å~ÌGÉ¨Ñ�Ô�Õ�Í Λ

ÏZÉ¨ÌGÅóÕ�Ñ
R
à × É/Î�Õ�ÓOÍBÐ°ËKÉSÜZÍÊÒÊÅ~Ì�æpÎ°Í¸Å û Ð:Í¸è�Ñ°ÌâØ ì ÍÊÅZÅ~Í¸Î�ÈÊè�Ñ�ÌGÅKÌOÉ¨ÑåÍ7ÏMÅ

Ð�ÓOÕ°Ï¸Ñ�ÄcÅ~Õ�ËZÍ7ÓGÓOÍkÄ�Õ#Ù/ÕrÎ°Í7Ï¸Ä�Ð�Ð�ÓGÌOÒ7ÄcÅ~ÌGÉ¨Ñ�Ï7Ø��°ÝêÄcÌbÒ�Ç�É¨ÌGÏKÌ·ÎbÝÞÈÊÙ/ÌGÅKÍ7ËaÎ�ÍgÏKÕ°ËKÒ�Ç�Ä�ËZá¨Í7Ë¸Ó©Ä>Î°ÈÊè�Ñ�Ì�Å~ÌGÉ¨ÑbØ
j L�kmlon�p�n�N7l|ÆÇr Ñ

R
à × É/Î�Õ�ÓGÍ P Í7ÏMÅa�7@"zuÈ²8bx1;d= É ÏKÌiÐ:É¨Õ�Ë�ÅKÉ¨Õ°ÅÆÏZÕ�Ë%ÜZÍÊÒÊÅKÌOÉ¨Ñ

A
φ−→−→ B

Î�Í
R
à × É6Î°Õ�ÓOÍÊÏ¶ÍÊÅóÅ~É¨Õ°ÅóÇ�É × É × É¨ËZÐ�Ç�ÌOÏ × Í@Î�Í R à × É6Î�Õ°ÓOÍ7Ï ψ : P −→ B

ÌOÓ°Íyí6ÌOÏMÅ~Í¸Õ�Ñ�Ç�É × É × É¨ËXà
Ð�Ç�ÌGÏ × Í χ : P −→ A

Î�Í
R
à × É6Î�Õ°ÓOÍ7Ï3Å~Í7Ó·Ô�Õ�Í ψ = φ ◦ χ Ø§YÓçÍÊÏZÅ�ÈÊÙ/ÌOÎ�ÍÊÑ'Å>Ô�Õ�ÍÚÏKÌçÉ¨Ñ³Ð:Í7Õ6Å^Ò�Ç�É�ÌOÏKÌGËgÕ�Ñ�ÍÚÛ�Ä�ÏKÍ�Î�Ä�Ñ�Ï

P
ß·Õ�ÑÿÅKÍ7ÓçÇ�É × É × É¨ËKÐ�Ç°ÌOÏ × Í χÍyí6ÌOÏMÅ~ÍaÅ~É¨Õ]ÜZÉ¨Õ�ËKÏÊØ��RÉ¨Ñ�Òcß�É¨Ñ�Ð:Í7Õ6ÅóÙ�É¨ÌOËçÓOÄgÐ°ËKÉSÜZÍÊÒÊÅ~Ì�Ù/ÌGÅ~ÈaÒÊÉ ×�× ÍBá¨ÈÊÑ�È7ËKÄ�ÓOÌGÏ~ÄcÅKÌOÉ¨Ñ>Î°ÍòÓ¦ÝãÈ�í°ÌGÏZÅKÍ7Ñ�ÒÊÍ

ÎbÝÞÕ�Ñ�Í�Û�Ä�ÏZÍ�ØÊ�\Ä�ËiÍ�í°Í × Ð°ÓOÍ>Î�ÄcÑ�ÏkÓâÝãÄ�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ R = Z[
√
−5]

ÓâÝÞÌOÎ�È7Ä�ÓfË5Ð�ËZÉSÜZÍ7ÒyÅ~ÌGæ"ÌòÍÊÑ�á¨Í7Ñ°Î�ËKÈ�Ð�ÄcË
1 +

√
−5

ÍÊÅ
2
ÑbÝãÍÊÏZÅgÐ�ÄcÏkÐ�ËKÌGÑ�Ò7ÌGÐ�Ä�ÓâØ:ú¶ÑñÍÊÖDÍÊÅ7ßbÎ�Ä�Ñ�ÏkÒÊÍÊÅgÌGÎ�ÈIÄ�Ó\É¨ÑñÄ1Î�ÍÊÕ6íñÎ�ÈÊÒ7É × ÐDÉ�ÏKÌGÅKÌOÉ¨Ñ°Ï

Í7Ñ±È7ÓGÈ × Í7Ñ'Å~ÏaÐ�ËZÍ × ÌOÍ7ËZÏ

6 = (1 +
√
−5) · (1 −

√
−5) = 2 · 3,

× ÄcÌOÏBÒ7ÍÊÓ©ÄåÑbÝÞÍ7ÏZÅRÐ�Ä�Ï¸ÐDÉ�ÏKÏKÌGÛ�ÓOÍkÐ:É¨Õ�ËaÕ�Ñ�Ä�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ�Ð°ËKÌOÑ°Ò7ÌOÐ�Ä�Ó·ÄIÙ¨ÍÊÒ�æ5Ä�ÒyÅ~É¨ËZÌ'�IÄSÅ~ÌOÉ�ÑÆÕ�Ñ�ÌOÔ�Õ�Í�Î�Ä�Ñ°Ï
ÌOÎ�È7Ä�Õ6í#Ð°ËKÍ × ÌOÍÊËKÏÊØ

3iÑ ËKÍ × Ä�ËZÔ�Õ�Í#Ô/Õ°ÍrÓGÍ7ÏåÎ�Í7Õ/í Ò7É¨Ñ�Î°ÌGÅ~ÌGÉ¨Ñ�Ï�ÏZÉ¨Ñ'Å�Ñ�ÈÊÒ7ÍÊÏKÏ~ÄcÌOËKÍÊÏ7Ø3Ã·Í±ÒÊÉ¨ËKÐ°Ï
K × ö × Í#ÑbÝÞÍ7ÏMÅ

Ð�Ä�Ï<Õ°Ñ
R
àYÉ¨ËZÎ�ËKÍcß6Ò7Ä�Ë@ÓOÄ�Î�ÍÊÕ6í6ÌOä × ÍòÒ7É¨Ñ�Î°ÌGÅ~ÌGÉ¨ÑÚÑbÝãÍÊÏZÅ<Ð�Ä�Ï<ËZÍ × Ð�ÓOÌGÍ�Ø�ú¶ÑÆÐ�ÓOÕ°Ï7ß/Î�Ä�Ñ�Ï3ÓOÍRÐ°ËKÉ/Î�Õ�ÌGÅ
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Î�ÌOËZÍ7ÒyÅkÎ�Í�Î�ÍÊÕ6í�ÒÊÉ¨ËKÐ�ÏÊßbÓ©Ä�Ò7É¨Ð�ÌGÍ>Î�Í
R
Î�Ä�Ñ°ÏkÓ©Ä�Ð�ËZÍ × ÌOäÊËKÍ>ÒÊÉ × ÐDÉ¨ÏKÄ�Ñ'Å~Í>ÑpÝãÍÊÏZÅgÐ�Ä�ÏkÕ°Ñ�É¨ËKÎ�ËZÍ

Ñ�É¨Ñ	Ð°ÓOÕ�Ï�ÒIÄ�Ë�Ó©Ä#Ð�ËKÍ × ÌGä7ËZÍ�ÒÊÉ¨Ñ�Î�Ì�Å~ÌOÉ�ÑÿÑbÝÞÍ7ÏMÅ>Ð�ÄcÏ^ËKÍ × Ð°ÓOÌOÍcØM3iÑ	Ð:Í7Õ°Å^Î�ÌOËZÍ�Ô�Õ�Í�Ó©Ä#Ð�ËKÍ × ÌGä7ËKÍ
Ò7É¨Ñ°Î�ÌGÅKÌOÉ¨Ñ�Ä�ÏKÏZÕ�ËKÍkÔ�ÕbÝÞÕ�Ñ#É¨ËKÎ°ËKÍRÍÊÏZÅBÏZÕFGÚÏ~Ä ×Ú× Í7Ñ'ÅBá¨ËKÄ�Ñ�Îbß6ÍÊÅ<ÓOÄ^Î�ÍÊÕ6í6ÌOä × ÍRÒÊÉ¨Ñ�Î�Ì�Å~ÌGÉ¨Ñ1Ä�ÏZÏKÕ�ËZÍ
Ô�ÕbÝãÌGÓ·ÑbÝÞÍ7Ñ±Í7ÏZÅ¸Ð�ÄcÏaÅKËKÉ¨ÐpØ

ì ÝÞÍ7ÏMÅaæ5Ä�Ò7ÌGÓOÍké�Ù¨É¨ÌGËBÔ�Õ�ÍgÐDÉ¨Õ°ËBÕ�Ñ�ÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕrÎ�Í��RÍÊÎ�Í7õ�ÌGÑ�Î
R
ß°Õ�Ñ

R
à É¨ËKÎ°ËKÍkÍ7ÏMÅRÑ°É6ÍyÅ~Ç�ÈÊËKÌOÍÊÑ

Ä�Õ�ÏZÏKÌâØ
�-É¨Õ�Ë<ÓOÄ�Å~Ç°È7É¨ËZÌOÍRÎ°Í7ÏBÉ¨ËZÎ�ËKÍÊÏ<Í7ÑÆá¨ÈÊÑ�È7ËKÄ�Ó/ÜZÍiËZÍ7ÒÊÉ ×�× Ä�Ñ�Î°ÍRÓOÍÊÏ<ÓOÌ�Ù/ËKÍ7Ï3Î�Í ì Õ�ËMÅ~ÌGÏ<ÍÊÅa÷aÍ7ÌGÑ�Í7Ë� � �âß+É¨ÕrÛ�ÌOÍÊÑrÓGÍ7Ï¸ÓOÌGÙ/ËZÍ7ÏaÎ�Í�÷¸É¨á�á¨Í7Ñ�õSÄ × Ð±ÍÊÅ�ÎòÕ�Û:Í7ËXàu� û ÏKÉ�ÑÏ� � ü��-Ä�ÌOÑ°ÏKÌlÔ�Õ�Í�Î°Í>÷aÉ¨á¨á¨ÍÊÑ�õSÄ × Ð� � Í �âØ

Ð Ñ», ¾Æ½Ò¼ .M, »�¼o¸k¼lÂÊ¾�» . ¿ , 0g½)¾�À�¾ ,/.
Ã·ÍÊÏ<Ô�Õ�Í7ÏMÅ~ÌOÉ�Ñ�Ïaé^Ó©Ä�è�ÑÆÎ�ÍiÓOÄ^ÏKÍÊÒÊÅ~ÌGÉ¨Ñ � Ñ�É�Õ�ÏBÒ7É¨Ñ°Î�Õ�ÌOÏZÍ7Ñ'Åaé>Õ�Ñ°ÍkÄ�Ð�Ð�ÓGÌOÒ7ÄcÅ~ÌGÉ¨Ñ�Î°Í7ÏBÎ�Èyè�Ñ�Ì�à

Å~ÌGÉ¨Ñ�ÏBÎ�ÍgÓ©Ä�ÏZÍ7ÒÊÅKÌOÉ¨Ñ � é�Ó©Ä^Å~Ç°È7É¨ËZÌOÍkÎ�ÍÊÏòá¨ËZÉ¨Õ�Ð:Í7ÏÊØ5/É¨ÌGÅ
G
Õ�Ñ�á¨ËKÉ¨Õ°ÐDÍ¥è�Ñ°ÌâØ�ú¶Ñ�ÏKÒ7ÌGÍ7Ñ�ÒÊÍ7ÏÊßSÉ�Ñ�Î°ÌOÏKÒÊÕ°Å~ÍçÏZÉ¨Õ°Ù¨ÍÊÑ'Å)Î�ÍÊÏ\Ï û × ÈyÅ~ËKÌGÍ7Ï × Ä�ÌOÏpÒ7ÍçÔ�Õ�ÍçÓâÝÞÉ¨Ñ

Í7Ñ'Å~ÍÊÑ�Î�Ð�Ä�Ë¸Ó©éåÒ7Í�ÏKÉ¨Ñ'ÅRÐ�ÓOÕ°Å�E�Å¸ÓOÍÊÏRÌOÑ'ÙcÄ�ËZÌ©Ä�Ñ�ÒÊÍ7ÏaÎbÝÞÕ�Ñ�ÏZÉ¨Õ�ÏMà Í7Ñ�ÏZÍ × Û°ÓOÍ^ÎpÝãÕ�Ñ�Í7ÏKÐ�Ä�Ò7Í^Ù�Í7ÒyÅ~É¨ËZÌOÍ7Ó
ÏKÉ¨Õ°ÏRÓâÝãÄ�ÒyÅ~ÌOÉ�ÑÆÎbÝãÕ°Ñ�ÏKÉ�Õ�ÏMà á¨ËKÉ¨Õ°ÐDÍ�Ð�Ä�ËMæ%É¨ÌOÏ<è�Ñ°Ì-Î°Õrá¨ËZÉ¨Õ�Ð:Í�ÓGÌOÑ�È7Ä�ÌOËZÍiá¨ÈÊÑ�È7ËKÄ�ÓâØV�RÉ�Ñ�Ò�ß+Ò7Í�Ô�ÕbÝÞÉ¨Ñ
Î�É¨Ì�ÅçÎ�ÌOÏZÒ7Õ°ÅKÍ7ËçÒ7É�ÅKÈ × ÄSÅ~Ç�È × ÄcÅKÌOÔ�Õ�Í<ÒÊÍòÏZÉ¨Ñ'ÅóÓOÍ7Ï¶Ç°É × É × É¨ËZÐ�Ç�ÌGÏ × Í7Ï)ÎpÝãÕ�ÑÚá¨ËZÉ¨Õ�Ð:Íaè�Ñ�Ì G Î�ÄcÑ�Ï
Gln(R)

Ð:É¨Õ�Ë�Õ�Ñ	Ò7ÍÊËZÅ~Ä�ÌOÑÿÍ7Ñ'Å~ÌGÍ7Ë
n
Ø-ú¶Ñ	Ò�Ç�Ì × ÌOÍåÉ¨ÑÿËKÍÊá'Ä�ËKÎ°Í�Ð�ÓGÕ°Å"EcÅ^ÓGÍ7Ï�Ç�É × É × É�ËKÐ�Ç�ÌGÏ × Í7Ï

G −→ Gln(Z)
Ø+Ã·ÍÊÏ¸ÏMÅ~ËZÕ�ÒÊÅKÕ�ËKÍÊÏRËKÈÊÍ7ÓGÓOÍ7ÏBÉ�Õ±ÒÊÉ × Ð�ÓOÍ�í°ÍÊÏaÏ7ÝÞÍ7Ñ±Î�È7Î�Õ°ÌOÏKÍÊÑ'ÅIØ3iÑÿÎ�ÌOÏZÒ7Õ°ÅKÍ�Î�É�Ñ�Ò�ÓGÍ7Ï�Ç�É × É × É¨ËKÐ�Ç°ÌOÏ × Í7ÏkÎ°Í�á¨ËZÉ¨Õ�Ð:Í7Ï G −→ Gln(Z)

Øo�\É¨Õ°Ë�öyÅ~ËKÍ�Ð�ÓOÕ°Ï
Ï û ÏZÅKÈ × ÄcÅ~ÌGÔ�Õ�Í�ß+É¨Ñ#ËKÍ × Ð°Ó©Ä�ÒÊÍkÍ7Ñ�ÒÊÉ¨ËKÍ Z

Ð�ÄcË¸Õ°Ñ�Ä�Ñ°Ñ�ÍIÄ�Õ#Î�Í��RÍÊÎ�Í7õ�ÌOÑ°ÎrÔ�Õ�ÍÊÓOÒ7É�Ñ�Ô�Õ�Í�Ø
j L�kmlon�p�n�N7l|Ó 56É�ÌGÅ

G
Õ�Ñ�á�ËKÉ¨Õ�Ð:Í±ÍÊÅ

R
Õ�ÑîÄ�Ñ°Ñ�ÍIÄ�Õ
Î�Í��òÍ7Î�ÍÊõ/ÌGÑ�ÎbØ r Ñ

RG Ä @"cbA[8�ghCXÔwz�C
@"8��7@bcbA[81:<;?gh;>=?z�:Õ`D8

G
A1C�@

R Ö ÍÊÏZÅ�Õ�Ñ³Ç°É × É × É¨ËZÐ�Ç�ÌGÏ × Í>Î�Íåá¨ËKÉ�Õ�ÐDÍÊÏ G −→ Gln(R)
ÐDÉ¨Õ°Ë

Õ�Ñ±Í7Ñ'Å~ÌGÍ7ËaÐDÉ�ÏKÌGÅKÌGæ
n
Ø

r Ñ
Ð°ËKÍ × ÌOÍÊËåÍyí6Í × Ð�ÓOÍ#ÍÊÏZÅ�ÓâÝÞÇ�É × É × É�ËKÐ�Ç�ÌGÏ × Í�Î�Õ
á¨ËKÉ�Õ�ÐDÍ
C2

é�Î�ÍÊÕ6í È7ÓGÈ × Í7Ñ'Å~ÏÚÎ�Ä�Ñ°Ï
Gl2(Z)

Ø75/É¨ÌGÅ
c
Ó¦ÝãÈÊÓOÈ × ÍÊÑ�Å<Ñ�É¨Ñ#Å~ËKÌ�Ù/Ì©Ä�ÓDÎ�Í C2

Ø73kÑ#Î�Èyè�Ñ�Ì�Å
φ : C2 −→ Gl2(Z)

1 −→
(

1 0
0 1

)

c −→
(

0 1
1 0

)

ÍÊÅ

ψ : C2 −→ Gl2(Z)

1 −→
(

1 0
0 1

)

c −→
(

−1 0
0 1

)

3iÑ�Ï7ÝãÄ�Ð:Í7Ë�×ÊÉ¨ÌGÅ¸Ô�ÕbÝÞÌOÓlÑbÝ û Ä�Ð�Ä�ÏòÎ�Í × ÄcÅKËKÌOÒÊÍ A Î�ÄcÑ�Ï
Gl2(Z)

ÅKÍ7ÓOÓGÍgÔ/Õ°Í
A · φ(c) = ψ(c) · A Ø3iÑrÎ�Ì�ÅaÔ�Õ�ÍgÓOÍ7ÏaÎ�ÍÊÕ6í#ËZÍ7Ð�ËZÈ7ÏKÍÊÑ'Å�ÄcÅKÌOÉ¨Ñ�Ï¸Ñ�ÍgÏKÉ�Ñ�Å¸Ð�ÄcÏ¸ÈÊÔ�Õ�ÌGÙcÄ�ÓGÍ7Ñ'Å~ÍÊÏ7Ø

j L�kmlon�p�n�N7lÙØ 56É�ÌGÅ
G
Õ�Ñ
á�ËKÉ¨Õ�Ð:Í�ß

R
Õ�Ñ Ä�Ñ°Ñ�ÍIÄ�Õ Î�ÍÚ�RÍÊÎ�Í7õ�ÌOÑ°Î
ÍyÅ

n
Õ°Ñ ÍÊÑ'Å~ÌOÍÊË�ÐDÉ�ÏKÌGÅKÌGæXØ

r Ñ�Í�ËKÍÊÐ�ËKÈÊÏKÍ7Ñ'Å~ÄcÅ~ÌGÉ¨Ñ
φ : G −→ Gln(R)

ÍÊÏZÅiÈÊÔ�Õ�ÌGÙcÄ�ÓGÍ7Ñ'Å~Í�éÚÕ°Ñ�Í^ËZÍ7Ð�ËZÈ7ÏKÍÊÑ'Å�ÄcÅKÌOÉ¨Ñ
ψ : G −→

Gln(R)
Ï7ÝÞÌOÓbÍ�í°ÌGÏZÅKÍ�Õ°Ñ

A ∈ Gln(R)
Å~ÍÊÓ·Ô�Õ�Í

Aφ(g) = ψ(g)A
ÐDÉ�Õ�Ë<Å~É¨Õ6Å

g ∈ G
Ø
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Ã·ÍÊÏòÄcÓOá¨äÊÛ�ËKÍÊÏBÓOÍ7ÏaÐ�ÓGÕ�ÏBÏKÌ × Ð°ÓOÍ7ÏBÏZÉ¨Ñ'Å¸Î�Í7Ï¸Ä�ÓGá¨ä7Û�ËZÍ7ÏaÏKÍ × ÌGÏKÌ × Ð�ÓGÍ7ÏÊØ
j L�kmlon�p�n�N7l|Û 56É�ÌGÅ

A
Õ�Ñ±Ä�Ñ°Ñ�ÍIÄ�ÕpØ

A
Í7ÏMÅ¸ÏKÍ × ÌOÏZÌ × Ð�ÓOÍ¸ÏKÌDÅ~É¨Õ°ÅaÌGÎ�ÈIÄcÓpÍ7ÏMÅaÕ�Ñ#æ5Ä�ÒÊÅKÍ7Õ�ËBÎ�ÌGËKÍÊÒÊÅIØ

ì ÝãÍÊÏZÅMàXéSà Î�ÌOËZÍië¨Ð:É¨Õ�Ë)ÅKÉ¨Õ°Å¶ÌGÎ�ÈIÄ�Ó°éiá'Ä�Õ�Ò�Ç°Í
I
ÌOÓ6Íyí6ÌOÏMÅ~ÍBÕ�ÑåÌGÎ�ÈIÄ�Ó°éiá'Ä�Õ�Ò�Ç°Í

J
Å~Í7Ó6Ô�Õ�Í

I+J = AÍÊÅ
I ∩ J = {0} Ør Ñ±Ä�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ

A
ÍÊÏZÅ¸Ñ�É/ÍÊÅ~Ç°È7ËKÌGÍ7Ñ±ÏKÌ·ÍyÅòÏZÍ7Õ�ÓGÍ × Í7Ñ'Å¸ÏKÌbÅKÉ¨Õ°Å~ÍkÒ�Ç�Äcþ©Ñ�ÍgÒÊËKÉ¨ÌGÏKÏ~ÄcÑ�ÅKÍgÎbÝãÌGÎ�ÈIÄcÕ6í

A > . . . > I2 > I1

Í7ÏMÅòè�Ñ°ÌOÍ�Ø�Ã-Ä�Ð�ËZÉ¨Ð�ËZÌOÈÊÅKÈkÎ�Õ�Ä�ÓGÍgÍ7ÏZÅ¸Ð�ÓGÕ�Ï<æ%É¨ËMÅ~Í�Ø
j L�kmlon�p�n�N7l|ÜÇr Ñ�Ä�Ñ°Ñ�ÍIÄ�Õ

A
Í7ÏMÅ�gh@�;>=t:<=?81:�ÏZÌbÅ~É¨Õ6Å~ÍkÒ�Ç�ÄcþOÑ�ÍgÎ�È7ÒÊËKÉ¨ÌGÏKÏKÄ�Ñ'Å~Í�ÎbÝãÌGÎ�ÈIÄcÕ6í

A > I1 > I2 > . . .

Í7ÏMÅòè�Ñ°ÌOÍ�Ø
r ÑÆÅ~Ç�ÈÊÉ¨ËKä × ÍgÎ�Í�ÎòÉ�Ð�õ�ÌOÑ�Ï × É¨Ñ'Å~ËKÍkÔ�ÕbÝÞöÊÅKËKÍ�Ä�ËZÅKÌOÑ�ÌGÍ7ÑÆÍÊÏZÅ¸Ð�ÓOÕ°Ïaæ%É�ËZÅaÔ�ÕbÝÞöÊÅ~ËZÍgÑ�É6ÍyÅ~Ç�ÈÊËKÌGÍ7ÑbØ

IKJML�N7O�PDQSR��ÊU>TÏÝwÞ�NVßÒà4ndloá)âãÂ<ä�åÇæ :-gh:<:�8�ghC�Å_CD=·8bA1;ygh@�;>=t:<=?81:�8bA1;yghC�AbA1=ç:�z[81;t�<c1@1=?81:7i
r Ñ1Å~Ç�ÈÊÉ¨ËKä × ÍkÎ°Íe¨³ÍÊÎ�Î�Í7ËZÛ�Õ�ËZÑ±Î°ÈÊÅ~ÍÊË × ÌOÑ�ÍRÓOÍ7ÏaÄcÓOá¨äÊÛ�ËKÍÊÏ<Ô�Õ�ÌbÏKÉ�Ñ�Å¸é>ÓOÄ�æ%É¨ÌGÏ@ÏKÍ × ÌGÏKÌ × Ð�ÓGÍ7Ï

ÍÊÅòÄ�ËMÅ~ÌOÑ°ÌOÍ7Ñ°Ñ�Í7ÏÊØ
IKJML�N7O�PDQSR��ÊU�{|ÝuèéRDêoêoR�O�ëmìMO�lçå�� z�=?81:<;

K
CD:Sxbz�@³�<A�xbz�\�\�C�;?gh;>= É�81;

A
C�:�8

K Ä gh^�vDí_]_@"8gh@�;d=t:<=?81:<:�8�A[81\�='A1=t\��7^'8_iÒî�^'z�@"A ¢ A 8bA1;�='A[z�\
z�@³�<�<8(ï�CD:��7@"z_`hC�=t;�`h=t@"8bx1;M¡�:<=/` Y gh^�vDí_]_@"8bA(`D8
\(gh;d@�=?xb8bA

Matni
(Di)

A1CD@�`D8bA�xbz�@³�<A
Di

Ô��Fg�AçÉ²z�@"xbc1\
81:<;yxbz�\�\�C�;?gh;>= É"A Ö A1C�@ K i

A '
k

∏

i=1

Matni
(Di)

3iÑñÙ¨É¨Ì�Å>ÄcÐ�Ð�Ä�ËKÄcþOÅKËKÍ�ÓOÍÊÏ × ö × Í7Ï�Ä�Ñ°Ñ�ÍIÄ�Õ/í³Ô�Õ�ÍÚÎ�Ä�Ñ°Ï^Ó©ÄÆÎ�Èyè�Ñ�Ì�Å~ÌOÉ�Ñ Í ØlÃ·ÍÚÓOÌGÍ7Ñ�ÄIÙ¨Í7Ò�ÓOÍ7Ï
á¨ËKÉ�Õ�ÐDÍÊÏBÙ6ÌGÍ7Ñ'Å¸ÎbÝÞÕ�Ñ±ÅKÇ�È7É�ËKä × ÍgÎ�Í�ð�Ä�ÏZÒ�Ç�õ�ÍcØ
IKJML�N7O�PDQSR��ÊU��|Ýwñóò�á²ô�JMàVR�å�� z�=?81:<;

G
C�: vh@bz�C[�<89¡�:<= ¢ K C�:õxbz�@³�<A�;u81^�Å_C<8ö^ Y z�@w`h@"8
`D8

G
8bA1;e=t:<÷h81@"A1=>]_^'8a`�gh:FA

K
81;
φ : G −→ GLn(K)

CD:�8a@"8��7@"cbA[81:<;³gh;>=?z�:7i�î�^'z�@"A ¢ ^ Y gh:<:�8�ghC
∑

g∈GK · φ(g)
81: ;?gh:<;yÅ_C<8�A[z�C�A Ä gh:<:�8�ghCÚ`D8

Matn(K)
8bA1;�A[81\�='A1=t\��7^'8Zgh@1;>=t:<=?81:7i

r Ñ#ÒIÄ�Ï¸Ð�Ä�ËMÅ~ÌOÒÊÕ�ÓOÌGä7ËZÍ × Í7Ñ'Å<ÌGÑ�ÅKÈ7ËZÍ7ÏKÏKÄ�Ñ'ÅRÍÊÏZÅ¸ÓOÍkÒ7Ä�ÏaÎbÝÞÕ�Ñ�Í�Ä�ÓOá¨äÊÛ�ËKÍkÎ°Í�á�ËKÉ¨Õ�Ð:Í�Ø3iÑñÐ:É¨ÏKÍ�ÌGÒ7Ì
n = |G| ÓâÝÞÉ¨ËKÎ°ËKÍ>Î�Õñá¨ËZÉ¨Õ�Ð:Í>è�Ñ�Ì G ØÊ�òÉ¨Ñ�Ò�ß GLn(R)

Í7ÏZÅ�ÓGÍ>á¨ËKÉ�Õ�ÐDÍ�ÎpÝêÄ�Õ/à
Å~É × É¨ËZÐ�Ç�ÌOÏ × ÍÊÏòÎ°Í>ÓâÝÞÍ7ÏZÐ�Ä�Ò7Í>Ù�Í7ÒyÅ~É¨ËZÌOÍ7Ó\Î�Í^Û�Ä�ÏKÍ G ØDÃ-Ä�ËKÍ7Ð°ËKÈ7ÏZÍ7Ñ'Å�ÄSÅ~ÌOÉ�Ñ ρ : G −→ GLn(R)Í7ÏMÅRÎ�Èyè�Ñ�ÌGÍ�Ð�Ä�ËaÓ©Ä�Ò7É¨Ñ°Î�ÌGÅKÌOÉ¨ÑÆÔ�ÕbÝÞÍ7ÓGÓOÍgÍ7Ñ'Ù¨É�ÌOÍ�Õ�ÑrÈÊÓOÈ × ÍÊÑ�Å g ∈ G

ÏKÕ�Ë¸Ó©Ä × ÄcÅKËKÌOÒÊÍkÔ�Õ�ÌlÍ7Ñ'Ù¨É¨ÌGÍ
Ò�Ç�Ä�Ô�Õ�Í�È7ÓGÈ × Í7Ñ'Å h Î�ÍgÓ©Ä�Û�ÄcÏKÍ G ÏKÕ°Ë¸Ó¦ÝãÈÊÓOÈ × ÍÊÑ�Å gh Î�ÍgÓ©Ä>Û�ÄcÏKÍ�ØV§YÓ·ÍÊÏZÅ¸ÈÊÙ/ÌOÎ°Í7Ñ'Å¸Ô/Õ°Í

ker(ρ) = {1}.
3iÑ�Ä�Ð°ÐDÍÊÓOÓOÍRÕ�Ñ�ÍgËKÍÊÐ�ËKÈÊÏKÍ7Ñ'Å~ÄcÅ~ÌGÉ¨Ñ
¡f`Dí1^'83Î�É¨Ñ'Å¸ÓOÍkÑ°É û Ä�Õ±Í7ÏZÅ¸Å~ËZÌGÙ/Ì©ÄcÓâØ

Ã¶ÝãÄ�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ
∑

g∈G

R · ρ(g) =: RG
ÍÊÑ±Å~Ä�Ñ'Å¸Ô/Õ°Í�ÏZÉ¨Õ�ÏMàYÄ�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ±Î�Í

Mat|G|(R)

Ï7ÝãÄ�Ð�Ð:Í7ÓGÓOÍ^Ó¦ÝêÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕ�Î�Í>á¨ËZÉ¨Õ�Ð:Í^ÏKÕ°Ë
R
Ø4�iÄcÑ�ÏkÓOÍ�ÒIÄ�ÏRÉ�ø

R
Í7ÏMÅgÕ�Ñ�Ò7É¨ËZÐ�ÏiÉ¨Ñ�Ð�Ä�ËKÓGÍ>Ä�Õ°ÏKÏKÌ)Î�Í

ÓâÝãÄ�ÓOá�ä7Û�ËZÍiÎ�Í�á¨ËKÉ¨Õ°ÐDÍcØ



ù ����������� ���"!$#�%'&(&)�"!�&
�����

ú N7O�N7û>û>ò<n�O�R��ÊUãÂü� z�=t;
R

CD: gh:<:�8�ghCÚ`D8$��8�`D8b��=t:7`
xbz�:<;u81:7gh:<;
Z
81;çA[z�=t;

G
CD:�vh@"z�C[�<8	¡�:<=>i

�/z�C�@�;�z�C�;
n ∈ N

CD:�8�@"8��7@"cbA[81:<;³gh;>=?z�:
φ : G −→ GLn(R)

`Dc�¡�:<=t;�C�:�z�@w`h@"8
Λφ :=

∑

g∈GR · φ(g)
i

ú¶Ñ1ÍyÖpÍyÅIß6ÓOÍ7ÏóÅ~Ç�ÈÊÉ¨ËKä × ÍÊÏ<Î�Í�¨³ÍÊÎ�Î�Í7ËZÛ�Õ�ËZÑ±ÍyÅ<Î�Í�ð�Ä�ÏKÒ�Ç°õ�Í × É¨Ñ'Å~ËKÍÊÑ'Å<Ô�Õ�Í A := KΛφ :=
∑

g∈GK · φ(g)
Í7ÏMÅòÕ°Ñ�Í�Ä�ÓOá¨äÊÛ�ËKÍRÎ�Í × ÄcÅKËKÌGÒ7Í7Ï@Ò7É ×Ú× ÍRÍyí6ÌOá¨ÈcØVý@ÌOÍÊÑ#ÏKÕ�ËÊß φ(G)

ÍÊÏZÅ¸Õ�Ñ�ÍgÛ�ÄcÏKÍ
Î�Í

Λφ

ÍyÅ¸Î�Í
A
Ø

3iÑ#Ð:Í7Õ°Å¸Î�É¨Ñ°ÒgÙ�É¨ÌOËBÓ¦ÝêÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕ
RG

Ò7É ×Ú× ÍRÉ¨Û/ÜZÍÊÅòÄ�ËZÌGÅKÇ × ÈyÅ~ÌGÔ/Õ°ÍiÑ�É¨Ñ±Ò7É ×Ú× Õ°Å~ÄcÅ~Ì�æXØ

þ/ÿ�� �������	��

�����
ú)í°Ä × ÌOÑ�É�Ñ�ÏRÓ¦ÝãÍ�í°Í × Ð°ÓOÍ^Î°Õ�á¨ËKÉ¨Õ°ÐDÍ�Ï û × ÈyÅ~ËZÌOÔ�Õ�Í>ÏZÕ�ËRÅ~ËZÉ¨ÌOÏòÓOÍyÅKÅ~ËZÍ7Ï S3

Ø ì Í>á¨ËZÉ¨Õ�Ð:Í>Í7ÏMÅkÓOÍ
á¨ËKÉ�Õ�ÐDÍ�Î�Í�Ï û × ÈyÅ~ËZÌOÍ�Î�ÕrÅKËKÌ©ÄcÑ�á¨ÓOÍgÈÊÔ/Õ°ÌOÓ©ÄSÅ~È7ËKÄ�ÓâØ S3

Í7ÏMÅiÎbÝÞÉ¨ËZÎ�ËKÍ
6
Ø73iÑ�Ù¨É�ÌGÅ¸Ì ×Ú× ÈÊÎ�Ì©ÄSÅ~Í × Í7Ñ'Å

Ô�Õ�Í
S3

ÍÊÏZÅBÍÊÑ�á¨Í7Ñ°Î�ËKÈiÐ�Ä�Ë3Î°Í7Õ6í�È7ÓGÈ × Í7Ñ'Å~Ï a ÍÊÅ b É�ø a ÍÊÏZÅBÓOÄ�ËZÉ�Å�ÄSÅ~ÌOÉ�Ñ�Ä�Õ6Å~É¨Õ�Ë3Î�Õ1ÒÊÍ7Ñ'Å~ËZÍiÎ�ÕÅ~ËZÌ©Ä�Ñ�á�ÓOÍ�ÄIÙ¨ÍÊÒ1Ä�Ñ°á¨ÓOÍ
2π/3

ÍÊÅ
b
ÍÊÏZÅ�Õ�Ñ�ÍÚËKÈ���Íyí6ÌGÉ¨ÑÿÔ�Õ�Ì¶ÓOÄ�ÌOÏZÏKÍ�Õ�ÑÿÏKÉ ×Ú× ÍÊÅiè°í6ÍÚÍÊÅ�È7Ò�Ç�Ä�Ñ�á¨Í

ÓOÍÊÏ¸Î°Í7Õ6í±ÄcÕ°Å~ËZÍ7Ï7Ø 3iÑ±ÄÚÎ°Í7ÏaËKÍÊÓ©ÄcÅKÌOÉ¨Ñ�Ï
a3 = b2 = baba = 1

ì Í7ÓOÄÚÎ�É�Ñ�Ñ�ÍgÕ�Ñ�ÍgÐ�ËZÈ7ÏKÍÊÑ'Å�ÄcÅKÌOÉ¨Ñ±Î�Õ±á¨ËKÉ¨Õ°ÐDÍgÄIÙ¨ÍÊÒ�á�È7Ñ�ÈÊË~ÄcÅKÍ7Õ�ËZÏòÍyÅòËZÍ7ÓOÄcÅ~ÌGÉ¨Ñ�Ï

S3 :=< a, b| a3 = b2 = baba = 1 >

ÍÊÅ¸ÌOÓpÍ7ÏZÅaæ5Ä�ÒÊÌOÓGÍiÎ�ÍkÙ¨É¨ÌGËBÔ�Õ�Í
S3 = {1, a, a2, b, ab, a2b} ØV�RÉ¨Ñ�Ñ�É�Ñ�ÏaÕ�Ñ�Í�ËKÍ7Ð°ËKÈ7ÏZÍ7Ñ'Å�ÄSÅ~ÌOÉ�Ñ
S3 −→ GL4(Z)

a −→









1 0 0 0
0 1 1 0
0 −3 −2 0
0 0 0 1









b −→









−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 3 1 0
0 0 0 1









§YÓ3ÑpÝãÍÊÏZÅ�Ð�ÄcÏ�ÅKËKä7Ï�Î�Ì�GÚÒÊÌOÓOÍåÎ�ÍÚÙ¨É¨ÌGË�Ô�Õ�Í�Ò7Í7Ï × ÄSÅ~ËKÌGÒ7ÍÊÏ�Ù�È7ËKÌ�è�Í7Ñ'Å^Û�ÌOÍÊÑ³ÓOÍÊÏ^ËZÍ7Ó©ÄSÅ~ÌOÉ�Ñ�ÏgÎ�Í a ÍyÅ
b
Î�Ä�Ñ�ÏRÓGÍ^á¨ËZÉ¨Õ�Ð:Í

S3
ÍyÅiÎ�Èyè�Ñ�ÌGÏKÏKÍÊÑ'ÅgÎ�É¨Ñ�Ò�Õ�Ñ�Ç�É × É × É¨ËKÐ°Ç�ÌOÏ × ÍgÎ�Í�á¨ËKÉ¨Õ°ÐDÍÊÏ7ØDÃ-Ä�Ð�ËKÍ × ÌGä7ËKÍ

Ò�Ç�É¨ÏZÍ�Ô�ÕbÝÞÉ¨Ñ±ËKÍ × Ä�ËZÔ/Õ°Í�ÍÊÏZÅ¸Ô�Õ�Í Λφ

ÍÊÏZÅòÒ7É¨Ñ'ÅKÍ7Ñ�Õ�Î�ÄcÑ�ÏaÓâÝãÄ�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ








Z 0 0 0
0 Z Z 0
0 3Z Z 0
0 0 0 Z









Ô�Õ�ÌlÍ7ÏZÅ¸ÌGÏKÉ × É¨ËKÐ°Ç�Íké

Z− ×
(

Z Z

3Z Z

)

× Z+.

§YÒ7Ì¦ß¥ÐDÉ�Õ�Ë�Î�Í7ÏåËKÄ�ÌOÏZÉ¨Ñ�Ï�Î�Í#Ñ�É�Å~ÄcÅ~ÌGÉ¨Ñbß�ÜÊÝêÄ�Ì<Ä�ÏKÏZÉ6ÒÊÌOÈ#é�Ò�Ç�Ä�ÒÊÕ�Ñ�Î�ÍÆÒÊÍ7ÏÚÎ�Í7Õ/í�æ5Ä�ÒÊÅKÍ7Õ�ËZÏåÎ�Í#Î�Ì�à
× ÍÊÑ�ÏKÌGÉ¨Ñ-Ë5ËKÄ�Ñ�á�Ì

1
Õ�Ñ#Ï û × Û:É¨Ó¥ë + ÍÊÅ − ØV3iÑ#ËKÍ × Ä�ËZÔ/Õ°ÍkÎ�ÍgÐ�ÓOÕ�Ï@Ô/Õ°Í�Ó¦ÝãÌ × Äcá¨ÍòÍÊÏZÅ¸Ò7É�Ñ�ÅKÍ7Ñ�Õ�Í



© ��ª�!1«"¬1�"� ­?�F­d%�®���¬����b¬�¯y!1��!1�b¬���­f�F�b¬K°/!�®D±²ª	�b¬ �

Î�Ä�Ñ�ÏaÓGÍkÏKÉ¨Õ�ÏXàXÄ�Ñ°Ñ�ÍIÄ�ÕrÎ�Íkæ%É¨Ë × ÈiÎ�ÍÊÏòÈÊÓOÈ × ÍÊÑ�ÅKÏBÎ�É¨Ñ'Å¸Ó©Ä>Î�Ì�ÖpÈÊËKÍÊÑ�Ò7ÍgÎ�ÍÊÏòÎ�ÍÊÕ6í#ÒÊÉ6Í1G�ÒÊÌOÍÊÑ�ÅKÏòÎ°Í
Î�Ì × Í7Ñ°ÏKÌOÉ�Ñ 1

ÍÊÏZÅaÕ�Ñ × Õ�ÓGÅKÌOÐ�ÓGÍaÎ�Í 2
ÍyÅBÓ©Ä�Î�ÌGÖDÈ7ËZÍ7Ñ�ÒÊÍiÎ�ÕÆÒ7É/ÍHGÚÒÊÌOÍ7Ñ'ÅBÎ°Í

Z+

ÍyÅ<Î�ÕÆÒÊÉ6Í1GÚÒ7ÌOÍÊÑ'Å
(2, 2)

Î�Ä�Ñ�Ï¶Ó©Ä × ÄcÅKËKÌOÒÊÍ<Ä�ÌGÑ�ÏKÌ6Ô�Õ�ÍaÓ©ÄRÎ�Ì�ÖpÈÊËKÍÊÑ�Ò7ÍBÎ�ÕåÒÊÉ6Í1G�ÒÊÌOÍÊÑ�ÅçÎ°Í
Z−

ÍÊÅçÎ�ÕåÒÊÉ6Í1G�ÒÊÌOÍÊÑ�Å
(1, 1)Î�Ä�Ñ�ÏaÓOÄ × ÄcÅKËKÌOÒÊÍiÏKÉ�Ñ�Å¸Î�ÍÊÏ × Õ�ÓGÅKÌOÐ�ÓGÍ7Ï@Î°Í 3

Ø
ì ÍÊÏçÒ7É¨Ñ�á�ËKÕ�ÍÊÑ�Ò7ÍÊÏ@ÒIÄcË~Ä�ÒyÅ~È7ËZÌOÏZÍ7Ñ'Å

φ(ZS3)
ë'ÓOÄiÎ�È × É¨Ñ�ÏMÅ~ËKÄcÅ~ÌGÉ¨Ñ�Ò7É¨Ñ°ÏKÌOÏMÅ~Í¸ékÈ7ÒÊËKÌOËZÍaÕ�Ñ�ÍaÛ�Ä�ÏZÍ

ÍÊÅåËZÈ7ÏKÉ�Õ�Î�ËKÍ#Õ�Ñ�Ï û ÏMÅ~ä × ÍÆÎbÝÞÈ7Ô�Õ�ÄSÅ~ÌOÉ�Ñ�Ï�ÓOÌGÑ�ÈIÄ�ÌGËKÍÊÏ7Ø\úçÓGÓOÍ1ÍÊÏZÅåÈÊÓOÈ × Í7Ñ'Å~Ä�ÌOËZÍ�ÍÊÅRÜZÍ�ÓâÝÞÉ × ÍyÅ~ÏÊØ¥ú¶Ñ
Ò7É¨Ñ°ÏKÍ7Ô�Õ�ÍÊÑ�Ò7ÍcßpÓ¦ÝêÄ�Ñ°Ñ�ÍIÄ�Õ#Î�ÈÊÒ7ËZÌGÅaÒ7Ì·Î°Í7ÏKÏZÕ�ÏRÍÊÏZÅ¸ÌOÏZÉ × É¨ËKÐ�Ç°Ígé

ZS3

Ø
��ÝêÄ�Û:É¨ËZÎ>ÜZÍkËZÍ × Ä�ËKÔ�Õ�ÍkÒÊÉ ×Ú× ÍÊÑ�Å<É¨ÑÆÅ~ËKÉ�Õ°Ù¨ÍkÒÊÍ7Ï × ÄSÅ~ËKÌGÒ7ÍÊÏ7Ø ì É ×�× ÍiÓOÍká�ËKÉ¨Õ�Ð:ÍiÒ û ÒÊÓOÌGÔ/Õ°Í

ÎbÝÞÉ¨ËKÎ�ËZÍB¦aÍÊÑ�á¨ÍÊÑ�Î�ËKÈçÐ�ÄcË
a
Í7ÏMÅ-Î�ÌOÏMÅ~ÌOÑ°á¨Õ�È�ßyÅ~É¨Õ6Å~Í¶ËKÍÊÐ�ËKÈÊÏKÍÊÑ�Å~ÄcÅ~ÌGÉ¨Ñ�Î�Õ�Ô�Õ�ÉcÅ~ÌOÍÊÑ'ÅIßIÔ�Õ�Ì'ÍÊÏZÅ-ÎbÝÞÉ¨ËKÎ�ËZÍ

2
ß�Í7ÏMÅ@Õ°Ñ�ÍòËZÍ7Ð�ËZÈ7ÏZÍ7Ñ'Å�ÄcÅKÌOÉ¨Ñ�Î�Í

S3

ØF�°ÝãÄ�Ì�Ð�ËZÌOÏçÓ©ÄkËZÍ7Ð�ËZÈ7ÏKÍÊÑ'Å�ÄcÅKÌOÉ¨Ñ
ψ
Ø/ÃlÄ × ÄcÅKËKÌOÒÊÍBÎ�Í¸Î�Ì × Í7Ñ�ÏZÌOÉ¨Ñ

Î�Í7Õ/íåÙ6ÌGÍ7Ñ'ÅóÎ�Õåæ5Ä�ÌGÅçÔ�Õ�Í
S3

Äcá¨ÌGÅ¶ÏZÕ�Ë
Z[ζ3]

É�ø
ζ2
3 +ζ3 +1 = 0

ÍÊÅóÓ¦ÝãÍ�í6ÅKÍ7Ñ�ÏZÌOÉ¨ÑÚÍ7ÏMÅóÎ�ÍaÎ�Í7á¨ËZÈ�¦6Ø
Ã¶ÝãÈÊÓOÈ × Í7Ñ'Å a Ä�á�ÌGÅ<Ð�Ä�Ë × Õ°ÓGÅ~ÌGÐ�ÓOÌGÒIÄcÅKÌOÉ¨ÑåÐ�ÄcË ζ3 ÍyÅ b Ä�á�ÌGÅ3Ð�Ä�Ë<ÒÊÉ¨ÑSÜZÕ�á'ÄcÌOÏKÉ�Ñ1Ò7É × Ð�ÓGÍyí6Í�ß6Ô/Õ°ÌbÍ7ÏMÅÓâÝãÄ�Õ°ÅKÉ × É�ËKÐ�Ç�ÌGÏ × ÍòÑ°É¨Ñ1Å~ËZÌGÙ/Ì©Ä�Ó+Î�Í ô Ä�ÓGÉ¨ÌOÏÊØ/Ã-Ä × ÄcÅKËKÌGÒ7ÍRÐ�Ä�Ë<Ë~ÄcÐ�ÐDÉ�ËZÅBé>Õ°Ñ�ÍiÛ�Ä�ÏZÍgÄ�Ð�Ð�ËZÉ¨Ð�ËZÌOÈ7Í
Î�É¨Ñ�Ñ°Í�Ó©Ä#ËKÍÊÐ�ËKÈÊÏKÍÊÑ�Å~ÄcÅ~ÌGÉ¨ÑbØÒ3iÑ³ËZÍ × Ä�ËKÔ�Õ�ÍÚÔ�Õ�Í�ÓGÍ7Ï�È7ÓOÈ × ÍÊÑ'Å~Ï 1, ζ3, ζ

2
3

æ%É¨Ë × ÍÊÑ'Å�Õ°ÑÿÅ~ËZÌ©Ä�Ñ°á¨ÓOÍ
È7Ô�Õ�ÌGÓ©ÄcÅKÈ7Ë~ÄcÓ°Î�Ä�Ñ°Ï¶ÓOÍ<Ð�ÓOÄ�Ñ�Ò7É × Ð�ÓGÍyí6Í�Ø��RÍBÑ�É¨Õ°Ù�ÍIÄ�ÕÚÉ¨Ñ�Ù¨É�ÌGÅ¶ÓOÄRÅ~Ç�ÈÊÉ¨ËKÌGÍ<á'Ä�ÓGÉ¨ÌOÏZÌOÍ7Ñ°Ñ�Í<Ä�Ð�Ä�Ë~ÄcþGÅ~ËZÍ�Ø
ì Í1Ð�ËZÌOÑ�ÒÊÌOÐ:Í�ÍÊÏZÅ>ÅKËKä7Ï^ÍHGÚÒIÄ�ÒÊÍÆÐDÉ�Õ�Ë^É¨Û6Å~Í7Ñ°ÌOË�Î�Í7Ï>ËZÍ7Ð�ËZÈ7ÏZÍ7Ñ'Å�ÄcÅKÌOÉ¨Ñ°Ï>ÎbÝÞÕ�Ñ�á¨ËKÉ�Õ�ÐDÍ�ËKÈÊÏKÉ¨ÓGÕ�Û�ÓOÍ
ÏKÕ�Ë

Q
Ø

5/ÌRÉ¨ÑïÕ°ÅKÌOÓGÌOÏKÍ±Õ�Ñ Ä�Õ6Å~ËKÍ�Ä�Ñ�Ñ�Í7Ä�ÕïÎ�Í�Û�Ä�ÏZÍ
R
Ò7É¨Ñ'Å~ÍÊÑ�Ä�Ñ'Å

Z
Ò7É ×Ú× Í�Ä�Ñ�Ñ°ÍIÄ�ÕïÎ�Í�Û�Ä�ÏKÍcß

ÓâÝÞÌ × Ä�á¨ÍkÒÊÌ�àYÎ°Í7ÏKÏZÕ�ÏRÑ°Í�Î�Ì�ÖpäÊËKÍ�Ð�Ä�Ï¸Å~ËKÉ�ÐrÎ�Í�Ó©ÄåÏKÌ�Å~Õ�ÄcÅKÌOÉ¨Ñ#Î�ÄcÑ�ÏRÒÊÍ�Ò7Ä�ÏRÓOé°Ø+ú¶Ñ�ÍÊÖDÍÊÅ7ßDÓ¦ÝêÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕ
RS3

Ð:Í7Õ°Å�öÊÅKËKÍÚÎ�È7Î°Õ�ÌGÅ�Î�ÍÚÓâÝãÄ�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ
ZS3

Ø\Ã·ÍåÓOÍÊÒÊÅKÍ7Õ�Ë�Ç�Ä�Û�Ì�Å~Õ�ÈÚé#ÓâÝÞÕ°Å~ÌGÓOÌGÏ~ÄcÅKÌOÉ¨ÑrÎ�Õ³Ð�ËZÉ6Î°Õ�ÌGÅ
Å~ÍÊÑ�ÏKÉ¨ËZÌOÍÊÓ·Î�È7Î�Õ°ÌGÅ

RS3

Ð�Ä�ËaÓ©Ä>Ð�ËZÉ¨Ð�ËZÌOÈÊÅKÈ

RS3 ' R⊗ � ZS3 .

56ÌOÑ°É¨ÑbßbÅ~É�Õ°Å�Ò7Í7ÓOÄ±Ð:Í7Õ6Å�öyÅ~ËZÍ�Î�ÈÊÎ�Õ�Ì�Å�ÍÊÑ³ËZÈ7ÏKÉ�ÓGÙcÄ�Ñ'Å�ÓâÝÞÈ7Ô�Õ�ÄcÅKÌOÉ¨ÑñÓOÌGÑ�ÈIÄcÌOËKÍ^Ò7Ì�à Î�Í7ÏZÏKÕ�Ï�ÏKÕ�Ë
R
Ä�Õ

ÓOÌGÍ7Õ#Î�ÍgÏKÕ�Ë
Z
Ø<§YÓbæ5Ä�Õ°ÅaÎ°ÌOÏZÅKÌOÑ�á�Õ�Í7Ë Í ÒIÄcÏ¸Î°ÌGÖDÈ7ËKÍÊÑ'Å~Ï7Ø

} 56Ì
6
ÍÊÏZÅòÌOÑ'Ù¨ÍÊËKÏKÌGÛ�ÓOÍkÎ�Ä�Ñ�Ï

R
ß+Ä�ÓOÉ�ËKÏ

RS3 ' R ×Mat2(R) × R
Ø

} 56Ì
2R 6= R

ÍyÅ
3R = R

ß�ÄcÓOÉ¨ËZÏ
RS3 'Mat2(R) ×RC2

ÍyÅ
RC2

ÍÊÏZÅ¸Õ�Ñ#ÏKÉ�Õ�ÏMàYÄ�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ
Î�Í
R×R

Ô�Õ�ÌDÍ7ÏMÅBÍ7Ñ�á�Í7Ñ�Î�ËZÈiÍ7Ñ1Å~Ä�Ñ'Å<Ô�Õ�Í
R
à × É6Î�Õ°ÓOÍaÐ�Ä�Ë3ÓOÍ7Ï3Î�Í7Õ/í1ÈÊÓOÈ × Í7Ñ'ÅKÏ (1, 1)

ÍÊÅ
(0, 2)

Ø
} 56Ì

2R = R
ÍÊÅ

3R 6= R
ß¥ÄcÓOÉ¨ËZÏ

RS3
ÏÊÝãÍ�í°Ð°ËKÌ × ÍÆÎ�Í × Ä�Ñ�ÌGä7ËZÍ�Å~ËZä7Ï�ÏZÌ × ÌOÓ©ÄcÌOËKÍåé ZS3

Ø
3iÑ�ËZÍ × Ð�Ó©Ä�ÒÊÍ Z

Ð�Ä�Ë
R
ÍyÅ�ÏZÍ7Õ�ÓGÍ�Ó©Ä�ÒÊÉ¨Ñ�á¨ËZÕ�Í7Ñ�ÒÊÍ�ÍÊÑ�ÅKËKÍrÓOÍ7ÏåÒÊÉ6È1G�ÒÊÌOÍÊÑ�ÅKÏ

R+
ÍÊÅ
R−Î�ÌGÏKÐ�Ä�ËKÄ�ÌGÅ7Ø

} 56ÌbÑ°Ì
2
Ñ�Ì

3
ÏKÉ�Ñ�ÅaÌGÑ'Ù¨Í7ËZÏKÌGÛ�ÓOÍiÎ�Ä�Ñ�Ï

R
ß�Ä�ÓGÉ¨ËKÏ

RS3

Í7ÏMÅaÉ¨Û°ÅKÍ7Ñ�ÕrÎ°ÌOËKÍÊÒÊÅKÍ × Í7Ñ'ÅaÎ�Í
ZS3

ÍÊÑ
ËKÍ × Ð°Ó©Ä�Ò7Ä�Ñ'Å

Z
Ð�Ä�Ë

R
Ø

�RÄ�Ñ�ÏaÓ©Ä>ÏZÍ7ÒÊÅKÌOÉ¨Ñ�ü6Ø � Ñ�É¨Õ�Ï¸Ä�ÓGÓOÉ¨Ñ�Ï@Õ°Å~ÌGÓOÌOÏZÍ7Ë<ÏZÕ�ËZÅKÉ¨Õ°Å¸ÓâÝãÄ�Ñ�Ñ°ÍIÄ�Õ
R = Z3 := {p

q
∈ Q | pgcd(3, q) = 1 = pgcd(p, q)}.

Ã¶ÝêÄ�Ñ°Ñ�ÍIÄ�Õ
Z3

ÍÊÏZÅ3Õ�Ñ�ÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕ�ÓGÉ6Ò7Ä�ÓâßSÒ�Ø�àXé°Ø�àYÎpØ'ÌOÓ°ÑpÝ û ÄkÔ�ÕbÝÞÕ�Ñ�ÏZÍ7Õ�Ó+ÌOÎ°ÈIÄ�Ó × ÄSí6Ì × Ä�Ó/Ñ�É¨Ñ6àâÅ~ËZÌGÙ/Ì©Ä�Ó¦Ø3iÑåÙ�É¨ÌGÅ¥Ô/Õ°Í
Z3

Í7ÏMÅóÕ�ÑÚÄ�Ñ�Ñ�Í7Ä�ÕåÎ�ÍBÛ�Ä�ÏZÍBÐDÉ¨Õ°Ë¶ÓOÍ7Ô�Õ�ÍÊÓ�ÓOÍ3Å~ËKÉ�ÌOÏKÌGä × Í@Ò7Ä�Ï¶Ò7Ì�àYÎ�ÍÊÏKÏKÕ°ÏóÏÊÝêÄcÐ�Ð�ÓOÌGÔ�Õ�Í�Ø�iÄ�Ñ�ÏBÒÊÍiÒIÄcÏ<Ó©é°ß�Ó¦ÝêÄ�Ñ°Ñ�ÍIÄ�Õ
RS3

ËKÍ7ÏMÅ~ÍiÌGÑ�Î�ÈÊÒ7É × ÐDÉ�Ï~Ä�Û�ÓGÍ�ß�Ò�Ø�àXé6Ø¹à ÎbØ6ÌGÓDÑ°ÍRÏKÍkÎ°È7Ò7É × Ð:É¨ÏKÍòÐ�Ä�Ï<ÍÊÑ
ÏKÉ ×Ú× ÍiÎ�ÌOËZÍ7ÒyÅ~ÍiÎ�ÍkÎ°Í7Õ6í#ÌGÎ�ÈIÄcÕ6í1Û°ÌOÓ©ÄSÅ~ä7ËZÍ7ÏÊØ��)ÄcË<Ò7É¨Ñ'ÅKËKÍgÌOÓ û Ä>Õ�Ñ°ÍkÎ�È7ÒÊÉ × Ð:É¨ÏZÌGÅ~ÌGÉ¨Ñ�ÍÊÑ#Î�Í7Õ6í
æ5Ä�ÒÊÅKÍ7Õ�ËZÏ>Î�ÌGËKÍ7ÒyÅ~Ï�Î�Í7Ï>ÌGÎ�ÈIÄcÕ6í³é�á'Ä�Õ�Ò�Ç°Í�Ø¥Ã·ÍÊÏ^Î�ÍÊÕ6í³æ5ÄcÒÊÅ~ÍÊÕ�ËKÏ^ÏKÉ¨Ñ'Å�Î�ÍÊÏ × É6Î�Õ°ÓOÍ7ÏgÐ�ËZÉSÜZÍ7ÒyÅ~Ì�æ%Ï
ÌOÑ�Î°È7Ò7É × Ð:É¨Ï~ÄcÛ�ÓOÍÊÏ7Ø¶Ã·ÍÆÐ�ËZÍ × ÌOÍ7Ë�æ5Ä�ÒÊÅKÍ7Õ�Ë�ÒÊÉ × Ð°ËKÍ7Ñ°Î
ÓOÄ�Ð�ËKÍ × ÌGä7ËKÍ�Ò7É¨ÓGÉ¨Ñ�Ñ�ÍÆÎ�ÍÆÓ¦ÝêÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕ Î°Í
× ÄSÅ~ËKÌGÒ7ÍÊÏ\ÄIÙ�Í7ÒóÓ©ÄaÒ7É × ÐDÉ�Ï~Ä�Ñ'Å~Í

Z3−

ÍÊÅ-ÓOÍçÎ�ÍÊÕ6í6ÌOä × Í¶æ5Ä�ÒÊÅKÍ7Õ�Ë-Ò7É × Ð�ËZÍ7Ñ�Î�Ó©ÄBÎ�ÍÊÕ6í6ÌOä × ÍóÒ7É¨ÓGÉ¨Ñ�Ñ�Í
Î�ÍgÓâÝãÄ�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ±Î�Í × ÄcÅKËKÌGÒ7Í7Ï<Ä�Ù�Í7Ò�Ó©Ä�Ò7É × Ð:É¨Ï~ÄcÑ�ÅKÍ

Z3+

Ø
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��Í�ÑbÝÞÍyí6Ð�ÓGÌOÔ�Õ�Í7ËKÄ�Ì·Ð�Ä�Ï¸ÓOÍÊÏaÑ�É�Å~ÌGÉ¨Ñ�ÏaÈ7ÓGÈ × Í7Ñ'Å�ÄcÌOËKÍÊÏaÎ�Í�Ò7ÄcÅ~ÈÊá¨É¨ËZÌOÍ7ÏÊØ+Ã·Í�ÓGÍ7ÒÊÅKÍ7Õ�Ë¸Ô�Õ�ÌlÑ�Í�Ò7É¨Ñ6à

Ñ�Ä�Ì�Å^Ð�ÄcÏ>Ò7ÍÊÏ>Ò7É¨Ñ°ÏZÅ~ËZÕ�ÒÊÅKÌOÉ¨Ñ°Ï^Ð:Í7Õ°Å>ÅKËKÉ¨Õ6Ù¨Í7Ë�ÓOÍ�Ñ�È7ÒÊÍ7ÏKÏKÄ�ÌOËZÍ1Î�Ä�Ñ°Ïöð�Ä�Ò�Ã-ÄcÑ�Í������¦Ø)Ã·Í�ÓGÍ7ÒyÅ~Í7Õ°Ë
á¨Í7Ë × ÄcÑ�É¨Ð�Ç�É�Ñ�ÍgÐDÍÊÕ°ÅaÐ�ËKÉcè�Å~ÍÊË¸Î°ÕrÓGÌGÙ/ËKÍiÎ°ÍK�\Ä�ËKÍÊÌOá¨ÌGÏ�� �h� �âØ

Ã·ÍgÛ�Õ°ÅòÎ�ÍgÓ©Ä>ÅKÇ�È7É¨ËZÌOÍgÎ�ÍÊÏòËZÍ7Ð�ËZÈ7ÏKÍÊÑ'Å�ÄcÅKÌOÉ¨Ñ�Ï¸Í7ÏMÅRÎ°Í�ÒÊÉ × Ð°ËKÍ7Ñ°Î�ËKÍgÕ�Ñ�Ä�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ�Ñ�É/ÍÊÅKÇ�È7ËZÌOÍÊÑ
é�Ð�Ä�ËZÅKÌOË�Î�Í#Ó©Ä�ÒÊÉ¨Ñ�Ñ�Ä�ÌGÏKÏKÄ�Ñ�Ò7Í±Î�ÍÊÏ�Ð�ËZÉ¨Ð�ËZÌOÍÊÅKÈ7ÏåÎ�Í#Ò7ÍÊËZÅ~Ä�ÌOÑ�ÏåÎ�Í#ÏZÍ7Ï × É/Î�Õ�ÓOÍÊÏ7Ø¶ÃlÄ�Ô�Õ�Í7ÏMÅ~ÌGÉ¨Ñ
Õ�ÓGÅKÌ × Í�ÍÊÏZÅkÎ°É¨Ñ�Ò1ëDÌ × Ä�á¨ÌOÑ°É¨Ñ�ÏaÔ�Õ�Í�ÓâÝÞÉ¨Ñ�ÒÊÉ¨Ñ�Ñ�Ä�Ì�ÅRÅKÉ¨Õ°Å~Í^Ó©Ä�Ò7ÄcÅ~ÈÊá¨É¨ËZÌOÍ^Î°Í7Ï × É6Î�Õ°ÓOÍ7Ï¸Î�Í>Å û Ð:Í
è�Ñ�Ì

A−mod
ÎpÝãÕ�ÑrÄ�Ñ�Ñ°ÍIÄ�Õ±Ñ�É/ÍÊÅ~Ç°È7ËKÌGÍ7Ñ

A
ß�Ô/Õ°Í�Ð:Í7Õ6ÅZàYÉ�ÑrÎ�ÌGËKÍkÎ�Í

A �
� ÿ�� ��� �"!$#&%('*)��$+-,.�/
0%1,�2.�3�$+

ÃlÄ	Ô�Õ�ÍÊÏZÅ~ÌGÉ¨Ñ�Ó©Ä	Ð�ÓGÕ�ÏÆË~Ä�Î°ÌOÒIÄcÓOÍ�Ð:Í7Õ6Å#öÊÅ~ËZÍ�æ%É¨Ë × Õ°ÓOÈ7Í�Î�É¨Ñ�Ò�Ð�ÄcË�ë54u�RÉ�Ñ�Ñ�Í7Ë#ÍÊÑ ÅKÍ7Ë × ÍÊÏ
Ò7É¨Ñ°ÏZÅ~ËZÕ�ÒÊÅKÌGæ%ÏgÎ�ÍÊÏ�ÒÊÉ¨Ñ�Î�Ì�Å~ÌGÉ¨Ñ�ÏiÑ�ÈÊÒ7ÍÊÏKÏ~ÄcÌOËKÍÊÏgÍÊÅ�ÏKÕFGÚÏKÄ�Ñ'Å~Í7Ï�Ð:É¨Õ�ËkÔ�Õ�ÍåÐDÉ�Õ�ËiÎ�ÍÊÕ6íÿÄ�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ6í

AÍÊÅ
B
É¨Ñ±Ä�ÌGÅaÕ�Ñ°Í�ÈÊÔ�Õ�ÌGÙcÄ�ÓGÍ7Ñ�ÒÊÍkÎ�Í�Ò7ÄcÅ~ÈÊá¨É¨ËZÌOÍ7Ï64

A−mod ' B −mod .

ì ÍyÅKÅKÍ�Ô�Õ�ÍÊÏZÅKÌOÉ¨ÑrÄ�ÈÊÅ~ÈgËZÈ7ÏKÉ�ÓOÕ±Ð�Ä�Ë	7kÌOÌ�Å~ÌÊð±É¨ËKÌ�Å�Ä�� � ý��·Ô�Õ�Ì-Ä�Î�É¨Ñ�Ñ°È�ÓGÍkËKÈÊÏKÕ�Ó�Å�ÄcÅaÏZÕ�ÌGÙcÄ�Ñ'ÅIØ
IKJML�N7O�PDQSR�ÂoU>TÏÝwñóNVO�ntp[ò â�T98�ä�å�� z�=?81:<;

A
81;
B

`D81C���gh:<:�8�ghCh� ¢ gh^'z�@"A A−mod ' B −
mod

A1=	81;oA[81CD^'81\
81:<;oA Y =t^�8w��='A1;�8$C�:��7@"z�vDc1:�c1@�gh;�81CD@
P

`D8
A−mod ;�81^ Å_CV8

B ' EndA(P )
i

��89�7^ C�A ¢ P 8bA1;fCD:
A Ä \
z_`hCD^'8 Ä B 81;
P ⊗B − ' HomB(P,−) : B −mod −→ A−mod

8bA1;fCD:�8�c�Å_CD=t÷�gh^'81:�xb8�`D8�x�gh;�c?vDz�@1=?8bA_i
§YÒÊÌâß/Õ�Ñ#Ð�ËKÉ�á¨È7Ñ�ÈÊË~ÄcÅKÍ7Õ�Ë@Í7ÏZÅaÕ°Ñ × É/Î�Õ�ÓGÍRÐ�ËZÉSÜZÍ7ÒyÅ~ÌGæ-Î�ÍòÅ û Ð:Íiè�Ñ�ÌDÅ~Í7ÓDÔ�Õ�Í A Í7ÏMÅaÕ�Ñ1æ5Ä�ÒyÅ~ÍÊÕ�Ë

Î�ÌOËZÍ7ÒyÅBÎbÝÞÕ�Ñ�ÍkÏKÉ ×�× ÍRÎ�ÌGËKÍÊÒÊÅ~Íòè�Ñ�ÌOÍòÎ�ÍiÒÊÉ¨Ð�ÌOÍÊÏ<Î�Í P ØF�RÄ�Ñ�ÏBÓ©Ä�Ð�Ë~ÄSÅ~ÌOÔ�Õ�ÍRÌOÓ:Í7ÏZÅ<ÏKÉ¨Õ°Ù�Í7Ñ'Åaæ5Ä�Ò7ÌGÓOÍÎ�ÍgÒ7É¨Ñ'ÅKËKÉ¨ÓGÍ7Ë64YÓ¦ÝãÍÊÑ�ÏKÍ × Û�ÓGÍ�4kÎ°Í7ÏaÐ�ËKÉ�á¨È7Ñ�ÈÊË~ÄcÅKÍ7Õ�ËZÏ7Ø
ì Í¸Å~Ç�ÈÊÉ¨ËKä × Í¸Í7ÏMÅ<Õ�Ñ�Î�Í7ÏóÅ~Ç�ÈÊÉ¨ËKä × ÍÊÏ@ÓOÍÊÏ3Ð°ÓOÕ�Ï3Ò7È7ÓGä7Û�ËZÍ7Ï3Î�ÍòÅKÉ¨Õ°Å~Í¸ÓâÝãÄ�ÓGá¨ä7Û�ËZÍaÑ�É¨Ñ6à Ò7É ×Ú× Õ6à

Å�ÄcÅKÌGÙ�Í�Ø73iÑ#Ñ�ÍgÐDÍÊÕ°ÅaÐ�Ä�ÏaÏKÕ°ËMàYÍÊÏZÅKÌ × Í7ËBÓâÝÞÌOÑ:��Õ�Í7Ñ°Ò7ÍkÎ�ÍgÒ7ÍkÅKÇ�È7É¨ËZä × ÍgÏKÕ�ËaÓâÝÞÈÊÙ�É¨ÓOÕ6Å~ÌOÉ�Ñ1Î�Õ±ÏKÕSÜZÍyÅ
Î�Í7Ð°Õ�ÌOÏ � �'ü��°ØðrÄ�ÓOÇ�ÍÊÕ�ËKÍÊÕ�ÏKÍ × ÍÊÑ'ÅIß<ÓGÍ7ÏÆÐ�ËZÉ¨á¨È7Ñ°È7Ë~ÄSÅ~Í7Õ°ËKÏÆÎ�Ä�Ñ°ÏÆÓOÍ�Ò7Ä�ÏÆÎ�Í7Ï±Ä�Ñ°Ñ�ÍIÄ�Õ/íïÎ�Í�á¨ËZÉ¨Õ�Ð:Í7ÏÆÏZÉ¨Ñ'Å
Ë~Ä�ËZÍ7Ï�ÍyÅåÓ©Ä�ÒÊÉ¨Ñ�Î�Ì�Å~ÌOÉ�Ñ	Í7ÏMÅ�Å~ËKÉ�Ð�ËKÍ7ÏMÅ~ËZÌOÒÊÅKÌGÙ�Í�Ø�3iÑ�É¨Û�ÏZÍ7ËZÙ�Í#Ô/Õ°ÍÆÓOÍ7Ï^ÒIÄcÅKÈ7á¨É¨ËZÌOÍÊÏ�Î�Í × É/Î�Õ�ÓGÍ7Ï
Î�ÍåÎ�Í7Õ/íÿÄ�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ6íñÎ�Íåá¨ËZÉ¨Õ�Ð:Í7ÏgÏKÉ�Ñ�ÅgÅKËKä7ÏgÐ�ËZÉ6Ò�Ç°Í7Ï7ß·ÅKÍ7ÓOÓGÍ × Í7Ñ'ÅkÐ�ËZÉ6Ò�Ç°Í7Ï�Ô/Õ°ÍÚÛ:ÍIÄcÕ�Ò7É¨Õ°Ð³Î�ÍÊÏ
ÌOÑ'ÙcÄ�ËKÌOÄ�Ñ'Å~ÏgÏZÅ~Ä�Ñ�Î�ÄcËKÎ³Î°Í7Ï�ËKÍ7Ð°ËKÈ7ÏZÍ7Ñ'Å�ÄSÅ~ÌOÉ�Ñ�Ï^Î�Íåá¨ËZÉ¨Õ�Ð:Í7Ï�ÏKÉ¨Ñ'Å�È7á'ÄcÕ6íDß × Ä�ÌGÏkÌOÓ¶ÑbÝ û Ä±Ð�Ä�Ï�Î°Í
Ð�ËKÉ�á¨È7Ñ�ÈÊË~ÄcÅKÍ7Õ�ËkÎ°É¨Ñ'ÅkÓâÝãÄ�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ�ÎbÝÞÍ7Ñ°Î�É × É¨ËKÐ�Ç°ÌOÏ × Í7ÏòÏKÉ¨Ì�ÅiÌGÏKÉ × É¨ËKÐ°Ç�Í>é�Ó¦ÝêÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕ�Î�Í>Ó¦ÝêÄ�Õ6Å~ËKÍ
á¨ËKÉ�Õ�ÐDÍcØ

� ÿ<; ��� �"!$#&%('*)��$+-,.!='*)?>&!$�$+
÷aÈ7ÒÊÍ ×Ú× ÍÊÑ'Å>ÓOÍÊÏ�ÅKÇ�È7É¨ËZÌOÒÊÌOÍ7Ñ°Ï^Î�ÍÊÏ>ËKÍÊÐ�ËKÈÊÏKÍ7Ñ'Å~ÄcÅ~ÌGÉ¨Ñ�Ï>É¨Ñ'Å^Ò7É ×Ú× ÍÊÑ�Ò7Í�é�Ï7ÝÞÌOÑ'ÅKÈ7ËKÍÊÏKÏZÍ7Ëåé�ÒÊÍ

Ò7É¨Ñ°Ò7Í7Ð6ÅòÎ°Í ô ËZÉ�Å~Ç�ÍÊÑ�Î�ÌGÍ7Ò�õÚÍÊÅaÎ�Íe£çÍÊËKÎ�ÌGÍ7Ë<Î�ÄSÅ�Ä�Ñ'ÅBÎ�ÍÊÏaÄ�Ñ�Ñ�ÈÊÍ7Ï ù ý°Ø ì ÍÊÅZÅ~ÍkÒIÄSÅ~È7á�É¨ËKÌGÍiÍ7ÏMÅaÐ�ÓOÕ�Ï
á¨Ë~ÄcÑ�Î�ÍÚÔ/Õ°Í�Ó©Ä#ÒIÄSÅ~È7á�É¨ËKÌGÍÚÎ°Í × É6Î°Õ�ÓOÍÊÏ7ß·Î�Ä�Ñ°Ï�ÓOÄ±Ð�ÓGÕ�Ð�Ä�ËMÅ�Î�Í7Ï�ÒIÄ�Ï�ÛDÍ7Ä�Õ�ÒÊÉ¨Õ�Ð	Ð�ÓGÕ�Ïgá¨Ë~ÄcÑ�Î�Í�Ø�RÉ¨Ñ�Òcß+ÌOÑ'Å~Õ�Ì�Å~Ì�Ù¨Í × Í7Ñ'ÅBÌGÓ û Ä�Ð�ÓGÕ�ÏaÎ�ÍgÐ�Ó©Ä�ÒÊÍkÐDÉ�Õ�ËaÄ�ËKËKÄ�Ñ�á¨ÍÊËBÕ�Ñ�ÍgÈ7Ô�Õ�Ì�ÙcÄ�ÓOÍÊÑ�Ò7ÍcØ�òÍ�Ô�Õ�É�Ì·Ï7ÝãÄ�á¨ÌGÅMàYÌGÓ �j L�kmlon�p�n�N7lqT@8 56É¨Ì�Å

A
Õ�ÑrÄ�Ñ�Ñ�Í7Ä�ÕrÑ°É6ÍyÅ~Ç�ÈÊËKÌOÍÊÑbØ
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} 3 r Ñ
A
à × É6Î�Õ°ÓOÍ Z

à á¨Ë~Ä�Î°Õ�È
M

ÍÊÏZÅ�Õ�Ñ
A
à × É/Î�Õ�ÓGÍ^Ô�Õ�Ì¶ÏKÍÚÎ�ÈÊÒ7É × ÐDÉ�ÏKÍ�Í7Ñ�ÏKÉ ×�× Í

Î�ÌGËKÍ7ÒyÅ~Í
M = ⊕n∈ � MnÎ�Í

A
à × É6Î°Õ�ÓOÍÊÏ7ØDÃlÍ × É/Î�Õ�ÓGÍ Mn

Ï7ÝãÄ�Ð�Ð:Í7ÓOÓGÍa^�g�xbz�\��<z[A_gh:<;u8��<z�\
z�vDí1:�8�`D8(`D8?vh@"c
n
i

ð r Ñ × É¨ËZÐ�Ç�ÌGÏ × Í φ : M −→ N
Î�Í^Î�Í7Õ6í

A
à × É/Î�Õ�ÓGÍ7Ï

Z
àYá¨ËKÄ�Î�Õ�ÈÊÏRÍÊÏZÅK�<z�\
z�vDí1:�8

`D8y`D8?vh@"c
k
ÏZÌ
φ
Í7ÏZÅ\Õ�Ñ�Ç�É × É × É�ËKÐ�Ç�ÌGÏ × Í)Î�Í A à × É/Î�Õ�ÓGÍ7ÏbÍyÅ φ(Mn) ⊆ Nn+k

Ð:É¨Õ�Ë
Å~É�Õ°Å

n
ØV�RÉ�Ñ�Ò�ß

φ = ⊕n∈ � φn

ÄIÙ¨Í7Ò�Î�ÍÊÏòÇ�É × É × É¨ËZÐ�Ç�ÌOÏ × ÍÊÏ φn : Mn −→ Nn+k

Ø
ì ÃlÄïÒIÄcÅKÈ7á¨É¨ËZÌOÍ�Î�ÍÊÏ

A
à × É6Î°Õ�ÓOÍÊÏ Z

àYá¨ËKÄ�Î�Õ�ÈÊÏ³ÄIÙ�Í7Ò × É¨ËZÐ�Ç�ÌGÏ × Í7Ï�ÓGÍ7ÏñÇ�É × É × É¨ËMà
Ð�Ç�ÌGÏ × Í7ÏBÇ�É × É¨á�ä7Ñ�ÍÊÏ¸Î°Í�Î°Í7á¨ËZÈ 0

ÍÊÏZÅòÑ�É�ÅKÈ7Í
A Ä vh@wg�`�i} 3 r Ñóxbz�\��7^'8w��8�`D8

A Ä \
z_`hCD^'8bA�ÍÊÏZÅ�Õ�Ñ A
à × É6Î°Õ�ÓOÍ

Z
àYá¨ËKÄ�Î�Õ�È × Õ�Ñ°Ì¸ÎpÝãÕ�Ñ�Í7Ñ�Î�ÉSà

× É¨ËKÐ�Ç°ÌOÏ × Í dM

Î�Í�Î�Í7á¨ËZÈ −1
ÄIÙ�Í7Ò

dM ◦ dM = 0
Ø�5/É¨ÌOÍÊÑ�Å

(M, dM)
ÍyÅ

(N, dN)Î�ÍÊÕ6í Ò7É × Ð�ÓGÍyí6Í7ÏåÎ�Í A à × É/Î�Õ�ÓGÍ7ÏÊØ r Ñ Ò7É × Ð�ÓGÍyí6Í (M, dM)
Í7ÏZÅ�]1z�@�:�c�ï�`h@"z�=t;�8

ÏKÌ)ÓOÍ�Ñ�É × Û�ËKÍ�Î�Í�ÒÊÉ × ÐDÉ¨ÏKÄ�Ñ'Å~ÍÊÏ�Ç°É × É�á¨ä7Ñ�ÍÊÏkÑ�É¨ÑñÑ�Õ�ÓOÓGÍ7ÏkÍÊÑÿÎ�ÍÊá¨ËKÈÊÏgÑ�È7á'ÄSÅ~ÌGæ%ÏRÎ�Õ
A
à × É/Î�Õ�ÓGÍ�á�Ë~Ä�Î�Õ°È M Í7ÏMÅ�è�Ñ�ÌâØ r Ñ�ÒÊÉ × Ð°ÓOÍyí6Í (M, dM)

ÍÊÏZÅ�]1z�@�:�c�ÏKÌ3ÓOÍ1Ñ�É × à
Û�ËZÍ>Î�Í�Ò7É × Ð:É¨Ï~ÄcÑ�ÅKÍ7ÏiÇ°É × É�á¨ä7Ñ�ÍÊÏiÑ�É¨Ñ�Ñ�Õ�ÓGÏkÎ�Õ A à × É/Î�Õ�ÓGÍ�á�Ë~Ä�Î�Õ°È M Í7ÏMÅkè�Ñ�ÌâØ
r Ñ
Ò7É × Ð�ÓGÍyí6ÍrÍÊÏZÅ�é �<z�\
z�^'z�vh=?8�]1z�@�:�cb8>ÏKÌaÍ7Ñ�ÅKÉ¨Õ°Å�Î�Í7á�ËKÈ�ßóé�Õ�Ñ�Ñ�É × Û�ËKÍ#è�Ñ�Ì
ÎbÝÞÍyí6Ò7ÍÊÐ°Å~ÌGÉ¨Ñ�Ï¸Ð�ËKäÊÏ7ß�ÓGÍkÑ�É û Ä�ÕrÎ�Í dn

Í7ÏZÅ¸ÈÊá'Ä�Ólé�ÓâÝÞÌ × Ä�á¨ÍòÎ�Í dn+1

Ø
ð r Ñ \
z�@³�<�D='A1\
8�`D8Kxbz�\��7^'8w��8bA

φ : M −→ N
Í7ÏMÅBÕ�Ñ × É¨ËKÐ�Ç°ÌOÏ × Í¸Ç�É × É¨á¨ä7Ñ°ÍiÎ�Í

A
à × É/Î�Õ�ÓGÍ7Ï<á�Ë~Ä�Î�Õ°È7ÏBÅ~ÍÊÓ·Ô/Õ°Í φ ◦ dM = dN ◦ φ Øì ÃlÄ�Ò7ÄcÅ~ÈÊá¨É¨ËZÌOÍ#Î�Í7ÏÚÒ7É × Ð�ÓGÍyí6Í7ÏÚÛ:É¨ËKÑ�ÈÊÏ�éñÎ�ËZÉ¨ÌGÅKÍ±Î°Í A à × É6Î�Õ°ÓOÍ7ÏåÄIÙ�Í7Ò�ÓGÍ7Ï × É¨ËMàÐ�Ç�ÌGÏ × Í7ÏBÎ�ÍgÒÊÉ × Ð°ÓOÍyí6ÍÊÏ¸ÍÊÏZÅ¸Ñ�É�ÅKÈ7ÍgÐ�Ä�Ë C−(A)

Ø
ÃlÄÆÒIÄcÅKÈ7á¨É¨ËZÌOÍ�Î�ÍÊÏgÒ7É × Ð�ÓOÍ�í6Í7ÏgÛDÉ�ËKÑ�ÈÊÏ�Î°Í A à × É/Î�Õ�ÓOÍÊÏkÄIÙ¨ÍÊÒ�ÓGÍ7Ï × É�ËKÐ�Ç�ÌGÏ × Í7ÏiÎ°ÍÒ7É × Ð�ÓGÍyí6Í7ÏaÍÊÏZÅ¸Ñ�É�ÅKÈ7ÍgÐ�Ä�Ë Cb(A)

Ø
ÃlÄÆÒIÄcÅKÈ7á¨É¨ËZÌOÍ>Î°Í7Ï�Ò7É × Ð�ÓOÍ�í6Í7ÏkÛ:É¨ËKÑ�ÈÊÏ�é#Î°ËKÉ¨Ì�Å~Í�Î�Í A à × É/Î�Õ�ÓGÍ7ÏiÍyÅ�é±Ç°É × É�ÓOÉ¨á¨ÌGÍÛ:É¨ËKÑ�ÈÊÍ�Ä�Ù�Í7Ò�ÓOÍÊÏ × É¨ËZÐ�Ç�ÌGÏ × Í7ÏBÎ�ÍgÒ7É × Ð�ÓGÍyí6Í7ÏBÍÊÏZÅòÑ�É�ÅKÈ7ÍgÐ�Ä�Ë C−,b(A)

Ø
} 3 Ã·Í7ÏiÉ�Û/ÜZÍÊÅKÏké�Ò7É�Ñ�ÏKÌGÎ�È7ËZÍ7ËiÏZÉ¨Ñ'ÅkÎ�Í7ÏkÒÊÉ × Ð�ÓOÍ�í°ÍÊÏ7ßDÛDÉ¨ËZÑ�È7ÏÊßpÛ:É¨ËKÑ°È7Ïké�Î°ËKÉ¨Ì�Å~Í^ÍyÅ�AcÉ�Õ

é�Ç�É × É¨ÓOÉ�á¨ÌOÍòÛDÉ¨ËZÑ�È7Ícß�Î�Í A à × É/Î�Õ�ÓGÍ7Ï<Ð�ËZÉSÜZÍ7ÒyÅ~Ì�æ%ÏBÎ�ÍkÅ û Ð:Ígè�Ñ�ÌâØð 56É¨ÌGÍ7Ñ'Å
(M, dM)

ÍÊÅ
(N, dN)

Î�Í7Õ6í³Ò7É × Ð�ÓGÍyí6Í7ÏÊØ r Ñ × É�ËKÐ�Ç�ÌGÏ × ÍåÎ�Í�ÒÊÉ × Ð°ÓOÍyí6ÍÊÏ
φ : (M, dM) −→ (N, dN)

Í7ÏMÅ>Ç�É × É�ÅKÉ¨ÐDÍ�é��ÊÈ7ËKÉ�Ï7ÝÞÌOÓ û ÄrÕ�Ñ × É¨ËKÐ�Ç°ÌOÏ × Í h :
M −→ N

Î�Í
A
à × É/Î�Õ�ÓOÍÊÏ·á¨Ë~ÄcÎ�Õ�È7Ï-Î�Í3Î�Í7á¨ËZÈ 1

ÅKÍ7Ó�Ô�Õ�Í
φ = h◦dM +dN ◦h Ø��RÍ7Õ/í× É¨ËKÐ�Ç°ÌOÏ × Í7Ï¸Î�Í�Ò7É × Ð�ÓOÍ�í6Í7ÏiÏZÉ¨Ñ'ÅiÇ�É × É�ÅKÉ¨ÐDÍÊÏRÏZÌ)ÓOÍÊÕ�Ë¸Î�ÌGÖDÈ7ËZÍ7Ñ�ÒÊÍ>Í7ÏMÅkÇ�É × É�Å~É�ÐDÍ

é
0
Ø)Ã¶ÝÞÇ�É × É�Å~É¨Ð°ÌOÍÚÍ7ÏZÅ>Õ�Ñ�Í1ËZÍ7Ó©ÄSÅ~ÌOÉ�Ñ³ÎbÝÞÈ7Ô�Õ�Ì�Ù�ÄcÓOÍ7Ñ°Ò7Í�Ø	3iÑ	Ò7É¨Ñ°ÏKÌOÎ°ä7ËKÍ�ÓOÍ7Ï^Ò7Ó©ÄcÏKÏKÍÊÏ

ÎbÝÞÈ7Ô�Õ�Ì�Ù�ÄcÓOÍ7Ñ°Ò7ÍgÒ7É ×Ú× Í × É�ËKÐ�Ç�ÌGÏ × Í7ÏÊØ
ì ÃlÄõx�gh;uc?vDz�@�=?8Ú`Dc1@�=t÷hcb8)]1z�@1:�cb8

Db(A)
ÍÊÏZÅÚÓ©Ä�Ò7ÄcÅ~ÈÊá¨É¨ËKÌGÍÆÄ û Ä�Ñ'Å�ÐDÉ�Õ�Ë�É¨Û/ÜZÍyÅ~ÏåÓOÍÊÏ

Ò7É × Ð�ÓGÍyí6Í7Ï\Î�Í × É/Î�Õ�ÓOÍÊÏ\Ð°ËKÉSÜZÍÊÒÊÅ~Ì�æ%Ï)Î�ÍóÅ û ÐDÍ@è�Ñ�ÌâßSÛDÉ�ËKÑ�ÈÊÏ¥éRÎ�ËZÉ¨ÌGÅKÍ3ÍyÅ¶éRÇ°É × É�ÓOÉ¨á¨ÌGÍ
Û:É¨ËKÑ�ÈÊÍ�Ø@ÃlÍÊÏ × É¨ËKÐ�Ç°ÌOÏ × Í7ÏÚÏKÉ�Ñ�Å1ÓOÍ7Ï�Ò7ÓOÄ�ÏKÏZÍ7Ï1ÎbÝÞÇ�É × É�ÅKÉ¨Ð�ÌOÍ±Î�Í × É¨ËZÐ�Ç�ÌOÏ × ÍÊÏ�Î°Í
Ò7É × Ð�ÓGÍyí6Í7ÏÊØ
ÃlÄ x�gh;�c?vDz�@�=?8�ï(�<z�\
z�;uzb�7=?8K]1z�@�:�cb8

Kb(A)
Í7ÏZÅòÓ©ÄåÒIÄSÅ~È7á�É¨ËKÌGÍ�Ä û Ä�Ñ'ÅiÐ:É¨Õ�Ë¸É¨Û/ÜZÍÊÅKÏ

ÓOÍÊÏkÒ7É × Ð�ÓGÍyí6Í7ÏkÎ�Í × É6Î°Õ�ÓOÍÊÏiÐ�ËKÉ]ÜZÍ7ÒÊÅKÌGæ%ÏkÎ�Í>Å û Ð:Í�è�Ñ�ÌâßpÛDÉ¨ËZÑ�È7ÏÊØlÃ·Í7Ï × É�ËKÐ�Ç�ÌGÏ × Í7Ï
ÏKÉ�Ñ�Å¸ÓGÍ7ÏBÒ7ÓOÄ�ÏKÏZÍ7Ï¸ÎbÝÞÇ�É × É�Å~É¨Ð°ÌOÍiÎ�ÍÊÏ × É¨ËZÐ�Ç�ÌGÏ × Í7ÏBÎ�ÍgÒ7É × Ð�ÓGÍyí6Í7ÏÊØ�iÄ�Ñ°Ï¸ÒÊÍÊÅZÅ~Í�ÓOÉ¨á¨ÌGÔ�Õ�ÍiÉ¨Ñ±Ä

Db(A) = K−,b(A)
Ø

6òÐ�ËKäÊÏaÄIÙ¨É¨ÌGË@Î�Èyè�Ñ�ÌbÓOÄ�ÒIÄSÅ~È7á�É¨ËKÌGÍiÎ�È7ËZÌGÙ�È7ÍiÉ¨ÑÆÒ�Ç°Í7ËKÒ�Ç°Í�Î°Í7ÏBÓOÌGÍ7Ñ�Ï3Í7Ñ'Å~ËZÍ
A
à × É/Î�ÍyÅ Db(A)

Ø
� RDQ�Q�R�ÂMU�{�� z�=t;

A
C�:�gh:<:�8�ghC(:�z[81;t�<c1@�=?81:7iFî�^'z�@"A

A Ä \
z_`ö8bA1;MC�:�8·A[z�C�A Ä x�gh;�c?vDz�@�=?8	�7^'81=t:�8`D8
Db(A)

i



� ý ����������� ���"!$#�%'&(&)�"!�&
�����

ú¶Ñ#ÍÊÖDÍÊÅ¸Õ�Ñ × É6Î°Õ�ÓOÍòÎ�ÍkÅ û Ð:Íkè�Ñ�ÌbÐ:Í7Õ6ÅaöÊÅ~ËZÍgËKÍ7Ð°ËKÈ7ÏZÍ7Ñ'Å~È�Ð�Ä�ËBÏKÄ�ËKÈ7ÏZÉ¨ÓOÕ6Å~ÌOÉ�ÑÆÐ�ËKÉSÜZÍÊÒÊÅKÌGÙ¨Í�ë
ì É ×Ú× Í M ÍÊÏZÅ¥Î°Í3Å û ÐDÍóè�Ñ�Ì¦ß�ÌOÓ�Íyí6ÌOÏMÅ~ÍóÕ�Ñ n0

Å~ÍÊÓ/Ô�Õ�Í
An0 −→−→ M

ØcÃlÍóÑ�É û ÄcÕ>Í7ÏMÅ¥Î�ÍóÑ�É¨Õ°Ù�ÍIÄ�Õ
Î�Í3Å û Ð:Í@è�Ñ�Ì/ÒIÄcË A Í7ÏZÅ)Ñ�É/ÍÊÅ~Ç°È7ËKÌGÍ7ÑbØh3iÑ>Ò7É�Ñ�ÅKÌOÑ�Õ�Í@Ä�Ù�Í7Ò<ÓGÍ3Ñ°É û Ä�Õ>ÍyÅ¥Ð�Ä�Ë\ËKÈÊÒ7Õ�ËZËKÍ7Ñ°Ò7Í�ßcÉ¨Õ�Û°ÓOÌ©ÄcÑ�Å
M

É�ÑrÄ�É¨Û6Å~Í7Ñ�Õ±Õ�Ñ#É¨Û/ÜZÍyÅaÎ�Ä�Ñ�Ï
Db(A)

Ø�ÃlÄ�Î�ÈÊè�Ñ°ÌGÅ~ÌGÉ¨Ñ1Î�ÍÊÏ × É/Î�Õ�ÓGÍ7Ï<Ð�ËZÉSÜZÍ7ÒyÅ~Ì�æ%ÏaÄ�ÏKÏZÕ�ËKÍ�Ô�Õ�Í
Ò7ÍyÅ�É¨Û�ÜZÍÊÅ±Ñ�ÍñÎ�È7Ð:Í7Ñ°Î Ð�Ä�Ï#Î�ÍÊÏrÎ°ÌGÖDÈ7ËKÍÊÑ'Å~Ï#Ò�Ç�É¨Ì�ípßaé�ÌOÏZÉ × É¨ËKÐ�Ç°ÌOÏ × Í�Ð�ËZä7ÏÊØ/�RÍÿÐ°ÓOÕ�ÏÊß<Å~É¨Õ°Å
Ç�É × É × É¨ËKÐ�Ç°ÌOÏ × ÍgÍ7Ñ'Å~ËZÍ>Î�ÍÊÕ6í × É/Î�Õ�ÓOÍÊÏòÐ:Í7Õ6ÅiöÊÅKËKÍ�ËKÍ7ÓGÍÊÙ�È�é�ÏKÍÊÏiËKÈÊÏKÉ¨ÓGÕ°Å~ÌGÉ¨Ñ�Ï¸Ð�ËKÉ]ÜZÍ7ÒÊÅKÌGÙ�Í7ÏiÍyÅ
Ò7ÍÊÓ©Ä�Ñ�ÍgÎ�È7Ð:Í7Ñ°Î�Ô�Õ�Í�ÎbÝãÕ°Ñ × É¨ËKÐ°Ç�ÌOÏ × ÍiÇ°É × ÉcÅ~É¨Ð:Íké 0

Ø
5/É¨Õ°Ù¨ÍÊÑ'Å�É¨Ñ Ä�Ð�Ð:Í7ÓGÓOÍ�ÒÊÍñÏZÅ û ÓOÍ�ÎbÝãÄ�ËKá¨Õ × ÍÊÑ�ÅKÏB4YÎ�ÌOÄ�á¨Ë~Ä × Ò�Ç�ÄcÏKÌOÑ°áC4�ß<ÓOÄ�Ò�Ç�Ä�ÏKÏZÍÿÎ�Ä�Ñ�Ï±ÓOÍ7Ï

Î�Ì©Äcá¨Ë~Ä ×Ú× Í7Ï7Ø°Ã·Í�ÓGÍ7ÒyÅ~Í7Õ°ËBÔ/Õ°Ì-ËZÍ7ÒÊÉ¨Ñ�ÏZÅKËKÕ�ÌGË~Ä�ÓOÍÊÏBÎ�ÈÊÅ~Ä�ÌOÓGÏBÒ7É × Ð�ËZÍ7Ñ�Î�ËKÄ�Î�ÍgÔ/Õ°É¨Ì·ÌOÓbÏÊÝêÄcá¨ÌGÅ7Ø
§YÓ û Ä�Õ°Ñ�ÍaÐ�Ä�ËZÅKÌOÒÊÕ�Ó©Ä�ËZÌGÅKÈ@Î�ÍaÒ7ÍÊÏ3Ò7ÄcÅ~ÈÊá¨É¨ËZÌOÍ7Ï Db(A)

ÍÊÅ
Kb(A)

ë¨ÌOÓ�ÑpÝ û ÄgÐ�Ä�ÏçÎ�ÍaÑ�ÉcÅ~ÌOÉ�Ñ�Î�Í
Ñ�É û Ä�ÕÆÎpÝãÕ�Ñ × É¨ËZÐ�Ç�ÌOÏ × ÍcØ�6RÕ1ÓGÌOÍÊÕ�Î�ÍòÒ7Í7ÓOÄ�ÒÊÍ7Ï<Ò7ÄcÅ~ÈÊá¨É¨ËKÌGÍ7Ï3ÏKÉ¨Ñ'Å@ÅKËKÌOÄ�Ñ�á¨Õ�ÓGÈ7ÍÊÏ7Ø r Ñ1ÅKË~Ä�Ì�Å~Í × Í7Ñ'Å
ÄSí6ÌOÉ × ÄcÅKÌOÔ�Õ�Í¥Î�Í¶ÒÊÍÊÅZÅ~ÍóÐ�ËKÉ¨Ð°ËKÌOÈyÅ~È¥ÏZÍóÅKËKÉ¨Õ6Ù¨ÍçÎ�Ä�Ñ�Ï�� � ý°ß � ���¦Ø[�\É¨Õ°Ë-Ñ°É¨Õ�ÏlÌOÓcÏKÕFGåÅ-Î�Í × ÍÊÑ'Å~ÌOÉ�Ñ�Ñ�Í7Ë
Ô�Õ�ÍgÓâÝÞÌ × Ä�á¨Í¸ÎbÝãÕ°Ñ�ÍgÏKÕ�Ì�Å~ÍiÍ�í�ÄcÒÊÅ~ÍgÎ�Í A à × É6Î°Õ�ÓOÍÊÏ<Í7ÏMÅaÕ�ÑÆÅ~ËKÌOÄ�Ñ�á¨ÓGÍRÎ�ÄcÑ�Ï Db(A)

Ø r Ñ1ÅKËKÌ©ÄcÑ�á¨ÓOÍ
ÏKÍ>ÒÊÉ¨Ñ�ÏMÅ~ËKÕ°ÌGÅkéÚÐ�Ä�ËMÅ~ÌOË¸ÎbÝÞÕ�Ñ × É¨ËKÐ°Ç�ÌOÏ × Í φ : (M, dM) −→ (N, dN)

Î�Ä�Ñ�Ï
Db(A)

Ø ì ÝÞÍ7ÏMÅkÕ�Ñ
Å~ËZÌOÐ�ÓGÍ

(C, i, p)
É�ø

C
ÍÊÏZÅ¸ÓOÍkÒÊÉ × Ð°ÓOÍyí6Í

(M [1] ⊕N,

(

−dM 0
φ dN

)

),

Ä�Ð�Ð:Í7ÓGÈ@Ò_E�Ñ�Í�ß
i
Í7ÏMÅ¶ÓOÍ3Ð�ÓOÉ�Ñ�á¨Í × Í7Ñ'Å\Ñ�ÄcÅKÕ�ËKÍÊÓ N −→ C

ÍyÅ
p
ÍÊÏZÅ¶ÓOÄòÐ�ËZÉSÜZÍÊÅKÌOÉ¨Ñ

C −→M [1]
Øh§YÒÊÌâß

ÐDÉ�Õ�ËaÕ�Ñ × É/Î�Õ�ÓGÍiá¨Ë~ÄcÎ�Õ�È M ß�É¨Ñ±Ñ�É�ÅKÍkÐ�Ä�Ë
M [k]

ÓOÍ × É/Î�Õ�ÓOÍRÉ�ø#Ó©Ä>Ò7É × Ð:É¨Ï~ÄcÑ�ÅKÍgÇ�É × É¨á¨ä7Ñ°Í
Í7Ñ±Î�Í7á�ËKÈ

n
Í7ÏZÅ

Mn+k

Ø
D Õ�ÍÊÓOÓGÍ7Ï¶ÏKÉ�Ñ�ÅóÓGÍ7ÏçÄ�Ñ�Ñ°ÍIÄ�Õ6í

A
ÍyÅ
B
Ð:Í7Ë × ÍyÅKÅ~Ä�Ñ'ÅçÎ�Í7ÏóÈ7Ô�Õ�Ì�Ù�ÄcÓOÍ7Ñ°Ò7Í7ÏçÎ�ÍÊÏçÒIÄcÅKÈ7á¨É¨ËZÌOÍÊÏ Db(A)ÍÊÅ

Db(B) �ì ÍyÅKÅKÍ�Ô�Õ�ÍÊÏZÅKÌOÉ¨Ñ Ä ÈyÅ~ÈñËKÈÊÏKÉ¨ÓGÕ Ð�Ä�ËÆÓ©Ä	Å~Ç°ä7ÏKÍ�Î�Í���Í7ËZÍ × û ÷aÌOÒ�õSÄ�ËZÎ Í7Ñ � ������ÄIÙ¨ÍÊÒÿÕ�Ñ°Í
ÏKÌ × Ð�ÓGÌGæ%Ò7ÄcÅ~ÌGÉ¨Ñ�ÍyÅòá�È7Ñ�ÈÊË~Ä�ÓGÌOÏ~ÄSÅ~ÌOÉ�Ñ1Ð�Ä�Ë/ý@ÍÊËKÑ�Ç�Ä�ËKÎE7kÍ7ÓOÓGÍ7ËÊØ
IKJML�N7O�PDQSR�ÂoU��|Ý3F�ndô�àFòFO�êÕR�pHGÚRDûdû�R�O�å�� z�=?81:<;

A
81;
B

`D81Ch�)gh:<:�8�ghC���i
I�JLKNM W 8bA9�7@"zb�7@1=?c1;�cbAeA1CD=t÷�gh:<;u8bA�A[z�:<;/c�Å_CD=t÷�gh^'81:<;u8bAPO

Q Db(A) ' Db(B)
81:�;³gh:<;·Å_C<8�x�gh;uc?vDz�@�=?8bAZ;>@�=>gh:DvhC�^'cb8bA_i

Q =t^=Rag
C�:Szh]dÈ²81;
T
`�gh:FA

Kb(A)
gh÷h8bxZ^'8bAy�7@"zb�7@�=?c1;ucbA

J i
HomKb(A)(T, T [i]) = 0

�<z�C�@Z;�z�C�;
i 6= 0

i
K i
EndKb(A)(T ) ' B

81: ;?gh:<;·Å_C Y gh:<:�8�ghC���i
S i W ge�7^ C�Af�<81;d=t;�8�A[z�C�A Ä x�gh;�c?vDz�@1=?8�;>@1=>gh:DvhCD^'c�81;Ê�7^'81=t:�8�`D8 Kb(A)

xbz�:<;�81:7gh:<;
T81;�;�z�C�A�xb8bAeÉHgDx1;�81CD@bA)`h=t@"8bx1;�A)`D8bA
A[z�\�\
8bA�`h=t@b8bx1;�8bAe¡�:<=?8bA�`D8

T
xbz�:<;d=?81:<;

ghC�AbA1=
A
i

T
8bA1;ygh^'z�@"AZCD:ÆÒ7É × Ð�ÓGÍyí6ÍkÛ�Ä�ÏZÒ7Õ�ÓOÄ�Ñ'ÅIØ

I�J S ¢.T M � z�=?81:<;
A

81;
B

`D8bA
R Ä gh^�vDí_]_@"8bA9�<z�C�@�CD:�gh:<:�8�ghC xbz�\�\�C�;?gh;>= É

R
i � =

A
8bA1;M�7@"zuÈ²8bx1;d= É

81:�;?gh:<;fÅ_CV8
R Ä \
z_`hC�^'8�81;çA1= Db(A) ' Db(B) ¢ gh^'z�@bAe=t^Ò8w��='A1;�8�CD:�xbz�\��7^'8w��8

X
`�gh:FA

Db(A⊗R B
op)

;�81^oÅ_CV8
X ⊗B − : Db(B) −→ Db(A)

8bA1;9CD:�8
c�Å_CD=t÷�gh^'81:�xb8�`D8
x�gh;�c?vDz�@�=?8bA_iVU²x1= ¢ X ⊗B B
8bA1;9CD: xbz�\��7^'8w��8�]bg�A[x1CD^�gh:<;/`�gh:FA

Kb(A)
gh÷h8bx�gh:<:�8�ghC�` Y 81:7`Dz�\
z�@³�<�D='A1\
8bA

B
i

X
8bA1;·gh^'z�@"AZC�:ÆÒÊÉ × Ð�ÓOÍ�í°ÍkÛ�Ä�ÏKÒÊÕ�Ó©Ä�Ñ'Å¸Û�ÌGÓ©ÄcÅKä7ËKÍcØ
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Ã·ÍÊÏ<Î�È × É¨Ñ�ÏMÅ~ËKÄcÅ~ÌGÉ¨Ñ�Ï@Î°Í7Ï<Å~Ç°È7É¨ËZä × Í7Ï<Î�Í�ð±É¨ËKÌ�Å�Ä°ß�Î�Íg÷aÌOÒ�õSÄ�ËZÎ1É¨ÕÆÎ�ÍW7kÍÊÓOÓOÍÊË3Ñ°ÍkÏKÉ¨Ñ'ÅBÐ�ÄcÏ
æ5Ä�Ò7ÌGÓOÍÊÏ7Ø<�-É¨Õ�Ë¸ÓOÍ7ÏBÅKÇ�È7É¨ËZä × Í7Ï¸Î�Í�÷¸ÌGÒ�õSÄ�ËKÎ±ÍÊÅ¸Î�ÍX7kÍ7ÓOÓGÍ7Ë<ÓGÍgÓOÍ7ÒyÅ~ÍÊÕ�ËaÐDÍÊÕ°ÅRÒÊÉ¨Ñ�ÏZÕ�ÓGÅKÍ7ËaÓOÍÊÏ¸Ñ°É�Å~ÍÊÏ� ù �âØ 5/Ì

T
ÑbÝãÄ¸Ô�ÕbÝÞÕ�Ñ�ÍóÏKÍÊÕ�ÓOÍçÒÊÉ × Ð:É¨ÏKÄ�Ñ'Å~ÍçÇ�É × É¨á¨äÊÑ�Í¶Ñ�É¨Ñ�Ñ�Õ�ÓOÓGÍ�ß�Ä�ÓGÉ¨ËKÏ T Í7ÏMÅ)Õ�Ñ�Ð�ËZÉ¨á¨È7Ñ°È7Ë~ÄSÅ~Í7Õ°ËÍÊÅrÓOÍñÒIÄcÏrÏZÍÿËZÈ7Î�Õ�Ì�ÅrÄ�Õ�ÅKÇ�È7É�ËKä × ÍñÎ�ÍSðrÉ¨ËKÌ�Å�Ä°Ø956Ì

T
Í7ÏMÅ�ÌGÏKÉ × É¨ËKÐ°Ç�Íñé Õ°Ñ × É6Î�Õ°ÓOÍÕË5É�Õ

Ð�ÓOÕ6Å"E�ÅçÓ¦ÝãÌ × Ä�á�Í<Î�ÕÚÐ�ÓOÉ¨Ñ°á¨Í × Í7Ñ'ÅóÎbÝÞÕ�Ñ × É/Î�Õ�ÓOÍcß Ì¥ÄcÓOÉ¨ËZÏ¶ÓOÍ7Ï¶æ5Ä�ÒyÅ~ÍÊÕ�ËKÏçÎ�ÌGËKÍ7ÒyÅ~ÏóÎ�Í T Ï7ÝãÄ�Ð�Ð:Í7ÓGÓOÍÊÑ�Å
\
z_`hC�^'8bA�]bg�A[x1C�^�gh:<;tAyØ ì ÍÊÅZÅ~Í�ÌOÑ�ÒÊÉ¨Ç�ÈÊËKÍ7Ñ°Ò7Í�ÄÚÎ°Í7ÏaË~Ä�ÌGÏKÉ¨Ñ°ÏBÇ�ÌOÏMÅ~É¨ËZÌOÔ�Õ�Í7ÏÊØ

Y +-,/. 0g½)¾�À�¾ ,/. ¿ ,[Z ÂÊÁy¸k½¥¿
�-É¨Õ�Ë¸ÌOÓGÓOÕ�ÏMÅ~ËKÍÊËaÓ©Ä>æ%É¨ËKÒÊÍ^Î�ÕrÒ7É¨Ñ°Ò7Í7Ð6ÅkÎ�Í�ÒIÄcÅKÈ7á¨É¨ËZÌOÍ�Î�È7ËZÌGÙ�È7ÍaÜZÍgÙcÄ�ÌOÏ¸Î�ÌGÏKÒ7Õ6Å~Í7Ë¸Ó©ÄåÔ�Õ�Í7ÏMÅ~ÌGÉ¨Ñ

ÏKÕ�Ì�ÙcÄ�Ñ'Å~Í�Øm56Õ�Ð°ÐDÉ¨ÏZÉ¨Ñ�Ï�Ô/ÕpÝãÌGÓ û Ä�Õ°Ñ�Í�ÈÊÔ/Õ°ÌGÙcÄ�ÓOÍÊÑ�Ò7ÍÚÍ7Ñ'ÅKËKÍ�Î°Í7Õ6í³ÒIÄcÅKÈ7á¨É�ËKÌOÍÊÏ�Î°È7ËKÌ�Ù¨ÈÊÍ7Ï7ß\É¨Õ³Î°Í
× É/Î�Õ�ÓGÍ7ÏÊØ�ú¶ÏZÅZà Í7ÓGÓOÍkÕ�Ñ�ÌGÔ�Õ�Í � ú¥Å¸ÏKÌGÑ�É¨Ñbß�ÒÊÉ × Û�ÌGÍ7Ñ±ÄSàâÅZàYÉ�Ñ �
\yÿ�� ]^!$�.!='*�&��)?�:!$+

�RÄ�Ñ�ÏgÓOÍ�Ò7Ä�ÏgÒ7Ó©ÄcÏKÏKÌGÔ�Õ�Íö6^ØM¤�Ë�¥¨Ç°ÓOÌOÒ�Ç�Ä±ÌGÑ�ÅKËKÉ/Î�Õ�Ì�ÅiÕ�Ñ�É¨Û/ÜZÍyÅIß·ÓOÍ�á�ËKÉ¨Õ�Ð:ÍåÎ�Í(�¶ÌOÒIÄcËKÎñÎbÝÞÕ�Ñ
Ä�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ�Ñ�É6ÍyÅ~Ç�ÈÊËKÌGÍ7ÑbØÊ§YÓçÄÆÈÊÅKÈåÌOÑ�ÏZÐ�ÌOËZÈ�ÎbÝãÕ°Ñ�ÍåÌOÎ�ÈÊÍ�Í7Ñ�ÒÊÉ¨ËKÍÚÐ�ÓOÕ°ÏgÄ�Ñ�Ò7ÌGÍ7Ñ�Ñ°ÍÚÍÊÑÿá�È7É × ÈÊÅKËKÌOÍ>Ä�Ó�à
á¨È7Û°ËKÌOÔ�Õ�ÍcØ<��ÍiÑ°ÍRÙcÄ�ÌOÏóÐ�Ä�Ï<ÍÊÑ'Å~ËKÍÊË<Î�Ä�Ñ°Ï<Ò7ÍÊÏ<Î�ÈÊÅ~Ä�ÌOÓGÏ7ß × ÄcÌOÏçÌOÓ:Í7ÏMÅBÑ�ÈIÄcÑ × É�ÌOÑ�ÏçÅ~ËZä7Ï<ÌGÑ�ÅKÈ7ËZÍ7ÏKÏKÄ�Ñ'Å
Î�ÍgÒ7É¨Ñ°Ñ�ÄcþOÅKËKÍkÎ�ÍgÓ¦ÝãÍ�í°ÌGÏZÅKÍ7Ñ�ÒÊÍ�Î�ÍgÒÊÍ7ÏaÓOÌGÍ7Ñ�ÏÊØ
j L�kmlon�p�n�N7lqTVTóÝ`_ÊOba7JÒû>ndô�J â�{Fäuå 56É¨Ì�Å

A
Õ�Ñ³Ä�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ³Ñ°É6ÍyÅ~Ç�ÈÊËKÌOÍÊÑbØ-Ã·Í7Ï>ÄcÕ°Å~Écà È7Ô�Õ�Ì�Ù�ÄcÓOÍ7Ñ°Ò7Í7Ï

Î�Í
A−mod

æ%É¨Ë × ÍÊÑ�ÅòÕ�Ñrá¨ËKÉ¨Õ°ÐDÍ�ÐDÉ�Õ�ËòÓOÄÚÒÊÉ × ÐDÉ¨ÏZÌGÅKÌOÉ¨Ñbß°ÓOÍgá¨ËKÉ�Õ�ÐDÍ�Î�ÍK�çÌGÒIÄ�ËZÎrÎ°Í A ß:Ñ°É�Å~ÈÐ�Ä�Ë
Pic � (A)

ØV56É¨Ì�Å
A
Õ�Ñ�Í

R
àYÄ�ÓOá¨äÊÛ�ËKÍRÐDÉ¨Õ°Ë<Õ�ÑrÄ�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ#Ò7É ×Ú× Õ°Å~ÄcÅ~Ì�æ R ß�Ä�ÓOÉ�ËKÏ PicR(A)

Í7ÏMÅ
ÓOÍaÏKÉ�Õ�ÏMà á¨ËKÉ¨Õ°ÐDÍ¸Î�Í7Ï@Ä�Õ°ÅKÉcàYÈÊÔ/Õ°ÌGÙcÄ�ÓOÍÊÑ�Ò7ÍÊÏ3Î°Í

Pic � (A)
æ%É¨Ë × ÈBÎ�ÍÊÏ<Ä�Õ°ÅKÉcàYÈÊÔ�Õ�ÌGÙcÄ�ÓGÍ7Ñ�ÒÊÍ7ÏóÔ/Õ°Ì:ÏZÉ¨Ñ'Å

R
àYÓGÌOÑ�È7Ä�ÌOËZÍ7Ï7Ø
§YÓ6Í7ÏMÅ¶Ò7ÓOÄ�ÌOË\Ô/Õ°Í<Ò7ÍBá¨ËZÉ¨Õ�Ð:Í<Ð�Ä�ËKÄ × ÈÊÅ~ËZÍ@ÓGÍ7Ï¥ÈÊÔ/Õ°ÌGÙcÄ�ÓOÍÊÑ�Ò7ÍÊÏ¥Ð:É¨ÏKÏZÌOÛ�ÓGÍ7Ï¥ÓGÉ¨ËKÏZÔ/ÕpÝãÌGÓ û Í7ÑÚÄ°ßcÍ7Ñ'Å~ËZÍ

A
à × É/ÎÆÍÊÅ B à × É/ÎbØ�òÍ�ÓOÄ × ö × Í × Ä�Ñ°ÌOä7ËZÍkÉ¨Ñ�Î°ÈÊè�Ñ�Ì�Å¸ÓOÍ�á¨ËKÉ¨Õ°ÐDÍgÎ�Í��¶ÌOÒIÄcËKÎ�ÎpÝãÕ�Ñ°Í�Ò7ÄcÅ~ÈÊá¨É¨ËKÌGÍgÎ�È7ËZÌGÙ¨ÈÊÍ�Ø �\É¨Õ°Ë

ÄIÙ¨É¨ÌGË±Î°Í7Ï�Ð°ËKÉ¨Ð�ËZÌOÈyÅ~È7Ï#ËKÄ�ÌOÏZÉ¨Ñ�Ñ�Ä�Û°ÓOÍ7ÏÊßBÌOÓRæ5ÄcÕ°Å±ÏKÕ�Ð�Ð:É¨ÏZÍ7Ë�ÓGÍ7Ï#Ç û ÐDÉ�ÅKÇ�ä7ÏZÍ7Ï�Î°Õ Å~Ç°È7É¨ËZä × Í�Î°Í
÷¸ÌGÒ�õSÄ�ËKÎÆÍyÅ	7kÍ7ÓOÓGÍ7ËÊØ6ú¶Ñ#Ð�ÓGÕ�Ï7ß6ÌOÓ:ÑbÝãÍÊÏZÅaÐ�ÄcÏ<Î�È × É¨Ñ'Å~ËZÈiÔ�Õ�ÍiÅ~É�Õ°Å~ÍiÈÊÔ�Õ�ÌGÙcÄ�ÓGÍ7Ñ�ÒÊÍiÎ�Í7ÏBÒ7ÄcÅ~ÈÊá¨É¨ËZÌOÍ7Ï
Î�È7ËZÌGÙ�È7Í7ÏòÍ7ÏMÅiÎ�Í�Ó©Ä�æ%É¨Ë × ÍkÎ�ÈÊÒ7ËKÌ�Å~Í�Î�Ä�Ñ�Ï¸ÓOÍkÅKÇ�È7É¨ËZä × Í�Ø ì Í7ÓOÄ�ÍÊÏZÅ¸Ù6ËKÄ�ÌlÐDÉ�Õ�ËaÓOÍ7Ï¸È7Ô�Õ�Ì�ÙcÄ�ÓOÍÊÑ�Ò7ÍÊÏ
Î�Í
ðrÉ¨ËKÌ�Å�Ä°ßpÒ�Ø�àXé°Ø�àYÎbØpÓOÍ7ÏgÈÊÔ/Õ°ÌGÙcÄ�ÓOÍÊÑ�Ò7ÍÊÏ�ÍÊÑ'Å~ËKÍÚÎ�ÍÊÕ6í�ÒIÄcÅKÈ7á¨É�ËKÌOÍÊÏgÎ�Í × É/Î�Õ�ÓGÍ7Ï7ØbðòÈIÄcÑ × É�ÌOÑ�ÏÊßbÌOÓ
Í7ÏMÅRÒÊÉ¨ÑSÜZÍ7ÒyÅ~Õ�ËZÈgÔ/Õ°Í�ÒcÝãÍÊÏZÅ¸ÓOÍkÒ7Ä�ÏRÄcÕ�ÏKÏZÌ·ÐDÉ¨Õ°ËBÓOÍ7ÏaÈÊÔ/Õ°ÌGÙcÄ�ÓOÍÊÑ�Ò7ÍÊÏaÎ�Í7ÏaÒIÄSÅ~È7á�É¨ËKÌGÍ7ÏaÎ�È7ËZÌGÙ�È7Í7ÏÊØ
j L�kmlon�p�n�N7lqTD{ Ý�FaN7ìdc4ìon>R�O@egf�n>Q�QSR�O�QSò<lolÙâ>TFØDä�å 56É¨Ì�Å

A
Õ°Ñ�Í

R
àXÄcÓOá¨äÊÛ�ËKÍòÐDÉ¨Õ°Ë@Õ�Ñ#Ä�Ñ/à

Ñ�ÍIÄcÕ�Ò7É ×Ú× Õ°Å~ÄcÅ~Ì�æ R Ô�Õ�Ì)ÍÊÏZÅkÐ�ËZÉSÜZÍ7ÒyÅ~Ì�Ù¨Í�Í7Ñ�Å~Ä�Ñ'ÅiÔ�Õ�Í
R
à × É/Î�Õ�ÓGÍ�Ø+Ã¶ÝÞÍ7Ñ�ÏZÍ × Û�ÓGÍ>Î�ÍÊÏkÒ7Ó©ÄcÏKÏKÍÊÏ

ÎbÝÞÌOÏKÉ × É¨ËZÐ�Ç�ÌGÏ × Í7ÏiÎ�ÍåÒÊÉ × Ð°ÓOÍyí6ÍÊÏkÛ�ÌOÓOÄcÅ~äÊËKÍ7ÏRÎ�Í A à × É/Î�Õ�ÓOÍÊÏMà A æ%É¨Ë × ÍÊÑ'ÅgÕ�Ññá¨ËKÉ¨Õ°ÐDÍ�Ð:É¨Õ�ËkÓGÍ
Ð�ËKÉ/Î�Õ�Ì�ÅBÅ~ÍÊÑ�ÏKÉ¨ËZÌOÍÊÓbÎ�È7ËZÌGÙ�È^é�á'Ä�Õ°Ò�Ç�Í 1 Ø ì Ígá¨ËZÉ¨Õ�Ð:Í�ÍÊÏZÅ¸Ñ�É�ÅKÈkÐ�Ä�Ë TrP icR(A)

Ø
Ã·ÍÊÏ¸ËZÍ × Ä�ËKÔ�Õ�ÍÊÏaÐ�ËKÈÊÒ7È7Î°Í7Ñ'Å~ÍÊÏiÐ�ËKÉ�Õ°Ù¨ÍÊÑ�ÅòÔ�Õ�Í

PicR(A) ≤ TrP icR(A) .� RDQ�Q�R Æ4U>Tq� z�=t;
A

C�:�8
R Ä gh^�vDí_]_@b8_iU1^:RKg�C�:ö�<z�\
z�\
z�@��<�D='A1\
8y`D8fvh@"z�C[�<8bA

φ : AutR(A) −→ PicR(A) ¢ ^'8/:�zhRhghC ker(φ)
c1;?gh:<;

É²z�@�\
cK`D8bA�ghC�;�z�\
z�@³�<�D='A1\
8bA�=t:<;�c1@�=?81C�@"A_i
1 ikj3lmlnj	obprq	s�thurlwvxlnj�s<yhzbp|{}tbjx~Lj3t�l&�3ln�wjxv3��prlwv3j1s3���(tbz�s����6~hu�j3��j6�h���ns3tbu|��z}l �hp�u���lw�3�wj6~L��th�(tbz���zbzbj`��t

A
s���zh�np|o�v��nvVp|s3p�~Cj�t�lklw��t�����tb�<�k�3ln�wjd�wj3~b�wv��nj3z}lwvd~h���ktbz�s����6~hu�j3��j o���z�l�u�j`�=s����x~L���w��z}lnj`��yh���x�����3zbj`���n��z}lo�j`�$�x��o�tbu|j��${}tbp9�n��z}l$~b�w����j�s�lnp����=j3z�lw��z}l${}tbj

A � �x��o�tbu|j��=j3l�~b�w����j�s�lnp����=j3z�lw��z}l${}tbj(�x��o�tbu|j�� � A �
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�����

Ã¶ÝÞÌ × Ä�á¨Í�ÎbÝÞÕ�Ñ�Ä�Õ6Å~É × É¨ËKÐ°Ç�ÌOÏ × Í�ÍÊÏZÅ>ÓGÍ�Û°Ì × É6Î�Õ°ÓOÍ
φA1

É�ø
a ∈ A

É¨Ð:ä7ËZÍ1érá¨Ä�Õ�Ò�Ç�ÍÚÙ6ÌOÄ
× Õ�Ó�Å~ÌOÐ°ÓOÌOÒ7ÄcÅ~ÌGÉ¨Ñ�Ä�Ù�Í7Ò φ(a)

ÍyÅ¸éÚÎ°ËKÉ¨Ì�Å~ÍRÙ/Ì©Ä × Õ°ÓGÅ~ÌGÐ�ÓOÌGÒIÄcÅKÌOÉ¨ÑpØ�ÃlÍgËZÍ7ÏZÅKÍgÑbÝãÍÊÏZÅòÐ�Ä�ÏaÎ�Ì�G�ÒÊÌOÓGÍ�Ø
ì Í�ÓOÍ ×�× ÍkÍ7ÏMÅiÓOÍgÐ:É¨ÌOÑ'Å¸Ò7ËZÕ�Ò7ÌOÄ�ÓlÎ�Í^ÓOÄÚÐ°ÓOÕ�Ð�ÄcËZÅ¸Î�Í7ÏRÄ�Ð�Ð�ÓGÌOÒ7ÄcÅ~ÌGÉ¨Ñ�ÏBÎ�Õrá¨ËKÉ¨Õ°ÐDÍ�Î�Í��¶ÌGÒIÄ�ËZÎ

ÒIÄ�ËaÌGÓbËKÍÊÑ�Î±æ%É�Ñ�ÒÊÅKÉ¨ËKÌGÍ7ÓbÓGÍiá¨ËKÉ�Õ�ÐDÍgÎbÝãÄ�Õ°ÅKÉ × É¨ËKÐ�Ç°ÌOÏ × Í7Ï@ÎbÝãÕ°Ñ�Ä�Ñ°Ñ�ÍIÄ�ÕpØ
ú¶Ñ±Ð�ÓOÕ°Ï7ß�ÌGÓbÍ7ÏMÅòÒÊÓ©Ä�ÌGË<Ô�Õ�Í

φ
ÏKÍgÐ�ËKÉ�ÓOÉ¨Ñ�á�Ígé

TrP icR(A)
Î�äÊÏòÔ�Õ�ÍgÒ7ÍgÎ�ÍÊËKÑ�ÌGÍ7ËaÍ7ÏMÅ¸Î�ÈÊè�Ñ°ÌâØ

AutR(A) −→ PicR(A)
‖ ↓

AutR(A) −→ TrP icR(A)

Í7ÏMÅRÕ�Ñ±Î�ÌOÄ�á¨Ë~Ä ×�× ÍòÒÊÉ ×Ú× Õ°Å�ÄSÅ~ÌGæXØ
�-É¨Õ�Ë

PicR(A)
É¨Ñ�ÏKÉ¨Õ�Ç�ÄcþOÅKÍ1ÏKÍÆÎ�ÈÊÛ�Ä�ËKÄ�ÏKÏZÍ7ËåÎ�ÍÆÓ©ÄrÎ�È7Ð:Í7Ñ�Î�Ä�Ñ�Ò7Í#Î�ÍÆÓ¦ÝêÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕ

R
ÍyÅåÉ¨Ñ

Ù¨ÍÊÕ°ÅiÄIÙ�É¨ÌOËBÕ�Ñ±É¨Û/ÜZÍyÅ¸Ô/Õ°Ì·Ñ�ÍgÎ�È7Ð:Í7Ñ�ÎrÔ�Õ�ÍgÎ�Í
A
Ø

j L�kmlon�p�n�N7lqTD� Ã·Íaxb81:<;d@"8@ÎbÝãÕ°Ñ�Ä�Ñ°Ñ�ÍIÄ�Õ
A
Í7ÏMÅòÓ¦ÝãÍÊÑ�ÏKÍ × Û�ÓGÍ

Z(A) := {a ∈ A| ∀b ∈ A : ba = ab}
3iÑ#Ñ�É�ÅKÍ

Picent(A) := PicZ(A)(A)
ÓOÍká¨ËZÉ¨Õ�Ð:Í��çÌGÒ7ÍÊÑ�Å7ß�Ð�ËKÉ�Ñ�É¨Ñ�ÒÊÈW4��¶ÌOÔ�Õ�ÍkÏKÍÊÑ'Å�4�Î�Í

A
Ø

�-É¨Õ�Ë\Ó©ÄBÅ~Ç�ÈÊÉ¨ËKÌGÍ@Î�Õ>á�ËKÉ¨Õ�Ð:ÍóÎ�Íy�¶ÌOÒ7Ä�ËKÎ^É¨ËKÎ�ÌGÑ�Ä�ÌGËKÍçÉ¨Ñ^ÏÊÝãÌGÑ'Å~È7ËZÍ7ÏZÏKÍBÏKÕ°ËZÅ~É�Õ°Å¶é
Picent

Øh�iÄcÑ�Ï
ÓOÍ�Ò7Ä�ÏkÎbÝÞÕ�Ñ³ÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕÿÒÊÉ ×�× Õ°Å�ÄcÅKÌGæXß+Ò7Íåá¨ËZÉ¨Õ�Ð:Í�ÏKÍåËKÈÊÎ�Õ�Ì�ÅgéÆÓâÝÞÉ¨Û/ÜZÍÊÅgÎ°ÈÊè�Ñ�Ì¶Î°ÌGÖDÈ7ËKÍ ×�× Í7Ñ'ÅkÍÊÑ
á¨È7É × ÈyÅ~ËKÌGÍgÄ�ÓOá�È7Û�ËZÌOÔ�Õ�Í�Ø
IKJML�N7O�PDQSR�ÆÊU�{|Ý�_MOba7Joûdn>ô�J~â�{FäuåS� z�=t;

A
C�:�8

R Ä gh^�vDí_]_@b8 ¢ gh^'z�@"AÚ=t^�8w��='A1;u8)CD:õ�<z�\
z�\
z�@ Ä�<�D='A1\
8
PicR(A)

ζ−→ AutR(Z(A))gh÷h8bx�:�zhR�ghC
Picent(A)

i
ì É ×�× Í�ßDÍ7Ññá¨È7Ñ°È7Ë~ÄcÓâßbÕ�Ñ°ÍåÄ�ÓOá¨äÊÛ�ËKÍ�ÑpÝãÍÊÏZÅ�Ð�Ä�ÏkÕ�Ñ × É6Î°Õ�ÓOÍ>Ð°ËKÉSÜZÍÊÒÊÅ~Ì�æóÏKÕ�ËgÏKÉ�Ñ�ÒÊÍ7Ñ'Å~ËZÍ�ßlÓ©Ä

Î�ÈÊè�Ñ�ÌGÅKÌOÉ¨ÑÚÎ�Í
TrP icent

ÑbÝÞÍ7ÏZÅ3Ð�Ä�ÏóÈÊÙ/ÌGÎ�Í7Ñ'ÅIØ/ð¸É¨Õ�Ï3Ä�Ù�É¨Ñ�Ï3Ò�Ç�É¨ÌOÏZÌ�ÓâÝãÄ�Ñ�Ä�ÓGÉ¨á¨Õ�ÍBÎ°Í¸ÒÊÍ¸ÅKÇ�È7É�ËKä × Í
ÐDÉ�Õ�Ë

TrP ic
ÒÊÉ ×�× ÍRÎ°ÈÊè�Ñ�Ì�Å~ÌGÉ¨Ñ�Î�Í TrP icent ÍÊÑ1Å�Ä�Ñ'ÅBÔ�Õ�ÍkÑ�É û Ä�Õ#Î�ÍiÓâÝãÄ�Ð�Ð°ÓOÌOÒ7ÄcÅ~ÌGÉ¨ÑåÎ�ÈÊè�Ñ�ÌOÍÎ�Ä�Ñ�ÏaÒÊÍ�ÅKÇ�È7É¨ËZä × Í�Ø

IKJML�N7O�PDQSR�ÆÊU��|Ý3FaN7ìVc4ìon�RDO@e(f�n>Q�QSR�O�QSò<lolqâ�TFØDäuåS� z�=t;
A

C�:�8
R Ä gh^�vDí_]_@"8�A1CD@�CD:-gh: Ä:�8�ghC~xbz�\�\�CD;³gh;>= É

R
81;�A1C[���<z[A[z�:FA�Å_C<8

A
8bA1;9�7@bzuÈ²8bx1;>= É�81:s;?gh:<;�Å_C<8

R Ä \
z_`hC�^'8_i9î�^'z�@"A ¢^ Y g1���7^ =?x�gh;d=?z�:
ζ
A Y c1;�81:7` ï

TrP ic(A)
iB�f^ C�A��7@"cbx1='A[c1\
81:<;�O&U�^�R g CD:�8ag1���7^ =?x�gh;d=?z�:

Trζ :
TrP icR(A) −→ AutR(Z(A))

;u81^t^'8KÅ_C<8�^'8�`h=>g[vh@wgh\�\
8

PicR(A)
ζ−→ AutR(Z(A))

↓ ‖
TrP icR(A)

Trζ−→ AutR(Z(A))

8bA1;/xbz�\�\�CD;?gh;d= ÉHi
j L�kmlon�p�n�N7lqT�Â â�TFØ�ä 56É¨Ì�Å

A
Õ�Ñ�Í

R
àYÄ�ÓOá�ä7Û�ËZÍòÏZÕ�Ë<Õ�ÑÆÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕÆÒ7É ×Ú× Õ°Å~ÄcÅ~Ì�æ R ÍÊÅ@ÏKÕ�Ð�Ð:É¨ÏZÉ¨Ñ�Ï

Ô�Õ�Í
A
ÍÊÏZÅ¸Ð�ËKÉ]ÜZÍ7ÒÊÅKÌGæ\Í7Ñ#Å�Ä�Ñ'Å¸Ô�Õ�Í

R
à × É/Î�Õ�ÓOÍcØ<3iÑ#Î�ÈÊè�Ñ�ÌGÅ TrP icent(A) := ker(Trζ)

Ø
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ì ÍyÅKÅKÍ¸Î°ÈÊè�Ñ�Ì�Å~ÌGÉ¨Ñ × ÄcËKÒ�Ç�ÍaÄ�ÏZÏKÍH�òÛ�ÌGÍ7ÑbØ�3kÑåÏÊÝãÉ/Ò7ÒÊÕ�ÐDÍ¸ékÐ�Ä�ËMÅ~ÌGË¥Î�Í × Ä�ÌOÑ'Å~ÍÊÑ�Ä�Ñ'ÅçÎ�ÍÊÏóÉ�ËKÎ�ËZÍ7Ï7Ø
�-É¨Õ�Ë�Õ�Ñ�ÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕ Î°Í)�RÍ7Î�ÍÊõ�ÌOÑ�Î

R
É¨Ñ�ÐDÍÊÕ°ÅåÒ7É¨Ñ°ÏZÅ~ËZÕ�ÌOËZÍ1Õ�Ñ°Í ^'z[x�gh^ ='A_gh;d=?z�:�Ø ì ÍÊÅZÅ~Í#Ò7É¨Ñ/à

ÏZÅKËKÕ�ÒyÅ~ÌOÉ�Ñ	Í7ÏMÅ�Ä�Ñ�ÄcÓOÉ¨á¨Õ°Í�é±Ó©Ä#Ò7É¨Ñ°ÏZÅ~ËZÕ�ÒÊÅKÌOÉ¨Ñ³Î�Í7Ï�Ñ�É × Û�ËZÍ7Ï�Ë~ÄcÅKÌOÉ¨Ñ�Ñ°Í7ÓOÏ�é±Ð�Ä�ËZÅKÌOË�Î�Í7Ï�Í7Ñ'Å~ÌGÍ7ËZÏ
ËKÍÊÓ©ÄcÅKÌGæ%Ï7Ø

��ÍRË~Ä�Ð�Ð:Í7ÓGÓOÍòÓ©Ä�Î°ÈÊè�Ñ�Ì�Å~ÌGÉ¨ÑbØF56É¨ÌGÅ
R
Õ�Ñ#Ä�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ#Ò7É ×�× Õ6Å�ÄcÅKÌGæbÍyÅaÏKÉ¨Ì�Å ℘ Õ�ÑÆÌOÎ�È7Ä�Ó:Ð�ËKÍ × ÌGÍ7Ë7Ø56Õ�ËaÓâÝÞÍ7Ñ°ÏKÍ × Û�ÓOÍkÎ�ÍÊÏòÒÊÉ¨Õ�Ð�ÓGÍ7Ï (r, p) ∈ R × (R \ ℘)

É¨Ñ#Î�Èyè�Ñ�Ì�ÅòÓOÄ>ËKÍÊÓ©ÄcÅKÌOÉ¨ÑÆÎbÝÞÈ7Ô�Õ�Ì�ÙcÄ�ÓOÍÊÑ�Ò7Í

(r, p) ∼ (s, q) ⇐⇒ ∃t ∈ R \ ℘ : tqr = tps

ý@ÌOÍÊÑ�Ï`��ËÊß¥ÓâÝÞÈ7ÓGÈ × Í7Ñ'Å t ÐDÍÊÕ°ÅÚöÊÅ~ËZÍÆÑ�È7á�ÓOÌOá�È�Î�Ä�Ñ°ÏÚÓGÍ1ÒIÄcÏÚÎpÝãÕ�Ñ Ä�Ñ°Ñ�ÍIÄ�Õ�Î�ÍÚ�RÍÊÎ�Í7õ�ÌGÑ�Îbß × Ä�ÌOÏ
Î�Ä�Ñ�Ï±Õ�Ñ�Ò7É¨Ñ'ÅKÍyí/Å~ÍÿÐ�ÓOÕ�ÏÆá�È7Ñ�ÈÊË~Ä�Ó¦ßBÒ7ÍÊÅ±ÈÊÓOÈ × Í7Ñ'Å±Í7ÏMÅ�Ñ°È7Ò7ÍÊÏKÏKÄ�ÌOËZÍÿÐ:É¨Õ�Ë#ÄIÙ¨É�ÌOË#Õ�Ñ�ÍñËKÍÊÓ©ÄcÅKÌOÉ¨Ñ
ÎbÝÞÈ7Ô�Õ�ÌGÙcÄ�ÓGÍ7Ñ�ÒÊÍ�Ø�Ã¶ÝÞÍ7Ñ�ÏZÍ × Û�ÓGÍBÎ�Í7Ï¶ÒÊÓ©Ä�ÏZÏKÍÊÏóÎpÝãÈÊÔ/Õ°ÌGÙcÄ�ÓOÍÊÑ�Ò7ÍÊÏçÍ7ÏZÅçÕ°Ñ�ÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕÚÑ°É�Å~È R℘

Ø�56É¨Ì�Å
R
Õ�Ñ

Ä�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ±Î�Í��RÍ7Î�ÍÊõ�ÌOÑ�ÎbØ+Ã¶ÝÞÍ7Ñ�ÏZÍ × Û°ÓOÍgÎ�Í7ÏaÒÊÓ©Ä�ÏZÏKÍ7Ï¸ÎbÝÞÈ7Ô�Õ�Ì�Ù�ÄcÓOÍ7Ñ°Ò7ÍkÍ7ÏMÅ¸Î�ÍgÑ�É¨Õ°Ù�ÍIÄ�ÕrÕ�Ñ±Ä�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ
Î�Í(�RÍ7Î°Í7õ�ÌOÑ�Îpß·Ñ�É�Å~È

R℘

ßbÔ�Õ�Ì¥ÒÊÉ¨Ñ'Å~ÌOÍÊÑ'Å
R
ßbÔ�Õ�Ì¶Í7ÏMÅgÒ7É¨Ñ'Å~ÍÊÑ�ÕÿÎ�ÄcÑ�ÏgÓOÍ>ÒÊÉ¨ËKÐ�ÏkÎ°Í>æ%Ë~Ä�ÒyÅ~ÌGÉ¨Ñ�Ï

KË5ÍÊÑ�ÍÊÖDÍÊÅ
K = R{0}

ÌBÍÊÅRÔ�Õ�Ì\ÑpÝêÄÚÔ/ÕpÝãÕ�Ñ�ÏZÍ7Õ�Ó-ÌOÎ°ÈIÄ�ÓlÐ�ËZÍ × ÌOÍ7ËaÑ�É�Ñ�Ñ�Õ�Óóë ℘ · R℘

Ø 3iÑ�ÄÚËKÍ7Ñ°Î�Õ
ÌOÑ'Ù¨ÍÊËKÏZÌOÛ�ÓGÍ�ÓGÍ7ÏBÈÊÓOÈ × Í7Ñ'ÅKÏ¸ÍÊÑrÎ°Í7Ç�É¨ËZÏaÎ�Í ℘.5/É¨ÌGÅ

Λ
Õ�Ñ

R
àYÉ�ËKÎ�ËZÍ�ÏZÕ�Ë¸Õ�Ñ�ÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕ�Î�Í��RÍ7Î°Í7õ�ÌOÑ�Î

R
Î�ÄcÑ�ÏòÕ°Ñ�Í^ÄcÓOá¨äÊÛ�ËKÍgÏKÍ × ÌGÏKÌ × Ð�ÓGÍ A ßÍÊÅ¸ÏKÉ�ÌGÅ

℘
Õ�Ñ#ÌOÎ°ÈIÄ�ÓbÐ°ËKÍ × ÌOÍÊËBÎ�Í R Ø73iÑ#ÐDÍÊÕ°Åaæ%É¨Ë × Í7ËBÓ¦ÝãÍÊÑ�ÏKÍ × Û�ÓOÍ

Λ℘ := R℘ ⊗R Λ

Ô�Õ�Ì¶ÐDÍÊÕ°ÅgöÊÅKËKÍ>Ù/ÕñÒ7É ×Ú× Í�Ä�Ñ�Ñ�Í7Ä�ÕñÍ7Ñ�á�Í7Ñ�Î�ËZÈåÐ�Ä�Ë R℘

ÍÊÅ
Λ
Í7Ñ�Å�Ä�Ñ'ÅgÔ�ÕbÝãÄ�Ñ�Ñ�Í7Ä�ÕbØM�RÍ>ÅKÉ¨Õ°ÅKÍ

æ5Äh×7É�Ñbß
Λ℘

Í7ÏMÅ¸Õ�Ñ
R℘

àYÉ¨ËZÎ�ËKÍkÎ�Ä�Ñ�Ï
A
Ø

�-É¨Õ�ËaÕ�ÑrÄ�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ#Ò7É ×Ú× Õ°Å~ÄcÅ~Ì�æ R ß�É¨Ñ±Ñ�É�Å~Í
Spec(R) = {℘ ≤ R| ℘ Í7ÏMÅòÕ°ÑrÌGÎ�ÈIÄ�ÓpÐ�ËKÍ × ÌGÍ7ËBÎ�Í R}

ÓOÍkÏZÐDÍÊÒÊÅ~ËZÍ�Î°Í
R
Ø

r Ñ�ÍåÏKÕ�Ì�Å~ÍÚÍyí°Ä�ÒyÅ~ÍÚÒ7É¨Õ�ËMÅ~ÍÚÎ�Íåá¨ËKÉ�Õ�ÐDÍÊÏ�ÍÊÏZÅ�æ%É¨Ë × È7Í�Î°ÍÚÅKËKÉ¨ÌGÏká¨ËKÉ¨Õ°ÐDÍÊÏ N,G,H ÍÊÅ�Î�Í7Õ/í
Ç�É × É × É¨ËKÐ�Ç°ÌOÏ × Í7Ï@Î�Ígá¨ËKÉ¨Õ°ÐDÍÊÏ N −→ G

ÍÊÅ
G −→ H

ÄIÙ¨ÍÊÒ�ÓGÍ7ÏaÐ�ËKÉ�Ð�ËKÌGÈÊÅ~ÈÊÏBÏKÕ�Ì�ÙcÄ�Ñ'Å~Í7ÏÊØ
}
N −→ G

Í7ÏZÅ¸ÌGÑSÜZÍ7ÒyÅ~ÌGÙ�Í�Ø
}
G −→ H

Í7ÏZÅ¸ÏZÕ�Ë%ÜZÍÊÒÊÅ~Ì�Ù¨ÍcØ
}
ker(G −→ H) = im(N −→ G)

Ø
ÃlÄÚÏZÕ�ÌGÅKÍkÍyí°Ä�ÒÊÅKÍ�ÍÊÏZÅòÄ�ÓGÉ¨ËKÏBÑ�ÉcÅ~È7Í

1 −→ N −→ G −→ H −→ 1

3iÑïÐ:Í7Õ°ÅÆæ%É�Ë × Õ�ÓGÍ7Ë × Ä�ÌGÑ'Å~Í7Ñ�Ä�Ñ'ÅÆÕ�ÑïÅ~Ç�ÈÊÉ¨ËKä × Í�Íyí/Å~ËZä × Í × Í7Ñ'Å±Ð�Õ�ÌOÏZÏ~Ä�Ñ'Å#Ò7Ä�Ë1ÌOÓòÎ�É¨Ñ�Ñ°Í
Õ�Ñ�Í × ÈyÅ~Ç�É/Î�ÍÚÐDÉ¨Õ°Ë�Ð�Ä�ÏKÏZÍ7Ë>Î�ÍÊÏ�Î°É¨Ñ�Ñ�ÈÊÍ7Ï>ÓGÉ6Ò7Ä�ÓOÍÊÏgérÕ�Ñ�Í�Î�É¨Ñ�Ñ°È7Í�á�ÓOÉ¨Û�ÄcÓOÍ�ØÊ3kÑ³Ä�Ð�Ð:Í7ÓGÓOÍ�Ò7ÍÊÏ
× ÈyÅ~Ç�É/Î�ÍÊÏx�YÐ�ËKÌGÑ�Ò7ÌGÐDÍRÎ�Í�ÎRÄ�ÏZÏKÍ�4~Ø
IKJML�N7O�PDQSR�ÆÊUãÂÙÝ�_MOba7Joûdn>ô�J~â�{Fäuå�W 8bAKg1���7^ =?x�gh;d=?z�:FA�x�gh:�z�:<=>Å_CV8bA

Picent(Λ) −→ Picent(Λ℘)

=t:7`hC�='A[81:<;BCD:�8eA1C�=t;�8ö8w��gDx1;u8Kxbz�C�@�;�8
1 −→ Picent(Z(Λ)) −→ Picent(Λ) −→

∏

℘∈Spec(R)

Picent(Λ℘) −→ 1



� Í ����������� ���"!$#�%'&(&)�"!�&
�����

ì ÍyÅKÅKÍ<ÏKÕ�Ì�Å~Í3Íyí°Ä�ÒÊÅKÍ<Ò7É�Õ�ËZÅKÍ<Í7ÏMÅ¶ÏKÉ¨Õ6Ù¨ÍÊÅçÒÊÌGÅKÈ7Í@ÒÊÉ ×Ú× Í �XÏZÕ�ÌGÅKÍ@Î�Í<ÓGÉ6Ò7Ä�ÓOÌGÏ~ÄcÅKÌOÉ¨ÑkÎ°Í9¤�Ë�¥¨Ç�ÓGÌOÒ�Ç:4~Ø�-É¨Õ�ËgÄ�Ð°Ð�ÓOÌGÔ/Õ°Í7ËiÒÊÍ>Å~Ç�ÈÊÉ¨ËKä × ÍcßbÉ¨Ñ�Î�É¨Ñ°Ñ�Í�ÐDÉ�Õ�ËiÅ~É¨Õ6Å ℘ Õ�Ñ�Ä�Õ°ÅKÉ × É¨ËKÐ�Ç°ÌOÏ × Í α℘

Î�Í
Λ℘ÌOÑ�Î°Õ�ÌOÏKÄ�Ñ'Å\Ó¦ÝãÌGÎ�Í7Ñ'ÅKÌGÅ~È¶ÏZÕ�Ë-ÓOÍçÒ7ÍÊÑ�ÅKËKÍ3Î�Í

Λ℘

ß�ÍÊÅ\É¨Ñ�Õ°Å~ÌGÓOÌGÏKÍçÄ�ÓGÉ¨ËKÏ·ÓOÄ¸ÏZÕ�Ë%ÜZÍÊÒÊÅ~Ì�Ù/ÌGÅ~ÈçÐ:É¨Õ�ËlËKÍÊÓOÍyÙ¨Í7Ë-Ò7ÍÊÏ
Ä�Õ°ÅKÉ × É�ËKÐ�Ç�ÌGÏ × Í7Ïòé Picent(Λ)

Ø 6òÐ�ËKäÊÏ7ßDÌOÓ·æ5Ä�Õ°ÅòÍ7ÏZÏ~Ä û ÍÊËkÎ�Í × É6Î°ÌGè�ÍÊËòÒÊÍÊÅKÅKÍ^ÈÊÔ/Õ°ÌGÙcÄ�ÓOÍÊÑ�Ò7Í�Î�Í
ÒIÄcÅKÈ7á¨É�ËKÌOÍÊÏ3Ð�Ä�ËçÕ�Ñ�Í¸È7Ô�Õ�ÌGÙcÄ�ÓGÍ7Ñ�ÒÊÍòÎ°Õ�Ò7ÍÊÑ'Å~ËKÍòÐDÉ�Õ�ËçÉ¨Û°Å~ÍÊÑ�ÌOËçÎ�Í¸Ñ�É¨Õ6Ù¨ÍIÄcÕ�Õ�Ñ�Ä�Õ°Å~É × É¨ËZÐ�Ç�ÌGÏ × Í�ß
Î�Í

Λ × Ä�ÌGÑ'Å~Í7Ñ�Ä�Ñ'ÅIØ
6lÙ¨ÍÊÒRÑ�ÉcÅ~ËKÍaÎ�Èyè�Ñ�Ì�Å~ÌOÉ�Ñ�Î�Í

TrP icent(Λ)
Ñ�É¨Õ�Ï3ÄIÙ¨É¨Ñ�ÏóÐ�Õ�Î�È × É¨Ñ'Å~ËZÍ7ËóÕ�Ñ�Í¸á¨È7Ñ�ÈÊË~Ä�ÓGÌOÏKÄcÅ~ÌGÉ¨Ñ

Î�ÍgÒ7ÍgÅ~Ç�ÈÊÉ¨ËKä × ÍgÄcÕrÒ7Ä�ÏaÎ�Í7ÏaÒIÄSÅ~È7á�É¨ËKÌGÍ7ÏaÎ�È7ËZÌGÙ�È7Í7ÏÊØ
IKJML�N7O�PDQSR�ÆÊU�Æ�� z�=?81:<;

R
C�:õgh:<:�8�ghC `D8(��8�`D8b��=t:7`�81;

Λ
CD:

R Ä z�@w`h@"8_ifî�^'z�@"A ¢ =t^/8w��='A1;�8C�:�8�A1CD=t;�8�8w��gDx1;u8�xbz�CD@�;u8
1 −→ TrP icent(Z(Λ)) −→ TrP icent(Λ) −→

∏

℘∈Spec(R)

TrP icent(Λ℘)

Å_C�=ç@"81:7`
^'8�`h=>g[vh@wgh\�\
8
1 → TrP icent(Z(Λ)) → TrP icent(Λ) →

∏

℘∈Spec(R) TrP icent(Λ℘)

↑ ↑ ↑
1 → Picent(Z(Λ)) → Picent(Λ) −→−→

∏

℘∈Spec(R) Picent(Λ℘)

xbz�\�\�C�;?gh;>= ÉHi
3iÑñÑ�É�ÅKÍ

< [1] >
ÓOÍ�ÏZÉ¨Õ�ÏXàYá¨ËZÉ¨Õ�Ð:ÍÚÍÊÑ�á¨ÍÊÑ�Î�ËKÈÚÐ�Ä�ËkÓGÍ�Î�È7Ò7Ä�Ó©Äcá¨Í�Î�Í7Ï�Î�ÍÊá¨ËKÈÊÏ7ßlÒ7É ×Ú× Í>Íyí�à

Ð�ÓOÌGÔ�Õ�È3ÜZÕ�ÏZÅKÍ�Ä�ÙcÄ�Ñ'Å¸Ó©Ä�Î�Èyè�Ñ�Ì�Å~ÌOÉ�ÑÆÎ�Í7Ï¸Ò7É × Ð�ÓGÍyí6Í7ÏBÛ�ÄcÏKÒ7Õ°Ó©Ä�Ñ'Å~ÏÊØ3iÑ�Ñ°Í�ÐDÍÊÕ°ÅkÐ�Ä�ÏiÄ�Ù�É¨ÌOËòÏKÕ�ËVÜZÍ7ÒyÅ~ÌGÙ/Ì�Å~È>ÌGÒ7Ìâß+Ò7Ä�ËiÑ�É�Å~Ä ×Ú× ÍÊÑ�ÅòÓOÍ�Î�È7Ò7Ä�Ó©Äcá¨Í>Î�ÍÊÏiÎ�Í7á�ËKÈ7ÏkÐ:Í7Õ6Å
öÊÅKËKÍ�ÈÊÖDÍ7ÒÊÅKÕ�È³ÏZÈ7Ð�ÄcËKÈ × Í7Ñ'ÅrÎ�Ä�Ñ�Ï#Å~É�Õ�ÏrÓGÍ7ÏÆæ5Ä�ÒyÅ~Í7Õ°ËKÏ±Î�ÌOËZÍ7ÒÊÅKÏrÎpÝãÕ�Ñ°Í³Ä�ÓGá¨ä7Û°ËKÍ�ØaÃlÄ�ÓOÉ/ÒIÄ�ÓGÌOÏKÄSà
Å~ÌGÉ¨Ñ Ñ�Í	Ð°ËKÈ7ÏZÍ7ËMÙ¨Í�Ð�Ä�Ï�ÓâÝÞÌOÑ�Î�ÈÊÒ7É × Ð:É¨Ï~Ä�Û°ÌOÓOÌ�Å~È�ÎbÝÞÕ�Ñ�Í	Ä�ÓOá¨äÊÛ�ËKÍcØ��\Ä�Ë�Í�í°Í × Ð°ÓOÍ�ß¸ÓâÝãÄ�Ñ�Ñ°ÍIÄ�Õ Î°Í
á¨ËKÉ�Õ�ÐDÍ

ZC2

Ñ�ÍkÐ:Í7Ë × ÍyÅaÄ�Õ�ÒÊÕ�Ñ�ÍgÄ�Õ°ÅKÉcàYÈÊÔ�Õ�ÌGÙcÄ�ÓGÍ7Ñ�ÒÊÍiÎ�È7ËZÌGÙ�È7Í�Ä�Õ°ÅKËKÍiÔ�Õ�ÍgÓâÝÞÌOÎ°Í7Ñ'Å~Ì�Å~È�Ø��)ÄcËBÒ7É¨Ñ6à
Å~ËZÍ

TrP icent(Z3C2) ' C∞ × C∞

ØV§YÒÊÌâß
C2

ÍÊÏZÅRÓOÍgá¨ËKÉ�Õ�ÐDÍ�ÎbÝÞÉ¨ËKÎ°ËKÍ
2
ÍyÅ
C∞

ÍÊÏZÅòÓOÍ�á¨ËKÉ�Õ�ÐDÍ
Ò û Ò7ÓGÌOÔ�Õ�ÍgÌOÑ6è�Ñ�ÌâØ ì Í7ÏaÐ�ËKÉ�Ð�ËKÌGÈÊÅ~ÈÊÏaÐDÍÊÕ°Ù¨ÍÊÑ�ÅòöÊÅKËKÍgÎ�ÈÊÎ�Õ�ÌGÅKÍ7Ï¸Î�Õ±ÓOÍ ×Ú× ÍRÏKÕ°ÌGÙcÄ�Ñ'ÅIØ
� RDQ�Q�R Æ4U�Ó|Ý�FaN����VR�lMàFò�QSß|R�p f�n>Q�QSR�O�QSò<lolqâ�{�ÂVä�å�� z�=t;

Λ
CD:�gh:<:�8�ghC
^'z[x�gh^ ¢ x_i Ä ï�i Ä`�iyg�`h\
81;>;³gh:<;$Å_C Y C�:SA[81CD^	=>`Dc�gh^çï�v�ghC<xb�<8�\(g²��=t\(gh^�iÒî�^'z�@"A ¢ ;uz�CD;�xbz�\��7^'8w��8(]bg�A[x1CD^�gh:<;·A1C�@

Λ
8bA1;BC�: \
z_`hCD^'8�`D8�¡-z�@�=t;³g�i
ÃlÄ�Î�È × É¨Ñ°ÏZÅ~ËKÄcÅ~ÌGÉ¨ÑÆÑbÝÞÍ7ÏMÅRÐ�ÄcÏ¸Î°Ì�GÚÒ7ÌGÓOÍ�Ø

\yÿ<; ¢£2��$��¤x2.�$+£�&�.����)�¥�� �:)�%��.+¦,.2�#('"%�2§���¨,��ª©«)�¥k�&'",
Ã·Íòá¨ËKÉ¨Õ°ÐDÍiÎ°Í��¶ÌOÒIÄcËKÎ1É¨ËZÎ�ÌOÑ�Ä�ÌOËZÍ

PicR(A)
Ä^ÈÊÅKÈRÅ~ËZä7Ï<ÏZÉ¨Õ°Ù¨ÍÊÑ'ÅòÒÊÉ¨Ñ�ÏZÌOÎ�ÈÊËKÈ�Ø�56Õ�ËMÅ~É¨Õ°Å<ÐDÉ¨Õ°Ë

Î�Í7Ï�É¨ËKÎ°ËKÍ7Ï�ÌOÓçÄ±Î�Í7Ï�Ð�ËKÉ¨Ð°ËKÌOÈyÅ~ÈÊÏ�ËZÍ × Ä�ËKÔ�Õ�Ä�Û°ÓOÍ7ÏÊØM6 Ó¦ÝêÄ�ÌGÎ�ÍåÎbÝÞÕ�Ñ�Í × É/Î�ÌGè�ÒIÄcÅKÌOÉ¨ÑñÉ¨ÑÿÐDÍÊÕ°Å^ÍÊÑ
Î�È7Î°Õ�ÌOËZÍ�Î�ÍÊÏòÐ°ËKÉ¨Ð�ËZÌOÈyÅ~È7ÏaÎ�ÍÊÏòÒÊÓ©Ä�ÏZÏKÍÊÏòÎ�ÍgÒÊÉ¨ÑSÜZÕ�á'ÄcÌOÏKÉ�Ñ�ÏaÎ�Í7Ï¸Õ�Ñ�Ì�Å~È7ÏaÎbÝÞÕ�Ñ�Ä�Ñ�Ñ�Í7Ä�ÕrÎ°Í�á¨ËZÉ¨Õ�Ð:Í�Ø
�iÄ�Ñ�Ïö� ��� �¥ÌOÓlÈyÅ�Ä�Ì�ÅiÐ�Ä�ËòÍyí6Í × Ð�ÓGÍ × É�Ñ�ÅKËKÈcßpé�Ó¦ÝêÄcÌOÎ�Í�Î�Í>ÒÊÍ7ËZÅ~Ä�ÌOÑ°ÏiÐ�ËKÉ�Ð�ËKÌGÈÊÅ~ÈÊÏRÎbÝÞÕ�Ñ�Í�á�È7Ñ�ÈÊË~Ä�ÓGÌ�à
Ï~ÄcÅKÌOÉ¨Ñ±Î�Í

Pic � (ZG)
Ð:É¨Õ�ËaÓGÍ�á�ËKÉ¨Õ�Ð:Í

G
Î�ÌGÈ7Î�ËKÄ�Ó·ÎbÝÞÉ¨ËKÎ�ËZÍ

2 · 2n
Ô�Õ�Í�ÅKÉ¨Õ°Å¸È7ÓGÈ × Í7Ñ'Å¸ÎbÝãÉ�ËKÎ�ËZÍ

2
æ5ÄcÌGÅgÐ�Ä�ËMÅ~ÌGÍ�ÎbÝÞÕ�Ñ�ÍÚÛ�Ä�ÏZÍ�Î�ÍÚá¨ËZÉ¨Õ�Ð:Í�Î�Í

ZG
ÏZÌçÍÊÅ�ÏKÍ7Õ°ÓOÍ × Í7Ñ'Å�ÏKÌóÓOÍåá¨ËZÉ¨Õ�Ð:Í�Î�ÍÚÒ7ÓOÄ�ÏKÏZÍ7Ï�Î�Í

Z[ζ2n + ζ−1
2n ]

Í7ÏMÅ<Å~ËZÌGÙ/Ì©Ä�Ó¦Ø�§YÒ7Ìâß/É¨ÑÆÑ�ÉcÅ~ÍiÐ�ÄcË
ζm

Õ�Ñ�ÍkËKÄ�Ò7ÌGÑ�ÍRÐ�ËZÌ × ÌGÅKÌGÙ¨Í m àYÌGä × ÍRÎ�ÍRÓâÝÞÕ�Ñ�ÌGÅKÈ�Ø6Ã·Íæ5Ä�ÌGÅòÔ�Õ�Í
Cl(Z[ζ2n + ζ−1

2n ])
Î°ÍÊÙ/Ë~Ä�Ì�ÅiöyÅ~ËKÍ�Å~ËKÌ�Ù/Ì©Ä�Ó·ÍÊÏZÅgÕ�Ñ�Í^Ò7É¨ÑSÜZÍÊÒÊÅKÕ�ËKÍ>Î°Í�Î�Ø ì É¨Ç�ÑbØpúçÓGÓOÍ�Í7ÏMÅ

Ù¨ÈÊËKÌGè�Í7Í^Ð:É¨Õ�Ë
n = 8

ÏKÉ¨Õ�Ï¸ÓâÝÞÇ û ÐDÉ�ÅKÇ�ä7ÏZÍ�Î°Í^÷aÌOÍ × Ä�Ñ°Ñ±á�È7Ñ�ÈÊË~Ä�ÓGÌOÏKÈÊÍ�ØV�RÉ�Ñ�Ò�ß+Í7ÑrÒ�Ç�Í7ËZÒ�Ç�Ä�Ñ'ÅkÎ�ÍÊÏ
ÌOÑ'Ù¨É�ÓOÕ°ÅKÌOÉ¨Ñ�ÏRÍyí6É�Å~ÌGÔ�Õ�Í7ÏkÎ�ÄcÑ�Ï

ZD256

É¨Ñ�Ð:Í7Õ°ÅgÐ:Í7Õ6ÅZàYöyÅ~ËZÍ>Å~ËKÉ�Õ°Ù¨ÍÊËkÕ�ÑñÒ7É¨Ñ'Å~ËZÍyà Íyí6Í × Ð�ÓOÍ�Ð:É¨Õ�Ë
Ó©Ä�Ò7É�ÑSÜZÍ7ÒyÅ~Õ�ËZÍ�Î°Í�÷aÌOÍ × ÄcÑ�Ñ#á¨È7Ñ�ÈÊË~Ä�ÓGÌOÏZÈ7Í�Ø�úçÑ±Î�ÈyÅ�Ä�ÌGÓ¥ë
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IKJML�N7O�PDQSR�ÆÊU ØÃÝ�f�n>Q�QSR�O�QSò<lolqâ�{V{�ä�å�� z�=t;
D2n

^'8·vh@"z�C[�<8e`h=?c�`h@�gh^7` Y z�@w`h@"8
2n+1 ¢ x_i Ä ï�i Ä`�i ^'8·vh@"z�C��<8�`D8yA�R�\
c1;>@�=?8$`hC

2n Ä vDz�:�8/@"c?vhC�^ =?81@Hi�¬�z�;uz�:FA ¢ xbz�:²É²z�@1\
81\
81:<;oï�^�g�;d@wg�`h=t;>=?z�: ¢ �Fgh@
h+

2k

^ Y z�@w`h@"8�`hCavh@"z�C[�<8
Cl(Z[ζ2k + ζ−1

2k ])
i$U1^�Rag

2 · (1 + 2n ·
∏

k≤n

h+
k )

x1^�g�AbA[8bA�`D8Zxbz�:²È�C�v�gh='A[z�:Ú` Y c1^'c1\
81:<;tA$` Y z�@w`h@"8
2
`�gh:FA�^'89vh@"z�C[�<8�`D8bA$C�:<=t;�cbAe`D8

ZD2n

i �ygh@�\�=
xb8bA�x1^�g�AbA[8bA ¢ 2 · (1 + 2n)

x1^�g�AbA[8bAaxbz�:<;>=?81:<:�81:<;e`D8bA�c1^'c1\
81:<;tA
Å_CD=·A[z�:<;�xbz�:<;�81:<C�A
`�gh:FAöCD:
A[z�C�A Ä vh@"z�C[�<8 G `hCavh@"z�C[�<8K`D8bAZCD:<=t;ucbAK`D8

ZD2n

='A[z�\
z�@³�<�<8�ï
D2n

i
ÃlÄ1ËZÍ7Ó©ÄSÅ~ÌOÉ�Ñ�ÄIÙ¨ÍÊÒÚÓGÍ7ÏiÕ°Ñ�ÌGÅKÈ7ÏkÎ�Ä�Ñ°ÏkÓâÝãÄ�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ�Î�Í�á¨ËZÉ¨Õ�Ð:Í>Î�Õ�á¨ËZÉ¨Õ�Ð:Í�Î�ÌOÈÊÎ�Ë~Ä�Ó\Í7ÏMÅkÅ~É¨Õ°Åké

æ5Ä�ÌGÅgÏZÕ�ËKÐ°ËKÍ7Ñ�Ä�Ñ'Å~Í�Øo�^ÝãÄ�Õ°ÅKËKÍÊÏ�ÓGÌOÍ7Ñ°ÏkÍ7Ñ'Å~ËZÍ7Ï�Ñ�É × Û�ËZÍ�Î�ÍåÒ7ÓOÄ�ÏKÏZÍ7Ï�ÍÊÅ�Ð�ËKÉ�Ð�ËKÌGÈÊÅ~ÈÊÏgÎ�Í7ÏgÕ�Ñ�Ì�Å~ÈÊÏ�Î°Í
Ò7ÍÊËZÅ�ÄcÌOÑ�ÏRÄ�Ñ�Ñ�Í7Ä�Õ6írÎ�Í^á�ËKÉ¨Õ�Ð:Í7ÏòÏKÉ¨Ñ'ÅRÎ�ÌOÏZÒ7Õ°ÅKÈ7ÏiÎ�ÄcÑ�Ï�� � ¦��¦Ø7�RÍ>Ñ�É¨Õ6Ù¨ÍIÄcÕbßpÕ�Ñ°Í^á¨ÈÊÑ�È7ËKÄ�ÓOÌGÏ~ÄcÅKÌOÉ¨Ñ
Î�Õ±á¨ËKÉ¨Õ°ÐDÍgÎ�Í��¶ÌOÒ7Ä�ËKÎ#ÍÊÅ¸ÒÊÍ7ËZÅ~Ä�ÌOÑ°Í7ÏaÎ�ÍgÒ7ÍÊÏ¸Ð°ËKÉ¨Ð�ËZÌOÈyÅ~È7ÏBæ%É¨Ñ°ÒÊÅ~É�ËKÌOÍÊÓOÓGÍ7Ï<ÏZÉ¨Ñ'ÅòÍÊÏKÏZÍ7Ñ'Å~ÌGÍ7ÓOÓGÍ7ÏÊØ

ÃlÄ�ÏKÕ°ÌGÅ~ÍkÎ°Í�ÓGÉ6Ò7Ä�ÓOÌGÏ~ÄcÅKÌOÉ¨Ñ�Î�Í�¤�Ë�¥¨Ç�ÓGÌOÒ�ÇÆÏÊÝêÄ�Ð°Ð�ÓOÌGÔ/Õ°ÍgÄ�Õ�ÏKÏZÌlÎbÝãÕ°Ñ�Í�Ä�Õ°Å~ËZÍ × Ä�Ñ°ÌOä7ËZÍ�Ø
IKJML�N7O�PDQSR�ÆÊU�Û|Ý3FaN����VRDlMàFò<QSßõR�p fçndQ�Q�RDO�QSò�lÒlXâ>TDÓFä�å �/z�CD@
;�z�C�;�8��Fgh=t@"8a`D8
:�z�\ Ä]_@"8bAç�7@b81\�=?81@"A/=t\��Fgh=t@"A

p 6= q
81;m`h= ­ec1@"81:<;�A ¢ =t^�8w��='A1;u8/CD:(vh@"z�C��<8M¡�:<= G ` Y z�@w`h@"8

26 ·p2 ·q2 81;
C�: ghC�;�z�\
z�@³�<�D='A1\
8

α
;�81^ÊÅ_C<8

α
: Y 8bA1;��Fg�A�=t:<;�c1@�=?81C�@ ¢ \(gh='Ae=t^o8w��='A1;�8�CD:-xbz�@³�<A�`D8e:�z�\(]_@"8bA

L
Ôu`D8K`h=t\
81:FA1=?z�:�¡�:<=?8�A1CD@

Q Ö gh÷h8bx R = algint � L ;�81^ÒÅ_CV8
α
=t:7`hCD=t;·CD:�ghC�;�z�\
z�@³�<�D='A1\
8

=t:<;uc1@�=?81CD@
`D8
RG

i�®f81^�g�=t\��7^ =>Å_C<8(Å_C<8
α
=t:7`hC�=t;/CD: ghC�;�z�\
z�@³�<�D='A1\
8�;>@�=t÷[=>gh^ÒA1C�@�^ Y gh:<:�8�ghC

`D8�xbz[�<z�\
z�^'z�vh=?8
H∗(G,R)

i
ì ÍrÅ~Ç�ÈÊÉ¨ËKä × Í�Î°É¨Ñ�Ñ�Í�Õ�ÑïÒÊÉ¨Ñ'Å~ËZÍyàYÍ�í6Í × Ð�ÓOÍ�é	Õ°Ñ�Í�Ò7É�ÑSÜZÍ7ÒyÅ~Õ�ËZÍ�Î�Í-�)ØyðrÄ�ËKÒÊÌOÑ�ÌOÄ�õ�ÍÊÅÚ5DØ

�¨Ä�Ò�õ�É�¯aÏZõ/Ì¦Ø
5/Õ�Ð�Ð:É¨ÏKÉ¨Ñ°Ï±ÓOÄ�Ò7É¨Ñ�ÏMÅ~ËZÕ�ÒÊÅKÌOÉ¨Ñ Î�É¨Ñ°Ñ�È7ÍcØòÃlÄ�Î�È × É¨Ñ°ÏZÅ~ËKÄcÅ~ÌGÉ¨Ñ Ð�ËKÉ/Ò7äÊÎ�Í�Å~É¨Õ6Å±é�æ5Ä�Ì�ÅÆÎ�Ä�Ñ°Ï

ÓâÝÞÍ7ÏZÐ�ËKÌ�ÅòÎ°È7Ò7ËZÌGÅòÄ�Ð�ËZä7Ï¸ÓâÝÞÈ7Ñ�É�Ñ�Ò7È�Î�ÍgÓ©ÄåÏKÕ�Ì�Å~ÍgÎ�Í�ÓOÉ/ÒIÄ�ÓGÌOÏKÄcÅ~ÌGÉ¨Ñ�Î�Í�¤�Ë�¥¨Ç°ÓOÌOÒ�ÇpØ<�\É¨ÏZÉ¨Ñ�Ï
Λ := ZG

Ø
3iÑ�Ù¨ÈÊËKÌ�è�Í¸Ä�Ù�Í7ÒòÎ�Í7Ï × ÈyÅ~Ç�É/Î�ÍÊÏ&4 ÏZÅ�ÄcÑ�Î�Ä�ËZÎ:4aÔ�Õ�Í α ÌGÑ�Î�Õ�Ì�ÅçÕ�Ñ�Ä�Õ°Å~É × É¨ËZÐ�Ç�ÌGÏ × Í<ÌOÑ'Å~ÈÊËKÌGÍ7Õ�ËçÏKÕ°Ë
Λp

Ð:É¨Õ�Ë¸Å~É¨Õ°ÅRÐ�ËKÍ × ÌGÍ7Ë p Î�Í Z
Ø�6RÐ°ËKä7ÏÊßpÕ°ÅKÌOÓGÌOÏ~ÄcÑ�Å¸ÓGÍ^ÓOÍ ×�× Í�ü6Ø � É¨Ñ�ÏKÄ�ÌGÅòÔ�Õ�Í α ß:ÌOÑ'ÅKÍ7ËKÐ°ËKÈÊÅKÈÎ�Ä�Ñ�Ï ∏

p∈Spec � Λp

Í7ÏMÅ1Ó¦ÝãÌGÎ�Í7Ñ'Å~Ì�Å~Ècß¶Î�É¨Ñ�Òcß
α
ÌOÑ°Î�Õ�ÌGÅÚÕ�Ñ�È7ÓOÈ × ÍÊÑ'Å�Î�Ä�Ñ�Ï Picent(Z(Λ))

Ø r Ñ
Ò7É¨ËZÐ�Ï�Î�ÍåÒ7Ó©ÄcÏKÏKÍÊÏ�Î°Í
Î¸ÌOÓGÛDÍÊËZÅ(Ë%ÒÊæ<ÓOÄ1Å~Ç�ÈÊÉ¨ËKÌGÍ�Î�Í7Ï�Ò7É¨ËZÐ�Ï�Î�ÍåÒ7Ó©ÄcÏKÏKÍÊÏ�á�ÓOÉ¨Û�ÄcÕ6í�ÌiÄ�Ñ�Ñ�Õ�ÓOÍ�Ñ°É�Å~ËZÍ
È7ÓGÈ × Í7Ñ'ÅIØ

��ÍkÙcÄ�ÌGÏBÐ�ËKÉ/Ò7ÈÊÎ�Í7Ë¸ÄIÙ¨ÍÊÒ�Õ�Ñ±Íyí6Í × Ð�ÓGÍ�ß�Ó¦ÝêÄcÑ�Ñ�ÍIÄcÕ±Î°Í�á�ËKÉ¨Õ�Ð:Í
Z3S3

Ø
§YÓpÍ7ÏZÅ¸æ5Ä�ÒÊÌOÓOÍRÎ�ÍkÙ¨É¨ÌGËBÔ/Õ°Í

Z(Z3S3) ' {(x, y, z) ∈ Z3
3| x− y ∈ 3Z3

ÍyÅ
z − y ∈ 3Z3} .

�RÉ¨Ñ�Òcß
Aut �

3
(Z(Z3S3)) ' S3�)Ä�ËaÒÊÉ¨Ñ'Å~ËKÍcß

Pic �
3
(Z3S3) ' C2

Í7ÏMÅ�ÌGÑ�Î�Õ�Ì�Å�Ð�Ä�ËåÓâÝÞÈ7Ò�Ç�Ä�Ñ�á¨Í#Î�Í
(Z3)+

ÍyÅ
(Z3)−

Ä�ÌOÑ�ÏZÌ<Ô�Õ�Í±Ó©Ä�Ò7É�ÑSÜZÕ�á'Ä�ÌGÏKÉ¨Ñ Ð�Ä�Ë (

0 1
3 0

) Ø
�RÉ¨Ñ�Òcß

ζ
Ñ�ÍgÐ:Í7Õ°Å¸Ð�ÄcÏ¸öyÅ~ËZÍ�ÏZÕ�Ë%ÜZÍÊÒÊÅKÌGÙ¨Í�Î�Ä�Ñ°Ï¸ÒÊÍgÒIÄ�ÏÊØ

�\Ä�ËaÒ7É¨Ñ'ÅKËKÍ�ß
Trζ

ÓâÝÞÍ7ÏZÅ7Ø



�[ù ����������� ���"!$#�%'&(&)�"!�&
�����

IKJML�N7O�PDQSR�ÆÊU�Ü|Ý3FaN7ìVc4ìon�RDO(R�p f�n>Q�QSR�O�QSò<lolqâ�TFØ�ä�å
TrP ic �

3
(Z3S3)/ < [1] > ' PSL2(Z)

81;
TrP icent(Z3S3)/ < [1] > ' Γ(2) := ker(PSL2(Z) −→ PSL2(Z/2Z))8bA1;f^'8�A[z�C�A Ä vh@"z�C��<8�`D8�xbz�:Dvh@�CV81:�xb8�ghCÚ:<=t÷h8�ghC

2
i

ÃlÄ�Î°È × É¨Ñ�ÏZÅKË~ÄcÅKÌOÉ¨ÑrÕ°Å~ÌGÓOÌGÏKÍ PSL2(Z) ' C2 ∗ C3

ØDÃlÍÊÏiá¨ÈÊÑ�È7ËKÄcÅ~ÍÊÕ�ËKÏiÏZÉ¨Ñ'Å
M
ßDÔ/Õ°Ì)Í7ÏMÅkÓOÍ

á¨È7Ñ°È7Ë~ÄSÅ~Í7Õ°Ë�Î°Í
Pic �

3
(Z3S3)

ßbÍyÅ
F
Ô�Õ�Ì¶Í7ÏMÅ^ÄcÏKÏKÉ/Ò7ÌGÈåÄ�Õ�Ò7É × Ð�ÓOÍ�í6Í X Î�ÈÊè�Ñ°Ì¶Ò7É ×Ú× Í^ÏKÕ�Ì�Ååë

X0 := Hom �
3
(Z3S3,Z3)

ß
X1 := P1 ⊗ � 3

Hom �
3
(P1,Z3)

ß·ÍÊÅ�Ó©Ä#Î�ÌGÖDÈ7ËZÍ7Ñ'Å~ÌGÍ7ÓOÓGÍ>Í7ÏMÅ>Ó¦ÝãÈyÙ�ÄcÓ�à
Õ�ÄcÅKÌOÉ¨ÑbØÒ§YÒ7Ì¦ß

P1

ÍÊÏZÅåÕ�Ñ�Î�ÍÊÏ × É/Î�Õ�ÓOÍÊÏ^Ð�ËZÉSÜZÍ7ÒyÅ~Ì�æ%Ï�ÌOÑ�Î�ÈÊÒ7É × Ð:É¨Ï~Ä�Û°ÓOÍ7ÏÊØm§YÓ<ÏZÍ7ËKÄ�ÌGÅ�ÏZÉ¨Õ�Ç�ÄSþOÅ�ÄcÛ�ÓOÍ
ÎbÝãÄ�Ù�É¨ÌOËkÕ°Ñ�Í�Î�È × É¨Ñ�ÏMÅ~ËKÄcÅ~ÌGÉ¨Ñ�Ô�Õ�Ì¥ÈÊÙ/Ì�Å~Í�ÓOÍÊÏ × Ä�Ñ�ÌOÐ°Õ�Ó©ÄcÅKÌOÉ¨Ñ°ÏòÏZÕ�ËkÓOÍÊÏ × É�ÅKÏiÍÊÅiÕ°Å~ÌGÓOÌOÏZÍ>Ä�ÕñÓGÌOÍ7Õ
Î�ÍgÒ7ÍÊÓ©Ä�ÓâÝãÄ�ÒÊÅKÌOÉ¨ÑÆÎ°Í

PSL2(Z)
ÏKÕ°Ë¸Õ°Ñ�Ä�ËZÛ�ËKÍcØ

Ã·Í#ÓOÍÊÒÊÅKÍ7Õ�ËÚÉ¨Û�ÏZÍ7ËZÙ�Í7ËKÄ³Ô�Õ�ÍrÓGÍ#á¨ËKÉ¨Õ°ÐDÍ#Î�ÍÊÏÚÅKËKÍ7ÏZÏKÍÊÏÆé�¦ñÛ�ËZÌOÑ�Ï × É6Î�Õ°ÓOÉ�ÏKÉ�Ñ�Ò7ÍÊÑ'Å~ËKÍrÍ7ÏMÅ
ÌOÏZÉ × É�ËKÐ�Ç�Í3é PSL2(Z)

Ø�ú¶Ñ>Ð°ÓOÕ�ÏÊßSÏZÌ6É�Ñ^Ñ�Íçæ5Ä�ÒÊÅKÉ¨ËKÌGÏKÍóÐ�Ä�Ï
< [1] >

ß]É¨Ñ^É¨Û6Å~ÌOÍÊÑ'Å)Õ�Ñ°Í@Íyí/ÅKÍ7Ñ�ÏZÌOÉ¨Ñ
Ò7ÍÊÑ�ÅKË~Ä�ÓGÍgÎ�ÍgÎ�Í7á¨ËZÈ

2
Î�Í�ÒÊÍgá¨ËKÉ¨Õ°ÐDÍkÎ�ÍkÅKËKÍ7ÏZÏKÍÊÏ7Ø

Ñ ¼1°�¼<½ , »#Á ,/.
� � � ì Ø ì Õ°ËZÅ~ÌGÏ�ÍyÅ
§�Ø3÷aÍ7ÌOÑ°Í7Ë7ßBð±ÍÊÅ~Ç°É6Î�Ï�É�æg÷aÍ7Ð�ËZÍ7ÏZÍ7Ñ'Å�ÄcÅKÌOÉ¨Ñ
ùBÇ�Í7É�Ë û ëçÌOÑ Ð�Ä�ËZÅKÌOÒÊÕ�Ó©Ä�ËZÓ û É�æ

á¨ËKÉ¨Õ°Ð�Ï¸Ä�Ñ�Î#É¨ËKÎ°Í7ËKÏ9£çÉ¨Ó¦Ø �P±ü� ß7��É�Ç�ÑÚ¨ ÌGÓOÍ û §YÑ'Å~ËZÍ7ÏZÒ7ÌOÍÊÑ�Ò7Ícßpð¸Í�¯³²óÉ¨ËKõ � ��� �´± � �h���°Ø
� � ��6^Ø7¤�Ë�¥¨Ç�ÓGÌOÒ�Çbß5µ4�<8��f=?x�gh@w`övh@"z�C�� zuÉ�:�z�:�xbz�\�\�C�;?gh;>=t÷h8�@1=t:Dv�A ¢ =t:a�Fgh@�;>=?x1C�^�gh@�zuÉ�z�@�`D81@"Ayßù\ËKÄ�Ñ�Ï/6 × Í7ËÊØVð�ÄcÅKÇbØ756É/Ò7ÌOÍyÅ û TDÛ¶8 Ë � � � ¦�Ì � à Í ü6Ø
��¦���6^Ø4¤�Ëw¥¨Ç�ÓOÌGÒ�Çbß ô Ä�ÓGÉ¨ÌOÏ × É6Î�Õ°ÓOÍ^ÏMÅ~ËZÕ�ÒÊÅKÕ�ËKÍåÉ�æ3Ä�ÓGá¨Í7Û�ËKÄ�ÌOÒ�ÌOÑ'Å~ÍÊá¨Í7ËZÏ7ß456Ð�ËKÌGÑ�á¨ÍÊËkú¶ËKá¨ÍÊÛ�Ñ�ÌOÏZÏKÍcß¦°Ø<¤�É¨ÓOá�Í�ß�ý@Ä�Ñ�Î � ß � ���h¦°Ø
� Í � ì ØhÎ¸É¨Ð�õ�ÌOÑ�ÏÊß9·/=t:Dv�A5¸ç=t;t��\�=t:<=t\�CD\ xbz�:7`h=t;>=?z�:9É²z�@y^'8�É�;Ê=>`D8�gh^ Ayß�6RÑ�Ñ�Ä�ÓOÏ\É�æ7ð�ÄcÅKÇ�Í × ÄcÅKÌOÒ7ÏÂk8 Ë � �h¦���Ì ����� à � ¦¨ý6Ø
�ãü��K5DØ�7$¥¨Ñ°ÌOáÆÍÊÅ�6�Øo�pÌ ×Ú× ÍÊË × Ä�Ñ�Ñbß	µM=t^ ;d=t:Dv��<81@b8�`h=t;?gh@�R�z�@�`D81@"Ayß ì É ×�× Õ°Ñ�ÌOÒ7ÄcÅ~ÌGÉ¨Ñ�ÏiÌGÑ-6òÓ�à

á¨Í7Û�ËKÄ {<Â Ë � ��� ù Ì � ��� � à � � � ¦°Ø
� ù �K5DØ@7$¥¨Ñ°ÌOágÍÊÅB6^ØD�pÌ ×�× Í7Ë × ÄcÑ�Ñbß��RÍ7ËZÌGÙ¨ÍÊÎ1ú¶Ô�Õ�ÌGÙcÄ�ÓGÍ7Ñ�ÒÊÍ7Ï¶æ%É¨Ë ô ËKÉ¨Õ°Ð�÷aÌOÑ�á�Ï7ßL¯aÌ�Å~ÇÚÒ7É¨Ñ'Å~ËZÌ�à

Û�Õ°Å~ÌGÉ¨Ñ�Ï<Û û ýRØ*7kÍ7ÓGÓOÍÊË7ßFðÿØ�Ã·ÌOÑ°Ò�õ�Í7Ó × ÄcÑ�Ñbß<�°Ø°÷¸ÌGÒ�õSÄ�ËKÎ#Ä�Ñ°Î#÷�Ø°÷¸É¨Õ°Ô/Õ°ÌOÍ7ËÊß6ÏZÉ¨Õ × ÌOÏ<Ð:É¨Õ�Ë
Ð�Õ�Û�ÓGÌOÒIÄSÅ~ÌOÉ�ÑÆé(56Ð�ËKÌGÑ�á¨ÍÊËòÃ·ÍÊÒÊÅ~Õ°ËKÍ�ðòÉ�ÅKÍ7ÏaÌOÑ�ð�ÄSÅ~Ç�Í × ÄcÅKÌOÒÊÏ7Ø

� � ��ýRØh7gÍÊÓOÓGÍ7Ë7ß[îq@b81\(gh@"�Zz�:(;d=t^ ;>=t:DvZ;t�<8bz�@�RZgh:7`
DG

gh^�vD8_]_@wg�Ayß�ðrÄ�Ñ�Õ�ÏKÒÊËKÌOÐ6Å�Ä�ð�ÄSÅ~Ç�Í × ÄcÅKÌOÒ7ÄØ<Ü Ë � �h��¦�Ì � Í � à � üh¦6Ø
�����K5DØ>ÃlÄ�Ñ�á°ßK6RÓGá¨Í7Û°Ë~Ä°ß � ä × ÍîÈÊÎ�ÌGÅKÌOÉ¨Ñ � ��� Í ß�6BÎ�Î�ÌGÏKÉ¨Ñ6à?¨³ÍÊÏKÓGÍ û �¶Õ�Û°ÓOÌOÏZÇ�ÌOÑ°á ì É × Ð�Ä�Ñ û ßðrÍ7Ñ�ÓGÉ(�)Ä�ËZõ:ß ì Ä�ÓGÌGæ%É¨ËZÑ�ÌOÍcß°ú¥Å~ÄcÅ~Ï r Ñ°ÌOÏ
�����K5DØ7ð�Ä�Ò�ÃlÄ�Ñ�Ícß ì ÄcÅ~ÍÊá¨É¨ËZÌOÍ7ÏBæ%É¨Ë<ÅKÇ�Í�¨³É�ËKõ�ÌOÑ�á
ð�ÄSÅ~Ç�Í × ÄcÅKÌOÒÊÌ©Ä�ÑbßF56Ð�ËZÌOÑ�á�Í7Ë/ý@ÍÊËKÓOÌGÑ � � ��� Ø
� � ý��X7åØÒðrÉ�ËKÌGÅ~Ä°ß	�ZCFgh^ =t;nR�É²z�@
\
z_`hCD^'8bAagh:7`�=t;�A�g1���7^ =?x�gh;d=?z�:FA(;�z�;��<8
;t�<8bz�@�R�zuÉ(@1=t:Dv�A¹¸ç=t;t�

\�=t:<=t\�C�\ xbz�:7`h=t;>=?z�:�ß<5/Ò7ÌâØ�÷¸ÍÊÐbØ�ù\É�õ û ÉB7 û É�ÌOõ�ÕÚ�iÄ�ÌOá¨Ä�õ�Õbß756Í7ÒcØ<6 Ó Ë � �'üh��Ìy��¦]à � Í � Ø
� �h� ��ýRØV�)Ä�ËZÍ7ÌGá¨ÌOÏÊß*7gÄcÅ~ÍÊá¨É¨ËZÌOÍ7Ñ#Õ�Ñ°Î�¤�Õ�Ñ�õ'ÅKÉ¨ËKÍÊÑbß�ù\ÍÊÕ�Û�Ñ�ÍÊËe5�Å~Õ°ÅZÅ~á'Ä�ËMÅIß � � ù �°Ø
� �[� �K�°Ø@÷aÌOÒ�õSÄ�ËZÎbßx¡�z�@�=t;?g ;t�<8bz�@�R
É²z�@�`D81@1=t÷h8�`Õx�gh;�8?vDz�@�=?8bAyßf�°Ø@Ã·É¨Ñ�Î°É¨ÑÙð�ÄcÅKÇbØ95/É6ÒÊÌOÍÊÅ û �VÜ

Ë � ���h��Ì Í ¦ ù à Í ü ù Ø
� � ¦��K�°Ø�÷¸ÌGÒ�õcÄcËKÎbß��K81@1=t÷h8�`�8�Å_C�=t÷�gh^'81:�xb8bA/g�A�`D81@1=t÷h8�`�É�C�:�x1;�z�@"AyßD�°Ø�ÃlÉ�Ñ�Î�É¨Ñ
ð�ÄcÅKÇbØD56É/Ò7ÌGÍÊÅ û Â �Ë � ��� � Ì·¦ � à Í �°Ø
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� � Í �X7åØ7¨
Ø·÷aÉ¨á¨á¨ÍÊÑ�õSÄ × ÐpßpÃlÄcÅZÅ~ÌOÒÊÍ7ÏkÉ�Ù¨ÍÊË�3iËKÎ�ÍÊËKÏ�§�§�ßÊ56Ð�ËKÌGÑ�á¨ÍÊËkÃ·Í7ÒÊÅKÕ�ËKÍÚð¸É�Å~ÍÊÏkÌOÑ�ð�ÄSÅ~Ç�Í�à
× ÄcÅKÌOÒÊÏ � Í � ß�ý@Í7ËZÓOÌOÑ } ÎòÍÊÌOÎ�ÍÊÓOÛ:Í7ËKá } ðòÍ�¯�²óÉ�ËKõ � � � ý°Ø

� � ü��X7åØ�¨
Ø/÷aÉ¨á¨á¨ÍÊÑ�õSÄ × Ð�ÍÊÅB£>ØDÎòÕ°ÛDÍÊËMàu� û ÏZÉ¨Ñbß°Ã-ÄSÅKÅ~ÌGÒ7ÍÊÏ3É�Ù¨ÍÊË93iËKÎ°Í7ËKÏf§�ß�5/Ð�ËKÌGÑ�á¨Í7Ë3Ã·Í7ÒyÅ~Õ�ËZÍ
ðòÉ�ÅKÍ7ÏaÌOÑ�ð�ÄcÅKÇ�Í × ÄcÅKÌOÒ7Ï �h� ü6ß<ý@ÍÊËKÓGÌOÑ } Î¸Í7ÌGÎ�Í7ÓGÛDÍÊËKá } ð¸Í�¯º²óÉ¨ËZõ � � � ý°Ø

� �²ù �X7åØ�¨
Ø¨÷aÉ¨á¨á�Í7Ñ�õSÄ × Ð>ÍÊÅ	6^Øh�pÌ ×Ú× ÍÊË × Ä�Ñ�Ñbß�»yCD;u81@Bvh@"z�C[�ÚghCD;uz�\
z�@³�<�D='A1\KA·\(gLR�]18bxbz�\
8
=t:<:�81@9=t:�;��<8�=t:<;�8?vh@wgh^Dvh@bz�C[�Ú@�=t:Dv�ß���É¨Õ�ËZÑ�Ä�Ó�Écæ4�¶Õ�ËZÍRÄ�Ñ°Î(6òÐ�Ð�ÓGÌOÍ7Îö6òÓOá¨ÍÊÛ�Ë~Ä T@87� Ë � ���'ü�Ì� � } ���6Ø

� ��� ��÷�Ø:÷aÉ¨Õ�Ô�Õ�ÌOÍÊËòÍyÅ�6�Ø �pÌ ×Ú× ÍÊË × Ä�Ñ�ÑbßV�·=?x�gh@w`övh@"z�C��<ABÉ²z�@�;��<8�`D81@�=t÷h8�`
\
z_`hC�^'8öx�gh;�8?vDz�@�Rcß
Ð�ËKÍÊÐ�ËKÌGÑ�Å � ���'ü6Ø

� � ���Z£>ØD56Ñ�ÄcÌGÅ~Çpß ô ÄcÓOÉ¨ÌGÏ × É6Î�Õ°ÓOÍBÏZÅKËKÕ�ÒyÅ~Õ�ËZÍ�ßD¤)ÌGÍ7ÓOÎ°Ï	§YÑ�ÏZÅKÌGÅKÕ°Å~Í × É¨Ñ�É¨á¨ËKÄ�Ð�Ç�Ïçð¸É � ß�6 × Í7ËKÌGÒIÄ�Ñð�ÄcÅ~Ç°Í × ÄcÅ~ÌGÒIÄ�Ó456É6ÒÊÌOÍyÅ û � ��� Í Ø
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