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2 1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Gruppenringe sind ein Hauptgegenstand des Interesses der Darstellungstheo-
rie endlicher Gruppen. Eines der zentralen Themen ist die Frage, welche
Eigenschaften einer abstrakten Gruppe in ihrem Gruppenring gemessen wer-
den konnen. Das Isomorphieproblem ganzzahliger Gruppenringe ist die Frage
nach der starksten Antwort, ndmlich ob aus der Isomorphie der ganzzahligen
Gruppenringe ZG ~ ZZH zweier Gruppen G und H als augmentierte Al-
gebren auf die Isomorphie der Gruppen G und H geschlossen werden kann.
G. Higman bearbeitete in seiner Dissertation [Hi-39] dieses Problem erstmals.
H. Zassenhaus vermutete ([Se-83]), dafl aus ZZG = ZZ H als augmentierte Al-
gebren fiir eine geeignete Einheit a € U(QG) sogar G = a - H - a™! folgt.
K. W. Roggenkamp und L. L. Scott konstruierten in [RS-87c| eine Serie von
metabelschen Gegenbeispielen zu dieser Vermutung: Die Gruppe der obe-
ren Dreiecksmatrizen {iber dem Korper mit 4 Elementen mit Einsen in der
Hauptdiagonalen, die geeignet auf der zyklischen Gruppe der Ordnung 3-5-7
operiert, liefert ein solches. In einer Reihe von Arbeiten wurden in den letz-
ten 10 Jahren wegweisende Ergebnisse von K. W. Roggenkamp und L. L.
Scott [RS-87a, RS-86, RS-87b, Sc-85] sowie von A. Weiss [Wei-88| erzielt.
Der Anwendung und Erweiterung zweier dieser Resultate ist der erste Teil
der vorliegenden Arbeit gewidmet.
Genauer lautet das Hauptresultat des Kapitels 2:

Satz 1 Sei P eine endliche Menge von n rationalen Primzahlen und sei

G=Hx][]G,

peEP

ein direktes Produkt von n + 1 Gruppen paarweiser relativ primer Ordnung,
so dafs fir jedes p die Gruppen G, p-auflosbar mit Oy (G,) = 1 sind. Fine
p-Sylowuntergruppe von G, sei mit P, bezeichnet. ZZH erfiille die Zassen-
hausvermutung. Weiterhin sei E eine endliche Gruppe mit abelschem Nor-
malteiler N und E/N ~ G, fir den die Beziehung

|G

(INl, =57
Hp€P|Pp|

=1

gilt. Dann hat das Isomorphieproblem fiir ZZE eine positive Antwort.



Ist G nilpotent, so ergibt sich das Resultat von K. W. Roggenkamp und
L. L. Scott aus [RS-86, Sc-85] fiir ZZ als Koeffizientenring als Spezialfall.
Genauer bewiesen K. W. Roggenkamp und L. L. Scott in [RS-86, Sc-85], daB
fiir eine endliche Gruppe F mit abelschem Normalteiler N und nilpotentem
E/N aus RE = REF' fiir einen Dedekindbereich R, in dem kein Primteiler
der Gruppenordnung invertierbar ist, die Isomorphie von F und E’ folgt.

Die Frage nach der Giiltigkeit der Zassenhausvermutung war lange Zeit
und ist immer noch Leitfaden fiir Arbeiten iiber das Isomorphieproblem.
Aus diesem Grunde sind viele positive Ergebnisse erzielt worden. Einige Bei-
spiele seien explizit genannt: Das diesbeziiglich weitreichendste Resultat ist
das Ergebnis von K. W. Roggenkamp und L. L. Scott aus [RS-87b]. Fiir
ganzzahlige Gruppenringe vieler einfacher Gruppen kann die Giiltigkeit der
Zassenhausvermutung aus der Untersuchung von Brauer-Baumen abgeleitet
werden [Ki-92b, §3]. Diese Gruppen eignen sich als Gruppen H ebenso wie
Gruppen A S, mit abelschem oder symmetrischen A und n € IN nach A.
Giambruno, S.K. Sehgal, A. Valenti [GVS-91] und A. Valenti [Va-92].

Das Resultat von A. Weiss ([Wei-88]) zeigt fiir p—-Gruppen G die Kon-
jugiertheit endlicher Untergruppen U der Einheitengruppe p-adischer Grup-
penringe zu einer Untergruppe einer Gruppenbasis!, falls U Augmentation 1
besitzt.

Gilt dies auch ganzzahlig?

Ist genauer jede endliche Untergruppe der Einheitengruppe V(2 G)? kon-
jugiert zu einer Untergruppe einer Gruppenbasis, falls sie dies in V(ZqG)
fiir jede Primzahl ¢ und auch in V(QG) ist? Diese Frage 148t sich natiirlich
sinnvoll nicht nur fiir p—Gruppen G sondern fiir alle Gruppen G, deren
ganzzahliger Gruppenring der Zassenhausvermutung geniigt, stellen. An-
dere Einheiten von RG sind in diesem Zusammenhang nicht relevant, da
U(RG) =V(RG)xU(R) ([RS-87a, (1.1.1)]). Wir sprechen im Fall der Konju-
giertheit in V(Z ,G) fiir alle Primzahlen ¢ beziehungsweise Konjugiertheit in
V(®QG) von lokaler beziehungsweise von rationaler Konjugiertheit, wéhrend
Konjugiertheit in V(ZZG) mit ganzzahliger Konjugiertheit bezeichnet wird.

Man kann natiirlich auch fragen, in wievielen Gruppenbasen eine feste
Untergruppe von G liegt. Dazu finden sich in der Literatur zwei Beispiele:

'Eine Gruppenbasis von ZZG ist eine Untergruppe der Einheitengruppe von ZZG der
Augmentation 1, die eine ZZ-Basis von ZZG bildet.

2Dabei bezeichnet V(RG) die Gruppe der Einheiten mit Augmentation 1 im Gruppen-
ring RG iiber dem Integritétsbereich R.
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I. Hughes und K. E. Pearson ([HP-72]) bewiesen, dafl in dem ganzzahli-
gen Gruppenring der symmetrischen Gruppe der Ordnung 6 eine Involution
existiert, die nicht in einer Gruppenbasis liegt. Sie ist aber sogar 2-adisch
nicht zu einem Element einer ganzzahligen Gruppenbasis konjugiert.

C. Polcino Milies bewies in [PM-74], dafl im ganzzahligen Gruppenring der
Diedergruppe mit 8 Elementen zwei Konjugationsklassen von Gruppenbasen
existieren und dafl alle Einheiten endlicher Ordnung in einer Gruppenbasis
liegen.

Im zweiten Teil der vorliegenden Arbeit werden fiir alle Diedergruppen
von 2-Potenzordnung sowohl die Anzahl der Involutionen bis auf Konjugation
als auch die Anzahl der Gruppenbasen bis auf Konjugation bestimmt, in der
eine feste Involution liegt. Ebenso werden bis auf Konjugation alle Gruppen-
basen explizit angegeben.

In [Ro-89, RT-92] wird eine von L. L. Scott und K. W. Roggenkamp ent-
wickelte Theorie dargestellt, um die V(M G')-Konjugationsklasse einer festen
Untergruppe U < G auf Zerfall in V (ZZG)-Konjugationsklassen zu untersu-
chen.

Im einzelnen lassen sich die Ergebnisse aus [Ro-89], falls der Zentralisator
Czc(U) von U in ZZG abelsch ist und ZZG lokal freie Kiirzbarkeit erlaubt,
wie folgt zusammenfassen. Fiir eine p—Gruppe G parametrisiert der Kern
Clzc(Cza(U)) des natiirlichen Homomorphismus von der Klassengruppe
Cl(Czc(U)) des Zentralisators von U in ZG in die Klassengruppe Cl(ZG)
von ZZ G die Menge der Konjugationsklassen einer U (@) G)-Konjugationsbahn
von U in ZZ@G. Diese Aussage verwendet den Satz von A. Weiss aus [Wei-8§],
der von K. W. Roggenkamp in [Ro-92] und unabhéngig von G. Thompson
unter Anleitung von L. L. Scott in [Th-89] verallgemeinert wurde. Ist G kei-
ne p-Gruppe, so liefert die Theorie Ergebnisse fiir die Anzahl der V(ZG)-
Konjugationsklassen lokal und gleichzeitig rational zu einer festen Untergrup-
pe U von G konjugierter Untergruppen von V (ZZG). Diese Theorie lehnt sich
an die von A. Frohlich entwickelte Theorie von Picardgruppen von Ordnun-
gen ([Fr-73]) an.

Genauer untersucht man Isomorphieklassen von ZZ(U x G°?)-Moduln® M
mit Q - M ~ QG als @ (U x G?)-Moduln und M ~ ZZG als ZZG°’-Moduln.
Man kann annehmen, dal QM = QG ist. Dann ist M C )G und sogar

3d.h. U operiert von links durch Multiplikation und G operiert von rechts durch Mul-
tiplikation mit dem Inversen.



M = a- ZZG fiir eine Einheit a von QG als ZZ(U x G°?)-Moduln. Man zeigt,
dafl zwei dieser Bimoduln a-ZZ G und a'- ZZ G genau dann isomorph sind, wenn
a = a' - u fiir eine Einheit v von ZZG. Somit parametrisieren diese Isomor-
phieklassen von Moduln die Konjugationsklassen von Einbettungen von U in

V(Z @), die durch Konjugationen mit Einheiten von QG induziert werden.
Man zeigt, daBl ZZ,M ~ ZZ,G als ZZ,(U x G°)-Modul fiir alle Primzahlen p
genau dann gilt, wenn M = J - ZZG fiir ein Ideal J mit Isomorphieklasse (J)
in Clza(Cza(U)) = ker(Cl(Cza(U)) — CI(ZG)). Dem Homomorphis-
mus Clzc(Cza(G)) — Clza(Cza(U)) entspricht hier die Einschrinkung
des ZZ(G x G?)-Moduls J- Z G fiir ein Gitter J mit stabiler Isomorphieklasse
in Clza(Cza(G)) als ZZ(U x GP)-Modul. Aus dieser Beobachtung erschlieft
man, dafl eine Konjugationsklasse rational zu U konjugierter Untergruppen
genau dann aus in lokal zu GG konjugierten Gruppenbasen liegenden Elemen-
ten besteht, falls ihr zugehoriges Ideal im Bild des Homomorphismus der
Klassengruppen, wie oben angegeben, liegt.

Diese Untersuchung wird in der vorliegenden Arbeit auf ganzzahlige
Gruppenringe von Diedergruppen D, mit der Ordnung 2¢ € {u € INju =
2p oder u = 2" n € IN,p prim} und Untergruppen U der Ordnung 2 an-
gewandst.

Die Klassengruppe des ganzzahligen Gruppenrings von Diedergruppen
D, der Ordnung 2q € {2p,2"™ | p prim,n € IN} ist auf zahlentheoretische
GroBen reduziert durch Arbeiten von M. P. Lee [Lee-64], deren Arbeit von S.
Galovich, I. Reiner und S. Ullom in [GRU-72] und Cassou-Nougues in [CN-76]
verallgemeinert wurde, im Fall einer Primzahl ¢q sowie von A. Frohlich, M. E.
Keating und S. M. J. Wilson ([FKW-74]) im Fall einer 2-Potenz ¢. Die Klas-
sengruppe des Zentrums von 27 D,, und das Bild des Normhomomorphismus
nach der Klassengruppe des maximalen reellen Teilkorpers des Korpers der
p-ten Einheitswurzeln tiber Q, C1(Z[n(p)]), wurde von A. Frohlich, I. Rei-
ner und S. Ullom in [FRU-74] bestimmt. Den Fall ZZ D,, fiir alle natiirlichen
Zahlen m behandelten diesbeziiglich S. Endo, T. Miyata und K. Sekiguchi
n [EMS-82]. Teile dieser Ergebnisse waren T. Miyata schon 1987 bekannt
([Miy-80]). H. Cohn vermutete ([ACH-65, Co-60]), daB8 Cl(Z Dyn) = 1 fiir
alle n € IN ist.* A. Frohlich, I. Reiner und S. Ullom zeigten in [FRU-74] die
Isomorphie von CI(Z(ZZD,)) und Picent(Z D,), S. Endo, T. Miyata und K.

4M. Pohst, P. Roquette und B. Volkmann danke ich fiir ihre Antwort auf meine Frage
nach Ergebnissen zur Cohnschen Vermutung.



6 1 EINLEITUNG

Sekiguchi bewiesen die Isomorphie von Cl(Z(ZZ Dyn)) und Picent(ZZ Dan) in
[EMS-82].

Es ergibt sich zum Vorkommen von Involutionen im Gruppenring ZZ Don
der

Satz 2 Sei Don die Diedergruppe mit 2" Elementen.

1. Die V(@) Don)—Bahn einer nicht zentralen Involution b € Dan zerfillt in
2" [Tp<n hii Konjugationsklassen iber ZZ Don , wobei b die Klassen-
zahl des mazimalen reellen Teilkérpers des 2% —ten Kreisteilungskorpers
tiber @) ist.

2. Von diesen Konjugationsklassen bestehen 2"~' Klassen aus Involutio-
nen, die in Gruppenbasen liegen.

3. Cl(Crzpyn (b)) = Con-1 X [pen CUZ[Cor + C3))%, wobei 3 +1 = 0.

4. Clzp,(Czpyn (b)) > Con-1 X [T<p, CUZZ[Cor + C;kl])-
Eine unmittelbare Konsequenz ist

Korollar 1 Die Vermutung von H. Cohn ([ACH-65]) ist genau dann richtig,
wenn fir alle n € IN jede Involution von ZZ Dan in einer Gruppenbasis liegt.

Satz 2 ergdnzt die Untersuchung von S. Endo, T. Miyata und
K. Sekiguchi ([EMS-82]), die den Isomorphietyp der &ufleren zentralen
Automorphismengruppe® von ZZ D,, fiir alle Diedergruppen D,, der Ordnung
2m mit m € IN bestimmt haben. Dort wurde bewiesen, dafl

Outcent(ZZ Don) =~ Con-1 X Con-2.

(Ob die Arbeit von H. Weber [Web-1886] den Autoren von [EMS-82] bekannt
war, wird aus der Arbeit [EMS-82] nicht klar, denn in [EMS-82] wird zudem
noch eine Untergruppe der 2-Sylowuntergruppe von [Ii<, C1(ZZ[Cor + (i'])
als direkter Faktor angefiigt. H. Weber zeigt jedoch in [Web-1886], daf} die

Ein Ringautomorphismus heifit zentral, wenn er das Zentrum des Rings punktweise
fixiert. Ein Gruppenautomorphismus heifit zentral, wenn seine natiirliche Erweiterung als
Automorphismus des ganzzahligen Gruppenrings zentral ist.



2-Sylowuntergruppe von Cl(ZZ[(or + Cz_kl]) fiir alle Zahlen k einelementig ist.)
Die Klassengruppe des Zentrums von ZZ Dyn wurde in [EMS-82] zu

CUZ(ZZDan)) =~ Outcent(Z Dan) x [[ CUZ[Car + (3])

k<n

berechnet. Damit liegt b in genau 2"~2 Repriisentanten verschiedener Konju-
gationsklassen von Gruppenbasen.

Erzeugende Elemente fiir Outcent(ZZ Dyn) wurden in [EMS-82] konkret
nicht angegeben. Unter Verwendung von Satz 2 zeigen wir in der vorliegenden
Arbeit den

Satz 3 Die duflere zentrale Automorphismengruppe Outcent(ZZ Dan) des
ganzzahligen Gruppenrings der Diedergruppe Don mit 2" Elementen wird
erzeugt von der Konjugation mit a — b + 1, einem Automorphismus der
Ordnung 2"~' modulo inneren Automorphismen, und der Konjugation mit
1+b-(a+at), einem Automorphismus der Ordnung 2"~% modulo inneren
Automorphismen. Dabei ist a ein Element der Ordnung 2™ in Don und b eine
nicht zentrale Involution in Don.

Unter Verwendung des Satzes von Roggenkamp und Scott [RS-87a]
konnen hiermit fiir jedes n € IN Repréasentanten aller Konjugationsklas-
sen von Gruppenbasen angegeben werden. J. Whitcomb untersuchte den Fall
n = 2 schon in [Wh-68] und erhielt eine zweite Gruppenbasis durch Konju-
gation mit 1 + a + ba. Diese Einheit kann durch einen Ringautomorphismus
auf @ — b+ 1 abgebildet werden. Eine globale Ubersicht iiber das Konjugati-
onsverhalten von Gruppenbasen ist in [Wh-68] im Gegensatz zu der Arbeit
von C. Polcino Milies und der vorliegenden Diskussion nicht erzielt worden.

Im Beweis des Satzes 2 ist ein zentraler Punkt die Existenz eines Auto-
morphismus ¢ von ZZCsn, der ein Erzeugendes a von Cy. auf —a abbildet.
Identifiziert man a mit der Drehung um den Winkel 27/2", so kommutiert
o mit der Operation von b, einer nicht zentralen Involution von Dgn. Damit
ist o ein Automorphismus von

H°(< b>,ZDyn) = Cyp,. (b).

Auflerdem ist
HY(< 0 >, ZZDgn) = ZZDgn

6C,, bezeichne die zyklische Gruppe mit m Elementen.
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mit der kanonischen Identifikation Cyn-1 < Cyn. Diese Beobachtung macht
das Problem Induktionsmethoden zugénglich und wird im Beweis von Lem-
ma 5 und im Beweis von Lemma 9 an zwei zentralen Stellen wesentlich ver-
wendet.

Der kompliziertere Fall ungerader Diedergruppen der Ordnung 2 - m, wo-
bei (2,m) = 1 wird in Kapitel 3.9 fiir Primzahlen m begonnen. Es sei fiir
eine abelsche Gruppe A mit Ap der Kern des durch @ — o fiir alle a € A
definierten Endomorphismus von A bezeichnet. ZZ[n(p)] sei der Ring der
algebraisch ganzen Zahlen im maximalen reellen Teilkérper des p-ten Ein-
heitswurzelkorpers iiber ). Es konnte der folgende Satz gezeigt werden.

Satz 4 Sei D, die Diedergruppe mit 2p Elementen, wobei p eine ungerade
Primzahl ist.

1. Es existieren in ZZD,, genau

|CUZ[n(p)]Ca)|
|CUZn(p)])]

Konjugationsklassen von Involutionen, die lokal und rational zu b kon-
Jugiert sind.

2. Eine Involution b € D, ist in genau ’%1 Reprdsentanten von Konjuga-
tionsklassen von Gruppenbasen enthalten.

3. Von den Konjugationsklassen lokal und rational zu b konjugierter Invo-
lutionen in ZZ D, bestehen genau |(CU(Zn(p)]))i| Konjugationsklas-
sen aus Involutionen, die in einer Gruppenbasis liegen.

4. Falls p € {(2nq)? + 1ln € Z,n > 2,qZ € Spec(Z)} Primzahl ist,
existiert eine Konjugationsklasse von Involutionen, deren Elemente in
V(ZTDP) fiir alle Primzahlen r konjugiert zu b sind, die aber in keiner
Gruppenbasis von ZZD,, liegen.

Beispiele fiir Primzahlen p = (2¢n)? + 1 sind einfach zu finden und alle
Zahlen in {257,401, 577,1297,1601,2917,3137,4357,7057,8101} sind Prim-
zahlen von der obigen Form. Zum Beweis des letzten Punktes im Satz 4
wird im wesentlichen nur die Arbeit [ACH-65] angewendet. Damit erhélt
man leicht weitere Beispiele aus den Tafeln von K. Schaffenstein in [Sch-28]



oder aus den Abschitzungen von H. Hasse in [Ha-65]. Sehr viele Konjugati-
onsklassen lokal zu b konjugierter Involutionen in V(ZZD,) (ndmlich wenig-
stens 4 -3 -5-179 - 223 - 6961 = 16671734220) erhélt man mit der Arbeit
[CW-82, SWW-83] von G. Cornell und L. C. Washington sowie von E. Se-
ah, L. C. Washington und H. Williams fiir p = 11290018777. Von diesen
Konjugationsklassen bestehen hochstens 4 aus in Gruppenbasen liegenden
Elementen. Die Arbeiten [CW-82, SWW-83] verwenden wesentlich Compu-
terberechnungen.

Durch Verwendung des Computeralgebra-Programms ‘maple V’ konnte
unter Anwendung eines Satzes von van der Linden ([Ma-78, vdL-82]) berech-
net werden, daf} es in ZZ D3; und, falls man die verallgemeinerte Riemann-
schen Vermutung voraussetzt, auch in ZZ Dy Involutionen gibt, die lokal
konjugiert zu einer Involution in einem festen D, C ZZD, sind, ganzzahlig
jedoch in keiner Gruppenbasis liegen.

Hier ist jedoch auf die prinzipielle Schwierigkeit hinzuweisen, die sich
oft bei Beweisen ergibt, die an wesentlicher Stelle Gebrauch von elektroni-
schen Rechenmaschinen machen. Dabei ist ein “Verstehen” im Sinne von
M. Atiyah” hiiufig nur eingeschriinkt moglich.

Die Gliederung der Arbeit ist wie folgt: Kapitel 2 befafit sich mit dem
Beweis von Satz 1 wahrend Kapitel 3 den Beweis der Sitze 2—4 zum Thema
hat.

In Kapitel 2.1 wird zuerst der Fall zerfallender Erweiterungen halbeinfa-
cher Normalteiler mit Gruppen, deren ganzzahliger Gruppenring der Zassen-
hausvermutung geniigt, behandelt.

Automorphismen von ZZ(G, die von Automorphismen von ZZ E induziert
werden, stehen im Mittelpunkt von Kapitel 2.2. Das Ergebnis dieses Kapitels
stammt von K. W. Roggenkamp. Teile davon resultieren aus Arbeiten von
L. L. Scott und K. W. Roggenkamp.

Wird P festgehalten, so geniigt der Schnitt aller Normalteiler N, die den
Voraussetzungen des Satzes 1 geniigen, wieder den Voraussetzungen. Der
Beweis dieser Aussage wird in Kapitel 2.3 gefiihrt.

Satz 1 wird dann in Kapitel 2.4 bewiesen.

Der Inhalt des Kapitels 2 wurde in [RZ-91] veréffentlicht®.

7(cf. The Mathematical Intelligencer Vol. 6 No. 1 (1984). )
8Der Fakultit Mathematik sei fiir die Genehmigung der Versffentlichung gedankt.
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In Kapitel 3.2 wird der Zentralisator einer nicht zentralen Involution b €
Dyn, der Diedergruppe der Ordnung 2!, in ZZD,. iterativ als Pullback
durch die Wedderburn-Komponenten von 27 Do» dargestellt.

In Kapitel 3.3 werden die Vorbereitungen zur Bestimmung einer oberen
Schranke fiir die Klassenzahl von Cyp,, (b) weit vorangetrieben. Auflerdem
werden Vorarbeiten fiir die Diskussionen in Kapitel 3.7 geleistet. Dabei wird
ein zahlentheoretisches Lemma bewiesen, das garantiert, daf§ in den Pull-
backdiagrammen aus Kapitel 3.2 nicht alle Einheiten des gemeinsamen Quo-
tienten der beiden Faktoren Bilder von Einheiten eines der beiden Faktoren,
néimlich des Bildes von Czp,. (b) - (1 +a?""") im groften Wedderburnblock
von Z Don-1 = ZDan - 1(1+ a2 "), sind.

Daf} die nun leicht abzuleitende obere Schranke auch den tatséchlichen
Wert, liefert, wird in Kapitel 3.4 gezeigt, indem Cyzp,. (b) ~ C(n) @z ZC,y
fiir einen geeigneten Ring C (n) verwendet wird. In diesem Kapitel werden
ideletheoretische Methoden beniitzt. Genauer werden die Mayer-Vietoris-
Sequenzen der Pullbackdiagramme von Cgzp,,_,(b) und von Cyzp,, (D) -

n—1 n
1+“; beziiglich des Quasiidempotents 1+-b verglichen: Da Czp,, ., (b)- #

eine Teilordnung von Czp,, (b) in derselben Algebra ist, existieren Homomor-
phismen zwischen den Gruppen in den Mayer-Vietoris-Sequenzen der beiden
Pullbackdiagramme. Diese fithren auf die Diskussion des kommutativen Dia-
gramms

~

1 — UMB,) 2 UCMH) <a® > — 1

J, lAWB R l”lc
1 - C — UB,) — UCMw)/ <a® > — 1
l ! 1 :
U(Bn) U(C(n))
I - K, — 75 (U(Bn)) - 7o (U(C(n))) - 1
1
1 1

wobei die folgenden Bezeichnungen gewihlt sind:

. 14+a%" 140
Bn = CZD2n+1 (b) . 2 . 2 5
R 1+0b
C(n) = Czpy(b)- —

?n = Bn/QBn,
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Cn) = C(n)/20(mn).

Dabei wird a®*"' € Dyn mit seinem Bild in C'(n) identifiziert. Weiter ist
K, der Kern des natiirlichen Epimorphismus zwischen der Klassengruppe
von Czp,,,, (D) - # auf die Klassengruppe von Czp,, (b). Verwendet man
jetzt noch, dafl aus Kapitel 3.3 die Beziehung

CU(C(n)) = CUB(n — 1)) x CUZ[Gon + ('] Ca)

nachgewiesen wurde, lassen sich dann die Untersuchungen auf die Berechnung
der GréBen CU(Z[(yr + (4']Cs) fiir alle k € IN zuriickfithren. Man zeigt
genauer (Lemma 9), daf§ das nicht triviale Element im Kern der Abbildung

~ ~

pn: UB,) — UC(n))/ <o >
nicht im Bild der Abbildung 7p liegt. Damit ist dann

ta(mp(U(Ba))) € me(U(Cy)/ < d?

n—1

>),

wenn ¢, den naturhchen Homomorphismus von der Einheitengruppe U ( )
nach U(C(n))/ < a®"~" > via der Einbettung von B, in C(n) bezeichnet.
Da ¢, aber ein Isomorphismus ist, ist p, surjektiv und das Schlangenlemma
zeigt, dafl K, zweielementig sein muf3.

Die Berechnung von Cl(ZZ[(or + (3']Cs) fiir alle k € IN wird in Kapi-
tel 3.5 durchgefiihrt und die Berechnung von Cl(Cyzp,, (b)) wird damit auf
zahlentheoretische Groflen zuriickgefithrt. Genauer wird gezeigt, dafl

CUZZ[Gn + ('] <b>) = CUZ G + G])*.

Die Berechnung von Clzp,,(Czp,. (b)) und damit die Bestimmung der
Anzahl der Konjugationsklassen von Involutionen erfolgt in Kapitel 3.6 und
geht weitgehend unter Verwendung universeller Argumente, da die Klassen-
gruppe der Diedergruppe Dy gleich der einer maximalen Ordnung in @) Dan
ist.

In Kapitel 3.7 wird die Anzahl der Konjugationsklassen von Gruppen-
basen, die einen Repréasentanten besitzen, der b enthélt, bestimmt. Wieder
kommen ideletheoretische Methoden, diesmal wesentlich, zum Einsatz.

Mit den dadurch gewonnenen Kenntnissen ist es moglich, die duflere Au-
tomorphismengruppe von ZZ Do explizit anzugeben. Dies wird in Kapitel 3.8
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durchgefiihrt. Dabei ist der Fall n = 2 und der Fall n = 3 zuerst elementar
durchzufiihren, danach ist der allgemeine Fall eine einfache Folgerung.

Kapitel 3.9 ist der Untersuchung ganzzahliger Gruppenringe ungerader
Diedergruppen gewidmet. Eine besondere Schwierigkeit ist dabei die Bestim-
mung der Klassenzahl von ZZ[(,+( ] < b >, fiir die keine allgemeine Formel
hergeleitet werden konnte.

Im Anhang finden sich die Computerprogramme und die Ergebnisse der
damit durchgefiihrten Berechnungen fiir einige kleine Diedergruppen D,,.

An dieser Stelle mochte ich Herrn Professor Dr. K. W. Roggenkamp mei-
nen aufrichtigen Dank nicht nur fiir zahlreiche Hinweise, den Inhalt des fiir
Satz 1 unentbehrlichen Kapitels 2.2, sondern auch fiir die Auswahl des inter-
essanten Themas, der stetigen Anteilnahme an dem Fortgang der Arbeit und
der freien Arbeitsatmosphére am 3. Lehrstuhl des Mathematischen Instituts
B zum Ausdruck bringen.
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2 Isomorphie von Gruppenringen

2.1 Halbeinfache Normalteiler

Der erste Schritt zu unserem Ziel, das Isomorphieproblem einer positiven
Losung fiir einige Gruppen zuzufiihren, wird das folgende Lemma sein. Ein
R-Modul M, dessen R-Operation durch o € Aut(R) getwistet? ist, wird
mit “M bezeichnet. Ein R — S-Bimodul M, dessen R-Operation mit o €
Aut(R) und dessen S—Operation mit 7 € Aut(S) getwistet ist, wird mit , M,
bezeichnet ([Fr-73]).

Lemma 1 Sei G eine endliche Gruppe und sei M ein einfacher ZZG-Modul,
dann st fir jeden zentralen Automorphismus o von ZZG der Modul ° M zu
M isomorph.

Beweis. Da M einfach ist, existiert eine Primzahl p von Z7, so dal M ein
IF,G-Modul ist. Sei Py; =: P die projektive Decke von M als ZZ,G~Modul.
Dann ist natiirlich ? Py, =: P’ die projektive Decke von M als AA?pG—Modul.
Es ist ndmlich

A Z,G)1 ~ 1(Z,G) g

als Bimoduln und daher ist P’ projektiv. Nun ist aber  ® z P’ ~ @) ® z P
nach dem Skolem—Noether Theorem, da o zentral ist. Also ist nach [Sw-60,
Theorem 1] P ~ P’ und somit M ~ 7M. q.e.d.

Bemerkung 1 K. W. Roggenkamp bemerkte, daf dieses Lemma leicht fiir
charakteristische Schnitte eines projektiven Moduls verallgemeinert werden
kann und daf die Aussage nicht fiir jeden Modul M gilt.

Dieses Resultat wird fiir die folgende vorbereitende Proposition verwen-
det:

Proposition 1 Sei G eine endliche Gruppe, fiir deren ganzzahligen Grup-
penring die Zassenhausvermutung gilt und sei N ein halbeinfacher endlicher
ZG-Modul. Dann hat das Isomorphieproblem ganzzahliger Gruppenringe fir
ZZ(N X Q) eine positive Antwort.

9d.h. fiir alle r € R und alle m € M ist r-m = o(r)m
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Beweis. Wir setzen E := N XG. Sei ZE = ZZE; als augmentierte Algebren
und sei der in der Normalteilerkorrespondenz ([Pa-65, Theorem D], [RT-92,
partl, section V], [Ki-92a]) zu N gehorige Normalteiler Ny von FE; vorge-
legt. Dann ist I(N)E = I(N;)E; und somit ist E;/N; isomorph zu einer
Gruppenbasis Gy von ZG. Da fir ZZG die Zassenhausvermutung gilt, exi-
stiert ein zentraler Automorphismus a von ZZG mit a(G) = G;. Da nach
Voraussetzung I(N)E = I(N,)E, und I(E) = I(E)), ist auch

N~ I(N)E/(I(N)I(E)) = I(N1)Ey/(I(N)I(Er)) ~ Ny

eine Kette von ZZG-Isomorphismen.

Daher ist mit dem obigen Lemma *N; ~ N als ZZG—Moduln. Daher folgt
die Behauptung mit einem wohlbekannten Lemma (cf. z.B. [Zi-90, Kriterium
5.3]). Es ist ndmlich fiir diesen Isomorphismus ¢ dann ¢ : NxG — Ny xG
mit ¢(n, g) := (¢(n), a(g)) ein Gruppenisomorphismus. q.e.d.

Diese Proposition gilt auch fiir allgemeinere Koeffizientenringe S, ndmlich
fiir Dedekindbereiche R, in denen kein Primteiler der Ordnung von FE in-
vertierbar ist. Der Beweis ist wortlich der gleiche, wenn man statt @) den
Quotientenkorper von R verwendet und zusétzlich [Ro-80] heranzieht.

2.2 Automorphismen auf Bildern des Gruppenringes

Wir diskutieren in diesem Abschnitt Automorphismen ganzzahliger Grup-
penringe direkter Produkte von Gruppen, wie sie fiir den in diesem Kapitel
zu beweisenden Satz von Bedeutung sind. Die wesentlichen Argumente die-
ses Unterabschnittes sind auf Ideen von L. L. Scott und K. W. Roggenkamp
zuriickzufiihren.

Sei G = G; x G5 ein direktes Produkt endlicher Gruppen relativ primer
Ordnung. Weiter soll ZZG der Zassenhaus—Vermutung geniigen und es sei G,
p-auflosbar und O, (G) = Gb.

Ein normierter Automorphismus a von ZZG erweitert sich zu einem Au-
tomorphismus von Z »G und ist nach [Zi-90, Behauptung 6.3.1] p-adisch von

der Form
k(p)

azv-(]:[lcri(p))-p,

wobei 0;(p) zentrale Gruppenautomorphismen von G sind, 7 einen inneren
Automorphismus von Z7,G bezeichnet und p ein Gruppenautomorphismus
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von G ist. Dabei sind die Automorphismen o;(p) von G, so zu verstehen,
dafl die zentralen Idempotente von Z7,G alle von der Form 1 @y, € fiir

Idempotente e von ZPGQ sind und somit ZpGl Teilring jedes Blockes von
Bi(p) , (i =1, .., k(p)) von ZZ,G ist, denn O,(G;) = 1 und somit ist Z7,G,
der Hauptblock.

Diese Methode findet sich im wesentlichen schon in [RS-87a].

Sei jetzt o ein normierter Automorphismus des ganzzahligen Gruppen-
ringes ZZ E, wobei E durch eine p-auflosbare Gruppenerweiterung £ — G
mit Kern N definiert ist.

Es sei in diesem Unterkapitel vorausgesetzt, daf$ o das von N auf ZZE
induzierte Augmentationsideal I1(N)E normalisiert, d.h.

Dann induziert o einen normalisierten Automorphismus a auf ZZG. Die-
ser ist, da fiir ZZG die Zassenhaus—Vermutung gilt, Produkt eines zentralen
Automorphismus (3 und eines von einem Automorphismus p der Gruppenba-
sis G induzierten Ringautomorphismus:

a=/3-p.

Da O, (FE) ein Normalteiler von E ist, dessen Ordnung ihn im Normaltei-
lerverband von E auszeichnet, fixiert o’ das Ideal I(Oy)E als Menge und
induziert einen Automorphismus @ von ZZFE/O,(FE). Da aber E nach Vor-
aussetzung p-auflésbar ist und Oy (E/Oy(E)) = 1 gilt, ist tir ZZE/O,(E)
die Zassenhausvermutung richtig. Es ist also

a=d(p)-7(p)

fiir einen p-adisch inneren Automorphismus §(p) von ZZE /O, (E) und einen
von einem Automorphismus der Gruppenbasis E/O,,(FE) induzierten Auto-
morphismus 7(p) von ZZE /O, (E) wie in der obigen Diskussion von «. Da
nun aber o sowohl I(N)E als auch I(Oy(F))E fixiert, induziert « einen
Automorphismus « von

ZE[I(N)E +1(Oy(E)E) = Z(E/(N - Oy(E))) .
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Da aber

ZE/I(N)E
(I(Op(E)E + I(N)E)/I(N)

= =ZE/(I(N)E +1(0y(E))E)

ebenso wie

ZE[1(0y(E))E
(1{0,(E))E + I(N)E)/1(0,(E))E

— ZE/(I(N)E + 1(0,(E))E),

ist p—adisch
t(p)

a= 7(19)(]:[1 ai(p))p = o(p)7(p)

fiir innere Automorphismen (p) und §(p) von ZZ,E/(N - Oy(E)) und zen-
tralen Gruppenautomorphismen o;(p) von G fiir i = 1,...,¢(p), fur jeden
ZI,G—Block im Bild des ZI,E—Hauptblockes.

Offensichtlich ist 7(p)p~! zentraler Gruppenautomorphismus von G und
fixiert daher jedes zentrale Idempotent von ZZ,E/(N - O, (E)).

Daher unterscheiden sich die Automorphismen o;(p) fiir i = 2, ..., t(p) von
o1(p) nur durch innere Automorphismen von Gj.

2.3 Ein gruppentheoretisches Hilfsmittel

Bekanntlich ([Hu-67, III, 2.5 Satz c]) existiert ein eindeutiger minimaler
Normalteiler einer endlichen Gruppe G mit nilpotentem Quotienten. Die-
se Eigenschaft endlicher Gruppen geht an wesentlicher Stelle in den Beweis
von K. W. Roggenkamp und L. L. Scott [RS-86] zum Isomorphieproblem von
nilpotenten auf abelschen Gruppen ein. Da diese Arbeit hier verallgemeinert
werden soll, ist ein entsprechender Satz fiir Gruppen, die in unserer Situation
auftreten, zu zeigen.
Sei GG eine endliche Gruppe, die die folgende Struktur besitzt:

G=Hx]]G,

peEP
mit
1. einer Gruppe H, fiir deren ganzzahligen Gruppenring ZZ H die Zassen-
hausvermutung gilt,
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2. einer n—elementigen Menge P von rationalen Primzahlen,
3. p-auflésbaren Gruppen G, mit Oy (G,) =1,
4. so daB alle n + 1 Gruppen paarweise relativ prime Ordnung besitzen.

5. Sei weiter N ein abelscher Normalteiler der endlichen Gruppe E mit
E/N ~ G, so daf}
|G|
HpGP |P p|

wobei P, eine p-Sylowuntergruppe von G, ist.

(1N, )=1

Man beachte, dafl dadurch G eine p-auflosbare Gruppe fiir alle p € P ist.
Wir zeigen, dafl bei fest gehaltenem P ein eindeutiger Normalteiler Ny
mainimaler Ordnung in E mit Faktorgruppe Gy existiert, so dal sowohl N
als auch G den obigen Bedingungen geniigen.
Wir fixieren einige Bezeichnungen, um die Gedankenfiihrung durchsichti-
ger zu machen:

e 7, ist die Menge der Primzahlen, die die Ordnung von G/, teilen.
o Gy =G/G).
e Nach Voraussetzung ist 7, N 7w, = 0 fir alle p # ¢;p,q € P.

e Mit N, ist mit der obigen Bezeichnung die p-Sylowgruppe von N be-
zeichnet, denn die Voraussetzungen an N und G garantieren, dafl unter
den Primzahlen in 7, nur p die Ordnung von N teilt.

e m(E) = {g prim :¢||E|}.

Seien jetzt in E zwei abelsche Normalteiler N und M mit E/N = G
und E/M = T gegeben, so daf§ die Paare (N,G) und (M,I') den obigen
Voraussetzungen 1 — 5 geniigen. Zu zeigen ist, daf§ (N N M, E/(N N M))
auch diesen Voraussetzungen geniigt.

Behauptung 1 FEs ist E/(N N M) ~ K = Ky X [[,ep K, und K, sind
7,~Gruppen, |Ko| ist relativ prim zu |K/Ko|.
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Beweis. Es ist sicher K isomorph zu einer Untergruppe von G x I' durch
die natiirliche Einbettung von E/(N N M) in E/N x E/M. Da E aber m,~
auflosbar nach Voraussetzung ist, enthélt £/(N N M) wenigstens eine m,—
Halluntergruppe. Diese ist in der einzigen m,~Halluntergruppe von E/N x
E /M enthalten. Alle m,~Halluntergruppen von E/(N N M) sind konjugiert
in E/(NNM).

Nun ist aber die m,-Halluntergruppe von E/(N N M) in dem Schnitt
der m,~Halluntergruppe II, von E/N x E/M und E/(N N M) enthalten.
II, N E/(N N M) ist sicher eine normale m,~Untergruppe von E/(N N M).
Also existiert nur eine m,~Halluntergruppe von E/(N N M), welche dann als
direkter Faktor abspaltet, da analog auch ihr Komplement normal ist.

Fir K, definiert man

mo :=7(E) \ Upepm,
und fithrt analoge Schliisse. q.e.d.
Behauptung 2 FEs ist E/(N, x My) ~ G, xT'y.

Beweis. Sicherlich ist N,,-M,, = N, x M,,, da sowohl N,, als auch M,y normale
Untergruppen relativ primer Ordnung sind.

Es sei U das volle Urbild von G, in E. Da (|Ny|,|U/Ny|) =1, ist U/Ny
isomorph zu einer m,-Halluntergruppe von E nach dem Satz von Schur-
Zassenhaus.

Nach der Behauptung 1 ist £/(N N M) = K, x K, fiir eine m,~Gruppe
K, und eine 7, —Gruppe K,y. Da aber N N M Untergruppe von N, X M, ist,
ist der natiirliche Homomorphismus E/(NNM) — E/(N, x M,) surjektiv.
Also ist E/(N, x My) = X = X, x X,y wieder eine Zerlegung wie oben.

Sei nun V' das volle Urbild von X, in E, dann ist wegen (|V/My|, |My|) =
1 auch V/M,, isomorph zu einer m,~Halluntergruppe von E wieder nach dem
Satz von Schur—Zassenhaus.

Somit sind U/N,, und V/M,, konjugiert in E. Da N, eine normale ),
Gruppe ist, liegt sie in jeder m,~Halluntergruppe. Also ist

Gy = U/(Nyx Ny)
— (U/N)/N,
(V/M,)/N,
V/(Np x M)
X

P
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und wenn man noch die Rollen von 7, und m, vertauscht, erhélt man das
Ergebnis. q.e.d.

Behauptung 3 Fulls M,y = Ny, folgt aus O,(G,) = 1 die Gleichung
Op((E/(NNM)),) = 1.

Beweis. Die Isomorphie von Gy und I'y folgt aus Behauptung 2.
Nach der Behauptung 1 ist E/(N N M) = X, x X, mit der obigen
Notation. Wir faktorisieren N,y und verdndern die Situation dadurch nicht.
Sei U das volle Urbild von G in £ und V' das volle Urbild von (£/(N N
M)), in E. Dann sind sowohl U als auch V' zwei 7,~Halluntergruppen von E
und somit konjugiert. Da /N eine normale 7,~Gruppe ist, liegt sie in U N V.
Also ist

(Gp)
(U/N)
(V/N)
p (V/ (N0 M))/(N/(N 0 M)))
(
(X,

v

V/(NNM))
p)

da in Bildern von Gruppen Bilder von Normalteilern wieder Normalteiler
sind. Dies war jedoch die Behauptung. q.e.d.

Nun kann das Gesamtziel ins Auge gefat werden: Normalteiler NV heiflen
geeignet, wenn N zusammen mit /N die Voraussetzungen 1 — 5 von oben
erfiillen. Falls nun N und M geeignete Normalteiler von F sind, so ist nach
Behauptung 2 auch N, x M, ein geeigneter Normalteiler. Mit Behauptung
3 sind dann aber auch (N, N M,) x N, sowie (N, N M,) x M, geeignete
Normalteiler. Mit diesen werde das Verfahren fortgefithrt und man erhélt,
daBB N N M ein geeigneter Normalteiler ist.

Proposition 2 FEs existiert in E ein eindeutiger minimaler Normalteiler Ny,
der den Voraussetzungen 1 — 5 von oben geniigt.

Beweis.
NO = ﬂ N.

N geeignet
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Lemma 2 Ny besitzt ein Komplement.

Beweis. Es ist N abelsch und somit gilt fiir alle natiirlichen Zahlen 7 mit
Gy = E/N, fir die i-te Kohomologiegruppe

H'(Go, No) = [ H'(Go, (No)y)-

p| |No|

Wir zeigen, da8 H'(Gy, Ny) = 0 ist und konnen daher annehmen, dafi N
eine p—Gruppe ist.
Da nun aber

Extiszo(Zp, No) = Extyq,(Z, No) = H'(Go, No)

gilt, ist man fertig, wenn Ny keinen Beitrag zum ZPGO Hauptblock besitzt.

Da ZpGp/ separabel und ZpGp eine unzerleghare Algebra ist, ist die
Einschréinkung des ZZ,G Hauptblocksummanden Ny(0) von Ny auf G, ein
trivialer Modul. Sei Ny(0) & N = Ny. Es sei Y das volle Urbild von G, in
E/Ng. Nach dem Satz von Schur—Zassenhaus besitzt Ny(0) in Y ein zu G
isomorphes Komplement. Zudem ist Ny(0) zentraler Normalteiler von Y, da
G trivial auf Ny(0) operiert. Somit ist Ny(0) direkter Faktor von Y und
G ist normale m,—Halluntergruppe von Y. Da Y Normalteiler von E/Ng
ist und da G, charakteristischer Normalteiler von Y ist, ist Gy normale
7y—Halluntergruppe von E/Npg.

Sei G, das volle Urbild von G, in E/Np. Offensichtlich ist G, normale 7,
Halluntergruppe von E/Ng. Da auBerdem G, Bild von G, ist und O,/(G,) =
1 gilt, ist O, (G,) = 1.

Da nun aber ép und G,y Normalteiler relativ primer Ordnung von E/Npg
sind, zerfillt £/Ng in ein direktes Produkt von Gruppen, so dal Ng zusam-
men mit £/Ng den Voraussetzungen 1-5 geniigen. Mit der Minimalitét von
Ny folgt Ny(0) = 1. q.e.d.

Wir konnen daher das folgende Korollar formulieren:

Korollar 2 FEs ist H(Gy, No) = 0 fiir alle positiven ganzen Zahlen i.

2.4 Der Isomorphiesatz

Wir zeigen in diesem Unterabschnitt mit den bisher bereitgestellten Hilfs-
mitteln den
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Satz 1 Sei P eine endliche Menge von n rationalen Primzahlen und sei

G=Hx][G,

peEP

ein Produkt von n + 1 Gruppen paarweise relativ primer Ordnung, so dafs
fir jedes p die Gruppen G, p-auflosbar mit Oy (G,) = 1 sind. Eine p-
Sylowuntergruppe von G, sei mit P, bezeichnet. ZZH erfiille die Zassenhaus-
vermutung. Weiterhin sei E eine endliche Gruppe mit abelschem Normaltei-
ler N und E/N ~ G, fir den die Beziehung

G|
HpGP |Pp|

gilt. Dann hat das Isomorphieproblem fiir ZZE eine positive Antwort.

(INV]; )=1

Beweis. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit ist N = Ny in der Bezeich-
nungsweise von Unterabschnitt 2.3. Sei weiter

A:=radgzoN = H TadszNp,

pl N

so dafl N/A ein halbeinfacher ZZG-Modul ist. In Anlehnung an Unterab-
schnitt 2.3 bezeichnet N, die p-Sylowuntergruppe von N und (N/A), die

p-Sylowuntergruppe von N/A. Falls fiir ein ZprBlockidempotent e nun
eN,/eA, =0

gilt, so ist wegen der Additivitdt des Radikals eN, = 0. Also gehort (N/A),
zu genau denselben ZPG—Blécken wie V.

Sei nun ZZ E = ZZ F/ fiir eine normalisierte Untergruppe E; der Einheiten
von ZFE, so existiert zu N < E ein Normalteiler M < F; von Ei, so daf3
die induzierten Augmentationsideale von N und M {ibereinstimmen ([Pa-65,
Theorem D][RT-92, Ki-92a)):
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Es seien
N:=N/A,E:=E/A,E,~E,/B,M:= M/Bund G* ~ E;/M

Gruppen der Augmentation 1, so da ZG = ZG' und ZE = ZZF, sind.

Sicherlich ist fiir ZZG die Zassenhausvermutung richtig [Zi-90, Bemerkung
3.2.2.] und [RS-87b].

Da N der kleinste Normalteiler in F ist, der den Vorraussetzungen des
Satzes geniigt, ist N der kleinste Normalteiler von E, der den Voraussetzun-
gen des Satzes geniigt. Wire das nicht der Fall, so wiirde in E ein kleinerer
Normalteiler N existieren, der den Voraussetzungen des Satzes geniigt. Die-
ser besitzt das volle Urbild V] in £ mit isomorphem Quotienten:

Es ist nur noch zu zeigen, daf3 die Bedingung 5 aus Unterabschnitt 2.3 nicht
verletzt ist. Dies folgt aus dem Beweis von Lemma 2: N hat keinen Beitrag
zum ZZ ,G-Hauptblock, fehlte aber in N eine p-Sylowgruppe, die in N nicht
fehlt, so gehérte N, zum ZPG—Hauptblock.

Somit fixiert jeder augmentierte Automorphismus o von ZE das in-
duzierte Augmentationsideal I(N)E als Ganzes. Es wiirde sonst zu I(N)FE
einen Normalteiler N’ von E mit derselben Ordnung wie N geben, der der
Beziehung

I(N)E =a(I(N)E)

geniigt. Da dann aber
ZE/N ~ ZE/N'
und mithin
E/N ~E/N

aus der positiven Antwort auf das Isomorphieproblem fiir ZZE/N folgt, ist
daher, verwendet man |[N| = |N'|, auch N’ geeignet, die Voraussetzungen
des Satzes anzuwenden. Aus der Minimalitit von N ist dann sogar N = N’
zu folgern. Damit ist die Zwischenbehauptung gezeigt.

Mit Proposition 1 erhilt man einen Ringautomorphismus o' von ZZE),
der E auf E; abbildet und daher augmentiert ist. Dieser induziert dann mit

der obigen Diskussion einen Automorphismus « von ZZG, der dann G auf
G! abbildet.
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Die Diskussion in Unterabschnitt 2.2 erlaubt uns nun, die p-adische Er-
weiterung von « fiir jedes p € P als

k(p)
o= v(p)(l:[1 oi(p))p

fiir jeden ZprBlock By, .., Bypy und zentrale Gruppenautomorphismen
oi(p) von G,, innere Automorphismen v(p) von ZpG und einen Gruppen-
automorphismus p von G zu schreiben. Dabei unterscheiden sich fiir festes p
die o;(p) auf dem Bild des ZZ, E-Hauptblockes By ® By ®... @ By(py nur durch
innere Automorphismen, die durch Variation von 7(p) beschrieben werden
konnen.

Nun miissen noch die verschiedenen Primstellen ausgeglichen werden. Da
o1(p) ein zentraler Gruppenautomorphismus von G, ist, ist er global definier-
bar und an der Primstelle ¢ # p ist er inner: Da |G/G,| - 22, = ZZ,, ist die
Gruppe der duBeren Automorphismen Outcent(Z,G/G,) trivial ([RS-87a,
(1.2.13)]).

Daher ist

o:=[[or'(p)

peEP

ein zentraler Gruppenautomorphismus von G und

= Ozp’IU’1
ein Ringautomorphismus von ZZG, der G auf G abbildet und der auf dem
Bild des ZZ,E-Hauptblockes an den Primstellen p € P innerer Automor-
phismus ist.

Nun ist aber

[(N)pv Op’(E)] < ((N)p N Op’(E)) =1,

da die beiden Gruppen Normalteiler relativ primer Ordnung in £ sind, und
somit (N), zum ZZ,E Hauptblock gehérig ist. Da aber (N), und N, zu den
gleichen ZPG—Blécken gehoren, gehort N, zum ZPE—Hauptblock.
Da nun aber
YN ~N
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als ZZG-Moduln und unter Beniitzung des kleinen Gruppenrings
ZE/(I(N)I(FE)) die ZZG-Modulisomorphie

N =~ I(N)E/(I(N)I(E)) = I(M)E,/(I(M)I(Ey)) ~ M

gilt ([RS-87a]), schlieBt man
E ~ E1

aus [Zi-90, Kriterium 5.3]. q.e.d.
Unter den vielen Konsequenzen des Satzes sei eine besonders hervorgeho-
ben:

Korollar 3 [Sc-85, RS-86] Sei E eine endliche Gruppe mit abelscher
Hyperkommutatorgruppe’® N. Dann hat ZZE eine positive Antwort auf das
Isomorphieproblem.

Beweis. Mit H = 1 und G, = P, fiir alle p € P ist der obige Satz auf E
anwendbar. q.e.d.

Beispiele fiir Gruppen E, die den Voraussetzungen des Satzes aber nicht
den Voraussetzungen des Korollars geniigen, sind leicht in vielfaltiger Aus-
pragung zu gewinnen. Fiir die Rolle als G, priadestiniert sind zum Beispiel
affine Gruppen C, xC,, fir Primzahlen p, ¢ und ¢|(p—1) mit Galoisoperation.

Fiir P = () ist das Ergebnis von Sehgal, Sehgal und Zassenhaus [SSZ-84]
in Satz 1 enthalten.

10das ist der Kern des Epimorphismus auf den groéiten nilpotenten Quotienten
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3 Involutionen in Gruppenringen

3.1 Prialiminarien

Wir beginnen mit einem wohlbekannten Lemma, das wegen seiner Bedeutung
fiir die vorliegende Arbeit angegeben werden soll:

Lemma 3 Sei K ein Korper und sei A eine K—-Algebra mit zentralem Idem-
potent e verschieden von 1 und 0. Sei R ein Dedekindbereich und sei A eine
R-Ordnung in A mit K = frac(R). Dann gilt fir jede R—flache, kommuta-
tive R—Algebra S

S@RA — S@RA'e

! 1
SorA-(1—¢) — S@rA

mit A== A-e/(ANA-e) ist ein Pullbackdiagramm.

Als néchstes werden wir ein weiteres Lemma in Anlehnung an [GR-87b,
Theorem 2.7] beweisen, das uns die Arbeit sehr erleichtern wird:

K sei der Quotientenkorper des Dedekindbereiches R der Charakter-
istik 0.

Lemma 4 Seien A eine R—Ordnung in einer endlich dimensionalen K-
Algebra A und A eine R—Ordnung in der endlich dimensionalen K—-Algebra
B, so daff A < A und A < B und sei J ein lokal freies A—Rechtsideal. Dann
ist J @p A ~ J- A ausgewertet in B.

Beweis. Es ist
00— A—B— B/A—0

eine exakte Sequenz von A-Moduln und somit auch von A-Moduln. Dann
ist eine exakte Sequenz von A—Moduln induziert:

Tor(J,B/A) — J @y A — J @, B
Da aber J projektiv ist, gilt

Tor}(J,B/A) = 0.
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Somit ist mit

J @B

12

(J@prA)@r K
K ®pJ s A
(J®gr K) @4 A
Ay A
K®p Ay A
K®pA

B

12

12

12

12

12

12

die Behauptung bewiesen, wenn man die Isomorphismen in den exakten Se-
quenzen verfolgt. q.e.d.
Im Verlaufe der folgenden Untersuchungen wird ein zahlentheoretisches
Lemma benétigt werden. Wir definieren fiir alle ¢ € ZZ die Zahl n;(n) =
(i + (o' Manchmal wird auch 7; statt n;(n) und 7 statt n(n) geschrieben.

Lemma 5 Sei (on eine primitive 2" —te Einheitswurzel.
n(n) = Con + G
Dann gilt fiir alle k > 2 und alle x € Z[n(n)]:
(1+2%2) € U(Z[n(n)]) = = € n(n) Z[n(n)]
fiir alle n > 2.

Beweis von Lemma 5. Wir fiithren eine Induktion iiber n durch.

Sei n = 2 : Dann ist die Behauptung trivial, da n(2) = 0.

Sei die Behauptung bewiesen fiir n — 1. Dann sei jetzt die Korpererweite-
rung @ [n(n)] : Q[n(n — 1)] betrachtet. Die Ganzheitsringe in diesen Kérpern
sind ZZ[n(n)] bzw. Z[n(n — 1)], welche den ZZ-Rang 2"~2 bzw. 2"~ haben.
Damit ist unsere Kérpererweiterung quadratisch. Mit Nr sei die Norm dieser
Erweiterung und mit ¢r die Spur bezeichnet. Sei x € ZZ[n(n)] mit

r=oa+Y i+ Y B
i J

mit ganzzahligen Koeffizienten. Sei o Erzeugendes der Galoisgruppe der Er-
weiterung von ZZ[n(n)] : ZZ[n(n — 1)]. Da diese Untergruppe der zyklischen
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Galoisgruppe von Z[n(n)] iiber Z ist ([Hu-67, 1,13.19]) und die Ordnung 2
hat, ist
7 =a+ Z QT2 — Z Bin2jt1-
( J

Das Hauptargument des Beweises ist das folgende: Es berechnet sich die
Norm von 1 + 2Fz zu

Nr(1+42F2) = (14 2%2)- (1 +2F2%)
1+ 25r(x) + 2% Nr(z)
U(Z[n(n —1))).

m

Es ist
tr(z) =2 (a+ Z Qi)

und somit
Nr(l+2%z) = 1425 (a+ Y ) + 2% Nr(x)

= 14+28"(a+ Y agme + 2 'Nr(z)).

Mit der Induktionsannahme ist

a+ Zamgi + 281Ny (x) € n(n — 1) Z[n(n — 1)].

Da k > 2 gilt, ist 2°"'Nr(z) € n(n—1)ZZ[n(n—1)] und somit wegen 1;(n) €
n(n —1)Z[n(n — 1)] auch

a€ (nn—10)Znn-1)]))NZ =27Z.

Damit ist jedoch auch = € n(n)ZZ[n(n)]. Es folgt die Behauptung. q.e.d.
Es wurde dabei verwendet, daf§ Nr(n(n)) = 2 — die Norm nach Z— und

daB die Galoisgruppe von ZZ[n(n)] tiber Z auf n(n)ZZ[n(n)] operiert. Dies ist

jedoch eine lange bekannte Tatsache (z.B. [Ha-49, III §27 ¢2. Seite 391]).

Bemerkung 2 Man vergleiche diesen Beweis mit dem Beweis von Lemma 9,
da auch dort der Galoisautomorphismus ¢ und die Norm N7 die Schliisselrolle
spielen.
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3.2 Grundlegende Definitionen

Es sei fiir ein festes n € IN
Dyn =< a,bla*", b*, baba >

die Diedergruppe der Ordnung 2"*!. Dann ist

2n—1

C(n) = Czp2n<b> =< 1,a"+a’i,a |1§i§2n71—1>z<b>

der Zentralisator von b in Z7 Dy». Mit Lemma 3 und einem zentralen Idempo-
tent e = 1(1+a®"") in Q Don ist ZZDyn ein Pullback mit einer ZZ-Ordnung
A, und IF, := ZZ /277 wie folgt ([Ro-89)):

Z Dy 2% ZZDgns
l Tn l Pn
An ﬂ) FQDQ?‘L*I

Dabei ist o,, Multiplikation mit e gefolgt von dem Isomorphismus
l)gn/ < a2n*1 >~ l)anl

und 7, ist die Multiplikation mit (1 — e). Wir schreiben C(n) iterativ als
Pullback in Ringen algebraisch ganzer Zahlen ZZ[n(k)]. Mit Lemma 3 ist
damit ein Pullbackdiagramm von C(n) induziert:
(7(n) Zn, lgn—l
Lo Lo,
Y

Fn ? n—1

Es ist A,, dquivalent zur Darstellung
q cos%7T sin%’T b 0 1
—sin%7r 003%7r ’ 10

To(a® 4 a™") = (¢5, + ¢F) - 1 fiir alle k € IN.

Daher ist T, = Z[n(n)] < b > mit n;(n) = 4 + (o und n(n) := n1(n).
Weiter ist

und somit

2n—2|

Bho1=0,(C(n)) =<1,a"+a",2a* |i=1,.,2""%2 1>z .
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Man beachte den Unterschied zu C(n):
C(n)/B,=(Z <b>a>)/2Z <b>d""").

Da C(n)e = Bpe und C(n)(1 —e) = B,(1 — e), ist ein Pullbackdiagramm
wie folgt gegeben:

Bn - Bn—l
[
Fn ﬂ) n—1

Zum Beweis von Satz 2 bendtigen wir noch weitere Ringe, die als Pullbacks
geschrieben werden sollen. Wir setzen C'(n) := C(n)/((1—b)C(n)) und B,, :=
B(n)/((1 —b)B(n)). Dann erhalten wir Pullbackdiagramme

~

Bn - Bn—l é(n) B Bn—l
! Ll !

Damit ist
A 1 n
(1—e)C'(n) =< 5(1—@2

und

2n—1

(1—e)C(n)NC(n) =< 1—a?"", d'+a""—a®" "=a® M1 <i <2V 21 >4

In ZZ[n(n)] ist dies gleich 227[n(n)].

Genauso verfahren wir mit B,,:

fa 1 n—1

1, . . et on1s
(1__6)13n =< 5(1“@2 )’a(alﬁ*a_l——QQ 1_2__a2 1+Z”1 S;i S;Qn—Z__l >UZ

und

n—1

(1—e)B,NB, =< 2—2a>"", di+a""—a®"  "—a® 1 <i<2" 21 >4.

In ZZ[n(n)] ist dies gleich 2n(n)ZZ[n(n)].
Damit ist

Bur = Zn(m)/(2ZZ[n(n))) wnd B, = Z[n(n)]/(2n(n) Zln(n))).
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Da C(n)=Z <b>®zC(n) und B, = Z < b > @zB,, ist

B,_1 =Z <b>®zZ[n(n)|/(2Z[n(n)])

und

Bn1=Z <b>®zZn(n)]/(2n(n)Zn(n)]).
Préaziser:
— 2"—171 . .
B, =Z27 <b>+ Y Z]2ZZ <b> (a'+a"),
=1
2n—1-1

B,=ZJAZ <b>+ Y. ZZ)2ZZ <b> (d' +a™").

i=1

Fiir spitere K —theoretische Anwendungen beweisen wir das

Lemma 6 Fsist 2 —b e U(B,_1) kein Bild einer Einheit von I',.
Beweis. Die Faser von 2 — b in I',, ist
2—b+2n(n)Znn) <b>
und ein Element x aus dieser Menge also von der Form:
x=2—b+2xn(n) + 2y1bn(n) mit z1,y; € Z[n(n)].

Da Zn(n)] < b >C Z[n(n)] @ Z[n(n)], driickt sich z in den Wedderburn
Komponenten wie folgt aus:

z = (1+2z1m(n) + 2y11(n), 3+ 2z1n(n) — 2y1n(n)).

Falls es solch ein x gibt, so auch eines mit Augmentation 1:
Es existieren nédmlich zwei kommutative Diagramme wie folgt:

r, -2

B, r, % B,
le €~L und To 6~T
Zn(n)] -~ B Zn(n)] - B,
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mit o(z) = z - 1. AuBerdem ist €0 = idzjm) und €6 = idy . Jetzt ist fiir

irgend ein Urbild z von 2 — b

o((0€)(x)) = (¢oe)(x) = 6(e()) = 5(1) = 1

und es wiire daher mit - ((oe(x)) ™! ein Urbild mit Augmentation 1 gefunden.
Man kann also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

2z1n(n) + 2y1n(n) =0

annehmen, wodurch dann die Projektion auf die zweite Komponente eine
Einheit
u=—144z mit z =14 n(n)y

ware.
Die Bedingung an z definiert genau die Elemente in ZZ[n(n)] \ n(n)ZZ[n(n)).
Solch ein Element gibt es aber nicht wie man mit Lemma 5 sieht.

3.3 Einheiten aus der Zahlentheorie

Lemma 7 Es sei Cy =< b > gegeben. Dann sind 1+Ch+Co’ und b+
Einheiten in ZZ[(on + (52 ]|Co = T,y

Beweis von Lemma 7. Fiir n = 2 ist die Aussage klar, da dann die fraglichen
Einheiten gleich 1 oder b sind. Sonst ist mit

(L4 G+ Gd) - (=G —Gd) = —1- (14 Gh + &)

(b4 Con + Gt ) - (b= Gn — Gol) = =1+ (L4 30 + ()

die Aussage induktiv bewiesen.
Lemma 8 FEs ist
1. |U(Bp-1) s 9a(U(T0))] = 2.
2. ¥, (UT,)) =U(By-1).

fiir alle n > 3.
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Beweis von Lemma 8. Zuerst folgern wir aus Teil 2 die Aussage von Teil 1.
Sei

B, - B,
die natiirliche Projektion. Da g, surjektiv ist und kerg, im Radikal von B,
liegt, ist jedes Urbild einer Einheit von B,, Einheit in B,,. Falls T = 1+ 2 mit
x € rad B, eine Einheit in B, ist, hat sie vier Urbilder in B,: 1+ r,—1+
x,1+2b+ 2, —1+4 2b+ x. Somit ist

U(By)| =4-|U(B.)|.

Dann siecht man: Es hat also ,(U(T',)) in U(B,_;) den Index 1,2 oder 4.
Da aber —1 im Kern von 1, aber nicht im Kern von Un liegt, ist der Index
hochstens 2, denn mit u ist auch —u eine Einheit von I',,.

Nach Lemma 6 ist der Index aber mindestens 2 also ist

U(Bo-1) : 9u(U(T0))] = 2.

Somit ist dann auch 1. bewiesen.
Wir zeigen jetzt Teil 2. in mehreren Schritten. Dies erfolgt durch den
Beweis der Behauptungen 4-7 unter Verwendung von Lemma 7:

Behauptung 4 FEs ist

~

U(B,) = U(B,) + (1+b) - B,.

Beweis von Behauptung 4. Da B, = En +b- En, folgt die Behauptung aus

der Nilpotenz von (1 +b) - B,,. q.e.d.

Da (14 b) - B, nilpotent vom Grade zwei ist, rechnet man

14+0B+1)z)- 14+b+1)y)=1+0+1)(z+y)

— ~

und somit wird U(B,,) von U(B,,),b und 1+ (b+ 1)y, fiir eine IF,-Basis {y;}
von B, erzeugt. Denn {1+ (b+ 1)y;,b} erzeugen 1+ (b+ 1)B, und
<U(B,), 1+ (b+1)B, >=U(B,)

nach Behauptung 4.
Wir definieren
T; = a+ate B, C lFQCQn.
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Behauptung 5 Es ist {x;(1+x;)""|i ungerade} eine 2"~*-elementige linear
unabhdngige Menge in Bn/Bn_l.

Beweis von Behauptung 5. Es sei G die Automorphismengruppe der zykli-
schen Gruppe der Ordnung 2". Nach [Hu-67, 1,13.19] ist

G ~ CQ X CQn—Q.

Diese operiert auf X := 7, |, zerade P2 auf offensichtliche Weise. Dabei wer-
de Oy x1<4G von a — a~! erzeugt. Das operiert jedoch trivial auf X. Somit

sind X und . .
Y = IF: . < IF: i
zi: 27 Yo o z@: 2&
IF5Cyn—2—Moduln. Wir betrachten nun den IF5C.—2-Modulhomomorphismus

Z FQIL‘Z‘ L) Z ﬂ"_’gl‘l/ Z IFQI‘Z'

alle ¢ alle @ gerade 1

(u ist nichts anderes als die Restklassenabbildung von B,, modulo Bn_l) und
stellen fest, dafl der natiirliche Homomorphismus

alle i gerade i
ein [F5Cyn-2-Modulisomorphismus ist. (Es ist ndmlich X ein moduldirekter
Summand von >, ; Fox;.)

Sei Y das Bild von Y in X via vu. Wir wollen zeigen, dal Y = X gilt
und nehmen an, daf§ Y ein echter Teilmodul von X ist. Offensichtlich ist
X ~ [F5C5—2 unzerlegbar. Damit ist dann Y im Radikal von X und daher
von > ¢, , T annuliert.

Es ist
T1

1 + I
die geraden Potenzen weglassend, denn diese liegen im Teilraum der xo;.
Nun ist aber

P =2 = ay - (D agmyy) = ) agy - (g1 + Tay41)
i i

3 5
=r+x]t+r]+...,

fiir geeignete ay; € IF», also eine gerade Anzahl von Summanden zj. Sum-
miert man iiber alle Konjugierten beziiglich Cyn-2, ergibt sich, sobald ¢ > 0
ist, das Ergebnis 2 - A = 0, wobei A 1= 37, |, ,cerade Ti- Insgesamt erhélt man

also (Xrec,, ., T)(Y) € A #0. q.e.d.
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Behauptung 6 Es ist <1, - > eine [Fo—Basis von En

Beweis. Es ist {{Z-| ¢ ungerade } eine linear unabhéngige Menge in B, / By

nach Behauptung 5. Damit Spannen sie En /En,l linear auf. Nach Induktion

ist <1, 1_?%\ 1 gerade >= B,_1. Daher folgt die Behauptung. q.e.d.

Behauptung 7 {1 +a' +a %1+ b(a’ + a™%),bli = 1,..,2" 1 -1} C B,
erzeugt ganz U(B,,).

Beweis von Behauptung 7. Nach [GR-87a, Lemma 3.12], (siche auch [Ta-84,
7, (2.10)]) wird U(B,,) von {1+ a’ +a~'|i € IN} erzeugt. Wegen

@+ a—

1+b(ai+a7i):(1+ai+a*i)~(1+(b+1)m

)

ist unter Verwendung der bisherigen Untersuchungen
< U(En), 1+b(a’ +a™"),bli ungerade >= U(B,,).

q.e.d.
Fafit man jetzt alles zusammen sieht man das folgende: Die Bilder der
Einheiten 14+n;(n+1),b+mn;(n+1);7 € IN aus Lemma 7 erzeugen zusammen

mit b die Einheiten von U(B,,) und das Lemma 8 ist bewiesen.

3.4 Zentralisatoren als Tensorprodukte

Die Bestimmung der Einheiten von B, ist iiberaus schwierig und ein weiterer
Ansatz scheint geboten.

ZCQ e Z
| |
Z —_— F2

ist ein Pullbackdiagramm und man erhélt durch Tensorieren mit C (n) bezie-
hungsweise mit B,, die induzierten Pullbackdiagramme

~ A

C(n) — C(n) B, — B,
! L e und | L

—_ ~

Cn) & ez Cn) = Cn) B, % IF,®yB,= 1B,
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Bemerkung 3 I. Reiner und S. Ullom stellten in [RU-74] ihre Theorie der
Mayer-Vietoris-Sequenzen fiir Klassengruppen vor, die in der vorliegenden
Arbeit eine zentrale Rolle spielen wird: Falls R ein Dedekindbereich ist mit
einem globalen Quotientenkorper K der Charakteristik 0, und falls A eine
R-Ordnung in der separablen, endlich dimensionalen K-Algebra A ist, falls
weiter ein Pullbackdiagramm

A=A
! Lm
Ar T2

von Ringen mit einer surjektiven Abbildung  und endlichem Ring A gegeben
ist und weiter QA die Eichler-Bedingung iiber R erfiillt, so besagt der Satz
von I. Reiner und S. Ullom, daf} die folgende Sequenz von Gruppen exakt ist:

U(Ay) x U(As) — UR) =5 CU(A) — CU(A,) & CL(As) — 0

Dabei ist
6(u) = {(A1, A2) € Ay X Ag|mi (M) = u- (X))}

Diese Theorie fufit auf Milnors Mayer-Vietoris-Sequenzen fiir K-Gruppen
wie sie in [Mil-71] dargestellt ist. Die Eichler-Bedingung ist sicherlich fiir
kommutative Ordnungen erfiillt.

Eine erste Anwendung erhélt man aus den Vorarbeiten in Kapitel 3.3
durch Betrachtung des Pullbackdiagramms

C(’I’L) — Bn—l
! 1l
Fn — anl
Dabei verwendet man nun Lemma 8 und erhélt, daf3
Cl(C(n)) ~ClUB,-1) ® CIl(T",)

ist. Auflerdem ist dadurch gewéhrleistet, daf3

|CU(B)| < 2-[ClU(Bu)| - |CUT)|
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gilt. Dies folgt aus dem Pullbackdiagramm

Bn - Bn—l
! A
Fn - Bn—l

und Reiner Ulloms Mayer-Vietoris-Sequenz hierzu.
Alle Ringe in den obigen Pullbacks sind kommutativ und daher sind

U(C(n)) =% UC(n)) — CUC(n)) — (CU(C(n)))? — 0
und
U(B,) =2 U(B,) — Cl(By) — (CI(B,))* — 0

die zugehorigen Mayer-Vietoris-Sequenzen.
Auflerdem ist C'(n) eine Oberordnung von B,, in ) B,,. Dann ist

Cl(B,) —» Cl(C(n))
ein Epimorphismus durch Induzieren (z.B. [Ta-84, 1. (3.8)]). Man erhilt
Cl(B,) = Cl(B,_1) & Cl(Z =[[cuz

k<n
da U(Z[n(n)]) surjektiv auf Z /AZ+3; ZZ /2 ZZ(a'+a~") abbildet ([GR-87a,
Lemma 3.12, Lemma 3.14], [Ta-84, 7, (2.10)]).
Daher sieht man

CU(C(n)) = CU(B,1) ® CUZ =[] cuz

k<n

Da Induzieren einen Epimorphismus von ClU(B,) auf C1(C(n)) vermittelt
([Ta-84, 1. (3.8)]), ist Cl(B,) ~ Cl(C(n)).

Man hat also das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen:
6 A
(n) —= Cl(C(n)) — (CUC(M))* — 0
m Ta |
U(B,) = UB, -2 ci(B,) — (CI(B))? — 0

UCn)) =& U(C
X

Die Mayer-Vietoris-Sequenzen von I. Reiner und S. Ullom entspringen aus
der allgemeineren Theorie der Mayer-Vietoris-Sequenzen, die von J. Milnor in
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[Mil-71] algebraisiert wurde. Daher ist die Kommutativitidt wegen der Funk-
torialitiat der dort auftauchenden K—Gruppen nur an den Verbindungshomo-
morphismen g und d¢ zu zeigen. Sei

J = {(b1,b2) € (Bn)?|¢1(b1) = uha(b2)}

~

ein Ideal welches zu v € U(B,,) via dp korrespondiert. Gesucht ist das zu J
gehorige Idele. Sei v ein beliebiges Urbild von u™! in ZZ,B,,. Dann ist

(L) x1Ix1x1x..

ein Idele. Wegen ¢ (1) # ¢2(v) = u™! ist es nur dann das triviale Idele, wenn
u =1 ist. Da sicherlich J, = (B,), fiir alle p # 2 und

(J-Cn))2 = J2-(C(n)),

und somit

(Cn)z2-(Lv) = {(c1,c2-v) € (C?(n))zlt/)l(cl) = 1a(c2)}
{(c1,e2-v) € (C(” V[t1(c1) = thalca - v)m(u)}
= {(x1,22) € (C(n))*thr(x1) = tho(a2)m(w)},

bildet das zu diesem Idele gehorige Ideal auf éc(m(u)) ab.
Analog sieht man, dafl das obige Idele zu J gehort:

(Bn)2- (Liv) = {(c,co- U)G(f:?n)zlebl(ff) Pa(c2)}
= {(c1,02-v) € (Bn)?[¢1(c1) = da(ca - v)u}
= {(21,72) € (B.)|p1(71) = a(w2)u}.

Sel x = (Aq, Ag) € J mit ¢1(N\1) = ¢2(A2)u. Dann ist
()\1, )\Q'U_l) - (Bn)g,

denn

P2(Aav ™) = d2(A2)u = g1 (A1)
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Die Wahl des Urbildes v beeinflufit das Ideal J nicht, da (v, v) eine Einheit
in Zan ist.

Beziiglich dieser Untersuchung sei auf [CR-82-87, Exercise 53.1] verwie-
sen.

Zu untersuchen ist ker(a). Das ist aber isomorph zu

kerlU(B,) /75U (B,)) — U(C(n))/7c(U(C(n))).

Die Einheitengruppe von B,, ist genau
P |

V4 22Z/472a” " + Y Z)27Z(a' + a”?)

i=1

und die von 6(71) ist

an—lq an—lq
U+ Y ZpzZ@ +a ) U + Y Z)27(a' +a7h)).
=1 =1

Da a®""' eine Einheit in C(n) ist, sicht man, da
1 —Cy —U(B,) — UCMn)/ <d® ' >—1
exakt ist. Man erhélt also ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen:

1 — UB,) & UCH) <d® ' > — 7,

l l7j‘B R lﬂJC
1 - C — UB,) 4 UCMH)/<a®' > — 1
! ! !
U(B») U(C(n))
I - K, — TEUBY) ma(U(C(n))) - 1
I 1
1 1

Sei jetzt '
x=ko+ly-a¥ +Zk a' +a™")

eine Einheit in C(n). Thr Bild in é(n) ist wieder eine Einheit. Daher ist
ko + lop ungerade. Durch Multiplikation mit a?""" kann man erreichen, daf
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ko ungerade ist. Bildet man wieder das Inverse zu x nach C(n) ab, sieht
man, dafl auch das Inverse einen ungeraden Koeffizienten der 1 hat. Somit
ist modulo < a®~" > jede Einheit von C(n) eine Einheit von B,. Also ist

Y = 1.
Das Schlangenlemma ist auf das obige Diagramm nicht anwendbar, da

75(U(B,)) Kern der Projektion modulo 75(U(B,)) von U(B,,) ist und nicht
U(B,)), sowie 7(U(C(n))/ < a® " >) Kern der Projektionsabbildung ist
und nicht etwa U(C(n))/ < a®"~" >.

Wir benétigen noch ein Lemma:

Lemma 9 U(B,) N (1+2Z + 227 +1)a® " + 2%, Z(d' +a™")) = 0.

Beweis. Wir zeigen sogar, daf} es kein Element aus B, gibt, das modulo 2B,
auf 1+ 212"~ abbildet fiir [ > 1.
Man definiert o : ZZCon — ZZCyn via a — —a, falls

Con =< a]aQn =1>.

Dadurch wird ein Ringautomorphismus definiert und schrankt man diesen
auf B, C ZZCyn ein, gilt o € Aut(Bn).

Fiir n = 2 ist die Behauptung trivial, da U(B,) = {1, —1}.

Die Behauptung sei fiir alle Zahlen kleiner n fiir alle [ bewiesen. Falls nun
z € U(B,) modulo 2'B,, auf 1+ 2a®""" abbildet, ist

r=1+2a"" +2ly
fiir ein y € B,. Damit ist wegen y + o(y) € 2B,
zoo(z) = (1+2a® +2%)- (142 +20(y))

= 14+ 2% 12y +o(y) + 221+ (Y + o) +y-o(y))
- 1+ 21+1a2n*1 + ol+1

fiir ein z € Bn
Da nun aber ) )
H(< 0 >,B,) =B,

mit der kanonischen Einbettung Bn—l - En via Con—1 < Con gilt, ist wegen

o(x-o(r))=z-0(x)
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in U(B,_1) ein Urbild von 142a""* modulo 2! existent, ein Widerspruch
zur Induktionsannahme!
Das Lemma ist somit bewiesen. q.e.d.

Bemerkung 4 Man vergleiche diesen Beweis mit dem von Lemma 5, denn
auch dort wurde die Norm eines Elements berechnet und man konnte Induk-
tion anwenden. Ahnliche Argumente werden hier verwendet.

Somit ist gezeigt, dafl ker mgp, = ker wg: Sicher ist ker mg C ker mgo,.
Sei x € ker mpo, \ ker mp. Dann ist mg(z) = 1 + 2a2""". Dies ist ein Wider-
spruch zu unserem Lemma. Somit ist

tn(ker ) = wp(ker mpo,) = ty(ker v,7y) = ker(ng),

da ¢, ein Isomorphismus ist. (In der letzten Gleichung gilt “C” immer und
mit z € ker 7, ist 1,0, (x) € 1 (ker 1, 7}).)

Daher sieht man, daB ¢, den Kern L,, der Abbildungen U(B,) — U(B,,)
isomorph auf den Kern L] von

~

(U(C(n))/ <a® >) — (UC(n)/ < a™

-1

>)

abbildet. Daher ist das folgende Diagramm kommutativ mit exakten Zeilen
und Spalten:

1 1
K A !
1 — UB,)/L, — U(Cn)) <a® ' >)/L, — 1
! 1 ) !
1 — C, — UB,) — UC(n)/ <a® " > — 1
! | 1
! l !
1 1 1

und daher ist K,, = Cs.
Somit ist

|CU(By)| = 2|CU(C(n))|.
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Da wir aber frither schon gesehen haben, dafl
Cl(C(n)) = Cl(B,—1) ® Cl(T,),
ist
|CUC(n))| = [CU(B,-1)] - [CUT,)| = 2|CUC(n = 1))] - [CUT)].
Insgesamt erhélt man induktiv:

[CHC ()| =21 TT [CUT)].

k<n

Bemerkung 5 Man beachte auch das Licht, das dieses Resultat auf die
Einheiten von B, wirft. Sie sind néimlich vollstindig im Urbild von 1, (U(I,,))
unter ¢, enthalten und haben daher eine entsprechende Form. Insbesondere
bildet keine Einheit von B,, auf eine Einheit der Form (2 —b) - « ab, wobei x
Bild einer Einheit in T',, ist.

Lemma 10 Es ist ¢, (U(B,)) < ¢n(U(Th)).

3.5 Die Klassenzahl von ZZ[n(n)]C

Es ist jetzt nur noch CI(I',)) zu berechnen. Dazu erinnert man sich, daf

ZCZ — Z
| l
7 S FQ

ein Pullbackdiagramm ist und somit, wenn man Lemma 3 verwendet,

Iy —  Zn(n)]
! !

Znn) — By

auch Pullbackdiagramm ist. Da offensichtlich OT",, die Eichler Bedingung
iber ZZ erfiillt, siecht man jetzt, da nach [GR-87a, Ta-84] die untere Zeile
einen Epimorphismus von Einheiten induziert, mit Milnors Mayer-Vietoris-

Sequenz
Cl(Z[n(n)])* ~ CUT,).

Sei h,, := h die Klassenzahl des maximalen reellen Teilkorpers der 2"-ten
Einheitswurzeln iiber (). Es ist somit die folgende Gleichheit gezeigt:
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Proposition 3 Es st
[CUC())| = |CUBw-1)| - hyy und |CUB,)| = 2+ |CUBu1)| - by

Bemerkung 6 Da nach [ACH-65] h, = 1 fiir alle n € IN von H. Cohn
vermutet wurde, wire dann, sollte sich die Cohnsche Vermutung bestétigen,
[CUC(n))| =2

Falls also h,, = 1 fiir jedes n, ist fiir ein (A) € Cl(C(n)) die Gleichung

A-ZG~ZG
als ZZG-Rechtsmodul richtig ([FKW-74, Remark (4)]).
Bemerkung 7 H. Cohn schreibt in [Co-60]: “We still have obtained no evi-

dence to doubt that every h; = 1.7

3.6 Picardgruppen und zentrale Automorphismen

Wir sind interessiert an
Clzp,.(C(n)) :={1 € CL(C(n))|I - ZZDan ~ ZZ Do }.
Dies ist genau der Kern des natiirlichen Homomorphismus:

Cl(C(n)) — CUZDy)
(J) — (J ®cm) ZDan)

Dieser sei mit K, abgekiirzt und wird induktiv berechnet:

0 0 0 0
! l ! l

0 — 0 — K, — K @ K' -0
| l | !

0 — 0 — Cl(C(n)) — Cl(B,.1) & C|r, — 0
! l ! !

0 — D(ZDy) — CUZDs) — CUZDg-) @& CI(A,) — 0

ist ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten. Dabei ist
nach A. Frohlich, M. E. Keating und S. M. J. Wilson [FKW-74] D(ZZDy») =
0 und A, = (Z[n(n)])axa-
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Die ersten beiden Zeilen sind exakt nach dem letzten Paragraph wie man
aus Milnors Mayer-Vietoris-Sequenz sieht. Es gilt also K und K zu berech-
nen.

Dazu sieht man, dafl

0 0 0 0
| | | l

0 — Cy — K], — K] ® K’ -0
| | | |

0O - Cy, - Cl(B,) — Cl(B,.1)) @& C|(r, — 0
l | | |

0 - 0 — CUZDy) — CUZDy-) & ClA,) — 0

wiederum ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten ist.

Zu berechnen ist K. Nach A. Frohlich, M. E. Keating und S. M. J.
Wilson [FKW-74] und R. G. Swan ([Sw-62, Corollary 4]), da die Strahlklas-
sengruppe hier gleich der Klassengruppe ist, ist Cl(A,) ~ Cl(Z[n(n)]) via
der reduzierten Norm—Abbildung nr. Sei jetzt ein lokal freies ZZ[n(n)]-Ideal
J gegeben, dann betrachten wir

(J& 2o T Er, (Z[(n)))axz = T 21y (Z]n(n)] ez = ( ) ) -

und sehen ein, da wenigstens (C1(ZZ[n(n)]))!?! im Bild der Abbildung liegt.
(Dabei sei fiir eine abelsche Gruppe A die Sequenz

1_“4[2}_“46@)214[2}_)1

exakt). Auf der anderen Seite ist aber |C1(Z[n(n)])| ungerade ([Web-1886,
Seite 244, Satz C]) und daher CI(ZZ[n(n)]) = (CI(Z[n(n)]))2.

Somit sehen wir ein, daf CIi(T,) — CI(A,) surjektiv ist. Da
Cl(T,) = ClU(Z[n(n)])?, ist |K| = h,. AuBlerdem ist K/ Untergruppe von
Cl(Z[n(n)]?. Dies berechtigt jedoch nicht, auf den Isomorphietyp von K/ zu
schlieflen, es ist also nicht klar, ob K/ ~ Cl(ZZ[n(p)]) ist.

Dabher ist

7. [CUCm)| _ ICUC(n))]

K, =2""11]hi = —=; =
[l 11 b CNZDy)
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mit by = |CUZ[n()])|
Wir kénnen jedoch einiges mehr sagen: Ein Ideal A von ZZ[n(n)] ist iso-
morph zu 2 - A, denn 2 erzeugt nach Definition ein Hauptideal. Es sei («)
das zu A gehorige Idele und () das zu einem zweiten Ideal B von ZZ[n(n)]
gehorige Idele.
Dann induziert das Paar (A, B) ein Ideal von ZZ[n(n)|Cs. Es seien

(o) = II apund(B)= |}

peSpec(Z[n(n))) peSpec(Z[n(n)])

die zugehorigen Id‘ele. Dann gehort

[TIA+0) - 14+ (1-0) - ay

®

zu einem Urbild von (A, ZZ[n(n)]) in Cl(ZZ[n(n)]C3). Verwendet man die
Darstellung aus [Ro-83] ist

B 20, 0
0 =1l ( (2+n(n) - (8, — ) 28, )

ein zu (A, B) gehoriges Idele. Da aber

< (2 +%7(n)) g )

eine Einheit in O A,, ist, ist () aufgefait als Idele von ) A,, 4quivalent zum
Idele

<<2+%7<">> g>'”):1;[<2<2+2§f)n)>ﬁp 42p>:‘ )

Mit R := ZZ[n(n)] induziert (7') das Ideal

20, 0 R, R,
Ci:@( 202+ n(n))B, 46, ) ' < R, R, )

Dies ist aber gleich

ﬂ ( 20,R,, 20,R,, )
22+ n(n))BeRy, +48,Ry 22+ n(n))B Ry + 48R, )

©
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Da aber 2 € (2+ n(n))R, vereinfacht sich dies zu

N ( 20, R, 20, R, ) _ ( 24 24 )
o \ 2n(n)BuRy,  2n(n)B, Ry 2-n(n)-B 2-n(n)-B )"
Dessen reduzierte Norm ist dann aber 4 -n(n) - A- B~ A - B. Also ist

ker[CU(T,) — CU(Z[n(n)])] = {[A]x[A™"] € CU(Zn(n)])*} = CUZ[(n)).

3.7 Involutionen und Gruppenbasen

Wir berechnen den Kern und den Kokern des natiirlichen Homomorphismus
CUZ(Z Dan)) — Cl(Czp,. (< b >)).

Dazu beweisen wir jetzt Teile!! der Ergebnisse von Ergebnisse von S.
Endo, T. Miyata und K. Sekiguchi [EMS-82] mit unseren Methoden.

Es ist
Z(ZZDgn) =< 1,a> ", a’ +a™",8,b, 6pabli = 1,..,2" — 1 >z=: Zy:
mit 6, :=1+a?+a*+ ... + a®>~2 und es sei
Zo(k) =< 1,2a>"" " +a™",2%6,b, 2"6,abli = 1,..,2" — 1 >
Dann erhalten wir die Pullbackdiagramme

Zn E— n71<1)
! ol

sowie
! ol

A

Znm)] — B,

11 Auf allgemeine metazyklische Gruppen gehen wir im Gegensatz zu S. Endo, T. Miyata
und K. Sekiguchi nicht ein.
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denn mit e := %(1 + a2n71) und f:=1—e ist

N | —

n—1 ]_ . . n—1_, n—1_,
Znf ==2Z(1 —a® )+Z§Z(a’+a_’—a2 gt

ebenso ist

1 n—1 1 ; ; n—1_; n—1_4,;
Zn(k)f = §Z(1 —a*") +Z§Z(az +at—a® Tt —a® )

Damit ist aber

Zaf 2y = 220 ) 4 Y 200+ T —a )

sowie

2R 0 2,(0) =221~ ) 4 X 22+ =

Damit ergeben sich die obigen Pullbackdiagramme.
Nach [GR-87a, Ta-84] ist damit, schreibt man Mayer-Vietoris-Sequenzen
zu diesen Pullbacks an,

Cl(Z,) = CUZy-1(1)) & CUZn(n)])
und
Cl(Zn(k)) = CUZp—1(k + 1)) ® Cl(Z[n(n)])

fiir alle n > 2. Fiir n = 0 erhélt man auf die gleiche Weise durch Zerlegung
modulo b das Pullbackdiagramm

Z+2°7h — z

| ! :
z s Z)(2M z)

Fiir n = 1 erhélt man das Pullbackdiagramm

Z1(k)=ZZ + 28 ZZb + 28 ZZab + 2 a — 22+ 28 ZZb = Zy(k)

! | .
Zo(k) = ZZ + 2 ZZb s ZZJAZL + 28 77 )25 77
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Daher ist
|CU(Z\(k))| = 2|CU(Z + 2F Zzb) |?

und
CUZZ + 2" 72b) = ZzZ )25 7z
wieder mit der Mayer-Vietoris-Sequenz. Nach dem eben bewiesenen ist

CUZ(ZZ D)) = ZZ)2" 272 x 722" 277 x ZZ)277 x CI(ZZ Dan)

oder

CUZ(ZZ D)) = ZZ)2" 1 ZZ x 222" 272 x Cl(Z Dan)

je nach dem ob die Mayer-Vietoris-Sequenz zum obigen Pullbackdiagramm
zerfallt oder nicht. S. Endo, T. Miyata und K. Sekiguchi ([EMS-82]) zeigen,
dafl diese Sequenz nicht zerfillt. Spéter sind wir in der Lage, diese Aus-
sage auch mit unseren Methoden zu beweisen (cf. Bemerkung 8). S. En-
do, T. Miyata und K. Sekiguchi fiithren detaillierte Untersuchungen iiber die
Kerne der Pullbacks durch und erhalten so das Ergebnis. Wir kénnen dar-
auf verzichten, da unser ideletheoretischer Zugang den Isomorphietyp von
Picent(ZZ Dan) direkt ergibt. Da wir jedoch auch wesentlich tiefere Aussagen
machen konnen, ist unser Beweis etwas langer als der von S. Endo, T. Miyata
und K. Sekiguchi.

Nun sind wir in der Lage, die Klassengruppe des Zentrums Z, mit der
Klassengruppe des Zentralisators der Involution b, C(n), zu vergleichen.

Wir erhalten mit den Mayer-Vietoris-Sequenzen ein kommutatives Dia-
gramm mit exakten Zeilen und Spalten wie folgt:

1 1 1
T T T
Cy — (k) — Yn—1(k+1) @ V(n)
T T T
1 — C —  CIUB,) — Cl(Bp_1) @ CI(T,)
(1) i | i
1 — 1 — ClUZy(k) —= Cl(Zy_1(k+1))®CUZ[n(n))
T T T
1 — 1 — K, (k) — K,1(k+1)
T T
1 1
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mit einer zu |Cl(ZZ[n(n)])| isomorphen Gruppe V(n), da |Cl(ZZ[n(n)])| un-
gerade ist. Dabei ist der nach dem Schlangenlemma existierende Homomor-
phismus abelscher Gruppen K,,_;(k+1) — C5 noch zu bestimmen. Es wird
sich zeigen, daf dieser surjektiv ist.

Wir beginnen mit einer allgemeinen Betrachtung, wie aus iterativen
Pullbacks die zugehorigen Ideale aus den Verschriankungen der zugehdrigen
Mayer-Vietoris-Sequenzen in ideletheoretischer Formulierung bestimmt wer-
den konnen.

Sei J ein lokal freies Ideal in einer ZZ—Ordnung A in einer kommutativen
separablen )—Algebra A. Das Idele o = [],a, gehore zu J. Wir kénnen
annehmen, da§ J C A. Dann ist J, = A, - a, fiir alle p wiederum mittels
einer Identifikation. Sei e ein zentrales Idempotent in A.

Da
0—Ae—A-e— (A-e)/(A-e) —0

exakt ist und da ein lokal freies Ideal J von A flach ist, ist auch
00— JRAA-e—JR)A-e
exakt und wegen

Jorn(A-e) = Jar((Ae)®zQ)
= (Jor(A-e)®zQ
= Q@z(J@A(A-e))
= (Q®zJ)s(A-e)
= (QezA) @ (A-e)
= Q®z(A®y(A-e)
= Q ez e
— A.e

ist J-e~J®) (A-e).
Weiterhin ist daher

(Joe)p="Jp-e=Np-ap-e=(Np-€)-(ap-e).

Somit ist ein zu J - e gehoriges Idele in A - e gleich « - e.
In unserem vorliegendem Fall ist

Cl(Zn(k)) = CUZn—1(k + 1)) & CU(Z[n(n)]),
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falls n > 2. Somit erhélt man also, falls ein Paar von Idelen o und 3 von
@ Z,—1(k+1) und von Q[n(n)] gegeben ist, das Urbild als Idele a-e+3-(1—e),
falls Z, (k) - e = Z,—1(k + 1). Fiir n = 1 ist die Situation dhnlich, denn
obige Konstruktion gibt eines der Urbilder. Das andere erhélt man durch
Multiplikation mit dem Idele

(LI+2") x 1 x1x1x...,

falls die diskutierte Ordnung Z, 1(k) ist, wie man aus der Diskussion in
Kapitel 3.4 ersieht.

Gesucht ist also ein Ideal von Z,(k), das durch Induktion auf B, auf
den Pullback von B,_; mit I', via (2 — b) abbildet. Genau dann, wenn
es dieses Ideal gibt, vergrossert sich der Kokern dieser Abbildung aus Dia-
gramm (1) nicht. In Zy(k) hat man 2*~! Ideale, nimlich die mit den Einhei-
ten von ZZ/2*177Z modulo < —1 > getwisteten Pullbacks der Wedderburn
Komponenten.'? Die die Klassengruppe von Zy(k) erzeugende Idele kénnen
wie folgt angegeben werden:

1 1
—(1+0)- —(1-0

wobei 7 = (r9,1,1,1,...) und ro € {1,3,5, ..., 28 — 1}.
Zum Pullback

Z(k) = Zo(k)
l @ —eo) l
Zo(k) —  ZJAZZ + 277 |2F 1 77b

erhélt man alle lokal freien Ideale von Z;(k) durch die Idele
1 1 1 1
eo~(§(1+b) ~7’—|—§(1—b))+(1—eo)-(§(1+b)«5—|—§(1—b))
und deren Produkt mit

(eo+ (1—ep)- (1+2°0)) x1x1x1x..

Zum Pullback
Zs (k) N Z1 (k)
L (1—eo) !
Z — XA

12¢f. Bemerkung 3
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erhalt man also alle lokal freien Ideale J durch

(1—61)+e1-[eo~(%(1+b)~r—|—%(1—b))+(1—eo)-(%(1+b)~s+%(1—b))] _

= (1=e) +(er—e0) - (G+B) s+ 5 (1= D) +eo- (G(1+8) 7+ 5(1-0))

sowie dem getwisteten von oben auf analoge Weise. Dies ist auch die Form
aller weiteren Idele in der 2-Sylowgruppe von Cl(Z(ZZ D4n)) bei allen hoheren
Pullbacks wie man leicht sieht bei Verwendung der Beziehung e,,-e,,_1 = €,,_1.
Dabei bildet die Multiplikation mit e, auf den Gruppenring ZZ Dy« ab.

Weiter zeigen wir mit diesen ideletheoretischen Methoden, daf3 die Klas-
sengruppe Cl(Czp,. (b)) eine zyklische 2-Sylow Gruppe besitzt. Zuerst je-
doch geben wir ein einfaches Lemma an. Sei dazu

ap = ((1—er+ep-(1+2b) x []1).
p#2

Lemma 11 Seien (J),(J') € Cl(B,,) mit ey-J ~ ey-J' in By. Dann existiert
ein u €< (1), .., () >, so daff (J) - (u) = (J') in Cl(B,).

Beweis. Fiir kK = n — 1 ist die Aussage klar, denn sie entspricht genau der
Definition von ay,_;.

Sei die Aussage fiir alle k zwischen n—1 und ky+1 bewiesen und sei (e, -J) =
(éx, - J') in Cl(By,). Nach Definition existiert ein § € {0, 1} mit

(exos1 - J) = (engyr - J') - (auny)’

Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein u €< ay,_1, ..., Qg,+1 > mit

(J) = (J) - ()" - (u).

Die Aussage ist mit Induktion bewiesen, wenn ug = oy, - v gewéhlt wird.
q.e.d.

Lemma 12 Die 2-Sylowgruppe von Cl(Cxgp,, (b)) ist zyklisch. Das erzeu-
gende Ideal ist das zu

(1—eo+ e (1—2b)) x I

pZESpecZ\{2Z }

gehorige Idele.
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Beweis. Wir zeigen, dafl oy, die Ordnung 2"~* in CI1(B,,) hat. Sicher hat a,,_;
die Ordnung 2 in CI(B,,), da ja «,_; genau das zur Einheit 1+ 2b in Cl(B,,)
korrespondierende Idele ist.
Dann gilt
k

1 | " 1 1 ]
5(1—a2)+§(1+a2)-(1+2b)2 = 5(1—a?)+§(1+a?)-(5+45)

1
= 1+§(1+a2’“)-(4+4b)

= 14+2-(14a®) - (1+0)
= 3420+2-a% - (1+0),

was in Byyi kongruent —1 + 2b ist. Nun ist aber —1 in Byy; Bild einer

globalen Einheit und daher ist e 2(ax)? =~ ery2(apy1) und mithin ist (ay)?

modulo einem u in < ay,_1, ..., g2 > nach Lemma 11 dquivalent zum Idele

ap41. Dieses besitzt mit Induktion die Ordnung 2" *~!. Die Ordnung von u

ist aber nach der Induktionsannahme ein Teiler von 2"~ **2). Dies ist dann

aber der Beweis der obigen Aussage. q.e.d.
Da aber fiir 7o = sg = 3 das Idele a4 im Bild der Abbildung

CUZ(Z Dan)) — Cl(Czp,n (b))

liegt und fiir sg = 3,79 = 1 liegt o, - ap* im Bild, so auch oy und die obige
Abbildung der 2-Sylowuntergruppen der Klassengruppen ist surjektiv.

Den Fall n = 2 behandelt man separat, da dort die Idele, die in der
vorangegangenen Untersuchung die fithrende Rolle gespielt haben, nicht auf-
tauchen. Jedoch taucht das Idele «qg direkt auf bei der Wedderburn Zer-
legung von Z,(1). Damit liefert die Induktion einen Isomorphismus der 2—
Sylowuntergruppen der Klassengruppen des Zentrums von Ds» und des Zen-
tralisators von b fiir alle n. Der Cokern der Induktionsabbildung ist also
ordnungsgleich zu Cl(ZZ Dyn) und der Kern ist trivial.

Bemerkung 8 Die Surjektivitdt der Restriktion dieses Homomorphismus
auf die 2-Sylowuntergruppen impliziert dann aber auch die Struktur der
duBeren Automorphismengruppe von ZZ Daon als Con-1 X Cyn—2, eines der Er-

gebnisse von S. Endo, T. Miyata und K. Sekiguchi ([EMS-82]).

Wie im letzten Abschnitt gesehen, ist die 2-Sylowgruppe von CI(C(n))
gleich der 2-Sylowgruppe des Kerns der natiirlichen Abbildung C1(C(n)) —
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Cl(ZZ Dy ). Daher ist die analoge Rechnung wie oben mit dem Kern die-
ser Abbildung statt mit dem Kern der Abbildung nach CI(C(n)) direkt zu
machen und das Ergebnis ist ebenfalls das gleiche, denn Outcent(ZZ Do)
ist die 2-Sylowgruppe von Picent(ZZ Dan) ([EMS-82] in Kombination mit
[Web-1886]).

Da nach [RS-87a] Cl(Z(ZZDgn)) = Picent(ZZDan) via des natiirlichen
Homomorphismus ist und durch die Restriktion Picent(ZZDgyn,< b >)
nach Picent(ZZ Dsn) abbildet, und da Djn eine 2-Gruppe ist, die Auto-
morphismengruppe von < b > trivial ist, ist das Bild der Restriktionsab-
bildung genau das Bild der auf den Klassengruppen induzierten Abbildung
CUZ(ZZ Dan)) — CI1(C(n)). Diese ist jedoch genau die natiirliche Induktion
durch (J) — (J @z, C(n)).

Liegt eine Isomorphieklasse eines Ideals J im Bild des Homomorphismus,
so ist ein Représentant der Konjugationsklasse der zugehorigen Involutionen
in einem ReprSentanten der zugehorigen Konjugationsklasse von Gruppen-
basen enthalten.

Die Restriktionsabbildung

Outcent(ZZ Don) — Qutcent(ZZ Don, < b >)

ist die Abbildung, die einem aDsna~! das aba™! zuweist. Es sind dabei zwei
Phé&nomene denkbar:

1. aDyna™' # Dyn aber aba™! = b modulo Konjugation in ZZ Don.
2. aba™! € ZZDyn aber aDyna™' € ZZ Dy modulo Konjugation in ZZ Dyn.

Das erste Phinomen wird im Kern der Restriktionsabbildung gemessen, das
zweite im Kokern. Falls aba™! = ubu~! fiir eine ganzzahlige Einheit u, so ist
mit u 'a =: a’ ein b fixierendes konjugierendes Element gefunden, das aber
genau dann Dy in eine nicht konjugierte Gruppenbasis abbildet, wenn a dies
bewirkt.

Faft man nun alles zusammen, so erhélt man den

Satz 2 Sei Dsn die Diedergruppe mit 2"+1 Elementen.

1. Eine V(Q Dan)-Bahn einer nicht zentralen Involution b € Dan zerfdllt
in 2"1 - Tlpen i Konjugationsklassen iiber ZZDon, wobei hy  die
Klassenzahl des mazimalen reellen Teilkorpers des 2F-ten Kreistei-
lungskorpers tiber @) ist.
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2. Von diesen Konjugationsklassen bestehen 2"~ 1 aus Involutionen, die in
Gruppenbasen liegen.

3. Die Vermutung von H. Cohn ([ACH-65]) ist genau dann richtig, wenn
fiir alle n € IN jede Involution in einer Gruppenbasis liegt.

4 CUCzDy (b)) = Conr X [z CUZ[Gor + (3i])?, wobei (37 +1=0.
5. Clzpy (Czpyn (b)) 2 Con-1 X Tlpen CUZ [Cor + (1))

Teile der Ergebnisse von S. Endo, T. Miyata, K. Sekiguchi seien hier noch
einmal angegeben, um ein hoheres Mafl an Vollstandigkeit zu erreichen. Es sei
nur noch einmal bemerkt, dafl wir in der Lage waren, mit unseren Methoden
diese Teile der Ergebnisse aus [EMS-82] zu beweisen.

Lemma 13 ([EMS-82] )
1. ZZ Don besitzt 223 Konjugationsklassen von Gruppenbasen.
2. Picent(Z Dan) ~2 Con-1 X Cyn-2 X [Tr<p CUZZ [Cor + (')

3. Outcent(ZZ Do) =~ Cygn-1 X Con-s.

Bemerkung 9 Die Cohnsche Vermutung wurde von F. J. van der Linden
fiir n < 7 bewiesen, fiir n = 8 wird die verallgemeinerte Riemann-Vermutung
benotigt ([vdL-82]).

3.8 Explizite Berechnungen

Ziel dieses Unterabschnitts ist, die zentrale Automorphismengruppe von
ZZ Don bis auf innere Automorphismen so explizit wie moglich zu beschreiben.
Dabei wird sich zeigen, dafl wir erzeugende Elemente der dusseren Automor-
phismengruppe explizit in Termen der Gruppenbasis Dy angeben kénnen.

Es ist
ZDQn — ZDQn—l

! L én
A, P IFyDys

ein Pullbackdiagramm und wir zeigen folgendes Lemma:
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Lemma 14 Se: u eine Einheit von Zngn im Normalisator der Oberord-
nung ZZVy X [1,>k>2 Ak in @2D2n von Z Don, die man erhdlt, wenn man das
Produkt der Projektionen von ZZDon in die Wedderburnkomponenten von
Q) Dyn bildet. Dann ist u im Normalisator von ZZ Daon :

Ni@yp)(ZVax 1 M) NU(Z2Dyn) = Ny, ) (Z Do)

n>k>2

Beweis. Wir verwenden vollstdndige Induktion. Sicher normalisiert v den
Ring ZZV}.
Es ist

Z2D2” = {(Avx) € 272/\71 X z2D2"—1|¢n(x) = wn()‘)}
und somit

(An X ZDQn—l) N ZQDQTL = {(}\,LE) € An X ZQDQ"‘(bn(x) = 1/1,1()\)}
- ZDQn

Daher, da u aber sowohl A,, X ZZDyn-1 (nach der Induktionsannahme) als
auch ZZoDon-1 normalisiert, normalisiert u auch den Schnitt der beiden Rin-
ge, folgt also die Behauptung. q.e.d.

Beispiele fiir ein solches u sind, legt man die Darstellung aus [Ro-83]
zugrunde, a — b 4+ 1—dieses ist gleich

1 —1
0 1+4+n(k)
im Block Ay—sowie 1 +0b- (a+a™!), denn

1 — (k) 0 )

1+b-(at+at)= ( n(k) - (2+n(k)) 1+n(k)

in Ak

Wir zeigen nun, dafl Konjugation mit u =1+b- (a + a~') nicht inner ist
in ZDg

Falls es eine Einheit v € ZZ Dg gibt mit Yx = “x fiir alle x € ZZ Dy, so ist

L4 im Zentrum von ZZ Ds.

v
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Die Zerlegung von u in die Wedderburn—-Komponenten beziiglich der Dar-
stellung aus [Ro-83] ist

u=(§1£ 1+0\/§>@<é ?)@(lJrQab).

Sei u - 4 = v. In der Wedderburn—Zerlegung ist

= 3D p2 D .
Es ist aber mit w : ZZDg — ZZD,.

W(u) € Z(ZD4) < CZD4(Z)> < Z(C4 X Cz),

wobei < eine Inklusion von Ringen bezeichnet. Da ZZ(Cy x Cs) nur triviale
Einheiten besitzt, erkennt man, daf§ die Projektion von v in ZZ D, Element
von {#£1,4+a?} sein mus.
Somit ist
w(u) - (2 @ pr) € £{1,%}.

Nun ist aber
(14+bla+a")) - (ag+ai(a+a”)) =ag+ai(a+a’) +blag(a+a”) + 2ay)

in A3. Damit v aber ganzzahlige Einheit in ZZ Dg wird, miissen «a;, der Koef-
fizient von a+ a”, und «y, der Koeffizient von b- (a+ a”), beide gerade ganze
Zahlen sein. Obiges Element stellt aber die Komponente von v in Az dar. Falls
v ganzzahlige Einheit sein soll, mufl auch diese Projektion in A3 ganzzahlige
Einheit sein. Dies ist bei geradem «g und geradem «; nicht gegeben.

Dafl Konjugation mit v = a — b + 1 nicht innerer Automorphismus von
77 Dy sein kann, zeigt man ahnlich: Sei v' = u’- A ganzzahlige Einheit mit einer
zentralen rationalen Einheit \. Zentrale Einheiten von Ay sind nur Vielfache
der Einheitsmatrix. Projektion von a — b + 1 nach ZZV}, erzwingt, dafl die
Projekton von v' nach ZZVy in {£1, +a, +b, £ab} liegt. Jedoch mit oy € @,

(ao.(a—b+1).%(1—a2)i%<1+a2)-{1,a,b,ab})mzzp4:@.

Wir zeigen im folgenden, dafl Konjugation mit 1+a—bund 1+b-(a+a™!)
die Gruppe Outcent(ZZ Dyn) erzeugt.
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Es sei bei einer abelschen Gruppe A deren 2-Sylowgruppe mit A bezeich-
net und wir definieren weiterhin e := (14 a®""')/2, ein zentrales Idempotent
in ZZ Dyn. Wir behaupten, dal der Homomorphismus

Outcent(Z Don) — Outcent(Z Dan-1)
(M) — (M -e)

surjektiv ist. Aus einer Mayer-Vietoris-Sequenz erhélt man, daf fiir ein Ideal
J von Z(ZZ Dayn)

(CUZ(ZDsn)))2 — (CU(Zp-1(1)))2
(J) — (J-e)=(J ®zzDym) Z(Z Dan)e)

surjektiv ist. Da aber Z,,_1(1) und Z(ZZDyn-1)) Ordnungen in derselben
separablen Algebra sind, ist der Homomorphismus

(CUZua(1))s — (CUZ(ZDyr)))
(J) — (@2, ,0) Z(ZDyns)) = (J - Z(Z D))

ebenfalls surjektiv. Nun ist aber mit A := ZZDgn, Z, := Z(Z Dyn) und
A¢ = H%(Dgn, A) sowie (Ae)¥ = H°(Dyn, Ae)

((J ®Zn Zne) ®Zne (AG)G) ®(Ae)G A6 = (J ®Zn Zne) ®Zne A6
= J ®Zn Ae
= (J ®Zn A) XA Ae

und somit das folgende Diagramm kommutativ:

1 — (CUZ(ZDg)))2 — Outcent(ZDyp) — 1
l-e l-e
(CUZp-1(1)))2 Outcent(ZZ Don—1)

l I
1 — (CUZ(ZDgn-1)))2 — Outcent(Z Dgn-1) — 1

Dabei sind die vertikalen Homomorphismen links surjektiv und die mittle-
ren horizontalen Homomorphismen bijektiv, also ist die Behauptung gezeigt.
Man beachte, daf§ falls (M) = (a - ZDan) mit einem a € U(QDagn),
(Me) = ((a-e) - (ZDagn - €)) abgebildet wird und somit die Konjugation
mit a auf die Konjugation mit a - e abgebildet wird.
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Es ist
Outcent(ZZ Don) ~ Can-1 X Con-2 =:< ay > X < B, >

Sei vu(x) = a -z -a! fiir ein a € U(QDy) und alle z € ZZDgn. Aus
Ya(b) = b folgt unmittelbar v, La +a2n71)(b) = b. Nach den vorangegangenen
Untersuchungen kann angenommen werden, daf§ 1 x Cyn-2 < Qutcent(ZZ Dan)
auf b trivial operiert.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit parametrisiert wieder Con-1 X 1
die ganzzahligen Konjugationsklassen von Gruppenbasen, die die der Stan-
dardinvolution b enthalten. Sei (3] ein Urbild eines Erzeugendes (3] ; von
1 X Can-s in Qutcent(ZZ Dyn-1), das die Standardinvolution b stabilisiert. Da
aber 3, die Ordnung 2"~ hat, muB 3/, wenigstens die Ordnung 2"~% haben.
Hitte 3/, die Ordnung 2" 3, so wiire

B, =08,
mit natiirlichen Zahlen ¢ und j. Da

—3 - on—3 i on—3
G =

wére dann ¢ = 0 mod 4 und j = 0 mod 2, also hitte /3!, eine Wurzel

Swle.

=B - a

I

was unter Epimorphie erhalten bleibt. Nun hat aber 3, ; keine Wurzel
und wir erhalten einen Widerspruch. Dieses Argument zeigt auch, dafl
Jj # 0mod 2, da (] die Standardinvolution b fixiert und die Untergruppe
der Automorphismen, die die Eigenschaft haben, b zu fixieren, die Ordnung
272 hat, und somit 7 = 0 mod 2 gilt. Daher hiitte dann 3,_; eine Wurzel,
Widerspruch. Da sowohl ! als auch § das Element b fixieren, ist ¢ = 0 mod
on-t

Wir zeigen als néchsten Schritt, daf§ jedes Urbild o/, von «,_; in
Outcent(ZZ Dyn) die Ordnung 2"~ ! hat. Da

Ty -y -+ - 1, 2 OQutcent(ZZ Don) — Outcent(ZZ Dy)
ein Epimorphismus mit 3, im Kern ist, wére mit

I 2 %
a, = a, ﬁn
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auch a7 ein Urbild von . Es ist ndmlich, da 3,_; im Kern von 7} - - - 7/,_,

liegt, a,,—1 ein Urbild von as in Outcent(ZZ Dyn-1). Damit ist jedoch ay wie
a2 = (al)? ein Quadrat. Das ist ein Widerspruch.

Somit erzeugen die Konjugation mit a — b + 1 zusammen mit der Kon-
jugation mit 1+ b - (a + a™') die Gruppe Qutcent(ZZ Dyx) fiir alle n € IN.
Die Gruppe Outcent(ZZ Dy ) ist somit vollkommen in Gruppenringelementen
beschrieben.

Falls die Cohnsche Vermutung nicht richtig ist, so stort das die Diskus-
sion in diesem Unterabschnitt nicht, da die Terme, die durch die Klassen-
gruppen der Ringe ZZ[n(n)] auftreten, nicht zu Involutionen gehéren, die
sich in Gruppenbasen befinden. Unsere Einheiten sind aber so angelegt, daf3
sie den Gruppenring normalisieren und somit Involutionen in Gruppenbasen
erzeugen.

Satz 3 Die duflere zentrale Automorphismengruppe Outcent(ZZ Dan) des
ganzzahligen Gruppenrings der Diedergruppe Don mit 2" Elementen wird
erzeugt von der Konjugation mit a — b + 1, einem Automorphismus der
Ordnung 2"~1 modulo inneren Automorphismen, und der Konjugation mit
14+b-(a+a™'), einem Automorphismus der Ordnung 2"~% modulo inneren
Automorphismen. Dabei ist a ein Element der Ordnung 2™ in Don und b eine
nicht zentrale Involution in Dan.
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3.9 Einige ungerade Diedergruppen

Sei D,, die Diedergruppe der Ordnung 2p fiir eine ungerade Primzahl p:
D, :=< a,bla?,b* baba >. Es soll die Klassengruppe des Zentralisators
C(p) := Czp,(b) — in Abénderung der Notation — der Involution b von
D, in ZZD,, berechnet werden.

Da @D, = QC; & (Qn(p)])2xz mit n(p) = ¢(p) + ((p)~" sowie
SP7 ¢(p)? = 0, somit ist ¢(p) eine primitive p-te Einheitswurzel. Dann ist
C(p) durch das folgende Pullbackdiagramm bestimmt:

Czp,(b) — Z<b>

| |
Znp))<b> — IF,<b>

Da ZZ[n(p)] = Z[n(2p)], sind sowohl die zyklotomischen Einheiten

p—3
ur(p) = 1+ m(p) +m2(p) + . +m(p)s k=1,.., =~
als auch die Elemente
p—3
we(p) =1 =m(p) +mp) £ £mp) k=1, ——

mit 7;(p) = ¢(p)" + ¢(p)~* Einheiten.
Da wir eine Primzahl p fixieren, lassen wir die Bezeichnung ‘(p)’ kiinftig

fort.
Man rechnet

1+b 1—bU :{ (T+m+ns+..+n)+ 0 +n3+..+nx_1)b fiir k gerade

2 e+ 2 (I+m+ns+ .. +nm=1)+ (m +n3+..+m)b fir k ungerade

Dies bildet in IF,, < b > auf

(k+1)+k-b fiir k ungerade
k4 (k+1)-b fiir k gerade

ab. In den Wedderburn Komponenten von [F,Cs sind diese Elemente gleich

(2k+1,1) k gerade
(2k +1,—1) k ungerade.
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Da aber b = (1, —1) Bild einer globalen Einheit ist, ist (2k + 1,1) Bild einer
globalen Einheit. Da —b = (—1, 1) Bild einer globalen Einheit ist, ist (ZF},, 1)
Bild globaler Einheiten, denn falls = 2k+1 = —x = 2k’. Analog ist (1, IF},)
Bild globaler Einheiten und somit ganz U (IF,Cs).

Somit ist

Cl(Czp, (b)) = CUZ[n(p)|C2) & CUZC).

Nun ist aber der zweite Summand trivial, und fiir den ersten Summanden
berechnet man den Pullback

Bemerkung 10 Falls p eine Primzahl ist, fiir die 2% — 1 Mersenne-
sche Primzahl ist und falls 2 - ZZ[n(p)] ein Primideal in ZZ[n(p)] ist, ist
Cl(Zn(p)|Cy) = Cl(Z[n(p)])?. Denn dann hat die Einheitengruppe von
Zn(p)|/2Z[n(p)] Primzahlordnung und wird damit von allen Elementen
aufler der 1 erzeugt.

Die Klassengruppe des Zentrums von ZZD, wurde in [Fr-73, FRU-74]
berechnet. Die Argumente werden nun wiederholt:

Z(ZD,) =<l +a",(1+a+a*+..+a" ") bli=1,..,p—1>4
und daher ist ein Pullbackdiagramm gegeben:

Z2(ZD,) — ZZ+pZb

! !
Znp) — Z/(pZ)

Es ist somit Cl(Z(Z D,)) ~ Cl(Zn(p)]) ® CI(Z + pZZb). Dies fiihrt auf

die Untersuchung des Pullbackdiagramms

Z+ pZb — z

| |
/A — ZZ/(2pZ7)
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und zur Mayer-Vietoris-Sequenz
1 — Cp1 — CUZ + pZZb) — 1.
2

Daher ist
CUZ(ZZD,)) = CUZ[n(p)]) @ s

DaB Picent(Z,D,) = 1 fiir alle Primzahlen g ist, wird in [FRU-74] bewie-
sen. Fiir alle Primzahlen ¢ auer ¢ = 2 folgt dies aus [RS-87b] und [RS-87a,
(1.2.12)].

Nach [Lee-64, Theorem 4.2] ist

CUZD,) = CUZ[n(p)]).

Wir bekommen ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen und
Spalten:

0 0
T T

0 — K, — Ky, — 0
T T

0 — Cl(Czp,(b) — CUZNpP)Cy) @ CUZCy) — 0
7 T

0 — ClUZ(ZD,) — CUZnp)) & CZ +pZb) — 0
T T

0 — Yp — Yp — 0
7 T
0 0

Da A = Xe ® A(1 — ¢e) mit 1 — e die Projektion modulo a und Ae sicherlich
injektiv ist, ist 7, >~ CpT—l und

e Z )]

Es existiert ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen:

0 — Clzp,(Czp, (b)) — Cl(Cyp, (b)) -2 CUZD,)
1 1 I
0 — Clgp,(Z(ZD,)) — CUZ(ZD,)) % CUZD,)
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Damit ist

0 0 0
T T T

0 — Kp — Ky, — Ky
T T T

0 — Clzp,(Czp,) — CUCzp,®) - CUZ[p))
T T T

0 — Clzp,(Z(ZD,) — CUZ(ZD,) — CUZRp)? — 0
T T T

0 — Tp — Tp I 0
T T T
0 0 0

ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten, wie man aus
dem Schlangenlemma unter Verwendung von [FRU-74, (4.3)] sieht. (Zur Be-
zeichnung siehe Seite 44.) Daher ist

kieT‘[ClZDp(Z(ZDp)) — CZZDP(CZDp(b))] ~ CpT—l

Sei ein lokal freies Ideal A von ZZ[n(p)] gegeben. Dann induziert das
Paar (A, ZZ[n(p)]) ein Ideal von Cyzp,(b). Falls A zu einem Idele (o) =
[pespec(zmp)) Qe gehort, gehort das Idele

Be=TJl1+b) 14 (1-b)-ay

zu einem Urbild von (A, ZZ[n(p)]) in Cl(Czp,(b)).
Eine Darstellung von D, erhélt man analog zur Darstellung in [Ro-83]

dureh: 1 0 0 1
b_>(—§<p> 1)’“*(—1 n<p>>'

0 ), erhélt man die Darstellung

Konjugiert man die Darstellung mit < 1

bﬁ<2—_771(p) (f)’aH(ﬁ(p)l—? 77(29)1—1>'

B = 1}( 2 nle) (1= ) 2 ) |

Somit ist
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( (2 —1?7(29)) (2) )

eine Einheit in (Q [n(p)])2x2 ist, ist (3) aufgefaBt als Idele von (@Q[n(p)])ax2
dquivalent zum Idele

1 0 _ 20y, 0 _.
(o 2) =T (e 50 §) =0
Falls R := ZZ[n(p)] abgekiirzt wird, ist das zu (y) gehorige Ideal C gleich

Q( 2(22—a£(p)) 2)'(% gg)

Dies ist aber gleich

Da aber

20,R,, 20,1,
Q ( 22— n(p)) Ry + 4R, 2(2—n(p))R, + 4R, ) '

Da aber p € (2 —n(p))R, ist dies gleich

N[ 200fe 2008, ) _( 24 24
J\ 2R, 2R, 2R, 2R, |

Dessen reduzierte Norm ist dann aber gleich 4 - A ~ A.
Dadurch ist A\ surjektiv und

0 — kp — kK, — Ky — 0
ist exakt. Man sieht daher, daf3

Ky ~ CU(ZD,)|CUZD,)?, |x| = |(|jgz(zz[?7[57]z£))]iz‘

p

und
|CUZn(p)])Cal - ICUZ n(p)])?

|CUZn(p)])?

‘ ’ip| =
und somit
(coker[Cln, (Z(ZD,)) — Clap,(Czn,®))]] =

_|CUZIn(p)IC
CUZTnP)))|

I\ cuzimen?).
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Bemerkung 11 N. C. Ankeney, S. Chowla und H. Hasse beweisen in
[ACH-65], daB fiir Primzahlen p von der Form p = (2¢gn)?+ 1 mit einer Prim-
zahl ¢ und einer ganzen Zahl n > 1 die Klassenzahl H(p) := |CI(ZZ[,/D])|
die Klassenzahl b (p) teilt. Zum Anderen ist aber H(p) ungerade und grofier
als 1 fiir diese Primzahlen p. Beispiele sind die Primzahlen

p € {257,401,577,1297,1601, 2917, 3137,4357, 7057, 8101 }.

Es ist aber (CU(Z[n(p)]));g = CU(Z[n(p)]) genau dann, wenn CI(ZZ[n(p)])
eine elementarabelsche 2-Gruppe ist. In jedem Fall ist aber

|CUZ [n(p)])Cal /ICUZn(p)])| = [CUZ[n(p)])]-

Zur Erinnerung sei noch einmal eines der Ergebnisse von A. Frohlich, 1.
Reiner und S. Ullom angegeben.

Lemma 15 ([FRU-7j]) ZZD,, besitzt genau

p—1 _|CUZInw))
2z

Konjugationsklassen von Gruppenbasen.

Wir haben also bewiesen:

Satz 4 1. Es emistieren in Z D, genau

|CUZ[n(p)]Ca)|
|CUZ )

Konjugationsklassen von Involutionen, die lokal und rational zu b kon-
Jugiert sind.

2. Eine Involution b € D, ist in genau p_§1 Reprdsentanten von Konjuga-
tionsklassen von Gruppenbasen enthalten.

3. Von den Konjugationsklassen lokal und rational zu b konjugierter In-
volutionen in ZZD,, bestehen dann genau

[CUZ )
|CUZ [n(p)])P|
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Konjugationsklssen aus Involutionen, die in einer Gruppenbasis liegen

und
|ICUZn(p)ICs)|  |CUZn(p)))]
ICUZP)D|  [CUZn(p)])B|

bestehen aus nicht in Gruppenbasen liegenden Involutionen.

4. Falls p € {(2nq)* + 1ln € Z,n > 2,qZ € Spec(Z)} Primzahl ist,
existiert eine Konjugationsklasse von Involutionen, deren Elemente in
V(ZTDP) fir alle Primzahlen r konjugiert zu b sind, die aber in keiner
Gruppenbasis von ZZD,, liegen.

Bemerkung 12 1. S. Luthar und A. K. Bhandari zeigten in [LB-83] schon
1983, dafl rational jede Involution in ZZD, zu b konjugiert ist.

3.10 Anhang

Mit dem ‘maple V' Programm konnten fiir einige Primzahlen p der Wert
|Cl(Z[n(p)]Cs)| berechnet werden. Fiir p € {3,5,7,11,179,19379, 43403} ist

CUZn(p)|C2) = CUZn(p)])*,

da dafiir 2" — 1 Mersennesche Primzahl ist. Insbesondere konnte, falls 2
ein Primideal in ZZ[n(p)] erzeugt, gepriift werden, wie grof der Index der
von den cyclotomischen Einheiten Ucq(p) von Z[n(p)] in Z[n(p)]/22Zn(p)]
erzeugten Untergruppe ist.

Dabei ergibt sich fiir die Primzahlen p in {3,5,7,11,13, 19,23, 29,47, 53,
59,61,67,71,79,83,103, 107,131, 139, 149, 163, 167,173,179, 181, 191, 211,
227,239,263, 271,293,311, 317,347,359, 367, 379} die Bezichung

CUZn(p)|C2) ~ CUZn(p)])*.

Fiir die Primzahlen p in {37,101, 197,199, 269, 349, 373} kann die Bezie-
hung nur dann richtig sein, wenn |CI(ZZ[n(p)])| > 1 ist.

Beziiglich den Primzahlen p in {17,31, 41, 43,73,89,97,109, 113, 127, 137,
151, 157, 193, 223, 229, 233, 241, 251, 257, 277, 281, 283, 307, 313, 331, 337, 353}
konnte keine Entscheidung getroffen werden, da dann 2 kein Primideal in
ZZn(p)] erzeugt.
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Es ist von van der Linden ([vdL-82]) gezeigt, daB his; = 4 und h = 1 fiir
alle Primzahlen p < 163 gilt, falls die verallgemeinerte Riemann Vermutung
richtig ist. Fiir Primzahlen p < 67 ist die verallgemeinerte Riemann Vermu-
tung nicht nétig. Viele Fille konnte schon frither J. M. Masley in [Ma-78§]
behandeln.

Korollar 4 Wir setzen voraus, dafi das ‘maple V' Progamm fehlerlos ist.
Aussagen tiber Primzahlen grofler als 67 setzen die vrallgemeinerte Riemann
Vermutung voraus.

1. Falls p € {3,5,7,11,13,19,23,29,47,53,59,61,67,71,79, 83,103, 107,
131,139, 149}, liegt jede Involution in ZZD,, die lokal zu b konjugiert
ist, auch ganzzahlig in einer Gruppenbasis.

2. Falls p € {37,101} ezistieren in ZZD,, genau zwei Konjugationsklassen
von Involutionen, die rational und lokal zu b konjugiert sind, ganzzahlig
jedoch nicht in einer Gruppenbasis liegen. Genau die Konjugationsklas-
se von b besteht aus Involutionen, die in Gruppenbasen liegen.

3. Falls Cl(Z[n(163)]) zyklisch ist, existieren in ZZ Dig3 genau 2 Konju-
gationsklassen von Involutionen, die rational und lokal zu b konjugiert
sind, ganzzahlig jedoch in keiner Gruppenbasis liegen, und 2 Konjugati-
onsklassen von Involutionen, die rational und lokal zu b konjugiert sind
und in einer Gruppenbasis liegen. Sonst liegen alle Involutionen, die lo-
kal und rational zu b konjugiert sind, in ZZ D1g3 in einer Gruppenbasis.

In der folgenden Tabelle sei Uc(p) die Gruppe der zyklotomischen Einhei-
ten in ZZ[n(p)] und Uq(p) mod 2 bezeichnet deren Bild in ZZ[n(p)]/22Z[n(p)].
Bekanntlich haben die zyklotomischen Einheiten in der gesamten Einheiten-
gruppe den Index hf.



3 INVOLUTIONEN IN GRUPPENRINGEN

Primzahl | < 2 > prim in ZZ[n(p)] ‘U(@Z((Z))]/iﬁg(f)m
3 ja 1
5) ja 1
7 ja 1
11 ja 1
13 ja 1
17 nein
19 ja 1
23 ja 1
29 ja 1
31 nein
37 ja 3
41 nein
43 nein
47 ja 1
53 ja 1
59 ja 1
61 ja 1
67 ja 1
71 ja 1
73 nein
79 ja 1
83 ja 1
89 nein
97 nein
101 ja 3
103 ja 1
107 ja 1
109 nein
113 nein
127 nein
131 ja 1
137 nein
139 ja 1
149 ja 1
151 nein
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Primzahl

< 2> prim in Z[n(p)]

\U(Z[n(p)]/2Z[n(p)])|

[Uc(p) mod 2]
157 nein
163 ja 1
167 ja 1
173 ja 1
179 ja 1
181 ja 1
191 ja 1
193 nein
197 ja 3
199 ja 7
211 ja 1
223 nein
227 ja 1
229 nein
233 nein
239 ja 1
241 nein
251 nein
257 nein
263 ja 1
269 ja 3
271 ja 1
277 nein
281 nein
283 nein
293 ja 1
307 nein
311 ja 1
313 nein
317 ja 1

331

nein
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70 3 INVOLUTIONEN IN GRUPPENRINGEN

Primzahl | < 2 > prim in ZZ[n(p)] ‘U(@Z((Z))]/iﬁg(f)])‘

337 nein

347 ja 1
349 ja 3
353 nein

359 ja 1
367 ja 1
373 ja 3
379 ja 1

Die Programme hierzu sind nachfolgend aufgelistet. Vor der Anwendung mufl
das Programmpaket GF mit ‘readlib(lattice);readlib(GF);” gestartet werden.

fangean:=proc(p)

local i,j;

G 1= 1/2p-1/2

a:= array(0 .. q+1,0 .. q+1);

for i from 0 to q+1 do for j from 0 to q+1 do ali,j] := 0 od od;
a[0,0] := 1;

a[l,1] :=1;

for i from 2 to q do

if a[i-1,0] = 0 then

a[i,0] := 2*ali-1,1];

for j from 2 by 2 to q do ali,j] := a[i-1,j-1]+a[i-1,j+1]
od

else for j by 2 to q do ali,j] := a[i-1,j-1]4a[i-1,j4+1] od
fi

od

end

test:= proc(p)

local n,ord.i;

n:=1; ord:=0;

for i to p do n:=(2*n) mod p;

if (n=1) or (n=p-1) then ord:=i; i:=p fi
od;

ord:=ord
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end;

zweiprim:=proc(p)

local L;

L:=GF(p,1);

zwei:=L[‘+‘|(L[1],L[1]);
Laenge:=member(L[order](zwei),p-1);
if not Laenge then

if test(p)=3 * p — 3 then Laenge:=true
else Laenge:=false

fi

fi

end;

diesmipol:=proc(p)

local i; R
berminpoly(p); mu := 0; for i from 0 to q do mu := cl[i|*Z i+mu od
end

berminpoly:=proc(p)

local i,b.j,k;

fangean(p);

¢ := array(0 .. q);

b := array(0 .. q);

for i from 0 to q do c[i] := 0; b[i] := -a|q,i]+1 od,;

clg] =1

for i from 0 to g-1 do

j=qi1

cfj] = bljl;

for k from 0 to q do b[k] := b[k]-a[j,k]*c[j] od
od

end

verbessertsys:=proc(p)

local gegete,G,pol,ar,potenz,i,j,agfield,ordnung,quotientenord;
zweiprim(p);

gegete := 1;

if Laenge then
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72 3 INVOLUTIONEN IN GRUPPENRINGEN

pol := diesmipol(p);

G = GF(2,1/2*p-1/2,pol);

al := G[ConvertIn|(Z);

ar := array(1 .. 1/2%p-3/2);

agfield := array(0 .. 1/2*p-1/2,0 .. 1/2%p-1/2);

potenz := array(0 .. 1/2%p-3/2);

for i from 0 to 1/2*p-1/2 do

for j from 0 to 1/2*p-1/2 do agfield]i,j] := G[ConvertIn](al[i,j] mod 2) od
od;

potenz := array(0 .. 1/2*p-3/2);

potenz[0] := G[1];

for i to 1/2*p-3/2 do potenz[i] := G[*](potenz[i-1],al); arli] := potenzli] od,;
for i from 2 to 1/2*p-3/2 do

for j to i-1 do ar[i] := G['+‘](ar[i],G["*](agfield[i,j],ar[j])) od

od;

ar[1] := G['+](G[1],ar[1]);

for i from 2 to 1/2*p-3/2 do ar[i] := G['+‘|(ar[i],ar[i-1]) od;
quotientenord := 2 (1/2%p-1/2)-1;

for i to 1/2*p-3/2 do

ordnung := Glorder](ar[i]);

gegete := ilem(ordnung,gegete);

if ordnung = quotientenord then print(‘Einheit Nr‘ji,‘ erzeugt‘); i := 1/2%p-
3/2

else

if gegete = quotientenord then print(‘cyclotomische Einheiten erzeugen‘); i
= 1/2%p-3/2

fi

fi

od;

if gegete <> quotientenord then

print(‘cyclotomische Einheiten werden von ,gegete, annuliert’,
‘erzeugen Untergruppe vom Index‘,quotientenord/gegete)

fi

else print(‘< 2 > ist nicht primes Ideal)

fi

end
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