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Introduction

C’est au milieu du XVII® siécle, avec les travaux simultanés de Newton et
Leibniz, en mécanique notamment, qu’apparait pour la premiére fois la no-
tion d’intégrale d’une fonction. Par exemple, lorsqu’on recherche la position
d’un point dans l’espace connaissant ses coordonnées initiales et sa vitesse,
lorsqu’on calcule le champ électrique créé par une charge ponctuelle (en uti-
lisant les équations de Maxwell), ou encore lorsqu’on calcule une aire ou un
volume, on recherche en fait la valeur de 'intégrale d’une certaine fonction.
Nous allons voir que la version formalisée par Riemann en 1854 de la notion
d’intégrale d’une fonction réelle de la variable réelle fournit un cadre élégant
et assez naturel a tous ces calculs par le biais d’un puissant théoréme décrit
par Riemann lui-méme comme étant "le plus beau que ’on sache démontrer".

Nous allons commencer par donner 'idée générale de la construction de
Riemann : Pour fixer les idées, considérons une fonction continue sur un
intervalle [a,b],a < b,a,b € R comme sur la figure 1. L’aire de la surface en
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bleu représente ce qu’on veut étre I'intégrale de f sur [a, b]. Commengons par
subdiviser l'intervalle en n sous-intervalles

[z, 2i1], 0<i<n—1, zg=a,z,=0b

On va approcher l'aire de la figure 1 par la somme des aires de n rectangles
de longueur f(x;) et de largeur x;,; — x; comme sur la figure 2.
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FIGURE 2 —
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Notre valeur approximative de I'aire est alors donnée par
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Intuitivement, on se rend compte que si on augmente le nombre de points
dans notre subdivision, (ce qui est équvalent a dire que 1'on réduit la longueur
de nos sous-intervalles) I'erreur entre la valeur exacte et notre approximation
va diminuer. On a donc envie de "définir" I'intégrale comme la "limite" de
(1) lorsque le nombre de points tend vers U'infini. Nous allons donc formaliser
tout cela...



Premiére partie

Les fonctions en escalier

Définition 1. Soit [a,b] un intervalle de R. On appelle subdivision de [a, ]
toute suite finie § de la forme § = (a = zo < 27 < ... < z, = b). On définit
alors le pas de la subdivision par || := max{|z; — x;_1|,1 < i < n}.

Notation 1. On notera A,; Uensemble des subdivisions de intervalle [a, b].

On peut aussi définir "l'inclusion" d’une subdivision dans une autre ainsi
que "I'union" de deux subdivisions :

Définition 2. 1. Si §; et J5 sont deux subdivisions de [a, b], on dira que
09 est plus fine que 07 si on a rajouté un nombre positif ou nul de points
a 01 pour construire d,. Dans ce cas, on notera d; = ds.

2. On définit la subdivision d; V d5 comme étant la subdivision constituée
des points de d; et de do que 'on a réordonnés et réindexés pour obtenir
une forme similaire & celle de la définition 1. On I'appelle union de ¢,
et (52.

Remarque 1. On note que la relation binaire < est une relation d’ordre sur
Agp. De plus, on a toujours 91,02 =< 91 V 02 ainsi que 01 V 9y = d2 V 9.

Exemple 1. Sur [0, 1] la subdivision 0 < 1/4 < 1/2 < 3/4 < 1 est plus fine
que 0 < 1/2 < 1 et I'union de cette derniére avec 0 < 1/3 < 2/3 < 1 est
0<1/3<1/2<2/3<1.

Nous pouvons & présent définir la notion de fonction en escalier qui est
assez intuitive finalement :

Définition 3. On dit qu’une fonction f : [a,b] — R est en escalier s’il existe
une subdivision § € A, telle que

V1<i<mn, I\ €R; Vo €la;_q, 24, f(x)=\
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C’est a dire que f est constante sur chaque sous-intervalle |z;_y, z;[ de [a, b]
et y vaut \;. Dans ce cas la subdivision J, non nécessairement unique, est
dite bien adaptée a f.

Il est clair avec cette définition qu’a moins d’étre constante partout, une
fonction en escalier ne peut étre continue, donc encore moins dérivable.

Notation 2. On note U'ensemble &, ;, des fonctions en escalier sur [a, b]. (C’est
un groupe pour 'addition de fonctions et méme un sous-espace vectoriel de
I'espace vectoriel des applications de [a, b] dans R...)

FIGURE 3 -

Exemple 2. La courbe rouge sur la Figure 3 représente le graphe de la
fonction partie entiére (z — E(z)) sur [—5,5] qui est bien une fonction en
escalier puisqu’elle est constante sur chaque intervalle de la forme [n,n + 1|
et vaut n. On constate alors que la subdivision 6 : =5 < —4 < ... <4 <5
est bien adaptée a FE.

Nous allons maintenant donner une proposition qui va nous permettre de
définir l'intégrale d’une fonction en escalier :



Proposition 1. Soient f € £, et 01,02 € A,y deuz subdivisions bien adap-
téesa f. Sidy=(a=xg<m1 <...<xp=b)etdoa=(a=y<y1 <...<
Ym = b), soient alors A\1,..., N\, € R et py,..., ly € R tels que :

{ V1<i<n, Vo€lr,_1, xf, flx) =N\
V1 <j<m, Vo €ly, yil, f(z) =y

Alors, on a
m

D Alwi = @) = 3 (Y5 = i) (2)

Jj=1

Démonstration. Tout d’abord, si ’on rajoute un point z a ; par exemple, la
valeur de ), A\;(x; — z;_1) ne change pas car

z E]xi_l, Iz[:> )\Z(ZEZ — Z) + )\Z<Z — ZEi_1> = )\Z(ZEI — xi—l)

Cela entraine donc que si 'on rajoute un nombre fini de points a d; ou 0o,
les valeurs des sommes resteront inchangées, donc la valeur calculée avec 0,
est la méme que celle calculée avec d; V 05 qui est identique a celle donnée
par 9, d’otu le résultat. n

Définition 4. Soit f € Epetd=(a =29 <z < ... <z, =b) € A,y une
subdivision bien adaptée & f. On appelle intégrale de f sur [a, b] et on note

/a b F(t)dt

le réel

Remarque 2. La Proposition 1 montre que ce réel ne dépend pas de la subdi-
vision choisie pour décrire f et qu’ainsi la Définition 4 fait sens; c’est-a-dire
que l'intégrale ne dépend que de f et de [a, b].



Proposition 2. Soient f,g € &,;. Alors

ga,b — R
fo= [ f@d

fie. \meR,/ f(t)+ag(t)dt:/ f(t)dt+a/ g(t)dt)

1. L’application est linéaire

2. 81 f < g alors /bf(t)dt < /bg(t)dt

Démonstration. 1) Si 6 = (a = z9 < ... < x, = b) est une subdivision
adaptée a f et g et si

Yz E]fﬂi,l,ﬂfi[, { g(l’) - /\Z

Alors pour tout @ € R

/ £(8)+ agt)dt = 370 + ) s — 1)
= Z iy — 1) + QZM(% —Ti1) = / fe)dt + Oé/ g(t)dt

2) Si f(x) < g(x),Vz € [a,b] alors \; < p;, V1 <i < n et donc



Deuxiéme partie
Définition de I'intégrale de
Riemann

Dans cette partie, nous allons définir proprement I'intégrale de (certaines)
fonctions bornées sur un intervalle [a, b] de R. Pour cela, nous définissons tout
d’abord les sommes de Darboux, aprés avoir introduit une notation :

Notation 3. On écrira dans la suite

Bop:={f:|a,b) = R; IM > 0; Vz € [a,b], |f(z)] < M}

Définition 5. Soient f € B,;,0 € A,p. On note

, m; = infecrp, 20 f(2)
V1l <1 <n, ¢ €[wi—1,74
Sts { M; :=Sup,ey, 2 ()

On appelle grande somme de Darboux de f relativement & 0 (resp. petite
somme) le réel

ss(f) = Zmz(% — ;1) (resp. Ss(f) := Z M;(x; — x;-1)

Remarque 3. On voit immédiatement que si f est en escalier et si § est bien
adaptée a f, les deux sommes coincident et sont égales a 'intégrale de f sur
la,b]...

Proposition 3. Soient 01,02 € Agp, f € Bap

1) Si 01 = 6 alors ss,(f) < s6,(f) < Ss,(f) < S5, (f)

2) \V/(Sl,ég € Aa,ba 551(f) < S(h(f)



Démonstration. 1) 11 suffit de montrer le résultat dans le cas ol on obtient
Jdy en ajoutant un point y 4 §; = (@ = 9 < ... < x, = b) et on suppose que
y € [x;_1, ;] pour un certain 1 < i < n les deux contributions du segment
[z;_1,x;] dans les petites sommes de Darboux sont :

(i —xi1) inf  f(x) pour ss(f)

T€[Ti—1,24]
(i—y) inf f(z)+(y—2i-1) inf  fz) pour ss(f)
z€y,zi) z€[zi—1,Y]

Orona:
inf  f(z) < inf f(x)

TE[Ti—1,T;] T x€ly,a)

inf  f(x) < inf f(x)

T€[Ti—1,%;] x€[Ti—1,Y]

et donc s;,(f) < ss,(f). De méme, on a Ss,(f) < S5, (f) et 'inégalité ss,(f) <
Ss,(f) est évidente.
2) en vertu de la remarque 1 on a ss, (f) < Ss,va, (f) < Ss,ve, (f) < S5, (f) O

Proposition 4. Soit f € B,,. Alors :
1) Les ensembles {ss(f), 6 € Aup} et {f; h(t)dt, h € E,p, h < f} sont ma-
jorés et
b
sup ss(f) = sup / h(t)dt

5€Aa,b hega,ba th

2) Les ensembles {S5(f), 6 € Ayp} et {f; h(t)dt, h € E.p, h > f} sont mi-

nores et

inf Ss(f) = inf /b h(t)dt

LISVAVH he&ap, h2>f

3) De plus, on dispose de l'inégalité

sup ss(f) < inf Ss(f)

50 d€hqp
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Démonstration. 1) Le fait que les ensembles soient majorés est évident. Mon-
trons alors la premiére égalité.

Soit § € Agp, d = (a =29 < ... < x, = b). On considére la fonction en
escalier g € &, définie par :

V1<i<n, Ve, z g(t) = [inf ]f(x)
TE[Ti—1,T;4
Y0 <i<mn, g(x;) = f(z:)
Alors
b b
ss(f) :/ g(t)ydt <  sup / h(t)dt, Yo € Agp

hega,bv hgf a

b
= sup ss(f) < sup / h(t)dt
6€Aa,b hega,bu hgf a

Soient ensuite € > 0, h € &3, h < f et § € A,y une subdivision bien
adaptée a h.
Onécrit d = (a <o <...<x, =0)et h(x):= N\, VYr €]z;_1, 2]
Soit n > 0 tel que v := (a = zg < xp+n < a1 —N <21 <114+7n <
... < xp —n < x, = b) soit une subdivision de [a,b] et tel que 7
K >0; Vrelab], |[f(x)| <K, |h(z)] < K.Ona

z€[xi_1+n,2—0]

En calculant l'intégrale de h avec la subdivision 7 et en posant m; :=
inf ez, 2 f(x) on obtient :

b
/h( )t — s (f Z/\ —Ti1)

n—1 n n

~O-n inf f@)+) n inf  fla)+d (wi—zia—2n)  inf f(x))

TE€[x,i41] z€[x;—n,2] z€[wi_1+n,25—0)

=0 i=1 =1
n n n—1
= Z i — iy —2n) + ZU& + Z nAi+1
i=1 i=1 =0
n—1 n n

—Zn inf }f(x)—Zn inf f(w)—Z(:ci—xi,l—Qn) inf f(x)

z€[z;—n,T4] Py z€[wi—1+n,2i—1)
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n

< 4 N(Aiqr — inf  f(x)) + Zn(& — inf f(z))

P TE€[x;,xi+m)] €[z —n,x;)
n n—1
< Z n(Ai —m;) + Z N(Air1 — Mit1)
=1 =0

La premiére somme correspond aux intervalles [z;, z; + 7] et la deuxiéme aux
intervalles [z; — 1, x;]. On obtient donc

/b h(t)dt — ss(f) < 4nKn <e

D’ou ,
/h(t)dtg sup ss(f) + <.

5€Aa,b

Ceci est valable pour toutes les fonctions en escalier inférieure ou égale a f,
donc

b
sup / h(t)dt < sup ss(f) +e¢

h€&qp, h<f LAV

Et en faisant tendre ¢ vers 0, il vient

b
sup / h(t)dt < sup s;(f)

hega,bv th 66Aa,b

Finalement avec on a bien

b
sup / h(t)dt = sup ss(f)

hega,b7 th 5€Aa,b

2) On montre ce point de fagon analogue au cas précédent : Les ensembles
sont ici aussi clairement minorés. Soient alors § € Ay, 0 = (a =29 < ... <
x, =b), g € & telles que :

V1<i<mn, Vt€lr,1,z], g(t) = sup f(z)
x6[$i,1,$i]
VO <i<n, g(z;) = f(x;)
Alors,
b b
Ss(f) = / gBdt> it / h(t)dt

= he€€up, h>f

12
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Et on a la premiére inégalité.

Soient ensuite € > 0, h € .5, h > f, § € A, un subdivision adaptée a
h.
On écrit d = (a =29 < ... <z, =0b) et h(x) = p;, Vo, 1 < x < z;. Soient
encore K > 0; |f(z)],|h(x)] < K, Vo € [a,bl et n > 0; v := (a =129 <
To+n<T < <21 +N<. . <Tp =N <Tp=0b) €Ay <

Comme précédemment, on a

Vi<i<n, Vo, +n<z<wzi—mn h(r)>  sup  f(v)
z€x;—1+n,2;—n)

Et si 'on calcule I'intégrale avec la subdivision v en posant M; := sup,¢r,, , ;) f(7),
on obtient

n

S,(£) = [ bt =Y (ms—aii—2) s f(a)

i=1 T€[wi_14+n,2;—7)

+Z77 sup +Z77 sup Z/’LZ Tj — Tj— 1

— €[z, $Z+77] — z€[z;—, ﬂﬂz]
n n n n—1
= Z(Iz‘—%—l—?ﬁ) sup f(ﬂﬁ)—z Mi(ib‘i—xi—l—???)—z um—z Hit17]
i—1 TE[wi—14+m,2i =] )1 i=1 i=0

+Zn sup +Zn sup  f(x)

€[z, xz+n] € [xi—n,T;]

Z Sup F(@) = pis1) +Zn S flx) = )

z€[zq,2541) —1,24]

—_

n—

<D Mgy = ) + Y n(M; — ;)

i=1

@
Il
=)

11 vient alors
b b
S (f) - / h(t)dt < 4Kny < = = S, (f) < / h(t)dt + =

13



b b
, < : <
:>5€11A1(f17b55(f) _/a h(t)dt +¢ = 6611A1£7b85(f) _hesibn,fhzf/a h(t)dt + ¢

On peut encore faire tendre € vers 0 pour obtenir
b
0% it [ nc
Et donc )
inf Ss(f) = inf / h(t)dt

6€Aa,b hega,bv th

3) Enfin, il suffit de passer au sup et a 'inf dans I'inégalité (2) de la
Proposition 3 pour obtenir I'inégalité désirée. O

Définition 6. Soit f € B,
1) On note

I b
f(@)dt := sup ss(f) = sup / h(t)dt
[a,b} 5€Au,b hega,b: h<fJa

On appelle ce nombre 'intégrale inférieure de f sur [a, b]. De méme, on appelle
intégrale supérieure de f sur [a,b] le nombre

S b
Ft)dt == inf S5(f) = inf /h(t)dt

[a,b] (SEAG’I, hewa, h>f

2) On dit que f est intégrable au sens de Riemann (ou Riemann-intégrable)
sur [a,b] si on a

S I
fOdt = [ ft)dt
[a,b] [a,b]

Cette valeur commune sera alors appelée intégrale de f sur [a, b] et sera notée

/a b F(t)dt

De plus, on notera Z,;, I'ensemble des fonctions intégrables sur [a, b].

14



Remarque 4. 11 existe des fonctions dans B, sui ne sont pas intégrables.

Contre-exemple Soient [a,b] = [0, 1] et f := 1g.
Comme Q est dense dans R, pour tout 6 € Ag1, ss(f) =0, Ss(f) = 1.
D’ou f[fb] fA)dt=0+#1= f[I f(t)dt, donc f n’est pas intégrable sur [0, 1].

a,b]

15



Troisiéme partie

Quelques critéres d’intégrabilité

Une question se pose naturellement : Quelles sont les fonctions intégrables
au sens de Riemann ?

Nous nous proposons donc d’exhiber quelques hypothéses rendant une
fonction Riemann-intégrable sur [a,b]. Pour ce faire, nous allons commencer
par donner un critére qui nous servira beaucoup dans la suite.

Proposition 5. Soit f € B,,. Alors f est Riemann-intégrable sur [a, b] si et
seulement si :

Ve >0, 30 € Auyp; Ss(f) —ss(f) <e

b
Démonstration. (=) Supposons que f soit intégrable. On note [ := / f(t)de
Soit € > 0. On a : ‘

I= sup ss(f) = 301 € Auy ; I—§<551(f)

EEAa,b
I= inf Ss(f) = 3% €Auy; [+ >S5(f)
5€ALp ’ 2

Alors
[—g < 55,(f) < 85,v8, (f) < Ssvss (f) < S5, (f) < 1+g = Ssive, (f)—ssve,(f) <&

(<) Soient € > 0 et 09 € Ayyp 3 S5 (f) — 85,(f) < € On a alors

1 S
ss(f) < sup ss(f) = [ f(H)dt < f()dt = inf S5(f) < S5 (f)

5EA [a,b] [a,b] 0€8ap

Ce qui donne

S I
o< | fodi— [ fe)dt<e
[a,b] [a,b]

16



Et ceci étant valable quel que soit € > 0 on obtient :

S I
fOdt= [ ft)dt
[a,b] [a,b]

Donc f est intégrable, ce qui termine la preuve. O

Remarque 5. On voit immédiatement que pour toutes f € Z,; et 6 € Ay,

ss(f) < / F(B)dt < Ss(f)

Donc

b b
Ss(f) —ss(f) <e = S(;(f)—/ f(t)dt < e, / f)dt —ss(f) <e

Nous pouvons a présent donner trois théorémes d’existence de I'inégrale
dans certains cas.

Théoréme 1. Si f : [a,b] — R est une fonction monotone, alors f est
intégrable.

Démonstration. On peut supposer, pour fixer les idées, que f est croissante.

f est bornée car f([a,b]) = [f(a), f(D)].

Soit 0 :=(a=29<...<z,=0b) € Ayp. On a

. infepe, o f(2) = flxi)
V1 <i<n, €lzi-,ai]
=r=r { Sume[axq;_l,a:i} f(.T) = f(:l;z)

D’ou .
Ss(f) —ss(f) = Z(ﬂfz —zio1)(f(2i) — f(zi1))
i=1
<18~ fla) = f(wima) = BI(f(6) = f(a))
i=1
1) Si f(a) = f(b), alors f est constante et donc ss(f) = Ss(f)
2) Si f(a) # f(b), soit € > 0. Si |§] < T @ > 0> on a alors
Ss(f) —ss(f) < e, donc f est intégrable, d’parés la Poposition 5. O]

17



On rappelle ici deux théorémes fondamentaux de topologie dont les dé-
monstrations se trouvent en annexe.

Théoréme 2. Soient (E,T) un espace topologique, K un compact non vide
de E et f: K — R une fonction continue. Alors f est bornée et elle atteint
ses bornes sur K.

Et le théoréme de Heine :

Théoréme 3. Soient (E,d) et (F,d') deux espaces métriques, K un compact
de E et f: K — F une fonction continue sur K. Alors, f est uniforméme-
ment continue sur K.

Nous pouvons a présent démontrer le

Théoréme 4. Si f : [a,b] — R est continue, alors f est intégrable.

Démonstration. D’aprés les théorémes rapellés ci-dessus, f est bornée, atteint
ses bornes et est uniformément continue sur tout intervalle fermé borné.
Soit € > 0. Il existe n > 0 tel que

€
b—a

Vo, y € [a,b], [v—y[ <n = [f(z) = fy)| <
Soit § :==(a=2p<... <z, =b) € Ngy, |0] <.

V1<i<n, 3o, B € [Ticr, i ; flow) =  inf  f(x), f(Bi)= sup f(x)

TE€[wi—1,24] z€[zi_1,34)

Comme [a; — 3] <n, on a f(B;) — f(as) < 3= 1l vient alors :

n

Ss(f) = ss(f) = D _(ws — 2 1) (f(B) = flew)) < ¢

i=1

18



Théoréme 5. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée et continue sur [a,b]
sauf peut-étre en un nombre fini de points (ie f est continue par morceautz).
Alors f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b].

Démonstration. Quitte & faire une récurrence, on peut supposer que f ne
posséde qu'un seul point de discontinuité ¢ €]a, b].

Soit € > 0. Comme |a, b[ est ouvert, on peut choisir n > 0 tel que
[c—n,c+n] Cla,b et 2n(M —m) < 5 ot 'on a posé¢ M := sup,c(,y [(z) et
m = inf e f(2).

Par hypothése, f est continue, donc intégrable sur [a,c — 7| et sur [c + 1, b],
donc il existe

(51,52) € Aa,c—n X Ac-&-n,b 5 551 (f) - 351(f) < %a S52(f) - S52(f) <

Wl ™

Donc
551\/52 (f) - 851\/52(f> <E€

Remarque 6. 1) Ce résultat montre donc qu’en modifiant la valeur d’une
fonction en un nombre fini de points, on ne change ni son intégrabilité, ni la
valeur de son intégrale.

2) Supposons que I'on ait choisi de définir 'intégrale avec

' f(t)dt = sup /b h(t)dt, ’ f)dt = inf /b h(t)dt

[a’7b] hega,bv h<f [a,b} hega,bv h>f

(Cette définition est équivalente a celle des sommes de Darboux d’aprés la
Proposition 4.) Alors le Théoréme précédent devient trivial.
3) On retrouve ici le fait que les fonctions en escalier sont intégrables.

De plus, on dispose d’un résultat géneral, di & Darboux, que 'on admet-
tra :

Théoréme 6.

Vf€Zyp, Ve>0, In>0; Vo€ Ayy, |6] <n = Ss(f) —ss(f) <e.

19



On en déduit 'important résultat suivant traitant de ce qu’on appelle les
sommes de Riemann :

Corollaire 1. Soit f € 7, Alors :
Ve>0, I>0; Vo=(a=a9<...<z,=0) € Auyp; |0] <m,

V1 <i<mn, Ve € [w-1, 2],

[ e =3 ) o~ )| < ¢

Démonstration. On peut utiliser le théoréme précédent, en remarquant que :

ss(f) < Zf(cz‘)(l’z’ —xi1) < S5(f)

b
SR ULt
Donc, si Ss(f) — ss(f) < e, alors :

]

Le goit amére que laisse le fait d’admettre le théoréme de Darboux peut
étre contourné en démontrant une version alternative du Corollaire précé-
dent, pour laquelle nous devront tout-de-méme admettre les propriétés de
positivité, linéarité de l'intégrale, ainsi que la relation de Chasles et I'inéga-
lité triangulaire, que nous démontrerons dans la partie suivante.

Théoréme 7. Soient n € N* f : [a,b] — R une fonction continue et
dp=(a=z9<...<z,=0) € Auy
Alors, V1 <i<n, V¢ € [x;_1,24], on a :

n

Jim 37 f(e)— ) = / F(t)dt
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Démonstration. On a
fle)(xi—xi—1) / fle)dt = f(e)(xi—xi—1) / ft)dt = / flei)—
D’ou
n b n T
flei) (s — wim1) — f(t)dt = flei) =

Pour tout n > 0, on pose w(n) := sup{|f(u) — f(v)], a <u,v <b, |[u—v| <n}
Il vient alors

> St —ai) - [ st w<2/ ll5al)de = (6 = a)([5,])

Or, d’apreés le Théoréme de Heine, lim, o w(n) = 0 d’ott lim,,_, oo w(|d,|) =
car lim,, 1 |d,| = 0. Finalement, on obtient bien

b
lim Z fle)(w; — i) = / F(t)dt

Corollaire 2. Soient f : [a,b] — R une fonction continue. Pour tout n € N*
on consideére la subdivision réguliere

VO<k<n, x ::a—I—kb—a
n
Alors ,
o b—aw— b—a
lim Y pla k) = [ paar
k=1
Démonstration. Clair avec le Théoréme 7. O

On peut encore mentionner un corollaire évident du résultat précédent :
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Corollaire 3. Soit f : [0,1] — R une fonction continue

tim ~ 3 7S = [ roa

n 0

Exemple 3. Soit a calculer :

22
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Quatriéme partie

Propriétés générales de 'intégrale
1 Relation de Chasles

Proposition 6. Soient [a,c| un intervalle de R, b € [a,c] et [ : [a,c] = R
une application. On a

1) f est intégrable sur [a,c] si et seulement si elle est intégrable sur |a,b] et
sur [b, c].

2) Si f est intégrable sur |a,c| alors,

L%@azlv@m+lvma

Démonstration. 1) (=) Supposons f intégrable sur [a,c|. Soient ¢ > 0 et
d € A, tels que S5(f) — ss(f) < e. Solent v € A, la subdivision obtenue
en ajoutant le point b a § et (d1,02) € Ayp X Ay, les subdivisions extraites
de 7. On a

(S5, (f) = 55,(f)) + (S5, (f) = 85,(f)) = S,(f) = 8,(f) < S5(f) — s6(f) <e.
D’ou
S5l(f) - S51(f) <g, S52(f) - S(SQ(f) <e.

(<) Supposons [ intégrable sur [a,b] et sur [b, c|.
Soient € > 0 et (d1,02) € Agp X Ay tels que
Ss.(f) = s5,(f) < 5, S5, (f) = 56,(f) < 5. Soit encore 0 := d; V 0y € Ay
On a:
55(f) - 35(-f) = S51(f) + 552(f) - 851(f) - 852(f) <Eé.

2) En reprenant les notation précédentes :

b
5,(f) < / fB)dt < S5, (f)

sn(f) < / ()t < S5, (/)
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= S51(f)+$52(f) 235(f) < /Cf<t)dt§ S5(f) :S51(f)+552(f)

Donc f; f@)dt+ [ f(t)dt et [T f(t)dt sont dans Uintervalle [ss(f), S5(f)] qui

est de longueur strictement inférieure a €. On a donc :

|/abf(t)dt+/bcf(t)dt—/acf(t)dﬂ <e

Ceci étant vrai quel que soit € > 0, on a bien ’égalité recherchée. O

Définition 7. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable. Par convention,

on pose : .
dt .= — d
/b F(t)dt / f(t)dt

Avec la Proposition 6 et la Définition 7, on a de maniére évidente :

Théoréme 8. Soient a,b,c € R quelconques. Soit f une fonction intégrable
sur chaque intervalle fermé (a,b), (b, c) et (a,c). Alors on a :

l%@&+l%@azlﬁma

2 Structure algébrique de I’espace des fonctions
intégrables

Proposition 7. Soient f,g € Z,p, A € R. Alors
b b b
1) f+9€Tas et/ f(t)+g(t)dt:/ f(t)dt+/ g()dt.
b a b a a
2) \f € Loy et/ Af(t)dt = A/ f(t)dt.
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Démonstration. 1) Soient € > 0 et 1,02 € Ay tels que
S5, (f) =56, (f) < 5, Ss,(9) — 85,(9) < 5. On pose 6 := d; V dy. Alors

Ss(f) — ss(f) <

Ss(g) — ss(g) <

[N N O NCY NG

Si Ion écrit 6 = (a =x9 < ... < x, =b), on a, pour tout 1 <i <n,

sup  f(z) +g(x) < sup  f(x)+ sup g(z)

TE[Ti—1,%;4] TE[Ti—1,%4] T€[ri—1,%;]

inf  f(z)+g(x) > inf f(z)+ inf g(z).

LEE[Ii_hl’i] wE[xi_l,xi] me[xi_l,xi]

Or, Ss(f) + Ss(g) — ss(f) — ss(g) < € et

ss(f) +ss(9) < s5(f +9) < S5(f +9) < S5(f) + Ss(g) donc
Ss(f+9)—ss(f+9)<e = f+g€Ly.

Par ailleurs,

ss(f) + 55(9) /f )+ g(t)dt < S5(f) + Ssg)

)+ 5o /J‘w+/ g(t)dt < S5(f) + Sa(g)

|/a f(t)dt—l—/a g(t)dt—/a f(t) +g(t)dt] <e

On fait tendre € vers 0, et on a le résultat.
2) C’est clair. O

Et donce :

Proposition 8. Soient f,g € Z,;. Alors fg € L.

Démonstration. Supposons d’abord que f et g soient & valeurs positives ou
nulles.

Soit K > 0; Vx € [a,b], f(z),9(x) < K.
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Soient aussie > 0et §:=(a =20 < ... <z, =b) € A,y tels que

€ €
S, — < — S — < —.
5(f) = ss(f) oK 5(9) — ss(g) 9K
Pour tout 1 <7 < n on pose :
m;:= inf  f(z), m;:= inf g(x), m!:= inf f(x)g(x)
xe[xi_hxi} :EE[Z’Z‘_l,.’L'Z‘] -’Ee[mi—lymi]
M;:== sup f(z), M{:= sup g(x), M= sup f(z)g(v)
acE[a:i_haci] .Z’E[J,’i_hmi] xe[mi_1,$i]

On a alors M < M; M et m! > m;m], d’ot :
= M (M;—m;)+m;(M]—m;) < K(M;—m;)+K(M;—m;) = K(M;—m;+M;—m;)
Et donc :

Ss(fg) —ss(fg) < K(Ss(f) — s5(f) +Ss(9) — s5(9)) <e = fg€Lay

Supposons maintenant f et g & valeurs quelconques.
Posons m := infyecpq f(2) et m’ == infyeqy g(2). On a :

fa=(—-m)(g—m')+m'f +mg—mm

f—m et g—m/ sont positives, donc (f—m)(g—m’) est intégrable d’aprés ce qui
précede et on peut appliquer la Proposition 7 pour voir que m’f et mg sont
intégrable et donc, toujours avec la Proposition 7, que fg est intégrable. [J

Proposition 9. Soit f € Z,,. Alors |f| € L.

Démonstration. Soient € > 0et 0 :=(a=1z9 < ... <z, =b) € Ay tels que

Ss(f) = ss(f) <e.

Pour tout 1 <7 < n, on pose :

m; = inf  f(x), m;:= inf |f(z)]

T€[wi_1,2) TE[Ti_1,4]

M= swp f(z), M= swp |f(a)

TE[xi—1,2) z€[Ti—1,24)
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1) SiVz € [xi-1, 2], f(x) >0,
alors M/ = M, et m; = m; donc M} —m, = M; — m,.

2) SiVe € [z, 2], f(z) <0,
alors M/ = —m; et m, = —M; donc M! —m) = M; —m,.

3) Si f prend des valeurs positives ou nulles et négatives ou nulles sur
[%;71,%']; on a:

Mz/ = maX(MZ-, —ml) < Mz — my, m; > 0
donc M} —m) < M; —m,.

Dans tous les cas, on a Ss(|f]) — ss(|f]) < Ss(f) — ss(f) < e et donc |f]| est
bien intégrable. O

On peut résumer les Propositions 7, 8 et 9 sous la forme d’un théoréme :

Théoréme 9. L’ensemble I, est une sous-algébre de 'algébre des applica-

tions de [a,b] dans R, stable par passage a la valeur absolue.
Ia,b — R

D , L.
e plus, Uapplication oo fabf(t)dt

est une forme linéaire.

3 Relation entre l'intégrale et ’ordre sur 1’en-
semble des réels

Théoréme 10. Soient f,g € Z,,. On note f >0 & Vo € [a,b], f(z) >0
et || flloo == SUPzela,b] f(x).

1)
b
20 = [ o=

2)
b b
f<g = / f(t)dtg/ g(t)dt
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3
[ rwa < [1rolae< @ - ol

4) Si f est continue et positive sur |a,b], alors :

b
/f(t)dtzo s f=0

Démonstration. 1) Si, Vo € [a,b], f(x) > 0 alors V§ € A,p, ss(f) > 0 et
donc :

/f — sup s5(f) 20
ISTAV
2)
f<g = g— f>0:>/ )dt>():>/f dt</bg(t)dt
3) On a Vx € [a, b],
fz) <|f(z)]
—f(z) < [f(2)]

Donc

Ce qui donne bien

|/f dt|</|f )lat

De plus, ¥z € [a,8], |£(2)] < [|flo:
b
/ F(B)dt < / 1 lloedt = 1£]loc / dt = (b— a)]| ||
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b
4) (=) On suppose que / f(t)dt = 0. Raisonnons par ’absurde et supposons

qu'il existe ¢ € [a, b] tel ocfue f(e) > 0.

Comme f est continue, il existe un intervalle [«, 5] C [a, b] tel que
Vo € [a, 8], f(z) > L2

On a

[ swae=o /bf<t)dtzo, /6f<t>dtz@<ﬁ—a)>0
a B «

Donc

/ ' Flt)at = / " f(o)d+ / "t + /B " Hdt >0 = / * it 20

b
ce qui est absurde. On a donc bien / f(t)dt=0 = f=0.
(<) Cest évident. ’ O

Corollaire 4. Soient f,g € L et m 1= infoepqp) f(7), M := sup,epy f(2)-
Alors

1)
m / g(H)dt < / F(Bg(t)dt < M / g()dt

2) En particulier, pour g =1, on a :

m(b— a) S/bf(t)dtSM(b—a)

Démonstration. C’est clair. OJ

On a aussi
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Théoréme 11. Soient f : [a,b] — R une fonction continue et g : [a,b] - R

une fonction intégrable 4 valeurs positives ou nulles.
Alors

1)
b b
H%GMH;/fwﬂWﬂzmw/gwd

2 ) En particulier, si g =1, alors :

e lat]i flo) =5 [ s

On appelle ce réel la valeur moyenne de f sur [a,b].

b b
Démonstration. Si / g(t)dt = 0 alors / f(t)g(t)dt = 0 et on peut choisir

cg quelconque.
Sinon, on a :

b
t)g(t)dt
[Iws0a
[ g(t)dt
Or f est continue, donc d’aprés le Théoréme des valeurs intermédiaires, elle
prend toute valeur comprise entre m et M, d’ot I'existence de c,. O
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Cinquiéme partie
Théoréme fondamentale de
I’Analyse et applications

Commencons par une définition et un lemme :

Définition 8. Soit f, F' : I — R deux fonctions. On dit que F' est une
primitive de f sur [ si F' est dérivable sur I et si pour tout z € [ on a

F(x) = f(x).

Lemme 1. Soient f : [a,b] — R une fonction continue et A € R. Alors la

fonction
F : a,b] — R
z = A+ [T f(t)dt

est Uunique primitive de f valant X en a.

Démonstration. Existence :
Nous voulons montrer que F' = f. Soit donc zy € [a,b] et montrons que

F'(x0) = f(x0).

Soit € > 0. Par continuité de f en xg, il existe n > 0 tel que :
Vz € [aabL |l’—$0| <n = |f($) _f(x0)| <E
Soit donc = € [a,b] ; |x — xo| <m, x # xo. On calcule :

B = Fwo) iy = L

r — X r — X

| o | " F(tdt— A - / " f(t)dt) — f(xo)]

1

T — X

([ st [ s = o - ) )
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Si x > xg, alors, par linéarité et croissance

> /|f .To‘dt<€
r — T

De méme, si x < xg, alors

F(z) — F(x
FE= ) = ) [ o) - 0
T — 2 -
1 o
< — f(t)|det
_%_xé|mm f(Oldt <=
On a donc :
F(x) - F
Ve>0,3n>0; Vx € la,b], [z —xo| <n = ]W—ﬂxg)] <e
— Zo
Ce qui est exactement dire
F(z) - F
lim —(2:) (z0) = f(xo)
T—T0 T — Xg

soit, par définition : F'(x¢) = f(xo). Donc F est bien une primitive de f et
comme F'(a) = A, on a l'existence.

Unicité :
Soit G une autre primitive de f telle que G(a) = X. On a G' = f = F’ donc
)

il existe k € Rtel que G=F + k. Or G(a) =F(a)+k & A=A+k
& k=0 & F =G dou'unicité. O

Nous pouvons a présent énoncer et démontrer le "Théoréme fondamentale
de I’Analyse"

Théoréme 12. Soit f : [a,b] — R une fonction continue et soit F une
primitive de f sur [a,b]. Alors :

b
/fwazﬂw—ﬂw:wwm



Démonstration. D’aprés le Lemme précédent, [’ existe et s’exprime :
Vo € [a,b], F(z) = )\+/ f(t)dt

Or A = F(a), on écrit donc :

V € [a,b], F(z) = F(a) —i—/I f(t)dt

Et, en évaluant en x = b, on obtient :

F(b):F(a)+/ fodt & / f(#)dt = F(b) — F(a)

Remarque 7. La puissance de ce Théoréme saute aux yeux; le nombre d’in-
tégrales qu’il permet de calculer est impressionnant. On peut, pour ansi dire,
calculer I'intégrale de n’importe quelle fonction pour peu qu’elle soit conti-
nue et que 'on en connaisse une primitive. C’est pourquoi un tableau des
primitives usuelles est donné en annexe. Cependant, il est souvent bien plus
difficile de calculer une primitive qu’une dérivée et il se peut que l'on ait
a calculer l'intégrale d’une fonction dont on ne connait pas de primitive.
Heureusement, on dispose de deux résultats complémentaires permettant de
contourner ce probléme dans certains cas. Mais il existe tout-de-méme des
situations pour lesquelles aucun des résultat énoncés ici ne fonctionne et on
a alors recours a des techniques (beaucoup) plus sophistiquées, comme pour
montrer par exemple que :

T 1
/ — = ———, a>1
o @+ cos(t) a2 —1

Pour calculer cette derniére intégrale, on peut entre autre utiliser le Théoréme
des Résidus, qui dépasse largement notre propos.

Exemple 4. 1) Si 'on reprend I'exemple 3, on a :

1 2 2 _ (2
t 12 -0 1
tdt = [—]t = ==
/0 [2}0 9 9
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On a aussi

b 3 3 _ .3
[ ear=Gr =50
i 3 3

2) Plus généralement, on a pour tout n € N,

b
bn+1 . n+l1
/ dt = vo e
a n+1

On peut donc intégrer simplement n’importe quel polynéme sur n’importe
quel intervalle ; plus précisément, si ag, ..., a, € R on a, par linéarité :

n
bz-‘,—l _ az—i—l

A dt = ;| tdt = i
JOSEE Sy R =
3) On peut méme calculer des intégrales un peu plus subtiles :

/1 2 %dt ()2 = In(2) — In(1)

Théoréme 13. Soient u,v : [a,b] — R deuz fonctions de classe C*. Alors :

Démonstration. On a Vt € [a,b], (uwv)(t) = ' (t)v(t) + u(t)v'(t) et si I'on
intégre cette relation sur|a, b], par linéarité et avec le Théoréme fondamentale

on obtient :
b b b
/(uv)’(t)dt:/ u’(t)v(t)dt+/ u(t)v'(t)de
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Remarque 8. En pratique, il est bon, dans un premier temps, de toujours
noter explicitement les fonctions u et v utilisées pour ne pas se tromper lors
de I'application du théoréme.

Exemple 5. 1) On veut calculer :

/ 2t cos(t)dt
0

Pour cela, on pose u'(t) := cos(t), v(t) := 2t, alors u(t) = sin(t), v'(t) = 2 et
en appliquant le théoréme précédent, on obtient :

/ " 9% cos(t)dt — [2t sin(t)]T — / " osin(t)dt — —2]— cos(t)]T — —4

2) Grace a ce théoréme, on peut calculer une primitive du logarithme népérien
en posant u/(t) := 1, v(t) := In(¢) et alors u(t) = ¢, v'(t) = 7, d’ot, pour

a,be R, a<b:

/b In(t)dt = /bl x In(t)dt = [tIn(t)]? — /bt X %dt = [tIn(t) —1]°

Donc une primitive de ¢ — In(¢) est t — tIn(t) — ¢.

Théoréme 14. Soient ¢ : [a,b] — R une fonction de classe C* et
f¢([a,b]) = R une fonction continue. Alors on a :

(b) b
/’fwmz/fmmﬂMt
¢(a) a

Démonstration. Soit F' une primitive de f, on a :

o(

)
f(x)dz = F(p(b)) = Flp(a)) = (Fop)(b) = (Fop)(a)

v(a)

— [(Fopru= [ Fopmta= [ fewnd
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Remarque 9. On note que dans le théoréme précédent, on n’a pas besoin de
la bijectivité de . En fait, on peut montrer que si 'on impose ¢ strictement
croissante sur [a,b] (ie. ¢'(t) > 0 et ¢ bijective) alors, si 'on connait une
primitive G de t — f(¢(t))¢'(t), alors la fonction F' := G o ¢! est une
primitive de f.

Exemple 6. On peut vérifier que si 'on veut calculer 1'aire du demi-disque
de centre 0 et de rayon 1, on doit en fait calculer :

1
/ V1 —22dx
-1

Nous allons appliquer le théoréme précédent en posant x = cos(t). On a
r=—-1lat=mr=1<t=0et cos'(t) = —sin(t), d’on

/ Vi = [ VT sinlt)d - | sio

car sin est positive sur [0, 7]. De plus, on a :

vt € [0, 7], sin*(t) = “CTOS(%)

dont une primitive est

2t — sin(2t)

t—
4

Et donc,

T 1 - 2t 2t — sin(2t
[ s | 0s(2t) gy — (2SI _ T
; ; 2 4 2

On remarque qu’il s’agit bien de I’aire du demi-disque de centre 0 et de rayon

1, donc en ce sens la valeur Z n’est pas étonnante, mais si 'on ne prend en
’ 2 )

compte que le calcul d’intégrale, le résultat fjl V1 —22dz = 7 n’est en fait
pas clair du tout...
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Conclusion

Nous avons donc construit ici la forme la plus simple d’intégrale qui existe.
C’est aussi la premiére a avoir vu le jour. Elle permet d’avoir une vision assez
intuitive des phénoménes relatifs au procédé d’intégration.

Mais cette construction commence & poser probléme lorsqu’on s’intéresse aux
suites de fonctions notamment : pour assurer que la propriété d’intégrabilité
"passe a la limite", il faut imposer de fortes hypothéses a la suite de fonctions
considérée qui ne sont pas toujours aisées a vérifier.

C’est pourquoi une autre théorie de 'intégration fut mise au point par Le-
besgue en 1902 ; théorie bien plus générale que celle de Riemann, reposant
sur la théorie de la mesure et qui s’applique non seulement a R mais aussi
a tout autre "espace mesuré". Cette nouvelle facon de considérer ce qu’on
appelle une intégrale permet des passages a la limite beaucoup plus simples.
Bien entendu l'intégrale de Lebesgue coincide avec celle de Riemann lors-
qu’on se restreint au méme cadre d’étude. Cependant la théorie de Lebesgue
est bien plus abstraite et difficile d’accés que celle de Riemann mais c’est
probablement la théorie d’intégration la plus aboutie a ce jour, et c’est aussi
celle la plus communément admise par les mathématiciens contemporains.
L’on peut encore citer une troisiéme forme d’intégrale qui est celle de Kurzweil-
Henstock. Sa construction se place (& peu prés) dans le méme cadre que celle
de Riemann et est a peine plus élaborée. La force de 'intégrale de Kurzweil-
Henstock est qu’elle jouit des mémes bonnes propriétes de passage a la limite
que celle de Lebesgue (en particulier le théoréme de convergence dominée)
sans pour autant avoir recours a une théorie abstraite comme celle de Le-
besgue, mais cette derniére reste tout-de-méme plus générale.
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Annexe

Faisons un petit peu de topologie :

Démonstration. (du théoréme des bornes) Nous allons montrer que f atteint
son sup, la preuve pour 'inf étant complétement analogue.

Par D’absurde, supposons que f n’atteigne pas son sup sur K. On peut
choisir une suite strictement croissante (t,),en de réels qui converge vers
sup,cx f(x). Quel que soit n € N, | — 0o, t,,[ est un ouvert de R et comme f
est continue, f~1(] — 0o, t,[) est aussi un ouvert, donc on a le recouvrement

ouvert :
K = U f_1<] — 00, tp[)

neN

Or K est compact, il existe donc une partie finie J C N telle que

K= U f_l(] — 00, tn])

neJ

Soit ng := max(J). (¢,) est une suite croissante,
donc | — 00, t,[C] — 00, tyq1], Yn €N

= F =00 ta]) C f1(] — 00w ]), Y € N
Et donc

K:f’l(]—oo,tno[) = Vee K, f(r) <tp,, <supf = supf <t,, <supf
K K K

Ce qui est absurde. n

Démonstration. (du théoréme de Heine) Soit € > 0. Par continuité de f,
pour tout x € K, on peut choisir a,, > 0 tel que

Vy € K, d(z,y) <ax = d(f(z), f(y)) <

DO ™

Kc |/ B(z,%)

zeK
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Par compacité de K, il existe une partie finie L C K telle que

KclJ B(z,%)

zeL

On pose a := £min,ep .. Soient alors 2,y € K ; d(z,y) < o. On peut

choisir z € L tel que z € B(z, %) (ie. d(v,z) < %), on a alors

d(y,z) < d(y,x) +d(r,2) < a+ % < o,
Et donc,
d(f(@). f(y) < d(f(@). F(2) +d(F(2), f(9) < 5 +5 ==

a étant indépendant de z,y € K, on a bien le définition de la continuité
uniforme. O]

Remarque 10. Pour appliquer ces deux résultats aux cas qui nous intéressent
plus haut, il suffit de remarquer que R est un espace métrique (donc un
espace topologique) et que [a, b] est compact dans R.
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Enfin, voici un tableau donnant quelques primitives usuelles, ainsi que
leurs domaines de validité :

f(x) F(z) Domaine de validité
2%, a € R—{-1} n R*
a", n €N s R
= In |z| R*
In(x) zin(z) — x R*
e’ e’ R
a®, a € R — {1} ﬁ R
sin(x) — cos(z) R
cos(x) sin(x) R
tan(z) —In | cos(x)| R — {5 +km, kcZ}
cotan(zx) In | sin(z)| R —7Z
COS%(J;) tan(z) R — {5 +km, keZ}
sin21 @ —cotan(x) R — 77
sh(z) ch(x) R
ch(x) sh(z) R
th(x) In(ch(z)) R
coth(x) In \sh(x) | R*
T
e —coth(x) R
11—352 arcsin(x) | —1,1]
\/1121?, a>0 arcsin(%) | —a,af
\/1%7 In(z + V1 + 22) R
==, a7 0 In(z 4+ va? + z?) R
x;_l In|z + V22 — 1] R —[-1,1]
\/ﬁ, a#0 In |z + V22 — a?| R — [—a,d]
x21+1 arctan(zx) R
xQ}raQ, a#0 Larctan (%) R
——, a#0 o In |22 | R —{-a,a}
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