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Résumé

Soit p un entier premier. Cette thése est une contribution & 1’étude des représentations modulo
p de groupes réductifs p-adiques qui fut initiée par Barthel et Livné dés le milieu des années 90. Les
résultats démontrés depuis concernent essentiellement les représentations modulo p du groupe des points
rationnels du groupe linéaire général GL,, défini sur un corps local non archimédien F' complet pour
une valuation discréte, de caractéristique résiduelle p et de corps résiduel fini, avec un attachement
particulier au cas n = 2 qui est déja extrémement riche en enseignements. L’originalité de nos travaux
réside notamment dans le fait qu’ils portent sur des groupes différents de GL,,(F') : nous nous intéressons
en effet dans cette thése a la description des classes d’isomorphisme des représentations modulo p de
groupes réductifs connexes définis, quasi-déployés et de rang 1 sur F'. Une place particuliére est accordée
au groupe spécial linéaire SLo(F') et au groupe unitaire quasi-déployé non ramifié en trois variables
U(2,1)(E/F) puisque ce sont deux cas dans lesquels nous obtenons des résultats plus poussés.

Nous commengons par traiter le cas du groupe SLy(F'), pour lequel nous obtenons une classifi-
cation compléte des classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles (avec ajout d’une
hypothése d’admissibilité lorsque F est de caractéristique 2) a coefficients dans une cléture algébrique
fixée Fp du corps résiduel de F. Elle fait apparaitre deux types de représentations : les représentations
supersinguliéres et les représentations non supersinguliéres. Nous montrons que les représentations
non supersinguliéres de SLy(F') correspondent exactement aux représentations non supercuspidales de
SLo(F), ce qui en fournit une description exhaustive sans hypothése supplémentaire sur F'. Nous ex-
plicitons ensuite les représentations supersinguliéres de SL2(Q,), ce qui nous permet de définir dans ce
cas une correspondance de Langlands semi-simple modulo p, & savoir une bijection « naturelle » entre
les classes d’isomorphisme des F,-représentations lisses irréductibles de SL(Q,) et certaines classes
d’isomorphisme de représentations galoisiennes projectives de dimension 2 sur F,. Une propriété im-
portante de nos résultats est qu’ils sont compatibles (via le foncteur de restriction) aux résultats obtenus
précédemment par Barthel-Livné et par Breuil pour les représentations modulo p de GLo(F).

Nous adaptons ensuite les méthodes utilisées dans 'étude des représentations modulo p de SLy(F)
au cas des représentations lisses irréductibles admissibles du groupe unitaire quasi-déployé & trois va-
riables G := U(2,1)(E/F) avec E/F extension quadratique séparable non ramifiée. Nous démontrons
que les classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles admissibles de G se répartissent de
nouveau entre représentations supersinguliéres et représentations non supersinguliéres. Nous prouvons
en outre que, sous réserve d’une propriété d’injectivité, la notion de supersingularité est équivalente a
la notion de supercuspidalité qui apparait dans la théorie complexe.

Les résultats prouvés jusqu’ici et les méthodes permettant de les démontrer laissent & penser que
leur cadre naturel d’obtention est celui des représentations modulo p d’un groupe réductif connexe
(quasi-déployé) G défini et de rang 1 sur F. Ce manuscrit contient une généralisation partielle des
énoncés sus-mentionnés, a savoir la description explicite des représentations lisses irréductibles non su-
percuspidales de G a coefficients dans F,,, ainsi que la détermination presque compléte de leurs classes
d’isomorphisme. Plus précisément, nous démontrons que ces représentations se partitionnent en trois
familles : les caractéres de G, les représentations de la série principale et les représentations de la série
spéciale. Nous prouvons ensuite qu’il n’existe pas d’entrelacements entre deux représentations distinctes
appartenant & 'une des deux premiéres familles, et nous donnons une condition nécessaire a ’existence
d’un entrelacement entre deux représentations de la série spéciale.

La derniére partie de cette thése revient sur la théorie des représentations modulo p de SLy(F)
puisque nous y déterminons un systéme de représentants des classes d’isomorphisme des modules simples
a droite sur la pro-p-algébre de Hecke-Iwahori de SLo(F). Cette algébre apparait naturellement lorsque
Pon s’intéresse aux représentations lisses de SLo(F') : en effet, 'espace des vecteurs invariants sous
Paction du pro-p-Iwahori standard de SLs(F') d’une telle représentation est canoniquement muni d’une
structure de module a droite sur cette algébre, et la compréhension de ce module permet d’obtenir
des informations sur la représentation dont il provient. Nos résultats forment le premier pas dans 1’éla-
boration d’une équivalence de catégories mimant celle construite par Ollivier pour les représentations
modulo p de GL2(Q)) et permettent d’étre optimistes quant & son existence : en effet, ils assurent
en particulier ’existence d’une bijection entre les classes d’isomorphisme des modules & droite simples
sur la pro-p-algébre de Hecke-Iwahori de SL2(Q,) et les classes d’isomorphisme des F,-représentations
lisses irréductibles de SL2(Q)).

Mots-clefs : groupes réductifs p-adiques de rang 1, correspondance de Langlands modulo p, arbres
de Bruhat-Tits, algébres de Hecke-Iwahori.






MobD p REPRESENTATIONS OF p-ADIC REDUCTIVE GROUPS OF RANK 1
Abstract

Let p be a prime number. This thesis is a contribution to the study of mod p representations
of p-adic reductive groups, launched by Barthel and Livné in the middle of the 90’s. Most of the
results that have been proved so far are about mod p representations of the group of rational points
of the general linear group GL,, defined over a non-archimedean local field F' complete with respect to
a discrete valuation and with finite residue class field of characteristic p, with a special focus on the
already very interesting case n = 2. Our work is original as it deals with other groups : we indeed look
for a classification of isomorphism classes of modulo p representations of connected reductive groups
that are defined, quasi-split and of rank 1 over F. The main place is devoted to the special linear group
SLy(F) and to the unramified quasi-split unitary group in three variables U(2,1)(E/F) as they lead
to more detailed statements.

We first study the case of SLy(F), where we obtain a complete classification (up to isomorphism)
of the irreducible smooth representations (with an extra-assumption of admissibility when F' is of
charateristic 2) with coefficients in a fixed algebraic closure F,, of the residue class field of F. It splits
into two kinds of representations : the supersingular representations and the non-supersingular ones. We
prove that supersingularity is equivalent to supercuspidality, what leads to an explicit description of the
non-supersingular representations for any /. When F' = QQ,,, we manage to compute the supersingular
representations. It allows us to define a modulo p semi-simple Langlands correspondence for SL2(Q)),
i.e. a "natural" bijection between isomorphism classes of irreducible smooth representations of SL2(Q,)
over I, and some isomorphism classes of projective 2-dimensional Galois representations over F,. An
important property of our results is that they are compatible (through the restriction functors) with
Barthel-Livné and Breuil’s statements on modulo p representations of G Ly (F).

We then adapt the methods that have been used in the study of the SLy(F) case to try to
understand the irreducible admissible smooth representations over Fp of the quasi-split unitary group
in three variables G := U(2,1)(E/F'), where E is an unramified separable quadratic field extension of
F. We prove that we can list these representations in four families (up to isomorphism) and that, up
to an injectivity property which is assumed to be true, an irreducible admissible smooth representation
is supersingular if, and only if, it is supercuspidal (with the meaning given in the complex theory).

What we did since then suggests that a natural framework to get the kind of results we explained
above is the setting of mod p representations of a connected reductive group G defined, quasi-split
and of rank 1 over F. This thesis contains a partial generalization of the statements we proved for
SLy(F) and U(2,1)(E/F), namely the exhaustive description of non-supercuspidal irreducible smooth
representations of G over Fp, and the almost complete computation of their isomorphism classes. More
precisely, we prove that these representations split into three families : characters, representations of the
principal series and representations of the special series. We also prove that there’s no intertwinning
between two distinct representations that belong to the same family among characters or representations
of the principal series, and we give a necessary condition to the existence of an intertwinning between
two distinct representations of the special series.

We finally come back to the mod p representation theory for SLy(F) in the last part of this thesis
as we compute the isomorphism classes of finite-dimensional simple right modules on the Hecke-Iwahori
pro-p-algebra. This algebra naturally appears when one is interested in the smooth R,—representations of
SLy(F), as the subspace of invariants vectors under the action of the standard pro-p-Iwahori subgroup
Is(1) of SLo(F) in such a representation is canonically endowed with a structure of right module
over this algebra, and the understanding of this module leads to interesting informations about the
representation it comes from. The results we get are the first step in the search for an equivalence of
categories similar to the one built by Ollivier for mod p representations of GL2(Q,), and they prove
in particular that the Ig(1)-invariants functor provides a bijection between (isomorphism classes of)
finite-dimensional simple right modules over the Hecke-Iwahori pro-p-algebra and (isomorphism classes
of) irreductible smooth representations of SLy(Q,) over F,.

Keywords : p-adic reductive groups of rank 1, mod p Langlands correspondence, Bruhat-Tits trees,
Hecke-Iwahori algebras.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Quelques motivations historiques

En Juin 1993, Andrew Wiles met la communauté mathématique internationale en émoi
lorsqu’il annonce avoir démontré le cas semi-stable de la conjecture de Shimura-Taniyama-
Weil !, qui permet en particulier de prouver le grand théoréme de Fermat : « Il n’existe pas
de solution non triviale & I’équation =" + y™ = 2" lorsque n est un entier strictement supé-
rieur & 2.» L’idée qui sous-tend sa démonstration consiste a étudier une courbe elliptique £
via les représentations galoisiennes qui lui sont associées : pour chaque entier premier ¢, on
dispose d'une représentation du groupe de Galois absolu Gg := Gal(Q/Q) & coefficients dans
I’ensemble des points de /-torsion de £.

Pour comprendre la représentation modulo ¢ de G ainsi obtenue, on peut tout d’abord
essayer de comprendre les représentations qu’elle définit par restriction aux groupes de dé-
composition de Gg en chaque place non archimédienne. On obtient ainsi, pour chaque entier
premier p, une représentation modulo ¢ du groupe de Galois absolu Gal(@p/ F,) d’'un corps
local F}, non archimédien ayant pour caractéristique résiduelle p. Autrement dit, nous aime-
rions pouvoir décrire les représentations modulo £ et, par un argument issu de la théorie des
déformations, f-adiques du groupe de Galois absolu d’un corps local non archimédien de carac-
téristique résiduelle p. Notons que disposer de ce type de résultats permet de résoudre d’autres
questions tout aussi importantes en arithmétique, telles les conjectures de Serre concernant les
représentations galoisiennes de dimension 2 sur des corps finis de caractéristique positive.

Rappelons maintenant qu’a la fin des années 1960, Robert Langlands a proposé un ensemble
de conjectures, connues sous le nom de Conjectures de Langlands locales, qui généralisent la
théorie du corps de classes local en établissant une correspondance entre les représentations
complexes du groupe de Weil d'un corps local et les représentations lisses irréductibles de
certains groupes algébriques définis sur ledit corps local. Elles ont par la suite inspiré des
conjectures analogues pour des représentations a coefficients dans des extensions de corps de
nombres (-adiques (« conjectures de Langlands f-adiques ») ou dans des corps finis de carac-
téristique ¢ (« conjectures de Langlands modulo ¢ »).

Jusqu’a présent, les groupes qui ont suscité le plus d’intérét sont les groupes linéaires gé-
néraux GL,, n > 2, définis sur un corps local non archimédien F' complet pour une valuation
discréte, de caractéristique résiduelle p > 0 et de corps résiduel fini. Dans ce cas, les conjectures
de Langlands ¢-adiques ont été démontrées par Laumon-Rapoport-Stuhler [LRS] lorsque F' est
de caractéristique positive p # ¢, puis par Harris-Taylor [HT| et Henniart [He| lorsque F' est

1. Que l'on peut énoncer de maniére condensée sous la forme suivante : Toute courbe elliptique sur Q est
modulaire.
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16 PRESENTATION DES RESULTATS OBTENUS

de caractéristique nulle. Vignéras [V0| a ensuite prouvé I’existence de correspondances de Lan-
glands modulo ¢ compatibles (via « réduction modulo ¢ ») aux correspondances de Langlands
l-adiques sus-citées (toujours sous I’hypothése ¢ # p).

Les choses se gatent lorsque 'on considére le cas ou £ = p, car apparaissent alors de vé-
ritables obstructions a Papplication des méthodes classiques (comme ’absence d’une mesure
de Haar, ou encore le comportement trés particulier des pro-p-groupes lorsque 1’on travaille en
caractéristique p). A I'heure actuelle, le seul cas & peu prés compris est celui de GL2(Q)) : les
travaux de Barthel-Livné [BL94, BL95| et de Breuil [Br| ont mené a la définition d’une corres-
pondance de Langlands semi-simple modulo p, tandis que ’ceuvre de Berger-Breuil [BB| et de
Colmez [Co| a permis d’établir une correspondance de Langlands p-adique. Si 'on s’intéresse
a GLy(F') avec F une extension non triviale de Q,, ou, pire, & GL,(F') avec n > 3, on dispose
de bien peu de résultats, méme dans le cas modulo p qui semble a priori plus accessible que
le cas p-adique. La faute en est & une famille trés mystérieuse de représentations détectées par
Barthel-Livné [BL94] pour GLg, puis généralisées par Herzig [Her2] pour GL, et Abe [Abe]
pour les groupes réductifs connexes définis et déployés sur F', appelées représentations super-
singuliéres et sur lesquelles on ne sait essentiellement rien dire, en dehors du cas de GL2(Qp)
ou elles sont complétement décrites grace aux travaux de Breuil [Br|. Depuis les travaux de
Paskiuinas |Pas|, Breuil-Pasktnas [BP| et Hu [Hul, on sait seulement que la situation pour G Ly
semble étre profondément différente lorsque F' = Q, et lorsque F' # Q).

Cette thése est une contribution a 1’étude des représentations modulo p des groupes ré-
ductifs connexes p-adiques quasi-déployés de rang 1 sur leur corps de définition. Son point de
départ réside dans l’envie de comprendre les représentations irréductibles modulo p de SLo(F),
pour lesquelles n’étaient a priori pas attendues de grosses différences comparativement au cas
des représentations modulo p de GLy(F'). Ce fut donc une petite surprise de voir apparaitre
de nouveaux phénomeénes (notamment de réductibilité) y compris dans le cas ot F' = Q.
Ces nouveautés proviennent majoritairement de la perte d’un élément phare de la théorie des

représentations modulo p et p-adiques de GL2(Q)), & savoir 'élément antidiagonal ( 2 (1) >

1.2 Présentation des résultats obtenus

Les résultats présentés dans cette thése s’articulent autour de deux axes :

— un axe en profondeur, qui consiste a4 comprendre le mieux possible la théorie modulo
p et p-adique pour SLs(F), et a la relier aux théories déja existantes pour GLo(F) en
utilisant notamment 1'opérateur de restriction des représentations de GLa(F) & SLa(F');

— un axe en hauteur, dont la philosophie consiste a aller chercher les structures générales
qui sous-tendent les arguments développés dans les preuves de nos résultats sur SLy(F)
afin de les généraliser & de plus grandes familles de groupes algébriques. Le cas du groupe
unitaire quasi-déployé U(2,1)(E/F) avec E/F extension quadratique séparable non ra-
mifiée est intéressant car c’est le premier cas de groupe quasi-déployé mais non déployé
qui est traité dans cette théorie, et c’est son étude qui nous a permis de comprendre
qu’une grande partie de nos arguments ne reposent que sur des propriétés communes aux
groupes réductifs connexes (quasi-déployés) de rang 1 sur leur corps de définition.

Dans la suite de cette section, on fixe un entier premier p et 'on désigne par F' un corps
local non archimédien complet pour une valuation discréte, de caractéristique résiduelle p et
de corps résiduel fini. On note Op 'anneau des entiers de F', pr son idéal maximal et kp son
corps résiduel, dont on note ¢ = pf le cardinal et dont on fixe une cloture algébrique E?. On
choisit une fois pour toutes une uniformisante wp de F et un plongement ¢ : kp < F,. Pour
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tout scalaire \ € F

L =X N e . .
»» on désigne par py : F* — F, le caractére lisse non ramifié 2 qui envoie
TOF Sur A.

Sauf mention contraire explicite, toutes les représentations considérées seront lisses? et a coef-
ficients dans [F),.

1.2.1 Les fondations : le groupe déployé SLy(F)

L’origine de cette thése réside dans la volonté de comprendre les représentations lisses irré-
ductibles de SLo(F) & coefficients dans F, et les différences éventuelles qui apparaissent avec
la théorie des E,—représentations lisses irréductibles de GLo(F'), ce qui explique pourquoi les
résultats & ce sujet tiennent une place prépondérante dans ce manuscrit. Nous avons travaillé
dans deux directions complémentaires : nous avons tout d’abord tenté d’obtenir une classifi-
cation « & la Barthel-Livné » des représentations lisses irréductibles de SLo(F) sur F, et de
préciser les énoncés obtenus dans le cas F' = QQ,, & la maniére de ce qui a été effectué par Breuil
pour les représentations lisses irréductibles de G Lo(Q)). Ceci est I'objet du Chapitre 3, dont
les résultats principaux sont énoncés dans le premier paragraphe de cette sous-section. Nous
nous sommes alors intéressée a l’existence éventuelle d’une équivalence de catégories a partir
du « foncteur des invariants sous le pro-p-Iwahori de SLy(F') », dans 'espoir d’obtenir des ré-
sultats analogues a ceux qui ont été démontrés par Ollivier pour les représentations modulo p
de GLy(F). Pour cela, il nous a fallu commencer par comprendre les modules (a droite) simples
sur la pro-p-algébre de Hecke-Iwahori de SLo(F'), ce qui est la raison d’étre du Chapitre 6 dont
les résultats principaux sont rappelés dans le second paragraphe de cette sous-section.

Avant d’aller plus loin, nous introduisons quelques notations. Nous posons Gg := SLo(F'), dont
Ky := SL2(OF) est un sous-groupe ouvert compact maximal, et dont le groupe Bg des matrices
triangulaires supérieures est un sous-groupe de Borel de radical unipotent noté U. On désigne
par Tg le tore déployé des matrices diagonales de Gg, de sorte que 'on a Bg = TqU = UTg.
On note Ig le sous-groupe d’Iwahori standard de Gg et Is(1) son pro-p-radical, appelé pro-p-
sous-groupe d’Iwahori standard de Gg. L’application de réduction modulo wp définit alors un
isomorphisme du groupe quotient I5/Ig(1) sur le groupe Ts(kr) ~ kj des matrices diagonales
du groupe fini SLa(kr).

De méme, on pose G := GLy(F), dont K est (& conjugaison prés) I'unique sous-groupe ouvert
compact maximal, et dont le groupe B des matrices triangulaires supérieures est un sous-groupe
de Borel de radical unipotent U. On désigne par T le tore déployé des matrices diagonales de
G, de sorte que 'on a aussi B = TU = UT. On note I le sous-groupe d’Iwahori standard de
G et I(1) son pro-p-radical, aussi appelé pro-p-sous-groupe d’Iwahori de G. L’application de
réduction modulo wp définit alors un isomorphisme du groupe quotient //I(1) sur le groupe
T(kr) ~ kj x kj. des matrices diagonales du groupe fini GLa(kF).

0 1
wrp 0 ’

On introduit enfin les éléments suivants de G et de Gg :

S S U N A S I W
“\0 wr )" T 1 0) "

2. L.e. dont la restriction & O} est triviale.
3. Ce qui signifie que le stabilisateur de chaque vecteur est un sous-groupe ouvert.
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Classification des représentations modulo p de SLs(F')

Pour obtenir une classification des représentations lisses irréductibles de S Ly (F'), nous avons
travaillé en deux étapes : nous avons tout d’abord décortiqué les représentations obtenues
comme sous-quotients d’induites paraboliques de SLo(F'), puis nous avons essayé de décrire les
représentations manquantes en utilisant les propriétés de la restriction de GLo(F') & SLa(F)
et la description des représentations lisses irréductibles de GLy(F') donnée dans [BL94, BLI5|
ainsi que le complément substantiel apporté par [Br| lorsque F' = Q.

Commengons par la premiére étape, qui consiste & comprendre les sous-quotients irréductibles
des représentations de la forme Indgg (x) avec x un F,-caractére lisse de Bg. Pour ce faire,
nous avons repris la méthode classique qui consiste a étudier la restriction au sous-groupe de
Borel Bg de la représentation Indgg (x)- Nous avons ainsi directement obtenu la classification

recherchée, avec un petit supplément concernant la structure de Fp [Bs]-module de Indgg (x)-

Théoréme 1.2.1. Soit x : Bg — ﬁ; un caractere lisse.

1. Le F,[Bs|-module Indgg(x) est de longueur 2 et posséde le caractére x comme unique

sous-quotient de dimension finie sur EJ. 1l est indécomposable si et seulement si x n’est
pas le caractére trivial. Dans le cas contraire, il est totalement décomposé.

2. Le F,[Gs]-module Indgg (x) est irréductible si et seulement si x n’est pas le caractére
trivial 1.

3. Le Fp[Gg]-module Indgg(l) est indécomposable de longueur 2, avec le caractere trivial

Indf3(1)

comme sous-objet et la représentation de Steinberg Stg := comme quotient.

4. 1l n’existe pas d’isomorphisme entre sous-quotients d’induites paraboliques & partir de
Fp-caractéres lisses distincts de Bg.

Les représentations Indgg (x) avec x # 1 sont alors appelées représentations de la série princi-
pale tandis que la représentation de Steinberg est appelée représentation de la série spéciale. En
rappelant qu’une représentation lisse irréductible de G g est dite supercuspidale lorsqu’elle n’est
isomorphe & aucun sous-quotient d’une représentation de la forme Indgg (x) avec x : Bg — ﬁ;
caractére lisse, on peut résumer les trois derniers points du Théoréme 1.2.1 par la formule sui-
vante : les Fp—représentations lisses irréductibles non supercuspidales de Gg se partitionnent en
trois familles : le caractére trivial, les représentations de la série principale et la représentation
de la série spéciale. En outre, il n’existe pas d’entrelacement entre deux objets distincts d’une
méme famille.

On détermine ensuite les espaces de vecteurs Ig(1)-invariants de ces représentations et
I'on démontre que la restriction de G & Gg établit une relation forte entre représentations
lisses non supercuspidales de Gg et représentations lisses non supercuspidales de G puisqu’elle
permet de déduire du Théoréme 1.2.1 qu’une représentation lisse non supercuspidale de G est
entiérement déterminée (& torsion par un Fp-caractére lisse de G prés) par sa restriction a Gg.
Plus précisément, on prouve le résultat suivant.

Théoréme 1.2.2. Soit V' une représentation lisse irréductible non supercuspidale de Gg.

1. L’espace des vecteurs Ig(1)-invariants de V' est de dimension 2 si V' est une représentation
de la série principale, et de dimension 1 sinon.

2. A torsion par un E,-camctére lisse de G pres, il existe une et une seule représentation
lisse irréductible non supercuspidale de G dont la restriction a Gg est isomorphe a V.

Signalons que l'on démontre dans le méme temps que le F,[Gg]-module réductible Indgg (1)

est engendré par I'espace de ses vecteurs Ig(1)-invariants, qui est de dimension 2 sur Fp, et que
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'on calcule les composantes (Is, x)-isotypiques? de chacun des sous-quotients de nos induites
paraboliques (Théoréme 3.4.13). On obtient notamment ainsi une condition nécessaire et suffi-
sante pour qu’une représentation lisse de la forme Indg‘; (x) admette des vecteurs Ig-invariants
non nuls.

Pour attraper les autres représentations lisses irréductibles de SLo(F'), nous avons suivi

les idées développées par Barthel-Livné [BL94| et commencé par étudier les algébres de Hecke
sphériques relatives aux sous-groupes ouverts compacts maximaux de Gg. Il faut cependant
faire un peu attention car, a la différence des sous-groupes ouverts compacts maximaux de G
qui sont tous conjugués sous 'action de G, les sous-groupes ouverts compacts maximaux de
Gg se répartissent en deux orbites sous l'action par conjugaison de Gg : celle de Ky et celle
de K := aKpa~!. Néanmoins, nous démontrons par la suite que le choix de 1'un ou 'autre de
ces sous-groupes compacts maximaux n’a pas de répercussion sur les résultats obtenus, ce qui
explique pourquoi 'on peut se limiter & I’étude des objets attachés & K.
On rappelle que si o est une représentation lisse irréductible d’un sous-groupe ouvert K de Gg
et que si (g,v) € Gg X 0, on désigne par [g,v] I'élément de ind%s(a) ayant pour support g~
et pour valeur v en g~!. On sait par ailleurs décrire explicitement les classes d’isomorphisme
des représentations lisses irréductibles de Ky et de K7, qui sont dans chaque cas paramétrées
par les f-uplets 7 € {0,...,p — 1}f . En particulier, un systéme de représentants des classes
d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles de Ky sur F,, est donné par la famille
{o7, 7€ {0,...,p—1}} o o désigne la représentation lisse irréductible de Ky obtenue par
inflation de la représentation Symf(ﬁz) du groupe fini SLa(kr), dont la définition est rappelée
dans la Section 3.5.1.

On dispose alors de I’énoncé suivant, qui affirme que les algébres de Hecke sphériques atta-
chées aux sous-groupes compacts maximaux de Gg sont des algébres de polynoémes a coefficients
dans F), en un opérateur de Hecke explicite (et sont donc en particulier commutatives).

Théoréme 1.2.3. Soient K un sous-groupe ouvert compact mazimal de Gg et o une Fp-
représentation lisse irréductible de K.

1. L’algébre de Hecke sphérique H(Gg,K,0) = EndFP[GS](inng(a)) est une algébre de
polyndmes a coefficients dans EJ en un opérateur de Hecke 1, explicitement déterminé.

2. Supposons que K = Ky et que 0 = op. Par abus de notation, on note encore o7 la
représentation lisse irréducible de K sur I, obtenue par inflation de la représentation
SymF(Fi) du groupe fini GLa(kp). Notons Ty € Endﬁp[G}(ind%(aF)) lopérateur de Hecke
isolé par Barthel-Livné dans [BL94, Proposition 8J. Le F,[Gg]-module ind%}q (oy) est alors
muni d’une action de TF2 qui vérifie :

VgeGs, Yvea, T2g,v) = 75(lg,v]) -
En notant 7; 7 'opérateur de Hecke introduit dans le Théoreme 1.2.3 pour K = K; et o qui

correspond au paramétre 7, on peut définir des représentations conoyaux m;(7, A) indexées par
les paires (7, \) € {0,...,p — 1}/ x [F,, en posant :

V(7)€ {0,...,p— 1} x Fp, mi(7, \) := Coker(r; 7 — \) .

On rappelle® que si g € G et si 7 est une représentation lisse de Gg, on désigne par 79 la repré-
sentation g-conjuguée de . On démontre alors le résultat suivant, qui permet de comprendre
la plupart de ces représentations conoyaux.

4. On rappelle que la composante (Ig, x)-isotypique d’une représentation 7 est ’ensemble des vecteurs de 7
sur lesquels Is agit & travers le caractére .
5. Et 'on renvoie & la Section 2.1.3 du Chapitre 2 pour plus de détails.
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Théoréme 1.2.4. Soit (7,\) € {0,...p — 1}/ x F, une paire de parameétres.

1. La conjugaison par o induit un isomorphisme de F,[Gs]-modules :
1 (7, \) = (mo (7, N) .

2. 8i X est non nul et si (7,\) # (0,1), le Fy[Gs]-module mo(F,\) est isomorphe a

Gs p—1—7 T > , s
Indp? (ur-1¢ ). En particulier, mo(7, ) est une représentation irréductible de Gg
lO’I"SQU(i (Fa )‘) g {(67 1)) (p - i 1)}

3. Le Fp[Gs]-module m(0,1) est une extension non scindée du caractére trivial 1 par la
représentation de Steinberg Stg.

Cet énoncé nous permet de prouver que toute représentation lisse irréductible supersinguliére
relativement a K, i.e. quotient d’une représentation conoyau de la forme 7;(7,0), est nécessai-
rement supercuspidale (Corollaire 3.1.5). Pour démontrer 'implication réciproque, nous devons
nous limiter a travailler avec les représentations lisses de G g satisfaisant a I’hypothése suivante.
Hypothése A : La représentation considérée admet une paramétrisation possible par rapport
a K.

Nous montrons que cette hypothése est raisonnable et peu contraignante, puisqu’elle est satis-
faite par toute représentation lisse irréductible de Gg lorsque F' n’est pas de caractéristique 2,
et par toute représentation lisse irréductible admissible de Gg quelle que soit la valeur de la
caractéristique de F'. L’intérét de cette hypotheése est qu’elle nous permet de démontrer 1’équi-
valence entre les notions de supersingularité relativement a K; et de supercuspidalité, ce qui
prouve notamment que la notion de supersingularité est indépendante du choix du sous-groupe
ouvert compact maximal K;.

Théoréme 1.2.5. Soiti € {0,1} et soit m une représentation lisse irréductible de Gg satisfai-
sant a I’Hypothése A. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) m est supercuspidale ;

i1) m est supersinguliére relativement a K.

On peut donc parler de représentation supersinguliére sans préciser de choix de sous-groupe
ouvert compact maximal, ce qui permet finalement d’obtenir I’énoncé de classification suivant
des représentations lisses irréductibles (admissibles) de Gg.

Théoréme 1.2.6. 1. Les classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles ad-
missibles de SLy(F) a coefficients dans F), se partitionnent en quatre familles :
(a) le caractére trivial 1 ;

(b) la représentation de Steinberg Stg ;

(c) les représentations de la forme Indgg (x) avec x : Bg — ﬁ; caractére lisse non
trivial ;
(d) les représentations supersinguliéres.

2. Cette classification est compatible (apreés restriction de G a Gg) avec la classification
établie par Barthel-Livné pour les représentations lisses irréductibles a caractére central
de G sur Fp,.

3. On peut supprimer [’hypothése d’admissibilité lorsque F' n’est pas de caractéristique 2.

En particulier, cet énoncé fournit la classification des Fp—représentations lisses irréductibles
de SL2(Qp). Dans ce cas trés particulier, on sait décrire complétement nos représentations
supersinguliéres grace aux résultats de Breuil concernant les représentations supersinguliéres
de GL2(Q)) et aux propriétés de la restriction de G a Gg.
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Théoréme 1.2.7. 1. A isomorphisme pres, il existe p représentations supersinguliéres de
SLy(Qp) notées mo, ..., Tp—1.

2. Le Fp[SLa(Qp)]-module porté par une représentation supersinguliére de GL2(Qp) est to-
talement décomposé de longueur 2. Plus précisément, on a (avec les notations de [Br[) :

Vre {O, P — 1}, 7'('(7’,0, 1)‘5142(@1;) x> Ty @ﬂ'p—l—r .

3. Pour toutr € {0,...,p—1}, lespace des vecteurs Is(1)-invariants de m, est de dimension

1 sur I, et l'on a m)

= Tp—1—r-

Une conséquence importante de ce théoréme est qu’il nous permet de définir un analogue pour
SLy(Qp) de la correspondance de Langlands locale modulo p définie par Breuil pour GL2(Q),)
[Br, Section 4.2| qui lui est compatible par restriction & SL(Q)).

Définition 1.2.8. On appelle correspondance de Langlands locale semi-simple modulo p pour
SLy(Qp) la bijection entre les classes d’isomorphisme des représentations projectives de dimen-
sion 2 de Gq, sur Fp et certains paquets de classes d’isomorphisme de représentations lisses
semi-simples de SLy(Q)) sur ﬁp définie par les fléches suivantes :

~ pour tout entier r € {0,..., %}, on pose

proj o Ind(wh ™) «— {m 5 mp1-1} ;

— pour toute paire de paramétres (r,\) € {0,...,r — 1} X F;, on pose

r—+1 0
proj o < ¢ O'u)‘ > <—>7['0(7’,/\)83@71'0([]7—3—7’],)\71)33 )
pir-1

Il est intéressant de remarquer que notre correspondance fait apparaitre des paquets de re-
présentations supersinguliéres qui sont le plus souvent de taille 2 14 ou la correspondance qui
existe pour GLy(Q)) fait apparaitre des singletons.

Classification des modules simples de dimension finie sur la pro-p-algébre de Hecke-
Iwahori

Une propriété fondamentale de la théorie des représentations lisses modulo p est la sui-
vante : toute Fp—représentation lisse non nulle d’un pro-p-groupe admet des vecteurs invariants
non nuls. Ceci assure en particulier que toute représentation lisse non nulle de Gg admet des
vecteurs invariants non nuls sous l'action du pro-p-Iwahori standard Ig(1) de Gg. Par ailleurs,
si 7 est une représentation lisse non nulle de Gg, la réciprocité de Frobenius compacte per-
met de munir Pespace 751 d’une structure naturelle de module a droite sur la pro-p-algebre
de Hecke-Iwahori HY = Endg ) (indis(l)(l)). Un autre angle d’approche dans ’étude des
E,—représentations lisses de Gg consiste donc & étudier la structure des ’Hg—modules a droite
puis & repérer ceux d’entre eux qui correspondent & des espaces de vecteurs [g(1)-invariants de
représentations lisses de Gg.

L’utilisation de ce point de vue s’est révélée étre trés fructueuse dans le cadre de la théorie
des Fp-représentations lisses de G puisqu’il a permis a Ollivier [O3] de démontrer que 'appli-
cation envoyant une représentation lisse de GL2(Q)) sur le sous-espace de ses vecteurs I(1)-
invariants provient d’un foncteur (dit « des I(1)-invariants ») qui établit une équivalence de
catégories entre la catégorie des Fp—représentations lisses de GL2(Q,) engendrées par leurs vec-
teurs I(1)-invariants et la catégorie des modules & droite sur la pro-p-algébre de Hecke-Iwahori

. GL PP
B 1, (0] (1) associce & GL(Qy).
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Pour comprendre la structure des H}g—modules & droite simples et de dimension finie sur Fp, il
faut d’abord comprendre la structure de la Fj-algébre H}. Nous montrons (Corollaire 6.3.47)
que ’H}g se décompose en une somme directe de F,-algébres définies ci-aprés :

Hy~HsoMHsd P Hs(r) . (1.1)

1<7"<q%1

L’étude des ’Hé—modules simples & droite se réduit donc & I’étude des modules simples & droite
sur Hg, HG et ﬁg(r). On commence par étudier la structure des modules & droite sur ’algébre
de Hecke-Iwahori standard Mg := Endg (inless(l)). Ces modules possédent un intérét
propre puisque ’espace des vecteurs Ig-invariants d’une représentation lisse arbitraire de Gg
est naturellement muni d’une structure de Hg-module & droite. Le souci est que ce module
peut étre nul méme lorsque la représentation ne l’est pas, ce qui explique pourquoi nous ne
pouvons nous contenter de ’étude de ces modules.

Pour pouvoir déterminer les modules simples sur une algébre, il est nécessaire de comprendre
suffisamment la structure de 'algébre en question. Dans cette optique, ainsi que dans celle
d’une recherche future des liens existants entre les représentations modulo p de SL,,(F') et de
GL,(F) avec n > 2, nous avons tout d’abord étudié les relations qui existent entre les groupes
de Weyl® attachés a GL, et a SL,. On rappelle qu’ils sont définis comme le quotient du
normalisateur du tore diagonal dans GL,,(F') (resp. dans SL,(F)) par le groupe des ¢léments
du tore diagonal a coefficients entiers. Si 'on note W := Ng(T')/T(OF) le groupe de Weyl de
GL,(F)et Wg := Ng(Ts)/Ts(OF) celui de SLy,(F), on peut vérifier que W fournit un systéme
de représentants des doubles classes de GL,,(F') modulo son sous-groupe d’Iwahori standard
tandis que Wy fournit un systéme de représentants des doubles classes de SL, (F') modulo son
sous-groupe d’Iwahori standard. Ceci nous permet de définir un morphisme de groupes injectif
de Wg dans W dont I'image est décrite par le prochain énoncé, dans lequel on désigne par s;
la matrice de permutation associée a la transposition (7,7 4+ 1) lorsque ¢ € {1,...,n}, et par so
Pélément ¢t 1s;t.

Lemme 1.2.9. Soit n > 2.
Notons Wyzr le groupe de Weyl affine de W, défini comme le sous-groupe de W engendré par
lensemble {sg, S1,...,8n}, et I, Ig les sous-groupes d’lwahori standard respectifs de G Ly (F)
et de SL,(F).

L’application qui envoie la double classe Isglg sur la double classe Igl (avec g € SL,(F))
induit un morphisme de groupes injectif de Wg dans W dont l'image est égale au groupe de

Weyl affine Wy ;.

Rappelons maintenant que 'on définit la Fp-algébre de Hecke-Iwahori de GL,(F) comme
'algébre H(G, I) engendrée par la famille (T),),ew satisfaisant aux relations suivantes 7 :
— relations de tresse : si wy,we € W vérifient £(wywsy) = €(w;) + £(w2), alors

Tw1w2 = Tw1Tw2 ;

— relations quadratiques : pour tout élément s € {sq,...,s,}, T2 = —Ts.

On peut alors montrer [V2, Example 1] que la famille (T})wew est une base du Fy-module
H(G,I). De la méme maniére, on définit respectivement I’algébre de Hecke-Iwahori affine H ¢ ¢
de GLy,(F) et I'algebre de Hecke-Iwahori H(Gs,Is) de SL,(F') en remplacant W par Weys

6. Nous attirons 'attention du lecteur sur le point de vocabulaire suivant : ce que nous appelons groupe de
Weyl correspond a ce qui est appelé groupe d’Iwahori-Weyl par d’autres auteurs, tels Pappas et Rapoport [PR].
Ce n’est donc pas du groupe de Weyl fini isomorphe au groupe symétrique &,, dont il est ici question.

7. On note ¢ 'application longueur usuelle sur le groupe de Weyl. Pour plus de détails concernant sa défini-
tion, nous invitons le lecteur & consulter la Section 6.2.1 du Chapitre 6.
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et par Wy dans la définition de H(G, I). Les mémes arguments que ceux de [V2] permettent
cette fois de prouver que les familles (T,)wew, s et (Tw)wews sont des bases respectives des
E,—modules Hars et H(Gs,Is). Le Lemme 1.2.9 permet alors de relier les algébres Hqfp et
H(Gs,Is) comme suit.

Corollaire 1.2.10. L’isomorphisme du Lemme 1.2.9 induit un isomorphisme de Fp-algébres
de lalgébre de Hecke-ITwahori de SLy,(F) sur l’algébre de Hecke-Iwahori affine de GLy(F).

Remarquons ici que les calculs développés dans [V1, Appendix A.3] permettent de montrer que
I’algeébre de Hecke-Iwahori standard Hg est isomorphe a 1’algébre de Hecke-Iwahori H(Gg, Ig),
ce qui justifie I'intérét des résultats présentés ci-dessus dans le cadre de notre étude.

Nous supposons désormais, et jusqu’a la fin de cette sous-section, que n = 2 et
nous reprenons en particulier les notations introduites dans la premiére partie de cette sous-
section. Nous commengons par donner une description explicite trés simple de l'algébre de
Hecke-Iwahori de Gg = SLy(F') ainsi que de son centre.

Théoréme 1.2.11. 1. L’algebre de Hecke-Twahori H(Gg, Ig) est la E,-algébre engendrée
par les opérateurs To := Ty, et T1 :=T, .

2. Le centre de H(Gg, Is) est égal a la sous-Fp-algebre engendrée par Uopérateur (To — T1)>.

Nous possédons ainsi tous les outils nécessaires au calcul des H(Gg, Is)-modules a droite simples
de dimension finie sur ), ce qui méne a la classification suivante.

Théoréme 1.2.12. Tout H(Gg, Is)-module (@ droite) simple de dimension finie sur F, est
isomorphe a un et un seul des Hg-modules suivants :

1. un caractére M (eg, €1) pour une unique paire (eg, 1) € {0,1} x {0,1} ;

2. un module standard Mg (\) pour un unique scalaire \ € F; vérifiant X # 1.

On rappelle que le caractére Mls (€0, €1) envoie l'opérateur 7; sur le scalaire ¢;, que l'on pose
M7 (€) := M?(e,€) pour € € {0,1}, et que le module standard Mz ()\) est défini comme le

H(Ggs, Is)-module F,x @pr de dimension 2 sur Fp ou les actions des opérateurs Ty et 7; dans
la base {x,y} sont respectivement données par les matrices suivantes :

0 0 -1 A
(rh)- (0 s)-
Notons maintenant que I’on sait décrire les polynomes en les générateurs T', S de la E)—algébre
H(G,I) exhibés dans [V1, Section 1.1] qui définissent, sous I'isomorphisme H(Gg, Is) ~ Hafy,
les opérateurs Ty et 7y : ils sont respectivements égaux a T 18T = TST! et a S. On peut
donc déterminer facilement la structure de H(Gs, Is)-module des H(G, I)-modules simples de

dimension finie sur F,, dont la classification est donnée dans [V1, Theorem 1.2]® et obtenir ainsi
I’énoncé suivant.

Théoréme 1.2.13. 1. Pour toute paire de paramétres (T,€) € ﬁ; x {0,1}, le H(Gs, Is)-
module porté par le caractére My (7, €) de H(G, I) est isomorphe au caractére M2 (e).
2. Pour toute paire de paramétres (a, z) € prF;, le H(Gg, Is)-module porté par le H(G, I)-
module standard Ma(a, z) est isomorphe au module standard My (a®2~1).

3. Pour tout parameétre z € F;, le H(Gg, Is)-module porté par le H(G, I)-module standard
M>(0, 2) est somme directe des deuz caractéres My (—1,0) et M7 (0, —1).

8. Dont on reprend les notations dans le prochain énoncé.
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Les résultats énoncés ci-avant nous permettent alors de déduire directement des travaux de
Vignéras [V1, Section 6.5] la structure de Hg-module portée par les espaces de vecteurs Ig-
invariants des représentations lisses irréductibles non supercuspidales de Gg ayant des vecteurs
Is-invariants non nuls et, lorsque F' = Q,,, d’avoir le méme résultat pour les représentations
supersinguliéres admettant des vecteurs Ig-invariants non nuls.

Théoréme 1.2.14. 1. Le Hg-module 175 est isomorphe au caractere My (0).
2. Le Hg-module (Stg)'s est isomorphe au caractére My (—1).

3. Pour tout scalaire non nul \ € ﬁ;, le Hs-module (Indgg (MA))IS est isomorphe au module
standard M5 (A71).
4. Supposons que F' = Q.
i) Le Hg-module Wés est isomorphe au caractére My (—1,0).

1) Le Hg-module TFII,il est isomorphe au caractere My (0, —1).

Par analogie avec la terminologie introduite pour les représentations modulo p de Gg, nous
dirons qu'un Hg-module simple est supersingulier s’il n’est pas isomorphe a un quotient d’un

Is _
‘Hs-module de la forme (Indgi (X)) avec x : Bg — IF; caractére lisse. Les résultats que nous

avons démontrés jusqu’alors permettent d’obtenir ’énoncé suivant, qui est de bon augure dans
notre quéte d’une équivalence de catégories.

Théoréme 1.2.15. L’application qui envoie une représentation lisse non nulle de SLo(F) sur
l’espace de ses vecteurs Ig-invariants établit une bijection entre :

i) Uensemble des classes d’isomorphisme des F,-représentations lisses irréductibles de
SLy(Qp) engendrées par leurs vecteurs Ig-invariants et ’ensemble des classes d’isomor-
phisme des modules simples sur [’algébre de Hecke-Iwahori standard qui sont de dimension
finie sur Fp ;

i1) ’ensemble des classes d’isomorphisme des ?p-représentations lisses irréductibles non su-
percuspidales de SLo(F') engendrées par leurs vecteurs Ig-invariants et l’ensemble des
classes d’isomorphisme des modules simples non supersinguliers sur l’algébre de Hecke-
Twahori standard qui sont de dimension finie sur ?p.

On dispose en outre d’un résultat complémentaire qui affirme essentiellement que ’étude
des modules portés par les espaces de vecteurs invariants sous le sous-groupe d’Iwahori standard
ne voit pas les foncteurs de restriction (de G & Gg d’une part, et de H a Hg d’autre part).

Corollaire 1.2.16. 1. Soit m une Fp-représentation lisse irréductible de GL2(Qy). Le Hg-
module obtenu par restriction du H-module ! est isomorphe au Hg-module (W\SLQ(QP))IS.

2. Soit m une Fp-représentation lisse irréductible non supersinguliere de GLy(F). Le Hg-
module obtenu par restriction du H-module ©! est isomorphe au Hg-module (W\SLQ(F))IS.

Nous passons maintenant & I’étude de la seconde algébre de Hecke-Iwahori. Pour pouvoir la
définir, nous devons supposer que ¢ est différent de 2 et nous fixons un entier r € {0, ... [%]}
q—1

distinct de lorsque p est impair. L’algébre Hs () des endormorphismes du F,[Gs]-module

indIC;S (W' @ w9177 est alors égale & < BqAZr AqB:,« > avec A, = Endﬁp[gs](ind?: (@),
. Gs/ gl o Gs/ oy s 1Gs /gl
Ajip = Ende [Gs](ind} 7 (w? =), B, = Home[Gs}(deSS (w"), ind} 3 (w? 1=m)) et

By-1-r := Homg ¢ (indg’;s (wi=1=m), indIGSS (w")).

Les Fp-algébres A, et A,_i—, sont toutes deux isomorphes a la F,-algébre commutative
F,[X,Y]/(XY,Y X), dont les F,-caractéres sont donnés par les deux familles suivantes, chacune
étant paramétrée par A\ € Fp :
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— les caractéres p1(\) qui envoient X sur A et Y sur 0;

— les caractéres pa(\) qui envoient X sur 0 et Y sur A.
Le caractére p1(0) = p2(0) sera plus simplement noté p(0). Pour k valant r ou ¢ — 1 —
r, on désignera par u?()\) le caractére de Ay défini par le caractére pj(A) de A. On notera
aussi p#(0) le caractére de Ay défini par le caractére u(0) de A. Signalons par ailleurs que
action par conjugaison de ¢ sur les Fj-caractéres de Ts(kr) induit un isomorphisme de F,-
algebres entre A, et A;_1_,. Cet isomorphisme correspond a l’automorphisme de la R)—algébre

F,[X,Y]/(XY,Y X) envoyant X sur Y et ¥ sur X.

Comme ﬁg(r) n’est pas une algébre de matrices a coefficients dans un anneau, on ne peut pas
utiliser d’argument de type Morita pour obtenir directement la structure des ﬁg(ﬁ)—modules
simples de dimension finie sur F),. Il nous faut donc étudier plus en détail I'algébre Hg(r), puis
décrire a la main ses modules simples. Si 'on considére, pour tout scalaire A € E,, les ﬁs(r)—
modules a droite Mia(A) = pf(A) @ pd ™ 7" (A) et Moy (N) = ph(N) @ ¢~ 7"(X), qui sont tous
deux de dimension 2 sur F, et que 'on note M;(0) = p"(0) @ {0} et M2(0) = {0} ® ud=177(0)
les deux caractéres de Hg(r), on obtient alors le résultat suivant.

Théoréme 1.2.17. La liste suivante fournit un systéme de représentants des ﬁg(r)—modules
a droite simples :

— les caractéres M;(0) avec i € {1,2};

— les Hg(r)-modules simples standard M;;(N\) avec X € ﬁ; et (i,7) € {(1,2),(2,1)}.

En particulier, tout ﬁg(r)—module a droite simple est de dimension 1 ou 2 sur ﬁp.

On s’intéresse enfin aux modules & droite simples sur la troisiéme algébre de Hecke-Iwahori,
qui n’intervient que lorsque p est impair et ne posséde pas d’analogue dans la théorie des
modules sur l'algébre du pro-p-Iwahori de GLy(F'), ce qui explique pourquoi nous l’avons
nommée algebre de Hecke-Iwahori exceptionnelle. La structure de H§ ressemble trés fortement
a celle de 'algeébre de Hecke-Iwahori Hg, a la différence majeure prés que les éléments 7 et 7*
qui jouent pour HY le role tenu par 7g et 71 pour Hg sont tous deux de carré nul, limitant ainsi
encore un peu plus le nombre de Hg-modules simples possibles. Afin de pouvoir exprimer notre
énoncé de classification des Hg-modules simples, nous introduisons les notations suivantes : on
désigne par M7 (0) 'unique Fp-caractére de HY, qui envoie 75 et 77 sur 0. Pour tout scalaire
A€ F; , on note M3 () le H§-module F,z & Fpy de dimension 2 sur F, pour lequel les actions
de 7§ et de T* dans la base {z,y} sont respectivement données par les matrices

00 ot 0 A
10 0 0 '
Théoréme 1.2.18. Le caractére M{(0) et les Hg-modules standard M3(X\) avec A € F;

forment un systeme de représentants des classes d’isomorphisme des Hg-modules a droite
simples de dimension finie sur IF,,.

Comme nous 'avons déja expliqué, les énoncés des Théorémes 1.2.12, 1.2.17 et 1.2.18 suffisent
& obtenir la description exhaustive des Hg—modules a droite simples de dimension finie sur F,,.
On introduit pour cela la terminologie suivante, qui va nous permettre d’énoncer clairement
la structure de HL-module & droite des représentations lisses irréductibles de SLo(F') exhibées
dans le Chapitre 3. Un Hj-module & droite simple est dit :
— posé sur la composante k = 0 s’il est donné par un Hg-module (& droite) simple dans la
factorisation (1.1);

— posé sur la composante k = q% s'il est donné par un Hs-module (& droite) simple dans

la factorisation (1.1);
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— posé sur la composante k = r s’il est donné par un ﬁg(r)—module (a droite) simple dans

la factorisation (1.1).

On dispose alors du résultat suivant, qui explicite la structure de ’H}q—module des représentations
lisses de SLy(F') rencontrées jusqu’alors, et de son corollaire qui nous permet d’étre optimiste
quant a l'existence d’une équivalence de catégories analogue a celle construite par Ollivier [O3|
dans le cadre des représentations modulo p de GL2(Q)).

Théoréme 1.2.19. 1. Le Hi-module 175D est isomorphe au caractére M7 (0) posé sur la

2.

3.

. Supposons que p soit impair. Pour tout scalaire A € F

composante k = 0.

Le Hg—module StéS(l) est isomorphe au caractére MIS(—l) posé sur la composante k = 0.

_ Is(1)
Pour tout scalaire A € IF;, le Hg—module <Indg§ (,u;)) * est isomorphe au Hg-module

MQS()\*l) posé sur la composante k = 0. 1l est simple lorsque X\ # 1, et indécomposable
de longueur 2 lorsque A = 1.

. 7;, le Hg—module
q—1 )IS 1

(Indgg (Law 2 ) est isomorphe au Hg-module Mz (A1).

Supposons que q # 2 et firons un scalaire A € F;.

Is(1)
i) Le Hk-module <Indgg(u>\wr)> ’

sur la composante k = r.

est isomorphe au Hg(r)-module Mi2(A\~1) posé

Is(1)
) T est isomorphe au Hg(r)-module May(A™1)

ii) Le H-module (Indgg(u)\wq_l_r)

posé sur la composante k = r.

On suppose désormais que F' = Q,. On dispose alors des résultats supplémentaires swi-
N p—1 N L 7. - p—1 . .
vants, our € {0, ..., [T]} est un parametre supposé distinct de = lorsque p est impair.

(a) Le Hi-module W(I]S(l) est isomorphe au caractére supersingulier My (—1,0) posé sur
la composante k = 0.

(b) Le HLi-module W;‘i(ll) est isomorphe au caractére supersingulier My (0, —1) posé sur
la composante k = 0.

(c) Le Hi-module Wﬁ(ll) est isomorphe au caractére supersingulier M7 (0) posé sur la

2
-1
composante k = pT

(d) Le Hi-module 7T7{S(1) est isomorphe au caractére supersingulier M1(0) posé sur la
composante k = r.

(e) Le Hi-module Wgs_(lllr est isomorphe au caractére supersingulier Ma(0) posé sur la

composante k = r.

Corollaire 1.2.20. L’application qui envoie une représentation lisse irréductible de SLo(F')
sur Uespace de ses vecteurs Is(1)-invariants établit une bijection entre :

i) lensemble des classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles non super-

cuspidales de SLy(F') et l’ensemble des classes d’isomorphisme des H-modules & droite
simples non supersinguliers de dimension finie sur I, ;

i1) lensemble des classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles de SLa(Qp)

et l'ensemble des classes d’isomorphisme des Hg—modules a droite simples de dimenston
finie sur IFp,.
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1.2.2 Au premier étage : le groupe unitaire quasi-déployé non ramifié U(2, 1)

Dans [BL94|, Barthel et Livné évoquent la possibilité d’étendre leurs travaux sur les repré-
sentations lisses irréductibles modulo p de GLo(F') & d’autres groupes. Le groupe SLa(F) fait
I’'objet du Chapitre 3, dont nous avons rappelé les principaux résultats dans la sous-section pré-
cédente, et de nombreux auteurs se sont penchés sur le cas des groupes formés par les F-points
de groupes réductifs connexes définis et déployés sur F'. Le Chapitre 4 de cette thése fournit un
premier exemple d’étude des représentations modulo p d’un groupe réductif connexe défini et
quasi-déployé sur F' mais non déployé sur F' : nous y traitons en effet le cas du groupe unitaire
quasi-déployé en trois variables G := U(2,1)(E/F'), ou E/F désigne une extension quadratique
séparable non ramifiée. Tout comme SLg, le groupe U(2,1) est de rang 1 sur F, ce qui laisse
espérer le méme type de résultats. Nous allons voir que c’est effectivement le cas, modulo une
conjecture portant sur certaines familles de morphismes de F,[G]-modules que nous pensons
étre toujours vérifiée mais pour laquelle nous n’avons pas encore de démonstration compléte.

Avant d’énoncer nos résultats, nous introduisons quelques notations supplémentaires : on
note O 'anneau des entiers de E, kg son corps résiduel, et ’on fixe une uniformisante wwg de
FE au-dessus de wp. Remarquons que nous pourrions prendre wp = wp puisque nous avons
supposé l'extension E/F non ramifiée, mais nous préférons ne pas imposer un tel choix car
certains de nos résultats (tels ceux sur les représentations non supercuspidales de G) sont
encore valables lorsque 'extension F/F n’est plus supposée non ramifiée. On note T 'image
d’un élément z € E par I'unique F-automorphisme non trivial de £ et N : E — F I'application
norme attachée a 'extension E/F. On pose E (1) .= ker N et I'on désigne par B le sous-groupe
de Borel formé des matrices triangulaires supérieures de G.

Tout comme dans le cas déployé, nous commencgons par ’étude des représentations lisses
irréductibles non supercuspidales de G sur F,, et obtenons ainsi le résultat suivant, qui donne
une description exhaustive des classes d’isomorphisme de ces représentations.

Théoréme 1.2.21. Soit x : B — F; un caractere lisse.

1. Le Fy[B]-module Tnd§ (x) est de longueur 2. 11 est indécomposable si et seulement si x ne
se factorise pas a travers l’application déterminant.

2. Le Fy[G]-module Ind§ (x) est irréductible si et seulement si x ne se factorise pas & travers
Uapplication déterminant. Dans le cas contraire, il est indécomposable de longueur 2 avec

le caractére x comme sous-objet et la représentation de la série spéciale Stg ® x comme

Ind$ (1)

quotient, ou Stg := est la représentation de Steinbery.

3. Les classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles non supercuspidales de
G sur F, se partitionnent en trois familles : les caractéres, les représentations de la série
principale et les représentations de la série spéciale. De plus, il n’existe pas d’entrelace-
ment entre deux représentations distinctes issues d’une méme famille, et toute représen-
tation lisse irréductible non supercuspidale de G sur Fp est admissible.

Pour comprendre les autres représentations lisses irréductibles de G, nous suivons les idées
introduites dans [BL94| en nous penchant sur la structure des algeébres de Hecke sphériques
H(G,K,V) = Endg (g (ind$(V)) avec K sous-groupe ouvert compact maximal de G et V

représentation lisse irréductible de K sur F,. Une telle algébre est naturellement isomorphe?
a la Fp-algebre de convolution H(G,K, V) des fonctions f : G — Endﬁp(V) lisses & support
compact telles que :

VEkika€eK, VgeG, f(kighs) =kif(g9)ks .

9. Nous renvoyons le lecteur souhaitant plus de détails & ce sujet vers la Section 2.3 du Chapitre 2 de cette
thése.
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Si I'on désigne alors par U le radical unipotent de B et par T le tore des matrices diagonales
de G, on sait que l'espace des vecteurs (K N U)-invariants de V' définit un Fp-caractére lisse
de TNK = T(O}), ou T(OF) est le sous-groupe des éléments de T a coefficients dans Op.
L’algebre de Hecke sphérique H(T,T(O}), VUOK) est donc quant & elle isomorphe a la Fp-
algebre de convolution H(T, T(OF), VUE) des fonctions 1 : T — F, lisses & support compact
telles que :

VteT, VreT(Of), ¥(rt) =1¢(t) .

On démontre alors le théoréme suivant, qui est un cas particulier de [Her2, Theorem 1.2] lorsque
I'on suppose F' de caractéristique nulle et K =G N GL3(OF).

Théoréme 1.2.22. Soit K un sous-groupe ouvert compact maximal de G et soit V' une repré-
wg ! 0 0
sentation lisse irréductible de K sur E,. Posons ty := 0 1 0
0 0 wg

L’application SY : H(G,K, V) — H(T, T(03), VVK) définie par :

VfEH(G,K, V), SE(f) = [t D fltu)lyone
uelU/UNK

est un homomorphisme injectif de Fp-algebres dont l'image est égale a l’ensemble des éléments
de H(T, T(OF), VU™ de support contenu dans T(O5)t.

En particulier, l’algébre de Hecke sphérique H(G,K, V') est une algébre de polynomes a coeffi-
cients dans ), en un opérateur de Hecke Ty explicitement déterminé.

Ce résultat nous permet donc de considérer, pour tout scalaire A € F,, la représentation conoyau
ind% (V)
(Tv = X)(indgg (V)

décrire toutes les représentations lisses irréductibles admissibles de G sur F, grace a ’énoncé

(V) == . Connaitre en détail ces représentations nous permettrait de

suivant.

Théoréme 1.2.23. Pour toule représentation lisse irréductible admissible © de G sur F,, il
existe une paire (V,\) avec V représentation lisse irréductible de K sur F), et A € F), telle que
7 soit un quotient du Fy[G]-module mx(V, \).

Nous pouvons alors introduire les deux notions suivantes : une représentation lisse irréduc-
tible est dite supersinguliere (relativement a K) lorsqu’elle est isomorphe a un quotient d’une
représentation conoyau de la forme 7mg(V,0). Plus généralement, on dira que (V,\) est une
paramétrisation possible (relativement a K) de la représentation lisse irréductible 7 lorsque 7
est un quotient du F,[G]-module g (V, ).

Tout le reste du chapitre vise & caractériser le mieux possible les représentations supersin-
guliéres de G, et se place dans le cas ou 'extension F/F' est non ramifiée avec le méme choix
d’uniformisante pour F et F. Une premiére idée serait de décrire complétement les représenta-
tions lisses irréductibles non supersinguliéres de G, ce qui revient & comprendre la structure des
représentations conoyaux de la forme 7 (V, A) avec A # 0. Nous commengons par démontrer
le résultat suivant, qui donne des conditions assez restrictives sur les paramétrisations pos-
sibles des représentations obtenues par induction parabolique et sur la structure possible d’une
grande famille de représentations conoyaux.

Proposition 1.2.24. 1. Soitn:B — F; un caractére lisse. Si (V,\) est une paramétrisa-
tion possible de Ind§ (n) relativement o K, alors X\ = n(to).
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2. Soient V une Fy-représentation lisse irréductible de K qui me s’étend pas en un F,-
caractére lisse de GV et A € F,, un scalaire non nul. Notons n: T — F; le caracteére
lisse dont la restriction a T(Op,) est donnée par le caractére porté par (VKNU)‘Z5 et qui
envote to sur A, ainsi que le IF)-caracteére lisse de B obtenu par inflation.
L’isomorphisme de Fp[T(OF)]-modules VEWW — n? défini par Uidentité induit alors un
homomorphisme surjectif de Fp[G]-modules mg (V, ) — Ind§ ().

Nous calculons ensuite toutes les paramétrisations possibles des F,-caractéres de G et des
représentations de la série spéciale de G. Rappelons que 'on désigne par Vg l'unique IFp-
représentation lisse irréductible de K contenue dans la représentation de Steinberg Stg.

Théoréme 1.2.25. 1. Pour tout caractére lisse n : B — F;, le F,[G]-module n o det
admet une et une seule paramétrisation possible, 4 savoir la paire (n o det, 1).

2. Pour tout caractére lisse n : EY) — F;, la représentation Stg ® (n o det) de la série
spéciale admet une unique paramétrisation possible, a savoir la paire (Vo ® (n o det),1).

Pour compléter notre étude, il nous faudrait pouvoir déterminer toutes les paramétrisations
. , . =X N . .

possibles des représentations de la forme Ind§ (n) avec n : B — [, caractere lisse. Pour I'instant,

les résultats que nous avons prouvés & ce sujet peuvent étre formulés de la maniére suivante.

Proposition 1.2.26. Soitn: B — F; un caractere lisse.

1. Sin ne s’étend pas en un Fp-caractere lisse de G, alors le Fp[G]-module Ind§ (n) admet
exactement une paramétrisation possible.

2. Sin s’étend en un Fy-caractere lisse de G, alors le Fy[Gl-module Ind§(n) admet au
plus une paramétrisation possible, & savoir la paire (Vo ® n,1), ot Vy est l'unique F)-
représentation lisse irréductible de K contenue dans la représentation de Steinberg Stg de

G.

Signalons tout de suite que le Théoréme 1.2.23 ne permet pas de conclure & 'unicité de la
paramétrisation dans le second cas de la Proposition 1.2.26 car nous avons démontré auparavant
que si 7 est un Fy-caractére lisse de G, la représentation Indg’ (n) n’est pas irréductible.

En comparant les résultats obtenus jusqu’ici pour G avec ceux qui existent pour GLy(F')
[BL94, Theorem 25|, pour SLs(F) et, plus généralement, pour GL,(F') [Her2, Theorem 3.1],
il est naturel de se demander si le morphisme surjectif introduit dans la Proposition 1.2.24
n’est pas carrément un isomorphisme, puisqu’il 'est lorsque l'on travaille avec les groupes sus-
mentionnés. En outre, disposer d’un tel isomorphisme permet d’obtenir une classification des
[F,-représentations lisses irréductibles admissibles de G, et nous n’avons a 'heure actuelle aucun
argument qui pourrait mettre cette propriété d’injectivité en défaut.

Une autre question qui surgit naturellement lors de la comparaison avec les théories existant
pour d’autres groupes porte sur la structure des représentations conoyaux g (n o det, \) avec
A€ Fp scalaire non nul et n : E® — ﬁ; caractére lisse. Nous savons démontrer ! par un
argument utilisant la structure de l'arbre de Bruhat-Tits que la représentation m(1,1) est
une extension non scindée du caractére 1 par Stg. Ceci implique en particulier que toute
représentation conoyau de la forme mg(n o det, 1) est une extension non scindée du caractére
n o det par la représentation de la série spéciale Stg ® (1 o det). Par ailleurs, si I'on s’intéresse
a mx(n o det, \) avec A # 1, nous savons en construire un quotient de la forme Ind$ (), qui
doit alors étre irréductible a cause du Théoréme 1.2.25 (qui impose que le caractére y ne peut

10. Ce qui signifie que V est soit de dimension strictement supérieure & 1, soit un F,-caractére lisse de K qui
ne s’étend pas en un Fp-caractére lisse de G.
11. Mais n’avons pas eu le temps d’inclure cette preuve dans ce manuscrit.
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pas étre étendu en un Fp—caractére lisse de G). De nouveau par analogie avec les théories de
référence, nous pensons que la surjection ainsi définie est en fait un isomorphisme de F,[G]-
modules, et que la démonstration de cette affirmation doit étre identique & celle qui devrait
donner l'injectivité du morphisme de la Proposition 1.2.24.

Toutes ces considérations nous ménent a introduire I’hypothése suivante, qui va nous permettre
d’énoncer ensuite une conjecture regroupant deux assertions de nature différente : la premiére
est une supposition que nous faisons et que nous n’avons pas encore complétement démontrée
(pour des raisons essentiellement techniques et temporelles) ; la seconde est un fait que nous
savons démontrer, mais dont la preuve n’est pas encore rédigée.

Hypothése A : La paire (V,\) avec V une F,-représentation lisse irréductible de K et
A€ F; vérifie l'une des deuz assertions suivantes :

~ V ne s’étend pas en un Fp-caractere lisse de G ;
-V s’étend en un Fp-caractére lisse n de G et X # n(to).

Conjecture B :

1. Pour toute paire (V,\) satisfaisant o I’Hypothése A, la représentation conoyau wg(V, \)
est isomorphe au Fp[Gl-module Ind$(n), ou n : B — ﬁ; est le caractére lisse dont la
restriction a T(OF) vaut (VX et qui envoie to sur A.

2. Notons Vi l'unique Ej-représentation lisse irréductible de K contenue dans la représen-
tation de Steinberg Stg. Pour tout caractére lisse n @ E1) — F;, le Fp[G]-module

Tk (Vo ® (n o det), 1) est une extension non scindée du caractére n o det par la repré-
sentation de la série spéciale Stg ® (n o det).

Sous cette conjecture, nous pouvons tout d’abord compléter ’énoncé de la Proposition 1.2.26,
ce qui méne a 'unicité du quotient lisse irréductible de n’importe quelle représentation conoyau.

Proposition 1.2.27. Supposons que la Conjecture B soit vérifiée. Pour tout caractére lisse
n:BM - ?;, le F,[G]-module Ind§ (o det) admet une et une seule paramétrisation possible,
a savoir la paire (Vo ® (nodet),1) ou Vo désigne l'unique F,-représentation lisse irréductible
de K contenue dans Stg.

Corollaire 1.2.28. Supposons que la Congecture B soit vraie. Pour toute paire (V,\) avec V
une Fp—représentation lisse irréductible de K et X € F;, le FP[G]—module porté par la représen-
tation conoyau g (V,\) admet (a isomorphisme prés) un unique quotient irréductible. De plus,
ce quotient n’est pas supercuspidal.

Nous déduisons de ces énoncés que la notion de supersingularité relativement & K introduite
précédemment est bien définie, puis qu’elle est équivalente & la notion de supercuspidalité.

Lemme 1.2.29. Supposons que la Conjecture B soit vérifiée. La notion de supersingularité
par rapport o K est alors bien définie : si m est une représentation lisse irréductible de G sur
F, qui admet une paramétrisation possible de la forme (V,0) avec V une Fp-représentation
lisse irréductible de K, alors toute paramétrisation possible de m est de la forme (W,0) avec W
représentation lisse irréductible de K sur F,.

Théoréme 1.2.30. Supposons que la Conjecture B soit vérifiée. Pour toute représentation lisse
irréductible admissible m de G sur Fp,, on a équivalence entre les assertions suivantes :
i)  est supersinguliére relativement a K ;

i1) m est supercuspidale.



1.2.3 - Au second étage : les groupes réductifs quasi-déployés de rang 1 31

Ce dernier résultat prouve en particulier que la notion de supersingularité ne dépend pas, pour
les représentations lisses irréductibles admissibles de G, du choix de K puisqu’elle est équivalente
& la notion de supercuspidalité qui n’a absolument rien & voir avec les sous-groupes compacts
maximaux de G. Nous pouvons alors conclure ce chapitre par ’énoncé de classification suivant
des représentations lisses irréductibles admissibles de G sur Fp, qui est démontré sous réserve
de disposer de la Conjecture B.

Théoréme 1.2.31. Supposons que la Conjecture B soit vérifiée.
A isomorphisme pres, toute représentation lisse irréductible admissible de G sur F), appartient
a l'une et et une seule des quatre familles suivantes :

i) les caractéres de G, de la forme n o det avec n : EM - ﬁ; caractére lisse ;

ii) les représentations de la série principale, de la forme Ind$ (1) avec n: B — F; caractére

1sse qut ne s’étend pas en un Fy-caractére lisse de .
[ ‘étend Fp t [ de G

iii) les représentations de la série spéciale, de la forme Stg ® (n o det) avec n : EV) — F,

P
Ind$ (1)

caracteére lisse et Stg := représentation de Steinberg ;

iv) les représentations supersinguliéres.

1.2.3 Au second étage : les groupes réductifs quasi-déployés de rang 1

Une grande partie des arguments qui nous ont permis d’obtenir une classification (partielle) des
[F,-représentations lisses irréductibles admissibles de U(2,1)(E/F) sont directement adaptés
des méthodes que nous avons utilisées pour étudier les représentations modulo p de SLa(F). 11
est donc naturel de se demander si lesdites méthodes ne peuvent étre formalisées de maniére
A obtenir des énoncés de classification pour les représentations lisses irréductibles modulo p de
groupes plus généraux. A I'heure actuelle, nous possédons une réponse positive partielle, qui
fait I'objet du Chapitre 5 de cette thése : les arguments utilisés dans I’étude des représentations
modulo p de SLy(F') nous permettent de donner une description compléte des représentations
lisses irréductibles non supersuspidales & coefficients dans un corps C algébriquement clos de
caractéristique p du groupe des F-points d’un groupe réductif connexe défini, quasi-déployé et
de rang 1 sur F'.

Dans cette sous-section, G désigne le groupe des F-points d’un groupe réductif connexe G que
I’on suppose défini, quasi-déployé et de rang 1 sur F. On fixe un sommet spécial vy de 'arbre de
Bruhat-Tits X du groupe adjoint de G : le stabilisateur de ce sommet sous 'action de G sur X
est un sous-groupe parahorique spécial K qui est canoniquement égal au groupe des Op-points
d’un schéma en groupes lisse affine connexe G défini sur Of et de fibre générique égale a
G. On fixe ensuite un tore déployé maximal S de G tel que vy appartienne & ’appartement
défini par S dans X et ’on note 7 le centralisateur de S dans G. Comme G est supposé quasi-
déployé sur F, on sait que T est un tore de G et est donc en particulier abélien. On choisit
un sous-groupe de Borel B de G qui contient 7, on note U le radical unipotent de B et 1'on
désigne respectivement par B, T et U les groupes formés des F-points de B, 7 et . On fixe
enfin une aréte de 'appartement de S qui contient le sommet vy et I’on note I son stabilisateur
sous l'action de G : ¢’est un sous-groupe d’Iwahori dont le pro-p-radical est noté I(1) et appelé
pro-p-sous-groupe d’Iwahori.

Le premier résultat important que nous obtenons dans ce contexte consiste en une description
exhaustive des sous-quotients irréductibles des représentations de la forme Ind$ (1), ot 1) désigne
un C-caractére lisse de B obtenu par inflation d’'un C-caractére lisse de T'. Son énoncé posséde la
méme structure que ceux des Théorémes 1.2.1 et 1.2.21, ce qui n’a rien de surprenant puisqu’il
en fournit une généralisation directe.



32 PRESENTATION DES RESULTATS OBTENUS

Théoréme 1.2.32. Soit 7 un C-caractére lisse de B obtenu par inflation d’un C-caractére
lisse de T.

1. Le C[B]-module Ind%(n) est un objet de longueur 2 dont l'unique sous-quotient de di-
mension finie est donné par le caractére n.

2. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) le C[B]-module Ind%(n) est décomposable ;
(b) le C[G)-module Ind%(n) est réductible ;
(c) le caractére n se prolonge en un C-caractére lisse de G.

3. Sin se prolonge en un C-caractére lisse de G, le C[G]-module Ind$(n) est indécomposable
de longueur 2. Ses sous-quotients irréductibles sont donnés (a isomorphisme prés) par le
caractére n (qui est un sous-objet) et la représentation St @ n (qui est un quotient), ol

Ind%(1
Stg = ni“ désigne la représentation de Steinbery.

Nous pouvons donc classer les sous-quotients irréductibles des représentations qui nous

intéressent en trois familles :

— les C-caractéres lisses de G ;

— les représentations de la série principale : ce sont les représentations de la forme Ind%(n)
avec 11 un C-caractére lisse de B obtenu par inflation d’un C-caractére lisse de T et qui
ne s’étend pas en un C-caractére lisse de G ;

— les représentations de la série spéciale : ce sont les représentations de la forme Stg ® x
avec x : G — C* caracteére lisse.

Le prochain énoncé affirme que cette liste fournit en fait une partition des classes d’isomor-
phisme des représentations lisses irréductibles non supercuspidales de G sur C.

Théoréme 1.2.33. [l n’existe pas d’isomorphisme entre représentations lisses irréductibles non
supercuspidales provenant de deux familles distinctes.

Nous nous intéressons ensuite a l'existence éventuelle d’isomorphismes entre deux repré-
sentations distinctes qui proviendraient d’une méme famille. Le cas des représentations de la
série principale se traite rapidement grace aux résultats que nous avons démontrés auparavant
a propos de leur structure de C'[B]-module.

Lemme 1.2.34. Il n’existe pas d’entrelacement entre représentations de la série principale
induites par des caractéres distincts.

Pour étudier les entrelacements pouvant exister entre représentations de la série spéciale, nous
avons besoin d’informations supplémentaires qui portent notamment sur la structure de leurs
espaces de vecteurs I(1)-invariants. Nous démontrons tout d’abord le résultat suivant, qui décrit
lespace des vecteurs I(1)-invariants des représentations de G sur C' obtenues par induction
parabolique.

Théoréme 1.2.35. Soit n: B — C* un caractére lisse obtenu par inflation d’un C-caractére
lisse de T. Notons nt le C-caractére lisse de I obtenu par inflation du caractére de T(Op)
défini par restriction de n. De méme, notons n~ le C'-caractére lisse de I obtenu par inflation
du caractére de T(Op) défini par restriction du caractére conjugué n™°, ot wy désigne 'unique
élément non trivial du groupe de Weyl fini de G relatif a T'.

1. L’espace des vecteurs I(1)-invariants de Ind$G(n) est un espace vectoriel de dimension 2
sur C.
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2. Le C[G]-module Indg(n) admet au plus deux composantes I-isotypiques non nulles, a
savoir celles associées a n* et a n~. Plus précisément, il admet exactement une seule
composante I-isotypique si et seulement sint =n~, et en admet deuz sinon.

En particulier, Ind%(n) admet des vecteurs I-invariants non nuls si et seulement si la
restriction @ T(Op) du caractére n est triviale (auquel cas le caractére n est dit non
ramifié ).

3. Le C[G]-module Ind$(n) est engendré par Uespace de ses vecteurs I(1)-invariants.

On démontre alors le théoréme suivant, qui décrit l'espace des vecteurs I(1)-invariants
des représentations de la série spéciale et donne une condition nécessaire a l’existence d’un
isomorphisme entre deux telles représentations.

Théoréme 1.2.36. 1. On dispose de la suite exacte courte suivante d’espaces vectoriels :

1—C— (Indg(l))m) — 5ti 51

En particulier, l’espace des vecteurs I1(1)-invariants d’une représentation de la série spé-
ciale est un espace vectoriel de dimension 1 sur C

2. Soit n : G — C* un caractére lisse. Si St et St @ n définissent des C[G]-modules
isomorphes, alors le caractére n doit étre non ramifié (i.e. de restriction triviale au sous-
groupe T(OF)).

Terminons cette section par la remarque suivante : si I'on fait partie, comme c’est notre cas,
des personnes qui croient en une généralisation possible des résultats de classification obtenus
dans les Chapitres 3 et 4 au cadre des groupes réductifs connexes définis, quasi-déployés et de
rang 1 sur F, il semble raisonnable de penser que pour les représentations de la série spéciale
sont deux a deux non isomorphes.

1.3 Plan du manuscrit

Le Chapitre 2 est un récapitulatif des résultats de théorie des représentations que nous utilisons
dans cette thése. On y met notamment l'accent sur les représentations obtenues par induction
lisse ou compacte et sur leurs liens avec la théorie des modules sur les algébres de Hecke.

Le Chapitre 3, qui constitue une partie conséquente de cette thése, traite de la théorie des
représentations modulo p de SLy(F'). Nous y démontrons les résultats de classification énoncés
dans la section précédente et nous y définissons une correspondance de Langlands semi-simple
modulo p pour SLy(Q,).

Nous grimpons ensuite un premier étage pour atteindre le Chapitre 4, qui regroupe nos résultats
relatifs & la théorie des représentations modulo p du groupe unitaire p-adique quasi-déployé non
ramifié a trois variables U(2,1)(E/F'). Monter d’un étage supplémentaire nous permet d’arriver
au Chapitre 5, qui contient nos résultats concernant la classification des représentations lisses
non supercuspidales & coefficients dans un corps algébriquement clos de caractéristique p d’un
groupe réductif connexe défini, quasi-déployé et de rang 1 sur un corps local non archimédien
complet pour une valuation discréte, de caractéristique résiduelle p et de corps résiduel fini.
Nous revenons alors au groupe SLy(F') avec le Chapitre 6 en prenant cette fois le point de vue
des modules sur les algébres de Hecke-Iwahori. Nous établissons une classification des modules
simples sur la pro-p-algébre de Hecke-Iwahori de SLa(F") sans hypothése supplémentaire sur le
corps F, et identifions ceux d’entre eux qui apparaissent comme espaces de vecteurs invariants
sous l'action du pro-p-Iwahori standard de SLy(F) des représentations lisses (irréductibles)
modulo p de SLy(F).
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Le dernier chapitre regroupe quant a lui divers appendices. Ils peuvent étre classés en deux
familles : ceux qui présentent d’autres preuves de certains résultats démontrés par ailleurs dans
cette theése (ce qui est par exemple le cas de la Section 7.1) et ceux qui donnent des preuves
de résultats techniques que ’on a repoussées ici pour ne pas perturber le bon déroulement des
chapitres (ce qui concerne en fait essentiellement le Chapitre 4).

1.4 Perspectives de recherche

Les résultats démontrés dans ce manuscrit suggérent qu’il peut étre intéressant de travailler

en particulier selon les trois axes suivants :

— approfondir les résultats obtenus a propos des représentations modulo p de SLy(F') et de
U(2,1)(E/F), et déterminer leur comportement vis-a-vis d'une éventuelle correspondance
de Langlands semi-simple modulo p;

— étendre les résultats que nous avons obtenus pour SLa(F) et U(2,1)(E/F) au cadre des
groupes réductifs connexes (quasi-déployés) définis et de rang 1 sur un corps p-adique F';

— déterminer les représentations p-adiques de SLa(F) et de U(2,1)(E/F') qui correspondent
(par un procédé de «réduction modulo p») aux représentations modulo p que nous avons
obtenues, et comprendre les objets galoisiens auxquels elles pourraient étre reliées dans
I'optique d’une correspondance de Langlands semi-simple p-adique.

1.4.1 A propos de la théorie modulo p pour SL,(F) et pour U(2,1)(E/F)

Nous aimerions tout d’abord terminer I’étude du cas SL2(Qjp) en regardant si 'on dispose
d’un analogue de 1’équivalence de catégories obtenue par Ollivier pour les représentations lisses
modulo p de GL2(Q,) engendrées par leurs espaces de vecteurs invariants sous le pro-p-Iwahori
standard |O3, Théoréme 1.1|, et en étudiant sa compatibilité aux foncteurs de restriction.

Pour essayer de comprendre les représentations supersinguliéres de SLy(F'), on peut com-
mencer par déterminer les informations pouvant étre déduites des résultats de Breuil-Pasktunas
et Hu sur les représentations supersinguliéres de GLs(F'). Nous nous intéressons en particulier
a la notion de diagramme canonique définie par Hu [Hu, Section 3| et a la possibilité d’obtenir
des renseignements sur un tel diagramme & partir d’'un analogue pour les représentations de
SLs(F). En effet, on dispose d’une application naturelle de restriction qui permet de définir un
diagramme (resp. un systéme de coefficients) pour SLy(F') & partir d'un diagramme (resp. un
systéme de coefficients) pour GLy(F'). Au début de notre thése, nous nous étions interrogée sur
I’existence d’un procédé réciproque, qui correspondrait idéalement & un procédé d’induction au
niveau des représentations et permettrait de construire de maniére fonctorielle un diagramme
(resp. un systéme de coefficients) pour GLy(F') & partir d'un objet de méme nature pour
SLo(F'). Nous pensons qu’il pourrait étre intéressant d’aller jusqu’au bout de cette idée si 'on
veut vraiment comprendre les analogies et les différences qui existent entre les comportements
des représentations supersinguliéres de GLo(F') et de SLo(F).

Un objectif a plus long terme consiste & donner une description compléte des représentations
supersinguliéres de SLy(F') dans d’autres cas que F' = Q, (qui est quant & lui traité dans
la Section 3.6 du Chapitre 3 de cette thése). Nous avons déja prouvé que les représentations
conoyaux m;(r, 0) ne sont jamais irréductibles 12, mais nous ne savons en général quasiment rien
sur leurs constituants de Jordan-Ho6lder. Obtenir ce type de résultats permettrait certainement
de progresser dans la compréhension des représentations supersinguliéres de GLs(F') grace aux
résultats que nous avons démontrés dans la Section 3.6 sus-citée.

12. Nous renvoyons le lecteur au Corollaire 3.5.26 du Chapitre 3 pour une preuve de cet énoncé.
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Concernant les représentations modulo p de U(2,1)(E/F), nous pourrions résumer notre

but par la formule suivante : tenter d’obtenir des résultats aussi poussés que ceux que nous
avons démontrés pour les représentations modulo p de SLo(F') tout en essayant d’abstraire
les arguments utilisés en vue d’une généralisation éventuelle (cf. Section 1.4.2). Ceci passe
tout d’abord par la preuve de la Conjecture B sur laquelle reposent nos résultats de classifica-
tion. Comme nous l'avons déja expliqué, nous n’avons pas rencontré pour I'instant de difficulté
conceptuelle dans sa démonstration, ce qui nous laisse espérer une résolution a (trés) court
terme de ce probléme.
Une question naturelle qui apparait alors est la recherche d’une description explicite des re-
présentations supersinguliéres de U(2,1)(E/F), au moins lorsque F' = @Q,. Son évidence fait
qu’elle est déja ’objet des recherches de plusieurs collégues, ce qui explique pourquoi nous nous
intéressons plutdt & une autre approche qui n’a, & notre connaissance, pas encore été abordée :
nous aimerions comprendre quels sont les paramétres qui apparaitraient dans une éventuelle
correspondance de Langlands semi-simple modulo p pour U(2,1)(E/F). Une maniére conjectu-
rale d’y parvenir consiste & comprendre les morphismes de groupes allant du groupe de Galois
absolu de F' vers le L-groupe de U(2,1) : en cas de succes, cela pourrait fournir des pistes a
suivre pour trouver la forme des représentations supersinguliéres de U(2,1)(E/F).

1.4.2 Le passage aux groupes réductifs p-adiques de F-rang 1

Les Chapitres 4 et 5 donnent un avant-gotit de ce a quoi nous aimerions aboutir : une gé-

néralisation des résultats de classification démontrés pour SLo(F) au cas des groupes réductifs
connexes p-adiques (quasi-déployés) de rang 1 sur leur corps de définition. En effet, il semblerait
que les deux pieds sur lesquels repose 'obtention d’une classification de cette forme soient la
structure des algébres de Hecke sphériques, qui sont des algébres de polynémes en un seul opé-
rateur, et la compréhension de 'action de cet opérateur sur 'arbre de Bruhat-Tits du groupe
considéré 3. A partir de 1a, des arguments immobiliers nous permettraient de décrire complé-
tement les représentations conoyaux attachées & des valeurs propres non supersinguliéres, et
fournirait en particulier I’équivalence des notions de supersingularité (au sens de [Her2| ou de
[BL94|, qui donnent exactement la méme définition dans ce cas) et de supercuspidalité (au
sens défini dans la Section 2.2.1 du Chapitre 2 de cette thése). L'intérét de ces résultats est
qu’ils fourniraient un nouvel angle d’approche pour la compréhension des représentations su-
percuspidales et compenseraient d’'une certaine maniére la perte de la théorie des types, qui
posait déja quelques problémes en caractéristique positive £ # p [D99], lorsque I'on étudie les
représentations modulo p.
Notons enfin que la question qui sous-tend les calculs des Chapitres 3 et 4 relatifs a la descrip-
tion des représentations conoyaux est la suivante, inspirée par [BL94, Theorem 25| : peut-on
décrire la structure du module universel ind% (o) Dn(G,Kk,0) (G, K,0)[T~1], ot 'on désigne par
o une représentation lisse irréductible de dimension finie sur E, d’un sous-groupe parahorique
spécial K de G, par H(G, K, o) lalgébre de Hecke associée au triplet (G, K, o), et par T' une
indéterminée ' ? Cette question recouvre en fait les deux interrogations suivantes :

— si 'on suppose que o est « suffisamment générique », dispose-t-on d’un isomorphisme

entre le module universel qui lui est associé et une induite parabolique universelle ?

— dans les cas ol o n’est pas « suffisamment générique », peut-on tout de méme décrire le

module universel qui lui est associé?
Signalons ici que la premiére question a été traitée par Herzig lorsque G est supposé déployé 1
et que K en est un sous-groupe compact maximal hyperspécial [Her2, Theorem 3.1] a 'aide
d’arguments de localisation. Nous pensons qu’il doit en fait étre possible de démontrer ces

13. Plus précisément de son groupe adjoint.
14. Dont la spécialisation en un scalaire non nul A € F; permet de récupérer nos représentations conoyaux.
15. Mais sans aucune hypothése sur le F-rang de G.
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résultats par des arguments purement immobiliers en exploitant plus profondément la structure
de I'arbre de Bruhat-Tits de G (i.e. de son groupe adjoint) et de son bord a l'infini.

1.4.3 De la théorie des représentations p-adiques de SL,(F') aux représen-
tations galoisiennes

Une fois la structure des représentations modulo p de SLo(F') comprise, se pose la question
d’un éventuel relévement a des représentations p-adiques de SLo(F'). Autrement dit, on se
demande s'il existe des représentations de SLy(F') ayant de bonnes propriétés (de type conti-
nuité, unitarité ou admissibilité) qui fournissent, aprés application d’un procédé de « réduction
modulo p » analogue & celui qui existe pour les représentations p-adiques de GLa(F'), une
représentation lisse irréductible arbitrairement fixée de SLo(F) et, le cas échéant, si 'opéra-
tion ainsi définie ne proviendrait pas d’un foncteur qui se comporterait comme un foncteur de
Colmez pour SLs.

Dans le méme ordre d’idées, nous nous interrogeons quant a l’existence d’une théorie des
(¢, I')-modules créée a partir de SLo qui serait compatible, par un procédé de restriction
reflétant la restriction naturelle de GLy & SLs, avec celle qui fut développée par Fontaine
puis Colmez & partir de GLo. L’idée qui motive cette interrogation réside dans la recherche
d’une correspondance de Langlands p-adique pour SLy(F), au moins lorsque F' = Qp, qui
serait compatible & la correspondance de Langlands p-adique pour GLs(F) issue des travaux
de Berger-Breuil et Colmez. En cas de réponse positive, il serait intéressant de se pencher sur
les conjectures modulaires « a la Breuil-Mézard » que 1’on pourrait y associer et sur leurs liens
éventuels avec les conjectures qui existent déja pour GLo [BM02, BM11].



Chapitre 2
Préliminaires généraux

Ce chapitre a pour but d’introduire les notations et résultats généraux que nous utiliserons
dans cette thése. Il est essentiellement constitué de deux parties : la premiére traite des objets
et outils de la théorie classique des représentations qui nous seront nécessaires. Elle s’étend
sur deux sections : I'une est plutét axée sur les fondements de la théorie, tandis que 'autre ne
traite que de ce qui se rattache aux foncteurs d’induction. La seconde partie présente quant
a elle les notions de la théorie des algébres de Hecke et de leurs modules & droite dont nous
aurons besoin.

Dans un souci de complétude, nous rappelons toutes les définitions et donnons pour chaque
résultat énoncé, y compris pour les plus élémentaires, une démonstration ou une référence. Le
lecteur familier de la théorie des représentations pourra donc allégrement survoler ce chapitre.

Dans la suite de ce chapitre, C' désigne un corps! quelconque. On considére un groupe
topologique G que l'on suppose localement profini et dont on note 1 I'élément neutre. On
rappelle qu'un groupe topologique est :

— un pro-p-groupe s'il peut s’écrire comme limite projective de groupes finis (munis de la

topologie discréte) dont le cardinal est une puissance de p;

— un groupe profini s’il peut s’écrire comme limite projective de groupes finis (munis de la

topologie discréte) ;

— un groupe localement profini s’il est séparé et si son élément neutre posséde une base de

voisinages formée de sous-groupes ouverts compacts.
Notons ici que tout sous-groupe fermé d’un groupe localement profini est lui-méme localement
profini pour la topologie induite. On désigne par H un sous-groupe de G que ’on munira de
la topologie induite et, si nécessaire, de propriétés topologiques supplémentaires. On note Zg
le centre de G, dont on rappelle qu’il est défini par Zg :={g € G |V z € G, gz = zg} .

2.1 Rappels de théorie des représentations

2.1.1 Vocabulaire

Une représentation de G sur C' est un homomorphisme de groupes 7 : G — Autc(V), ou V
désigne un espace vectoriel sur C. On note 7 ou (m, V') une telle représentation. Lorsque V est
de dimension finie sur C, on appelle dimension de la représentation © sur C' l'entier dimg V.

Deux représentations w1 : G — Autc (V1) et my : G — Aute(Va) sont dites isomorphes s’il
existe un isomorphisme de C-espaces vectoriels 1 : V3 — V5 compatible avec 'action de G, i.e.

1. Dans cette thése, les corps seront toujours (par définition) commutatifs.
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tel que
VgeG, pom(g) =mlg)oy . (2.1)

On dispose plus généralement de la notion de morphisme de représentations. Un morphisme
de représentations ¢ : 1 — my est une application C-linéaire ¢ : Vi — V5 qui satisfait a la
condition (2.1). L’ensemble de ces morphismes forme un C-espace vectoriel noté Home (71, m2).
Lorsque 71 = ma, on notera Endg(m) := Homg (1, m1).

D’aprés la définition rappelée au début de cette section, une représentation de G sur C
peut aussi étre considérée comme la donnée d’une action linéaire du groupe G sur un C-espace
vectoriel V', ou encore d’une structure de C[G]-module sur V. Lorsqu’il n’y a pas de risque de
confusion concernant la représentation considérée, on note g - v le vecteur résultant de ’action
de g € G sur v € V. Le stabilisateur d’un vecteur v € V' pour cette action est alors défini par

Stabg(v) :={g€ G| g-v=1v}.
Si H est un sous-groupe de G, on note VH ou 7 I'espace des vecteurs invariants sous l’action
de H (ou : vecteurs H-invariants) de la représentation (m, V). C’est le sous-espace vectoriel
constitué des vecteurs v € V fixes sous ’action de tout élément de H :

VHE.={veV |VheH h-v=v}={veV |HC Stabg(v)} .

Une représentation 7 : G — Autc (V) est dite irréductible si le C[G]-module qu’elle définit
sur V est simple, ce qui revient & dire que V' n’est pas nul et que les seuls sous-espaces vectoriels
de V stables sous l'action de G sont {0} et V.

Elle est dite lisse si pour tout élément v € V', Stabg(v) est un sous-groupe ouvert de G.
Dans ce cas, V est réunion de ses espaces de vecteurs invariants sous l’action des sous-groupes

ouverts de G :
v=Jv®
Q

ou ) parcourt ’ensemble des sous-groupes ouverts de G.

La représentation (7, V) est dite admissible si elle est lisse et si, pour tout sous-groupe
ouvert © de G, I'espace V¥ est de dimension finie sur C.

Si n est un C-caractére de Zg, on dit que m admet n pour caractére central si 'action de
Zq sur V est donnée par le caractére 7 :

VzeZg, VveV, z-v=n(z)v.

Enfin, si 7 est une représentation de G sur C et si x est un caractére de G, on définit la
représentation tordue de m par x comme la représentation m ® y de G sur C' définie par :

VgeG, (mex)(g):=x(9)r(g) -

Rappelons ici que la torsion par un caractére lisse préserve la lissité et la longueur en tant que
C[G]-module.

Remarque 2.1.1. Sauf mention contraire explicite, toutes les représentations considérées dans
la suite seront supposées lisses.

Remarque 2.1.2. Toute représentation lisse de G de dimension 1 sur C' définit, par le choix
d’une base du C-espace vectoriel C' qui permet d’identifier Autc(C) & C*, un C-caractére de
G, i.e. un homomorphisme de groupes G — C* continu?. De plus, deux telles représentations

2. Pour la topologie discréte sur C*, ce qui revient & demander que le noyau de cet homomorphisme soit un
sous-groupe ouvert de G.
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sont isomorphes si, et seulement si, elles définissent le méme C-caractére de G.

On dispose donc d’une bijection canonique entre ’ensemble des classes d’isomorphisme des
représentations lisses de G de dimension 1 sur C' et celui des C-caractéres de G. Dans la suite,
on identifiera parfois sans précision supplémentaire une représentation lisse de dimension 1 sur
C avec le C-caractére qu’elle définit.

On termine cette premiére sous-section par un rappel du résultat suivant, connu sous le nom de
Lemme de Schur, qui permet notamment de prouver que toute représentation lisse irréductible
a coefficients dans un corps algébriquement clos d’un groupe abélien doit étre de dimension 1.

Lemme 2.1.3 (Lemme de Schur). On suppose que C est un corps algébriquement clos. Si (7, V')
est une représentation lisse irréductible admissible de G sur C, les seuls endomorphismes de V
qui commutent & l'action de G sont les homothéties. Autrement dit, on a Endg(V) = C.

2.1.2 Structure des caractéres d’un groupe

Commengons par rappeler que si I' est un groupe arbitraire, on appelle groupe dérivé de I’
le sous-groupe D(I") engendré par I’ensemble des éléments de la forme xyz—'y~! avec x, y € T.
Le quotient I'/D(T") est appelé ’abélianisé de T" : c’est le plus grand quotient abélien de I". On
dispose alors du résultat suivant, dont 1'utilité est inversement proportionnelle & la simplicité
de sa démonstration.

Proposition 2.1.4. Soient I' un groupe et X un groupe abélien. Tout homomorphisme de
groupes I' — X se factorise a travers l’abélianisé de .

Démonstration. Notons e 1’élément neutre de X. Il nous suffit de montrer que si ¢ : I' =& X
est un homomorphisme de groupes, son noyau contient nécessairement le groupe dérivé D(T")
de I'. Comme ¢ est un homomorphisme de groupes, il suffit de vérifier cette propriété sur un
systéme générateur de D(I"), ce qui est immédiat : pour tous éléments x et y de I, on a en
effet

Sy~ ly™h) = d(2)d(y)d(z) " o(y) T = (d(x)p(x) ) (S(y)e(y) ) =€,

la seconde égalité reposant sur la commutativité de X. O
Corollaire 2.1.5. Tout C-caractére d’un groupe I' se factorise a travers ’abélianisé de I'.

Remarque 2.1.6. Si 'on demande que le C-caractére considéré soit lisse, on obtient alors
une factorisation & travers l'abélianisé topologique de I, i.e. & travers le quotient de I' par
I’adhérence de son groupe dérivé.

2.1.3 Représentations conjuguées

Soient H un sous-groupe de G et g un élément de G. Si m est une représentation de H
sur C, on définit la représentation g-conjuguée m9 de m comme la représentation du groupe
HY := gHg~! sur C donnée par la formule suivante :

VzegHgt, n9(x) :=n(g  zg) .

Les représentations 7w et w9 sont donc définies sur le méme espace vectoriel. Par ailleurs, la
définition assure immédiatement que cette construction préserve la lissité, 'admissibilité, I'ir-
réductibilité et l'existence d’un caractére central. Il est tout aussi immédiat de vérifier les
propriétés suivantes.



40 RAPPELS DE THEORIE DES REPRESENTATIONS

Proposition 2.1.7. Soient H un sous-groupe de G et m une représentation lisse de H sur C.
1. Pour tous éléments g, h € G, on a (19)" = 79"

2. Une représentation o est une sous-représentation (respectivement : un quotient ; un sous-
quotient) de 7 si et seulement si la représentation o9 est une sous-représentation (resp. :
un quotient ; un sous-quotient) de 9.

3. Si g est un élément du centre de G, alors w9 = .

Remarque 2.1.8. Lorsque H est un sous-groupe normal de G, on peut aussi voir la construc-
tion précédente comme une action & droite du groupe G sur I'ensemble des C-représentations
de H qui se factorise a travers le quotient G/Z(G) et préserve les propriétés d’irréductibilité,
de lissité et d’admissibilité.

2.1.4 Existence de vecteurs invariants en caractéristique positive

Supposons un instant que C soit un corps de caractéristique p > 0, ce qui sera le cas
dans les chapitres suivants puisque nous y considérerons des représentations & coefficients dans
une cléture algébrique fixée Fp du corps premier a p éléments. On dispose alors d’un résultat
d’existence systématique de vecteurs invariants non triviaux sous I’action lisse des pro-p-groupes
qui s’énonce comme suit.

Lemme 2.1.9. Soit p un nombre premier.

Soient P un pro-p-groupe et w: P — Autc(V') une représentation lisse non nulle de P sur un
corps C de caractéristique p. Il existe alors un vecteur non nul de V' qui est fixe sous ’action
de P. Autrement dit, l'espace VT n’est pas réduit au vecteur nul.

Démonstration. Ce résultat est bien connu lorsque P est un groupe fini dont le cardinal est
une puissance de p [Ser2, Proposition 26]. On se raméne & ce cas en procédant comme suit :
fixons un vecteur non nul v de 7 et notons p le sous-C[P]-module de 7 engendré par v. Par
lissité de laction de P sur v, le sous-groupe Stabp(v) est ouvert dans le pro-p-groupe P, donc
il y est d’indice fini et la représentation p est par suite de dimension finie sur C. On choisit

d
alors une base (vi,---,v4) de p sur C' et 'on pose S = m Stabp(v;) : c’est de nouveau un
i=1
sous-groupe d’indice fini dans P, et il agit trivialement sur la représentation p, ce qui permet
de factoriser l'action de P sur p a travers le p-groupe fini P/S et de terminer la démonstration

car 'on a alors
O#pP/S:pPCWP.

2.2 Les foncteurs d’induction

Si 7 est une représentation lisse de G sur C, on peut se limiter & ne considérer que ’action
de H sur 7. On définit ainsi une représentation lisse de H sur C' que l'on note m|g, et un
foncteur de restriction a H allant de la catégorie des représentations lisses de G sur C' vers
celle des représentations lisses de H sur C.

Réciproquement, il existe deux constructions fonctorielles standard qui nécessitent chacune une
hypotheése topologique sur le sous-groupe H et définissent des foncteurs allant de la catégorie
des représentations lisses de H sur C vers celle des représentations lisses de G sur C : I'induc-
tion lisse et 'induction compacte.

L’un des principaux intéréts de ces foncteurs est qu’ils fournissent des adjoints du foncteur de
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restriction, comme en témoignent les réciprocités de Frobenius qui leur sont attachées (Propo-
sitions 2.2.1 et 2.2.3).

2.2.1 Induction lisse

Supposons que H soit un sous-groupe fermé de G et que (o,V’) soit une représentation
lisse de H sur C. On note Ind% (o) la représentation lisse de G sur C' dont 1’espace vectoriel
sous-jacent est I’ensemble des fonctions f : G — V uniformément localement constantes telles
que

VgeG, YheH, f(hg)=a(h)f(g),

sur lesquelles G agit par translations & droite :

V(g,z) € GxG, (g-f)(z):= f(zg) .

Cette construction définit un foncteur Indg, dit d’induction lisse, allant de la catégorie des
représentations lisses de H sur C vers celle des représentations lisses de G sur C. L’énoncé
suivant, connu sous le nom de réciprocité de Frobenius lisse, affirme que le foncteur d’induction
lisse est un adjoint a droite du foncteur de restriction.

Proposition 2.2.1 (Réciprocité de Frobenius lisse). Soient m une représentation lisse de G
sur C et o une représentation lisse de H sur C. L’application [f — f(-)(1)] établit alors un
isomorphisme de C-espaces vectoriels :

Homg (7, Ind% (0)) = Hompy (7|5, 0) .

Démonstration. Nous renvoyons a [Vigd6, Section 1.5.7.7)] pour une preuve détaillée, qui

consiste & vérifier que les deux applications suivantes définissent bien ’isomorphisme annoncé :

— si ® est un élément de Homg (7, Ind% (o)), on lui associe la fonction ¢ : 7|y — o définie
par ¢(v) i= D (v)(1).

— Réciproquement, un élément ¢ € Homy (7|, o) s’envoie sur la fonction ® : 7 — Ind% (o)

définie par ®(v) := [g — ¢(gv)]. O

Un cadre de travail qui nous intéressera particuliérement est le suivant : GG est le groupe des
points rationnels d’un groupe réductif p-adique connexe défini et quasi-déployé sur un corps
local non archimédien F' complet pour une valuation discréte, de caractéristique résiduelle p > 0
et de corps résiduel fini, H = LU est un sous-groupe parabolique de G de radical unipotent U
et admettant L comme sous-groupe de Levi, et o est une représentation lisse irréductible de H
sur C obtenue par inflation d’une représentation lisse irréductible admissible de L sur C'. Dans
ce cas, la représentation Ind%(a) est appelée l'induite parabolique (a partir de H) de o a G.
Ces représentations permettent d’introduire la terminologie suivante : une représentation lisse
irréductible de G sur C est dite :

— supercuspidale si elle n’est isomorphe a aucun sous-quotient d’une représentation para-

boliquement induite & partir d’'un sous-groupe parabolique propre de G ;

— de la série principale de G si elle est de la forme Ind§(n) avec B sous-groupe de Borel

de G et n: B — C* caractére lisse de B.

2.2.2 Induction compacte

On suppose maintenant que H est un sous-groupe ouvert de G et que (0, V) est une
représentation lisse de H sur C. On note ind%(o) la représentation lisse de G sur C' dont
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I’espace vectoriel sous-jacent est I’ensemble des fonctions f : G — V uniformément localement
constantes a support compact modulo H (a gauche) et telles que

VgeG, VheH, f(hg) =c(h)f(g),
sur lesquelles G agit par translations & droite :

V(g,x) €GxG, (9-f)(x):= flzg) .
Cette construction définit un foncteur indg, dit d’induction compacte, allant de la catégorie
des représentations lisses de H sur C vers celle des représentations lisses de G sur C.
Remarquons que si H est un sous-groupe ouvert de G, il est aussi fermé et 'on peut alors
définir les deux induites Ind% () et ind% (o). Il est clair que, dans ce cas, ind% (o) est une sous-
représentation de Ind% (), et 'on dispose de plus de la propriété suivante [Vig96, 1.5.2.a)).

Proposition 2.2.2. Soit H un sous-groupe ouvert de G tel que le quotient H\G soit compact®.
On a alors, pour toute représentation lisse o de H sur C,

ind% (o) = nd% (o) .

Les éléments de indg(a) A support dans une seule classe a droite modulo H sont appelés
des fonctions standard. Pour toute paire (g,v) € G x o, on notera [g,v] la fonction standard
définie par ’expression suivante :

S -1
Vzeq, [gv](z):= { g(mg)(v) Zi . ; ggl ’ (2.2)

Autrement dit, la fonction standard [g,v] est I'unique élément de ind% (o) dont le support
est égal & Hg™!
ouvert compact de G, on peut écrire tout élément de ind% (o) comme une combinaison linéaire
finie de fonctions standard. On dispose en outre des deux propriétés suivantes, qui découlent
immeédiatement de la définition (2.2) :

i)V (g9,91) € GXxG, Yveoa g([gr,v]) = [991,v];
i) Vge G, Yhe H Yvea, [gh,v]=[g,0(h)(v)].

et qui vaut v en g~ ! Il est alors facile de voir que si H est un sous-groupe

Il existe aussi une réciprocité de Frobenius pour le foncteur d’induction compacte, qui est cette
fois un adjoint & gauche du foncteur de restriction.

Proposition 2.2.3 (Réciprocité de Frobenius compacte). Soient m une C-représentation lisse
de G et o une C-représentation lisse de H. L’application [f — f([1,-])] établit un isomorphisme
de C-espaces vectoriels :

Homg (ind% (0), 7) = Hompy (o, 7)) .

Démonstration. Nous renvoyons a [BL94, Section 2.1] pour le détail de la preuve, qui consiste
a vérifier que les deux applications suivantes définissent bien l'isomorphisme annoncé :
~ si ¢ € Homp(o,7|g), on lui associe la fonction ® : ind% (o) — 7 définie par

o(f):= Y mae(f(x)) -

z€H\G

— Réciproquement, on associe & ® € Homg(indg(a),ﬂ) lapplication ¢ : 0 — 7|y définie

par ¢(v) := ®([1,v]).
O]

Remarque 2.2.4. La représentation indg((f) est isomorphe & la représentation lisse de G
portée par le C[G]-module C[G] ®¢(x) V. Sous cet isomorphisme, la réciprocité de Frobenius
compacte énoncée ci-dessus refléte alors la propriété universelle du produit tensoriel.

3. Ce qui équivaut & demander que ce quotient soit fini puisque H\G est muni de la topologie discéte.
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2.2.3 Induction et conjugaison

Les représentations de G obtenues par I'un ou 'autre des procédés d’induction décrits dans
la section précédente ont un comportement assez plaisant vis-a-vis de la conjugaison, comme
en atteste la proposition suivante.

Proposition 2.2.5. Soient H un sous-groupe owvert de G, (o,V') une représentation lisse de
H sur C et g un élément de G. La conjugaison par g définit des isomorphismes de C|G]|-modules
de la forme suivante :

(Ind%(o))g ~ Ind%, (09) ; (ind%(o’))g ~ ind%, (09) .

Démonstration. On effectue la démonstration dans le cas de l'induction compacte, le cas de
I'induction lisse se traitant par le méme argument. Pour tout élément f de (ind%(a))g, on
définit la fonction ®(f) par la formule suivante :

Vel o(f)(z) = flg'zg) .

Cette fonction est définie sur G et elle est bien lisse puisqu’elle est fixe sous l'action du sous-
groupe ouvert g(Stabg(f))g~!. Elle est & support compact modulo gHg~! = HY et, tout comme
f, a valeurs dans ’espace V' qui est aussi 'espace vectoriel sous-jacent de la représentation 9.
Elle satisfait en outre la propriété suivante (z € G et h € HY) :

®(f)(ha) = f(g " hag) = f(g~ " hgg ' xg) = o(g~ ' hg)®(f)(x) = o?(R)®(f)(z) ,

la troisiéme égalité venant de I'appartenance de g~ 'hg a H.
Tout ce qui précéde permet donc d’affirmer que l'opérateur

D (indg(a))g — ind%, (09)
est bien défini. Il est clairement C-linéaire et sa G-équivariance est prouvée par le calcul suivant :

Vryed, (x-@(f)(y) =

= oz f)y) -

L’injectivité et la surjectivité de ® sont immédiates puisque l'on a f(z) = ®(f)(gzg~') pour
tous éléments x € G et f € (indg(a))g. O

Remarque 2.2.6. La démonstration et I’énoncé de la Proposition 2.2.5 sont encore valables
dans la situation suivante : G est un sous-groupe fermé d’un groupe topologique G, H est un
sous-groupe ouvert de G (ou seulement fermé si l'on ne s’intéresse qu’a l'induction lisse) et
g est un élément de G tel que gGg~ = G. Nous utiliserons ce cadre de travail lorsque nous
considérerons G = SLy comme un sous-groupe de G = G Ly (voir Section 3.5).

Nous terminons par un résultat qui permet, sous certaines hypothéses, de décomposer la res-
triction & un sous-groupe K de G d’une représentation obtenue par induction compacte en une
somme directe de représentations de K obtenues par induction compacte a partir de divers
sous-groupes : c’est la décomposition de Mackey, dont une preuve est donnée dans [Vig96,
Section 1.5.4.v)].
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Proposition 2.2.7 (Décomposition de Mackey). Soient H et K deux sous-groupes fermés de
G tels que les doubles classes HgK (g € G) soient a la fois ouvertes et fermées, ce qui est par
exemple le cas lorsque 'un des deux groupes H ou K est ouvert. Pour toute représentation lisse
o de H sur C, la restriction o K induit un isomorphisme de C[K]-modules :

indf (o) |k ~ @ indfn g (") (2.3)

T

ot x parcourt un systéme de représentants dans G de H\G/K.

Il existe aussi une décomposition de Mackey pour les induites lisses, dont nous ne donnons
pas d’énoncé général car nous n’en aurons pas l'utilité. Nous mentionnons cependant le cas
particulier suivant, qui est notamment vérifié lorsque G admet une décomposition de type
Iwasawa.

Lemme 2.2.8. Supposons que G = BK avec B et K deux sous-groupes fermés de G.

1. St o est une C-représentation lisse de B, la restriction ¢ K induit un isomorphisme de
C[K]-modules
nd%(0)|x ~ Ind% (o) .

2. §i'V est une C-représentation lisse de K, la restriction a B induit un isomorphisme de
C[B]-modules
ind%(V)|p ~ ind%5(V) .

Nous renvoyons le lecteur intéressé par plus de détails a [Vig96, Section 1.5.5].

2.3 Algébres de Hecke et espaces de vecteurs invariants

On suppose dans cette section que H désigne un sous-groupe ouvert de G.

2.3.1 Rappels sur les algébres de Hecke

Définition 2.3.1. Soit (o, V') une représentation lisse de H sur C. L’algébre de Hecke asso-
ciée au triplet (G, H,o) est la C-algébre Ho (G, H, o) des endomorphismes du C[G]-module
ind% (o) :

Ho(G, H, o) := Endgq (ind% (o)) .
Dans le cas particulier ot ¢ = 1 est la représentation triviale de H, on écrira H¢o (G, H) au lieu

de Ho(G, H, 1) pour alléger les notations.

L’énoncé suivant fournit une autre description de 'algébre Ho (G, H, o) que l'on utilisera
volontiers lorsque I'on devra faire des calculs explicites.

Proposition 2.3.2. La C-algébre Ho(G, H,0) est naturellement isomorphe a [’algébre de
convolution Ho (G, H, o) des fonctions f: G — Endc(V) telles que :

i) pour tout v € V, Uapplication [g — f(g)(v)] est lisse et a support compact modulo H (a
gauche) ;

ZZ) A hl,hg S H, v g c G, f(hlghz) = U(hl)f(g)()'(hQ) .
La structure d’algébre de He(G, H,0) est donnée par le produit de convolution défini par la
formule suivante :

V f1, f» €Ho(G, H,0), Vg € G, (fixf2)(9) = Y filx)fa(z"g) .

x€G/H
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Démonstration. Ce résultat est démontré dans [BL94, Proposition 5|. Sa preuve repose es-
sentiellement sur une réécriture convenable de la réciprocité de Frobenius compacte, et
consiste a vérifier que 'application envoyant une fonction f € Hg (G, H, o) sur opérateur
Ty € Ho(G, H, o) défini par :

Vo eindfo), Te(¢) g~ Y flgz (@)= D [fl@)ea"g)),

HzeH\G zHeG/H

est effectivement un isomorphisme de C-algébres. O

Remarque 2.3.3. Lorsque o est de dimension finie, 'espace He (G, H, o) est celui des fonctions
f: G — Endg(V) lisses a support compact modulo H qui satisfont & la condition 47) ci-dessus.

On note Ty € Hco(G, H, o) I'opérateur de Hecke associé a f € Hg (G, H, o) par 'isomorphisme
de la Proposition 2.3.2. Lorsque le support de f est égal & une seule double classe HggH, on
dispose d’une formule explicite assez simple permettant de calculer T’ sur les fonctions standard
[BLY4, Equation (9)] que nous rappelons ici. Si {k;gy ' }icr est un systéme de représentants des
classes a gauche modulo H de Hgo_lﬂ, i.e. sil’on a HgO_1H = |_| kigglﬂ, alors :
i€l
VgeG VoeV, Tlgv) = lgkigy ", flgo)o(k; )] - (2.4)

iel
2.3.2 Compatibilité a la conjugaison des induites

On commence par une remarque générale simple mais trés importante pour la suite.

Proposition 2.3.4. Si 7w est une représentation lisse de G sur C et si a est un élément de
G, tout endomorphisme de C[|G|-modules T : m — 7 est naturellement un endomorphisme de
C|G]-modules T : 7® — 7°.

Autrement dit : 'application identité induit un isomorphisme de C-algébres

Endc[G}(W) ~ EndC’[G] (Wa) .

Démonstration. Soit T : m — 7 un endomorphisme de C[G]-modules. On peut encore définir
T(f) pour tout élément f € 7 puisque m et 7 ont les mémes espaces vectoriels sous-jacents.
Si 'on note g - f l'action de g sur f dans m, et g @ f I'action de g sur f dans 7%, on a alors :

VgeG, T(gef) = T((e 'ga)-f)
= (a7lga)-T(f) par G-équivariance de T
= goT(f),
de sorte que T est encore un endomorphisme de C[G]-modules pour 7. L’interprétation en

termes d’espaces d’endomorphismes est une conséquence directe de ce qui précéde et de I'iden-
tite (72)* " = . O

Remarque 2.3.5. Cet énoncé et cette démonstration restent valables si I'on considére une
représentation 7w d’un sous-groupe normal H de G.

Un cas particulier de la Proposition 2.3.4 concerne les représentations m obtenues par in-
duction compacte : les algébres d’endomorphismes qui apparaissent alors sont des algébres de
Hecke. Les Propositions 2.2.5 et 2.3.4 permettent donc d’obtenir I’énoncé suivant.

Corollaire 2.3.6. Soient H un sous-groupe ouvert de G, o une représentation lisse de H sur
C et a un élément de G. L’application identité induit un isomorphisme de C-algébres :

Ho(G, H, o) ~ He(G, H®, 0%) |
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2.3.3 Structure de module sur les espaces de vecteurs invariants

Si (m, V') est une représentation lisse de G sur C et si H est un sous-groupe ouvert compact
de G, l'espace w1 des vecteurs invariants sous I'action de H est naturellement muni d’une
structure de He (G, H)-module a droite : en effet, la réciprocité de Frobenius compacte assure
que 'on a

7 = Hompy (1, 7) = Homg(ind% (1), 7) ,

et la composition a droite munit Homg(ind%(1),7) d'une structure naturelle de
Endg(ind% (1)) = He(G, H)-module & droite.

L’expression donnant directement la structure de Hc (G, H)-module & droite de 77 s’obtient
comme suit. Soient v € 7, T € Ho(G, H) et v|T € 7 le vecteur résultant de I’action de
T sur v. Etant donné que le C[G]-module universel C[H\G] est engendré par 1y, il existe un
unique morphisme de C[G]-modules @, : C[H\G] — V envoyant 1y sur v. L’action de T sur
v est alors donnée par la formule suivante :

[T := @, 0 T(1y) . (2.5)

La connaissance de ces modules permet d’obtenir un critére d’irréductibilité puissant pour
les représentations modulo p, pour peu que 'on dispose de bons pro-p-groupes. 1l justifie I’étude
des modules simples & droite sur certaines algébres de Hecke, dont celle qui est effectuée dans
le Chapitre 6 de cette thése.

Proposition 2.3.7. On suppose que C est de caractéristique p et que P est un pro-p-sous-
groupe ouvert de G.

Soit m une représentation lisse de G sur C engendrée comme C[G]-module par lespace ©F de
ses vecteurs P-invariants. Si w* est un Hco(G, P)-module (a droite) simple, alors T est une
représentation irréductible de G.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que la simplicité du Hc (G, P)-module simple !
assure sa non-nullité, et donc aussi celle de 7. Supposons maintenant que o soit une sous-
représentation non nulle de 7. D’aprés le Lemme 2.1.9, Pespace o des vecteurs P-invariants
est non nul. I1 définit alors un sous-H¢ (G, P)-module non nul de 7%, qui doit étre égal a 7¥ par
hypothése de simplicité. Comme nous avons supposé que 7 engendre la représentation 7, on
obtient que o engendre le C[G]-module 7, ce qui montre que o = 7 et prouve l'irréductibilité
de 7. O



Chapitre 3

Représentations modulo p de SLso(F)

3.1 Introduction

Soient p un nombre premier et F' un corps local non archimédien complet pour une valua-
tion discréte, de caractéristique résiduelle p et de corps résiduel fini k. Au milieu des années
90, Barthel et Livné [BL94, BL95| ont donné une classification des représentations modulo p
de GLo(F) faisant apparaitre une famille mystérieuse de représentations qu’ils ont appelées
représentations supersinguliéres et qui sont en général incomprises. Le seul cas bien compris
est celui ou F' = Q,, dans lequel les travaux de Breuil fournissent une description explicite
des représentations supersinguliéres de GL2(Q)) [Br, Théoréme 1.1] qui permet de définir une
« correspondance de Langlands locale semi-simple modulo p » [Br, Définition 4.2.4]. De plus,
les travaux d’Ollivier [O3| montrent que dans ce cas, le foncteur qui associe & une représen-
tation modulo p de GL2(Q,) son espace de vecteurs invariants sous I’action du pro-p-Iwahori
standard (1) établit une équivalence de catégories entre la catégorie des représentations lisses
admissibles a caractére central fixé de GL2(Q,) sur F,, engendrées par leurs I(1)-invariants
et la catégorie des modules & droite sur la pro-p-algébre de Hecke-Iwahori de GL2(Qp). Ils
prouvent aussi que cette équivalence de catégories est mise en défaut lorsque kr est de cardinal
strictement supérieur & p ou lorsque F' est le corps des séries de Laurent a coefficients dans IF,,
avec p impair [O3, Théoréme 1.3].

L’objectif de ce chapitre est de donner un premier panorama de la théorie des représentations
modulo p de SLo(F). Une motivation possible réside dans le fait que le groupe SLa(F') est de
structure suffisamment proche de celle du groupe G Ly (F') pour espérer obtenir des résultats de
classification semblables & ceux obtenus par Barthel-Livné et Breuil, voire une équivalence de
catégories analogue a celle d’Ollivier I. Nous verrons qu'il est cependant déja suffisamment dif-
férent pour que ’on voie apparaitre quelques divergences significatives au niveau de la structure
des représentations supersinguliéres, divergences qui pourraient peut-étre aider & comprendre
pourquoi le cas de GL2(Q,) est si particulier vis-a-vis de la théorie relative & GLo(F") lorsque
F # Q,, voire plus généralement vis-a-vis de la théorie des représentations modulo p de GL,,(F')
pour n > 2.

Présentation des principaux résultats

Le premier résultat important de ce chapitre concerne les représentations non supercuspi-
dales de Gg := SLa(F) sur F,. On rappelle qu'une représentation lisse irréductible est dite

1. Ce dernier point est plutdt traité dans le Chapitre 6.

47
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supercuspidale si elle n’est pas isomorphe a un sous-quotient d’une représentation de la forme
Indgg (n), ou 'on note Bg le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures de

Ggetoun: Bg — F; désigne un caractére lisse. L’étude de la structure de E,[Bg]—module

portée par la représentation Indgg (n) permet en particulier d’obtenir la description de toutes
les représentations lisses irréductibles non supercuspidales de Gg (Théoréme 3.4.1).

Théoréme 3.1.1. Soitn: Bg — F; un caractere lisse.

1. Le Fp[Bg]-module Indgg (n) est de longueur 2. 1l est indécomposable si et seulement sin
n’est pas le caractére trivial. Dans le cas contraire, il est totalement décomposé.

2. Le F,[Gs]-module Indgg (n) est wrréductible si et seulement si m n’est pas le caractére

trivial. Dans le cas contraire, c’est un F,[Gg]-module indécomposable de longueur 2 ad-
mettant le caractére trivial 1 comme sous-objet et la représentation de Steinberg Stg
comme quotient.

3. Il n'existe pas d’isomorphisme entre sous-quotients d’induites paraboliques provenant de
caracteres distincts.

Une preuve rapide du troisiéme point de ce théoréme utilise la connaissance que nous avons
de la dimension sur E} des espaces de vecteurs invariants sous ’action du pro-p-sous-groupe
d’Iwahori Ig(1) des représentations non supercuspidales, dont on rappelle les valeurs possibles
ci-dessous (Propositions 3.4.11, 3.4.15 et Corollaire 3.4.16). On démontre aussi une relation forte
entre les représentations non supercuspidales de G := GL2(F') et de Gg (Théoréme 3.4.20), qui
utilise la seconde assertion du Théoréme 3.1.1 pour assurer que 'on a bien un isomorphisme
mais ne nécessite aucune connaissance sur les espaces de vecteurs invariants sus-mentionnés.
Mentionnons que nous disposons du méme type de résultats pour les représentations lisses non
irréductibles définies par induction parabolique & partir d’un E,—caractére lisse de Bg.

Théoréme 3.1.2. Soit V' une représentation lisse irréductible non supercuspidale de SLo(F)
sur IFp,.
1. L’espace des vecteurs Is(1)-invariants de V est de dimension 2 surFy, si V est une induite
parabolique d’un IFy-caractére lisse de Bg, et de dimension 1 sinon.

2. A torsion par un Fp-caractére lisse de G pres, il existe une unique Fy-représentation lisse
irréductible non supercuspidale de GLo(F') dont la restriction a Gg est isomorphe a V.

Pour attraper les autres représentations possibles de Gg, nous suivons les idées développées
par Barthel-Livné [BLO94|, ce qui nécessite en premier lieu d’étudier les algébres de Hecke
sphériques attachées a Gg. Il ne faut pas oublier de tenir compte du fait que, contrairement
a ce qui a lieu pour G, 'action par conjugaison de Gg sur ’ensemble de ses sous-groupes
compacts maximaux n’est pas transitive. Elle posséde deux orbites : I'une est représentée par
le sous-groupe compact maximal Ko := SL2(OF) formé des points Op-rationnels de SLa, et
'autre est représentée par le sous-groupe compact maximal K, := aKoa ™! ot @ = < (1) wOF >
est un élément de G n’appartenant pas a Gg. Cependant, comme cela est expliqué & partir de
la Section 3.5.5, le choix de 'un ou de 'autre de ces compacts ne modifie pas les résultats
obtenus, ce qui explique que 'on puisse se limiter & I’étude des objets associés a Kj.

On dispose alors de ’énoncé suivant, obtenu par concaténation du Corollaire 3.5.8 et des
Propositions 3.5.13 et 3.5.22, qui affirme que les algébres de Hecke sphériques attachées a Gg
sont de nouveau des algébres de polynémes sur E, a une indéterminée (donc sont en particulier
des algeébres commutatives) et que leur action est compatible avec celle des algébres de Hecke
sphériques attachées & G, sous réserve de donner un sens a cette assertion, comme nous le faisons
dans la Section 3.5.3. Rappelons que si K est un sous-groupe compact maximal de Gg, on sait
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déterminer facilement un systéme « naturel » de représentants des classes d’isomorphisme de
ses représentations lisses irréductibles sur F,, ce systéme dépendant du choix du plongement
t:kp — Fp. Nous renvoyons a la Section 3.5.1 pour plus de détails & leur sujet, et notamment
pour la définition des représentations oz qui apparaissent dans le prochain énoncé.

Théoréme 3.1.3. Soient K un sous-groupe compact mazimal de SLo(F') et o une représenta-
tion lisse irréductible de K.
1. L’algébre de Hecke HFP (SLy(F),K,0) est une algebre de polynomes en un opérateur de
Hecke T € Hy (SL2(F),K,0) explicitement déterminé.

2. Supposons que K = Ky et que 0 = oz, avec 7 € {0,...,p — 1}f, est la Fp—représentation
lisse irréductible de Ko obtenue par inflation de la représentation SymF(Fi) du groupe
fini SLa(kg). Notons? Tr € ”HE(GLQ(F), GL2(Op)Z,0r) lopérateur de Hecke isolé par
Barthel-Livné dans [BL94, Proposition 8]. L’action de l’opérateur T introduit ci-dessus
est alors donnée par le carré de Uopérateur T :

VgeGs, Vveoy 7([g,v]) = T3([g,v]) -

Associé a la paramétrisation des ﬁp—représentations lisses irréductibles de Ky et K7 donnée
dans la Section 3.5.1, cet énoncé nous permet de définir des représentations conoyaux mo (7, A)
et (7, \) indexées par les paires de paramétres (7, \) € {0,...,p — 1}/ x [F,, en posant :

Vi€ {0,1}, m;(7, ) := Coker(:— \) ,

ou 7'72 est I'opérateur de Hecke 7 qui apparait dans le Théoréme 3.1.3 lorsque 'on prend K = K;
et o = 031. La conjugaison par « fournit alors de bons isomorphismes entre représentations
conoyaux attachées a des sous-groupes compacts distincts (Proposition 3.5.23), ce qui justifie
qu’une fois encore, on ne se préoccupe que du comportement des objets attachés a K. Ces
représentations conoyaux permettent par ailleurs de donner une nouvelle description des re-
présentations non supercuspidales de Gg (Théoréme 3.5.18) compatible avec celle qui existe
déja pour les représentations non supercuspidales de G [BL94, Theorems 30 & 33| aprés ap-
plication du foncteur de restriction & Gg (Corollaire 3.5.19). Signalons que 1'on note encore ¢
le morphisme de groupes O — F; obtenu par composition de ¢ avec la projection O — kj
définie par la réduction modulo wp, et que si A € ﬁ; est un scalaire non nul, on désigne par

=X N e
px 2 F* — F, le caractére non ramifi¢ envoyant wp sur A.

Théoréme 3.1.4. Soit (7,\) € {0,...p — 1}/ x F,, une paire de paramétres.

1. La conjugaison par o induit un isomorphisme de F,[Gg]-modules :
(7, A) == (mo (7, A))* .

5 _ —

2. Si X est non nul et si (¥, \) # (0,1), les Fp[Gg]-modules mo(7, \) et Indgg(u)\_up_l_r)
sont isomorphes. En particulier, mo(7, X) est une représentation irréductible de Gg lorsque
(F’ )‘) ¢ {(0’ 1)5 (p 5 1)}

3. La représentation 7r0(6, 1) est une extension non triviale du caractére trivial 1 par la
représentation de Steinberg Stg.

Cet énoncé permet alors de prouver que toute représentation lisse irréductible qui est super-
singuliére relativement & Kj;, i.e. qui est quotient d’une représentation de la forme (7, 0), est
nécessairement supercuspidale.

2. Par abus de notation, on note aussi o la Fp-représentation lisse irréductible de GL2(OF) obtenue par
inflation de la représentation SymF(FZ) du groupe fini GLy(kFr).
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Corollaire 3.1.5. Soit i € {0,1}.

1. Toute représentation lisse irréductible non supercuspidale de Gg sur Fp est quotient d’une
unique représentation de Gg de la forme m;(7,\), et ce quotient est de multiplicité 1. De
plus, la paire (7, \) satisfait alors X\ # 0 et ne dépend pas du choiz de i.

2. Toute représentation supersinguliére par rapport a K; est supercuspidale.

Pour aller plus loin dans I’étude des représentations lisses de Gg et de leurs relations avec
les représentations lisses de GG, nous avons besoin de faire I’hypothése suivante.

Hypothése 1. La représentation considérée admet une paramétrisation possible par rapport
a K.

C’est une hypothése raisonnable et peu contraignante : si ’on suppose que F' n’est pas de
caractéristique 2, elle est vérifiée par toutes les représentations lisses irréductibles de Gg sur F,
(Théoréeme 3.5.36). Elle est aussi vérifiée, sans condition sur F', par toute représentation lisse
irréductible admissible de G sur F,, (Théoréme 3.5.35). Son intérét réside uniquement dans le
fait qu’elle nous permet de montrer le résultat suivant.

Théoréme 3.1.6. Soiti € {0,1} et soit m une représentation lisse irréductible de Gg satisfai-
sant I’Hypothése 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) m est supercuspidale ;

i)  est supersinguliére relativement o K;.

On peut donc parler de représentation supersinguliére sans préciser de choix de sous-groupe
compact maximal, et obtenir la classification suivante (Théoréme 3.5.42) qui partitionne ’en-
semble des représentations lisses irréductibles de Gg sur F,, en quatre familles qui correspondent,
via le foncteur de restriction & Gg, aux familles apparaissant dans la classification établie par
Barthel-Livné pour GLy(F') [BL94, Theorem 33 & Corollary 36].

Théoréme 3.1.7. 1. Les classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles ad-
missibles de SLy(F) sur F), se partitionnent en quatre familles :

(a) le caractére trivial 1 ;
(b) la représentation de Steinberg Stg ;
(c) les représentations paraboliquement induites Indgi (n) avec n un Fp-caractére lisse
non trivial de Bg ;
(d) les représentations supersinguliéres.
2. Cette classification est compatible avec la classification de Barthel-Livné pour les repré-
sentations lisses irréductibles a caractére central de GLo(F) sur ).

3. On peut supprimer ’hypothése d’admissibilité lorsque F' n’est pas de caractéristique 2.

Intéressons-nous maintenant au cas F' = Q,,, dans lequel 'Hypothése 1 est vérifiée par n’im-
porte quelle représentation lisse irréductible de Gg sur F,. On peut obtenir une description plus
explicite des représentations supersingulieres de SL(Q)), de leurs liens avec les représentations
supersinguliéres de GL2(Qp) (qui sont l'objet de |Br|, dont on reprend les notations dans le
prochain énoncé) et démontrer en particulier le résultat suivant (Théoréme 3.6.13).

Théoréme 3.1.8. 1. A isomorphisme pres, il existe p représentations supersinguliéres de
SLy(Qp) notées mo, ..., Tp—1.

2. La restriction a Gg dune représentation supersinguliére de GLo(Q,) est un F,[Ggl-
module de longueur 2 totalement décomposé. Plus précisément, on a :

Vre{0,...,p—1}, n(r,0,1)|gg = 7 & Tp—1—p .
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3. Pour tout parametre r € {0,...,p — 1}, Uespace des vecteurs Ig(1)-invariants de m, est

de dimension 1 sur Fy, et U'on a 7

= Tp—1—r-

Par conséquent, si I'on souhaite obtenir un analogue pour SL2(Q,) de la correspondance
de Langlands locale modulo p définie par Breuil pour GL2(Qp) qui lui soit compatible par
restriction & SL2(Q)), il nous faut nécessairement poser la définition suivante.

Définition 3.1.9. On appelle correspondance de Langlands locale semi-simple modulo p pour
SLy(Qp) la bijection entre les classes d’isomorphisme des représentations projectives de dimen-
sion 2 de Gq, sur Fp et certains paquets de classes d’isomorphisme de représentations lisses
semi-simples de SLy(Q)) sur ﬁp définie par les fléches suivantes :

~ pour tout entier r € {0,..., %}, on pose >

proj o Ind(wh™) «— {7 ; 14} ;

— pour toute paire de paramétres (r,\) € {0,...,r — 1} x Ef, on pose

r+1
proj o < € HA 0 ) < mo(r, \)** @ mo([p— 3 — r],)\_l)ss .
0 /,L)\fl

Plan du chapitre

Aprés une section de préliminaires techniques, nous consacrons la Section 3.3 a I'étude
des Fp-caractéres de SLo(F) et de son sous-groupe de Borel Bg des matrices triangulaires
supérieures. La Section 3.4 est quant a elle dévolue a 1’étude des représentations non super-
cuspidales de SLy(F). Elle repose sur la compréhension de la structure de F,[Bg]-module des
représentations paraboliquement induites, décrite dans le premier point du Théoréme 3.1.1, et
contient toutes les preuves des résultats formant les Théorémes 3.1.1 et 3.1.2. Signalons que la
Section 7.1 contiendra une autre démonstration de certains résultats contenus dans la Section
3.4, reposant sur des méthodes plus proches de celles utilisées par Barthel-Livné [BL94| mais
moins susceptibles de généralisation a d’autres groupes.

L’objectif de la Section 3.5, qui est au cceur de ce chapitre, est d’utiliser ce qui précede
pour fournir une classification des représentations lisses irréductibles de SLa(F) sur ﬁp et ap-
profondir les liens existants entre ces représentations et les représentations lisses irréductibles a
caractére central de GLy(F) sur F,, afin de prouver notamment le Théoréme 3.1.7. Cette sec-
tion est organisée de la maniére suivante : nous décrivons tout d’abord les Fp—représentations
lisses irréductibles des sous-groupes compacts maximaux de SLo(F') et la structure des al-
gébres de Hecke sphériques qui leur sont associées. On explique ensuite comment certaines
sous-algébres des algébres de Hecke sphériques attachées a GLy(F') peuvent étre considérées
comme sous-algébres des algébres de Hecke sphériques correspondantes attachées & SLo(F),
ce qui permet de donner un sens a la seconde affirmation du Théoréme 3.1.3 et de terminer
la preuve dudit théoréme. On démontre ensuite le Théoréme 3.1.4, qui fournit notamment une
autre description des représentations non supercuspidales de SLy(F') et méne a la définition
des notions de paramétrisation admissible et de représentation supersinguliére par rapport a
un sous-groupe compact maximal donné. Comme affirmé dans le Corollaire 3.1.5, les représen-
tations supersinguliéres sont alors nécessairement supercuspidales.

Remarquons qu’aucun des résultats vus jusqu’ici ne nécessite de se placer sous I’'Hypothése 1.
Nous expliquons dans la Section 3.5.6 en quoi elle nous est nécessaire pour achever la preuve

. . . -1 .
3. Treés précisément, I’ensemble qui apparait dans le membre de droite lorsque r = p est réduit a I’élément

{mp-1}. C’est le seul cas ou l'on obtient un singleton, les autres paquets étant tous de taille 2.
2
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du Théoréme 3.1.7, et nous 1'utilisons ensuite pour démontrer le Théoréme 3.1.6, dont I’énoncé
fournit les éléments manquants jusqu’alors pour terminer la démonstration du Théoréme 3.1.7.

La derniére section de ce chapitre traite des spécificités du cas F' = Q,, dans lequel I'Hypo-
thése 1 est vérifiée par toutes les représentations lisses irréductibles. On commence par y donner
une description explicite des représentations supersinguliéres de SL2(Q)), puis I'on détermine
la structure de F,[SLy(Qp)]-module des représentations supersingulieres de GL3(Q,) décrites
par Breuil |[Br|. On décrit ensuite leurs classes d’isomorphisme, ce qui permet de terminer la
preuve du Théoréme 3.1.8. On établit enfin ce qui pourrait étre qualifié de correspondance de
Langlands semi-simple modulo p pour SL3(Q,), & savoir une bijection qui établit un paral-
lele entre les classes d’isomorphisme des représentations projectives de dimension 2 de Gy,
sur ﬁp et des ensembles de classes d’isomorphisme de Fp—représentations lisses semi-simples de
SLy(Qp), de maniére compatible & la correspondance de Langlands locale modulo p établie
par Breuil pour GL2(Qp). On montre qu'il y a au plus une expression possible pour une telle
correspondance, qui est celle donnée par la Définition 3.1.9.

3.2 Préliminaires

3.2.1 Notations générales

On fixe un entier premier p et un corps local non archimédien F' complet pour une valuation
discréte, de caractéristique résiduelle égale & p et de corps résiduel fini. On note Op 'anneau
des entiers de F', pr son idéal maximal et ¢ = pf le cardinal du corps résiduel kp = Op/pp.
On fixe une fois pour toutes une uniformisante wr € pr, une cloture algébrique F, de kp et un
plongement ¢ : kg < F,. On note vp : F — Z U {oo} la valuation wp-adique de F normalisée
par vp(wr) = 1 et red : O — kp Papplication de réduction modulo wp.

On désigne par k:llﬁ I’ensemble des suites d’éléments de kp, que 'on identifie & Op via
Papplication A : k;@ — O définie par la formule suivante : pour tout entier n € N et toute
famille A = (\;)i, d’éléments de kp, on pose

AN =Y @[\ € OF
=0
ot [.] : kp — O} désigne l'application de Teichmiiller.

. =X =X N . 0, (e .« .
Pour tout scalaire A € IF,;, on note py : X — F, le caractere lisse non ramifié (i.e. trivial

sur O) valant X en wp. Pour tout entier r € {0,...,¢—1}, on note /" : F'* — F; le caractére
trivial sur wr dont l'action sur (’); est définie par la composition suivante :

><7’6d X X Lt =X
Op — kp — kp —F, |

la fleche du milieu étant donnée par I’élévation & la puissance r. Plus généralement, si

7 = (ro,...,rf—1) est un f-uplet d’entiers appartenant a {0,...,p — 1}, on pose o=
-1

avec r = Zpiri entier appartenant a I’ensemble {0,...,q — 1}.
=0

4. Via la projection des représentations galoisiennes d’une part et le foncteur de restriction de GL2(Q)) a
SL2(Qp) d’autre part
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On désigne par G le groupe GLo(F'), par K le groupe GL2(OF) qui est, a conjugaison prés,
I'unique sous-groupe compact maximal de G, par I le sous-groupe d’Iwahori standard de K
et par I(1) son pro-p-Iwahori. On rappelle que I est 'ensemble des éléments de K dont la ré-
duction modulo wp est une matrice triangulaire supérieure du groupe fini GLy(kr) tandis que
I(1) est le sous-groupe des éléments de I dont I'image par 'application de réduction modulo
wp est unipotente.

On note Z = F*I, le centre de G (ou Iy est 'élément neutre de G), B le sous-groupe
de Borel formé des matrices triangulaires supérieures de G, T le tore maximal déployé des

matrices diagonales de G et U = {u(:v) = < (1) T ) , T € F} le radical unipotent de B.

Rappelons que l'on dispose en particulier de la factorisation B = TU = UT. On note

U = {u(w) = ( 31: (1] ) , T E F} le radical unipotent du sous-groupe de Borel oppos¢ B

formé des matrices triangulaires inférieures de G.
On introduit les éléments suivants de GG, qui jouent un role important dans I’étude des repré-
sentations modulo p de G (voir par exemple [BL94]|, [Br| ou |O3]) :

(1 0 (01
a'_OwF swi=y g ,

(0 1 N oot
et wy = ( 1 —A) ) avec \ € k arbitraire.

Nous nous intéressons dans ce chapitre au groupe spécial linéaire Gg := SLa(F’). Ses sous-
groupes compacts maximaux sont partitionnés en deux classes de conjugaison représentées par
les sous-groupes Kg := SLy(OF) et K := aKoa~'. Le centre de Gg est réduit a I’ensemble
{I2, =I5} (qui est trivial lorsque F' est de caractéristique 2) et contenu dans Ky N Kj. On note
Bgs = B N Gg le sous-groupe de Borel de Gg consitué des matrices triangulaires supérieures
et Tg =T N Gg le tore maximal déployé des matrices diagonales, ce qui permet d’écrire que
Bg =1TgsU = UTgs. Le sous-groupe d’Iwahori standard de K est noté Ig et est égal & I N Gg;
son pro-p-Iwahori Ig(1) est quant a lui égal a I(1) N Gg. On note I'g le noyau de 'application
Ky — SLy(kp) induite par la réduction modulo wp : c’est exactement le premier sous-groupe
de congruence de Gg, dont on rappelle qu’il est défini par

1+
FS::{gEG5|gEIQ[wF]}:< p;F 11P;F)mas.

On introduit enfin les éléments suivants de Gg :

-1 —1
| wE 0 (0 -1 o 0 —wp
ao.—< 0 WF>,w0.—<1 0>’ﬂ0'_<w1: 0 .
On vérifie facilement que 'on a By = agwg ainsi que les relations suivantes :

VnelZ, woagwal =aqa," = walagwo : (3.1)

Ve F, wou(zr) =u(—x)wp .

La relation (3.2) montre en particulier que I'on a Uwy = woU .

3.2.2 Actions de groupes sur ’arbre de Bruhat-Tits de SLy(F)

Nous renvoyons a [Serl| pour plus de détails concernant la construction et les propriétés
de l'arbre de Bruhat-Tits X de SLy(F'). Une description élémentaire de X est la suivante : ses
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sommets représentent les classes d’homothétie des Op-réseaux du F-espace vectoriel F' @ F,
et deux sommets sont reliés par une aréte si et seulement s’il existe deux réseaux Lo, L les
représentant qui vérifient wpLg C L1 C Ly, les inclusions étant strictes. On note vg le sommet
correspondant & la classe d’homothétie du réseau standard Op & Op de F' & F, ce qui justifie
son appellation de sommet standard.

L’arbre X est naturellement muni d’une distance, définie comme le nombre minimal d’arétes
nécessaire pour construire un chemin dans ’arbre entre deux sommets. En particulier, deux
sommets sont reliés par une aréte si et seulement si la distance qui les sépare est égale 4 1. Pour
tout entier n > 0, on appellera cercle de rayon n (respectivement : boule de rayon n) I’ensemble
des sommets de X situés a distance n (resp. : inférieure ou égale a n) du sommet standard vy.

Cet arbre est également muni d’une action de G (donc en particulier de Gg) définie & partir de
I’action matricielle d’un élément de G sur un Op-réseau de F'& F'. Elle s’effectue par isométries
pour la distance définie ci-dessus : pour tous sommets z, y de X et tout élément g de G, la
distance entre gx et gy est égale a la distance entre x et y. De plus, 'action de G sur ’ensemble
des sommets de X est transitive, tandis que 'action de Gg partitionne cet ensemble en deux
orbites : celle du sommet standard vg, que 'on note A,, et celle du sommet voisin v := awvy,
que l'on note Ajp,,. Pour tout indice ¢ € {0, 1}, le stabilisateur de v; sous 'action de Gg est
égal au sous-groupe compact maximal K;, tandis que le stabilisateur de vg sous I'action de G
est égal au sous-groupe K7 de G.

L’action de G sur X permet par ailleurs de donner une description explicite des sommets situés
a distance n de vy |Br, page 5]. Une partition en est en effet donnée par

{99 vo, A€ kY| [{gn 1,00, pe ki), (3.3)

ol les éléments 921 ) et g}n y sont définis comme suit :

Im\ = ( 0 1 et Im\ = WFA()\) w?-‘rl

avec 9870 =1y et 95,0 =a.

Rappelons alors que, par définition de l'action de G sur X, le centre Z de G fixe chaque
sommet de Iarbre. Ceci nous permet d’obtenir la description suivante des cercles de X en
termes d’action de Gg (et non plus de G) sur X.

Proposition 3.2.1. Soit n € N.

1. Une partition du cercle So, de rayon 2n est donnée par

_ 1 A()‘) -n 2n 1 0 n 2n—1
S2n—{<0 1 >a0 UO’)\GkF}U{<wFA(,u) l)aﬂv()vﬂekF :

2. Une partition du cercle Son11 de rayon 2n + 1 est donnée par
_ 1 A(N) —(n+1) Mn+1 1 0y » o
52n+1 = {( 0 1 > Qg V1, AE kF I_I wFA(u) 1 QgU1, B € k‘F .

Démonstration. Tl suffit de considérer les identités matricielles suivantes (A € k2, pu € k71)
( 40 _ 1 A(N) wp o 0 wp 0 )
2n,A 1 0 wgp" 0 wp )’
A(p) witl 0 1 0 ok 0\
1 _ 0 wp' 0 1 0 w0 ‘
2n,\ wE 1 0 wh 0 wp 0 o ’

0 w;(n‘l’l) 0 ;L?'i‘l 0 '
wrA 1 0 ;H 0 ittt )

0
92n+1,,u

1
Pont+1,p =
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et de les intégrer dans la description (3.3) du cercle S,, pour conclure en distinguant selon la
parité de n. O

Les considérations précédentes permettent donc d’identifier :

— le quotient G/KZ a ’ensemble des sommets de X’ grace a application [¢KZ — gvg] ;

— le quotient Gg/ Ky a 'ensemble des sommets de X" situés a distance paire de vg, qui n’est
autre que 'orbite A, grace a I'application [gKy — gvo) ;

— le quotient Gg/K; a l'ensemble des sommets de X situés a distance impaire de v, qui
n’est autre que l'orbite Ajp,, grace a application [gK; — gvq).

Ceci permet notamment de définir le support dans arbre d’un élément f de ind% (o) (resp.
ind%}q (0); ind%f (09)) lorsque o est une représentation lisse irréductible de KZ (resp. de K)
sur Fp :on dit qu'un sommet v appartient au support de f s’il peut étre écrit sous la forme guvg
(resp. gsvo; gsv1) avec g € G (resp. gs € Gg) appartenant au support de f. En particulier, le
support de f dans X’ est une partie finie de I’arbre X" (resp. de l'orbite Ay, ; de orbite Ajpmp).

3.2.3 Décompositions en doubles classes de Gy

On commence par rappeler les décompositions d’Iwasawa de Gg par rapport a chacun de
ses sous-groupes compacts maximaux.

Lemme 3.2.2. Pour tout i € {0,1}, on a Gg = BsK; = K;Bg.

Démonstration. On pourrait citer [BT1, Section 4.4] comme référence pour ce résultat, mais
nous pouvons aussi le démontrer directement de la fagon suivante. On part de la décomposition
d’'Iwasawa pour GLa(F'), prouvée de maniére élémentaire dans [BH, (7.2.1)] : G = BK. Si M
est un élément de Gg, il peut donc étre écrit sous la forme M = bk avec b € B et k € K.

-1
On a alors det(k)det(b) = 1, de sorte que si 'on pose ki := ( det((l;) (1] )k et by =

0 1
décomposition d’Iwasawa associée & Kjy. On en déduit la décomposition d’Iwasawa associée a
K1 en remarquant que l'on a

-1
b< det(b) 0 )’ ona M = bk avec by € Bg et k; € KN Gg = Ky, ce qui prouve la

Gs = aGgsa! = (aBsa ') (aKya 1) = BsK ,
ce qui termine la démonstration. O
Nous rappelons maintenant quelques décompositions de Gg en doubles classes disjointes qui
nous seront utiles par la suite. On donne tout d’abord I’énoncé de la décomposition de Bruhat

[IGA, Théoréme 11.4.(ii)|, ainsi qu'un raffinement provenant de la factorisation Bg = TsU
[Spr, Section 3.7].

Lemme 3.2.3 (Décomposition de Bruhat). Le groupe Gs admet les décompositions en doubles
classes disjointes suivantes :

Gs = Bs U BswyBgs = Bg U BswyU .
De plus, Uécriture d’un élément de Gg dans la seconde décomposition est unique.

Remarque 3.2.4. Signalons ici que, dans la seconde décomposition®, Bg est un sous-groupe
fermé de Gg tandis que BgwoU est une partie ouverte dense de Gg. Il est en outre facile de

5. A laquelle on fera référence dans la suite sous I'appellation décomposition de Bruhat raffinée.
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voir que l'application envoyant Bg sur le point a l'infini et Bgwou(x) sur z € F établit un
isomorphisme entre le quotient Bg\Gyg et la droite projective P!(F). Par ailleurs, le fait que
Bo = agwy avec ag € Bg permet de réécrire les décompositions du Lemme 3.2.3 sous la forme

Ggs = Bg U BgpyBs = Bg LI BgBoU. (3.4)

Cette expression aura son intérét lorsque nous étudierons les espaces de vecteurs Ig(1)-
invariants des représentations obtenues par induction parabolique.

Remarque 3.2.5. On dispose de méme d’une décomposition de Bruhat pour le groupe fini
SLo(kp) :

SLs(kp) = Bs(kp) U Bs(kp)woBs(kr) = Bs(kp) U Bs(kp)woU (kr)

avec unicité de la factorisation dans la seconde décomposition.

Nous énongons maintenant la décomposition de Cartan pour chacun des deux sous-groupes
compacts maximaux Ky et K; de Gg, dont nous donnons une preuve par calcul direct pour
éviter a nouveau de renvoyer le lecteur vers [BT1, Section 4.4]|.

Lemme 3.2.6. Le groupe Gg admet la décomposition en doubles classes disjointes suivante :

GS = |_| K()OéanK() = |_| KlaanKl .
neN neN

Démonstration. On démontre la décomposion de Cartan associée & Ky, dont on peut déduire
celle associée a K en conjugant par I’élément «, qui commute avec .
D’aprés la décomposition d’Iwasawa rappelée dans le Lemme 3.2.2, il nous suffit de traiter le
8 :fl > un élément de Bg. On pose
n :=vp(a) € Z et 'on distingue deux cas, selon le signe de vp(a) — vp(x).

— Ou bien vp(a) < vp(x), auquel cas on a

- w0 awp"  xwgp"
0 wp" 0 w}?a_l ’

Par définition de n, les éléments aw " et ailw’} appartiennent a O tandis que notre hy-
pothése assure que xw;” est contenu dans Op. Nous avons ainsi prouvé que b appartient
a Kooy " Ko = Koag Ky avec n ou —n entier positif.

— Ou bien vp(a) > vp(x), auquel cas on a cette fois

b awy"  xwh ok 0
0 w%a‘l 0 wg" ’

ce qui prouve de nouveau que b appartient a Koo, " Ko = Kooj Ko avec n ou —n entier
positif.
Ceci suffit donc & démontrer que Gg est bien égal & la réunion des doubles classes apparaissant
dans I’énoncé. Enfin, cette réunion est effectivement formée de classes deux a deux disjointes
puisque l'on sait que pour tout entier n € N, la double classe KooKy est contenue dans
KZa ?"K et que les doubles classes K Za ™K sont deux & deux disjointes par décomposition
de Cartan pour G par rapport a K |[BL94, Section 3]. O]

cas des éléments de Bg pour conclure. Soit donc b =

Remarque 3.2.7. L’identité (3.1) permet de donner une autre décomposition de Gg a partir
de ses décompositions de Cartan :

GS = |_| K()OégKo = |_| KlagKl .
neN neN

La premiére égalité vient de 'appartenance de wg & Ky tandis que la deuxiéme s’en déduit
directement puisque o et o commutent.
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Nous terminons cette section par un énoncé décrivant les doubles classes de Gg modulo Bg &
droite et Ig (ou Ig(1)) a gauche.

Lemme 3.2.8. Le groupe Gg admet les décompositions en doubles classes disjointes suivantes :

Gs = Bsls U Bgfols = BsIs(1) L BsBols(1)

-1
ot I’on rappelle que l’on a posé By = ( 0 “F >
wE 0

Démonstration. Commencons par remarquer que la seconde décomposition découle directement
de la premiére une fois que 'on a remarqué que I's = Ts(Op)Ig(1), ou I'ensemble Ts(OF) des
¢élements de Ty a coefficients dans O} est a la fois contenu dans Bg et normalisé par wy.

Pour obtenir la premiére décomposition, on rappelle tout d’abord que, griace au Lemme 3.2.2, on
dispose de la décomposition d'Iwasawa Gg = BgKy. Sil’on applique la premiére décomposition
de Bruhat du groupe fini SLy(kp) et que 1'on reléve ® I'écriture ainsi obtenue & Ky, on obtient :

Gs = Bglg U Bglgwyls .
Par ailleurs, la décomposition de Bruhat raffinée pour Gg assure que l'on a
Bglgwylg = (Bsfsw()fs N BS) (] (Bsfswofs N Bson) .

Comme la réduction modulo wp de wg € Ky n’est pas une matrice triangulaire supérieure,
I’élément wy n’appartient pas & Bglg et la double classe Bglgwglg est alors d’intersection vide
avec Bg. La double classe Bglgwgls = Bglgwyls N BswoU est par suite incluse dans BgwoU.

Nous allons maintenant prouver que tout élément de Iswylg appartient & BgwoU(OF), o
U(Opr) désigne le sous-groupe de U formé des éléments a coefficients dans Op. Ceci terminera
la preuve car nous aurons alors montré que la double classe Bglgwglg est contenue dans
Bgswylg, et que 'on a donc la décomposition annoncée car, étant donné que «q est un élément
de Bg, on a Bswy = Bgfy.

Soit donc x un élément de Iswylg. Par ce qui précéde, x appartient en particulier a la double
classe BswoU donc il peut étre écrit sous la forme bwou avec b € Bg et u € U. Un calcul explicite

. . . v
va alors montrer que u doit étre & coefficients entiers : en effet, notons b = < 0 y§1 ) et

uz(é g)avecf,CGFetuEFX.Onaalors

:c:bwou:< ¢ §C—V>’ (3.5)

vt ovTI¢

ce qui assure tout d’abord que v~!, v7I( et £ sont des éléments de O puisque x appartient &

K. Par ailleurs, si 'on décompose x € Igwglg sous la forme iwgj avec ¢, j des éléments de Ig

dont les réductions modulo wg sont respectivements égales a ( 2(1)1 ;12 ) et a ( 3(1)1 ;12 ),
22 22

on obtient par un calcul immeédiat que la réduction modulo wp de = doit étre de la forme

i22J11 *
on voit que I'image modulo wr de 1’élément v~1 doit étre égale a 99711 # 0, donc que v~
doit appartenir & O}, ce qui prouve finalement que ¢ = v(v~1() appartient & Op et termine
la démonstration. O

< * ¥ ) En comparant cette expression avec la réduction modulo wp de 1'égalité (3.5),

1

6. En prenant les images réciproques par l'application de réduction modulo wp.
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3.3 [ -caractéres de SLy(F) et de son sous-groupe de Borel stan-
dard

3.3.1 Caractéres de Gg

Rappelons tout d’abord [P, Théoréme IV.3.1] que pour tout corps R, le sous-groupe dérivé
de SLa(R) est :

— égal & SLa(R) si R contient au moins 4 éléments ;

— isomorphe au groupe alterné 23 si R = Fy (auquel cas SLo(IF3) est isomorphe & S3) ;

— de cardinal 8 si R = [F3 (auquel cas SLy(F3) est de cardinal 24).

Sachant que tout groupe fini de cardinal égal & un nombre premier est cyclique, on en déduit
que P'abélianisé¢ de SLa(R) est :

— trivial si R contient au moins 4 éléments;

— isomorphe a (Fy,+) si R = Fy;

— isomorphe & (F3,+) si R = Fs.

On obtient donc directement le résultat suivant.

Proposition 3.3.1. Le seul Fp-caractére de SLy(F) est le caractére trivial.

Démonstration. Par hypothése, F' est un corps local non archimédien donc il est infini. Il est par
suite redevable du premier cas des assertions énoncées ci-dessus, ce qui assure que ’abélianisé
de SLy(F) est trivial et permet de conclure grace a la Proposition 2.1.4. O

3.3.2 Caractéres du sous-groupe de Borel Bg

b
On rappelle que Bg = { ( 8 o ) ,acF* be F}, et 'on commence par démontrer

que son abélianisé est naturellement isomorphe au tore diagonal de Gg.

Lemme 3.3.2. 1. Le groupe dérivé de Bg est égal a son radical unipotent U.

2. L’abélianisé de Bg est égal au tore diagonal Tg.

Démonstration. Un calcul immédiat montre que si b et § sont deux éléments de Bg, leur
commutateur bb~ 1371 est un élément de U, ce qui prouve déja que le groupe dérivé de Bg
est contenu dans U.

Réciproquement, considérons un élément u(z) € U avec x € F. Fixons un élément a de
F>*\{£1}, ce qui est possible car F est un corps infini, et posons ¢ := wa(a® — 1)~!. On a

alors :
(6 D )G A) = 67 ) G )
_ <(1) 5@‘1(6{2—1)>

- (0 7)

ce qui prouve que u(z) est contenu dans le groupe dérivé de Bg et termine la preuve du premier
point de I’énoncé. Le second en découle directement & partir de la factorisation Bg = TsU. 0O

Il
N
S =



3.3.2 - Caractéres du sous-groupe de Borel Bs 59

Proposition 3.3.3. L’ensemble des E,—camctéres lisses de Bg est en bijection avec [’ensemble
des Fy-caractéres lisses de F*. Plus précisément, tout Fp-caractére lisse de Bg est de la forme

(5 )@

=X . . . . .
avec X : F* — |, un caractére lisse uniquement déterminé.

. . . =X N . . N .. .
Démonstration. Six : Bs — F, est un caracteére lisse, on sait d’aprés la Proposition 2.1.4 qu'il
se factorise a travers I’abélianisé de Bg. Nous venons de prouver que cet abélianisé est égal au

. . . . 0
tore diagonal T, lui-méme naturellement isomorphe a F* par 'application [z < "g 1 )]

Autrement dit, il existe un caractére lisse n : F* — F: tel que :

Vae FX, YbeF, X((g aél ))zn(a),

ce qui prouve le résultat annoncé. O

On note encore n : Bg — FX le caractére de Bg obtenu par inflation du caractére n : F* — ?X
Rappelons que 'argument qui prouve la Proposition 3.3.3 permet aussi de démontrer que tout
IF -caracteére lisse de B s’obtient par inflation a partir de deux caractéres lisses n1, 179 : F* — IF

On note 71 ® 02 le Fy-caractére de B ainsi obtenu et I'on remarque que l'on a en partlcuher :

Vo FX =Ty, (m®@n)lss =mn; " (3.6)

3.4 Induction parabolique et représentations de la série princi-
pale

L’objectif de cette section est d’étudier la structure des représentations de Gg obtenues
par induction parabolique a partir d’'un F,-caractere lisse de Bg. Plus précisément, nous allons
démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 3.4.1. Soit n: Bg — F; un caractére lisse.

1. Le Fp[Bg]|-module Indgg (n) est de longueur 2. Il est indécomposable si et seulement si n
n’est pas le caractére trivial. Dans le cas contraire, il est totalement décomposé.

2. Le Fp|Gg]-module Indgg (n) est irréductible si et seulement si m n’est pas le caractére
trivial. Dans le cas contraire, il est indécomposable de longueur 2, et admet le caractére

Ind%s (1
trivial 1 comme sous-objet et la représentation de Steinberg Stg := Bls() comme

quotient.

3. Il n’existe pas d’isomorphisme entre sous-quotients d’induites paraboliques distinctes.

Pour ce faire, on commencera par étudier la structure de F,[Bg]-module portée par Indgg (n)
(Section 3.4.1). Ceci nous fournira suffisamment d’informations pour déterminer sa structure de
F,[Gs]-module (Section 3.4.2). Nous calculerons ensuite la dimension des espaces de vecteurs
invariants sous l'action du pro-p-Iwahori Ig(1) des différents sous-quotients irréductibles qui
apparaissent (Section 3.4.3), ce qui nous permettra de prouver facilement le dernier point du
Théoréme 3.4.1 (Section 3.4.4).
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Remarque 3.4.2. Une étude plus fine des espaces de vecteurs [g(1)-invariants est réalisée dans
la Section 6.3.10 de cette thése, avec pour motivation a cet endroit la recherche d’un éventuel
analogue de ’équivalence de catégories construite par Ollivier pour les représentations modulo
p de GL2(Qp) [03, Théoréme 1.3].

. . R . =X RN . .
On fixe désormais un caractére lisse n : Bg — F, et l'on considére la représentation

Indgg (n) obtenue par induction parabolique de ce caractére.

3.4.1 Structure de F,[Bs]-module

Les arguments développés dans cette section sont inspirés des méthodes utilisées lors de
I’étude des représentations complexes (voir par exemple [BH, Section 9|). L’application d’éva-
luation en I définit un morphisme surjectif de [F,,[Bg]-modules

¢ : Ind58(n) - n (3.7)

dont le noyau V s’identifie, par décomposition de Bruhat raffinée, au sous-espace des fonctions
de Indgg (n) & support dans BgwoU. Remarquons que la lissité des éléments de Indgg (n)
permet d’obtenir la caractérisation suivante des éléments de V', dont une démonstration est
donnée dans [BH, Section 9.3, Lemme page 64].

Lemme 3.4.3. Un élément f € Indgg (n) appartient & V' si et seulement s’il existe un sous-
groupe ouvert compact Uy de U tel que le support de f soit contenu dans BgwoUy.

Nous allons I'utiliser pour démontrer la proposition suivante, qui constitue le résultat fon-
damental de cette sous-section.

Proposition 3.4.4. V est une représentation lisse irréductible de Bg.

Démonstration. L’idée de la preuve consiste & donner un modéle de V' pour lequel I'irréductibi-
lité s’obtiendra assez facilement & partir d’arguments topologiques. Notons C2°(U) ’ensemble
des fonctions lisses U — ), a support compact. Cet espace est muni d'une action lisse de Bg

définie par 1
< g aél ) c¢ = [u(y) — ¢ (u <G_Z+b>>] 7 (3.8)

et Papplication [f — [u+— f(wou)]] induit alors un isomorphisme de F,[Bg]-modules
TV COXU)an . (3.9)

En effet, le Lemme 3.4.3 assure que 'application ¥ admet pour application inverse la fonction
envoyant un élément ¢ € C2°(U) sur la fonction f € V définie par f(bwou) = n(b)¢p(u) pour
tous u € U et b € Bg, et que ces deux opérateurs préservent bien les propriétés de lissité et de
support caractérisant les espaces de fonctions dans lesquels ils prennent leurs valeurs. Enfin, ils
sont compatibles avec 'action de Bg puisque 'on a, pour tout élément a € F'* et toute paire

(x,2) e F x F,
( ) a T . al 0 alz4x
RS P 0 a )" a ’

ce qui implique que pour tout élément b € Bg et toute fonction f € V', on a :

VyeF U f)uly)=n0"")b () (uy)) .
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Puisque la torsion par un caractére ne modifie pas la longueur, il nous suffit de prouver
lirréductibilité du F,[Bs]-module C2°(U) pour conclure. Commengons par rappeler que U est
égal a la réunion de ses sous-groupes ouverts compacts, et que toute fonction f € C°(U) est,
par hypothése de lissité, & support dans un sous-groupe ouvert compact de U. Par ailleurs,
si Up est un sous-groupe ouvert compact de U et si C°(Uy) désigne 'espace des fonctions
de C°(U) a support dans Uy, il est facile de voir que 'espace des vecteurs Up-invariants de
C>(Up) est de dimension 1 sur F,, et engendré par la fonction indicatrice 1ry,. En effet, si f est
un élément Up-invariant de C2°(Uy), 'application de la formule (3.8) pour a = 1 montre que f
doit vérifier la condition suivante :

VzeF, fuz)=(ux) f)(L)=f(L),

ce qui prouve que f est constante et donc colinéaire & 1¢y,.

Comme Up est un pro-p-groupe, on peut appliquer le Lemme 2.1.9 qui assure donc que toute
sous-représentation non nulle de CZ°(Uy) contient 1. Pour conclure, il nous suffit de prouver
que quel que soit le sous-groupe ouvert compact Uy choisi, sa fonction indicatrice engendre
le Fy[Bg]-module C2°(U). Pour ce faire, on remarque que la famille de sous-groupes ouverts
Upn = agUpoy™ (n € N) est un systéme fondamental de voisinages de I dans U, et que I’action
de U sur la fonction 1y, permet de construire toutes les fonctions indicatrices translatées 1,
avec u € U. En écrivant par ailleurs que Uy = oy, "Upa§ avec ag € T, on voit que I'action de
Bs = TgU sur 1y, permet de construire tout élément de l'espace C°(U), ce qui termine la
démonstration. O

Corollaire 3.4.5. Indgg(n) est un F,[Bg]-module de longueur 2.

Démonstration. C’est une reformulation de la proposition précédente a partir de la définition
de V' comme noyau de la surjection (3.7). O

Remarque 3.4.6. La Proposition 3.4.4 implique en particulier que les seuls sous-quotients
irréductibles du F,,[Bgs]-module Indgg (n) sont le [F)-caractére n et le noyau V' de la surjection
(3.7), et qu'ils sont tous deux de multiplicité 1.

Nous souhaitons maintenant étudier I'indécomposabilité du F,[Bg]-module Indgg (n). Au-
trement dit, nous voulons déterminer les conditions sous lesquelles la suite exacte courte sui-
vante de F,[Bg]-modules admet un scindage :

1 —>V—>Indg§(n) —n—1. (3.10)

Ceci équivaut a étudier les cas ott 1) peut étre obtenu comme sous-F,[Bg]-module de Indgg (n).
Supposons donc qu'’il existe une fonction lisse non nulle f : Gg — F, telle que b - f = n(b) f
pour tout élément b € Bg. Par définition de I'action de Gg sur Indgg (n), cette condition est
équivalente a la suivante :

Vbe Bs, VgeGs, flgb)=n(b)f(g)= f(bg) , (3.11)

qui assure en particulier que la droite engendrée par f est stable sous 'action de Bg et que
I’élément f est fixe sous 'action de U. On rappelle maintenant qu’il existe, par lissité de f, un

1 0 ) Un calcul

entier N € N tel que f soit fixe sous l'action du sous-groupe Uy := N

direct montre alors que 'on a, pour tout x € F'* et tout k € Z,

O _ i 10N
xl_oxw%klo'
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Comme o est contenu dans Bg, on déduit de la relation (3.11) que f est fixe sous I'action
du groupe U des matrices unipotentes inférieures. Il suffit maintenant de remarquer que ’on a
I’égalité matricielle suivante :

w=(o GG )

pour conclure que 'action de wqg fixe 1’élément f, et donc” que la droite engendrée par f
est stable sous l'action de Gg. Elle définit par suite un F,[Gg]-module de dimension 1, qui est
nécessairement égal au caractére trivial d’aprés la Proposition 3.3.1. Ceci implique en particulier
que le caractére 1, qui est par définition égal a la restriction a Bg du F,[Gg]-module engendré
par f, doit lui aussi étre trivial.

Réciproquement, la fonction constante égale a 1 engendre un sous-F,[Bg]-module de Indgg (1)
qui est canoniquement isomorphe au caractére trivial. La Proposition 3.4.4 assure de plus que ce
sous-module est d’intersection nulle avec le noyau V' de la surjection (3.7), ce qui prouve grace
au Corollaire 3.4.5 que Indgg (1) est somme directe de ses deux sous-quotients irréductibles.
Nous avons donc démontré le résultat suivant, qui n’est autre que la seconde partie de la
premiére assertion du Théoréme 3.4.1.

Proposition 3.4.7. Le F,[Bg]|-module Indgg (n) est décomposable si et seulement sin =1 est
le caractére trivial. Dans ce cas, il est totalement décomposé.

3.4.2 Structure de F,[Gs]-module

Nous allons utiliser les résultats de la sous-section précédente pour déterminer la struc-
ture de [F,[Gs]-module des représentations de G's obtenues par induction parabolique. Nous
obtiendrons ainsi en particulier un critére simple d’irréductibilité pour ces représentations.

Proposition 3.4.8. Soit n: Bg — F; un caractére lisse.

1. Indgg (n) est une représentation irréductible de Gg si et seulement sin n’est pas le carac-
tere trivial.

2. Indgg(l) est un Fp[Gg]-module indécomposable de longueur 2. Il admet le caractére trivial

Indf3 (1)

comme sous-objet et la représentation de Steinberg Stg := comme quotient.

Démonstration. Supposons tout d’abord que Indgg (n) soit un F,[Gg]-module réductible. Le
Corollaire 3.4.5 et la Remarque 3.4.6 assurent alors que c’est un objet de longueur 2 qui admet
un sous-quotient de dimension 1, celui-ci étant nécessairement le caractére trivial d’aprés la
Proposition 3.3.1. Ceci implique que le caractére trivial est un sous-quotient du E, [Bs]-module
Indgg (n), dont le seul sous-quotient de dimension 1 est 7. On en déduit donc que 'on doit
avoir n = 1.

Réciproquement, la fonction constante égale a 1 engendre un sous-F,[Gg]-module de Indgg (1)
isomorphe au caractére trivial. Le Corollaire 3.4.5 assure donc que le F,[Gg]-module Indgg (1)

Indf;3 (1)

est de longueur 2 avec pour quotient la représentation Stg := . C’est toutefois un

module indécomposable : si ce n’était pas le cas, la Remarque 3.4.6 impliquerait alors que le
sous-espace des fonctions de Indgg(l) a support dans BgwoU, qui n’est autre que le sous-

F,[Bg]-module V introduit dans la Section 3.4.1, est stable sous 'action de Gg. Ceci est faux
puisque pour tout sous-groupe ouvert compact Uy de U, 'image de la fonction indicatrice de

7. Par décomposition de Bruhat.
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I'ouvert BgwoUy sous l'action de wg est égale & la fonction indicatrice du fermé BgsUy, ot
Up = woUpwg est un sous-groupe ouvert compact de U, et n’est donc pas a support dans
BSw()U. ]

Une conséquence immeédiate de ce résultat concerne le comportement des représentations
non supercuspidales vis-a-vis de la conjugaison par «. Elle nous sera trés utile lorsque nous
devrons nous préoccuper de I'influence de nos choix de compacts maximaux sur nos résultats
(voir Section 3.5.5 pour plus de détails).

Proposition 3.4.9. Si V' est une représentation lisse irréductible non supercuspidale de Gg
sur Iy, alors V* et 'V sont des représentations isomorphes de Gg sur IF),.

Démonstration. On rappelle qu'une représentation lisse irréductible non supercuspidale est une
représentation qui apparait comme sous-quotient d’une représentation induite parabolique de
la forme Indgg (n) avec n : Bg — IF; caractere lisse. La Proposition 3.4.8 assure donc que si V'

est une représentation lisse irréductible non supercuspidale de G sur F,, elle se trouve dans
I'un des trois cas suivants :

— V est une représentation de la forme Indgg (n) avec  : Bg — ﬁ; non trivial ;

— V est le caractére trivial ;

— V est la représentation de Steinberg Stg.
Si V est le caractére trivial, il n’y a rien & démontrer. Supposons maintenant que V = Indgg (n)

=X N . N o)
avec 1 : Bg — I, un caractere lisse. D’apreés la Proposition 2.2.5, on a

(nd§s(m)” = mdGs () .

Puisque « fixe point par point le tore Tg, on a immédiatement n* = n et B = Bg, ce qui
fournit 'isomorphisme annoncé dans ce cas.

Enfin, si V est la représentation de Steinberg, on sait grace a la Proposition 3.4.8 que V
est 'unique quotient du F,[Gs]-module Indgg(l). Cela implique que V% est quotient de la

(03
représentation (Indgg(l)) ~ Indgg(l), donc que V¢ est isomorphe & la représentation de

Steinberg Stg, ce qui termine la démonstration. O

Remarque 3.4.10. Comme nous ’avons démontré dans la preuve ci-dessus, 1’énoncé de la
Proposition 3.4.9 est encore valable lorsque V' = Indgi(l), qui n’est pas un F,[Gg]-module
irréductible 8.

3.4.3 Espaces de vecteurs invariants sous Ig(1)

Le Lemme 3.2.8 fournit la décomposition en doubles classes ouvertes disjointes
Gs = Bsls(1) U BgBols(1)

qui assure en particulier que tout élément Ig(1)-invariant de Indgg (n) est entiérement déter-
miné par ses valeurs en I et en (3. Ceci implique donc directement le résultat suivant.

Proposition 3.4.11. L’espace des vecteurs Ig(1)-invariants de Indg*; (n) est de dimension 2

sur Fp. Il est engendré par la famille de fonctions Is(1)-invariantes {€1,, {2} satisfaisant auz

égalités suivantes :
{ big(l2) =15 lay(l2) =0;
bin(Bo) =03 Loy(Bo) =1.

8. Mais est trivialement un quotient d’une représentation lisse de G5 obtenue par induction parabolique...
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Remarque 3.4.12. Si I'on reprend les notations de la Section 3.4.1, on voit par exemple que
V est le Fp[Bg|-module engendré par la fonction ¢, tandis que le quotient 7 est engendré par
I'image de ¢, sous I'application d’évaluation en I5.

Etudions maintenant ’action du sous-groupe d’Iwahori Ig sur ces deux fonctions. Si ¢ est
un élément de Is = Tg(kp)Is(1), on peut I'écrire sous la forme i = ti; avec t € Ts(O) et
i1 € Ig(1). On a alors :

Vfe (Indgg(n))lsm, VaeeGg, (i-f)x)=(-f)(x)=f(xt). (3.12)

La décomposition Gg = Bglg(1)U BsfByls(1) permet alors de distinguer deux possibilités pour
I’élément = € Gg.
— Ou bien x = b¢ avec b € Bg et ¢ € Ig(1), auquel cas l'on a xt = bt(t~1&t). Comme
t € Ts(O) normalise Is(1) et comme f est supposée invariante sous I'action de Is(1),
on obtient ainsi que

(- F)(x) =) f(1) = n(t)f(b) =n(t)f(x) - (3.13)

— Ou bien z = bfy€ avec b € Bg et & € Ig(1), auquel cas on peut cette fois écrire que
at = b(BotBy 1) Bo(t1Et) avec 71t € Is(1) et BotBy ' € Ts(OF). On en déduit donc que
I'on a

(t- /)(@) = n(bBotBy ) f (Bo) = n(BotBy ) f (bBo) = n(Botfy ) f () - (3.14)
Par conséquent, si 'on note 7 et ™ les Fj-caractéres lisses de Is respectivement obtenus par

inflation de la restriction & Ts(O}) des caractéres n et 70 := n(wp.wy '), on obtient le résultat
suivant.

Lemme 3.4.13. Le sous-groupe d’lwahori Is agit respectivement sur les fonctions {1, et Loy,
par les caracteres nt et n~. Autrement dit, on a :

. X fl,n = 77+(i)gl,n ;
Vi€l { ) -ﬁgm = 7]_(2')62777 .

Ceci montre en particulier que Indg;g (n) admet au plus deux composantes Ig-isotypiques non
nulles, & savoir celles associées a T et 4 . Remarquons en outre que 1'égalité wi = I implique
grace a un calcul direct que nT = 1 si et seulement si 1 est un caractére non ramifié” de F*,
ce qui prouve en particulier le résultat suivant.
Corollaire 3.4.14. Soit n: Bg — F; un caractere lisse.
1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) Indgg (n) admet des vecteurs Ig-invariants non nuls ;

i) nt=1;

i) n”=1;

iv) n est non ramifié.

. . L =X
2. Pour tout caractere lisse non ramifié n: Bs —F,, on a

(Ind%i(n))ls _ (Indgg@))lsu) ‘

9. i.e. de restriction triviale & Of.
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Passons maintenant a ’étude de I'espace des vecteurs Ig(1)-invariants de la représentation de
Steinberg.

Proposition 3.4.15. L’espace des vecteurs Is(1)-invariants du Fy|Gg]-module Stg est de di-
mension 1 sur Fy,. Plus précisément, on dispose de la suite exacte courte suivante de Fp-espaces
vectoriels :

1— 1 — (Ind5(1))5W — (Stg)sM — 1. (3.15)

Démonstration. On commence par appliquer le foncteur des Ig(1)-invariants, qui est exact a
gauche, a la suite exacte courte de [F,[Gg]-modules

1—1 —>Indg§(1) — Stg — 1

définissant la représentation de Steinberg. On obtient ainsi la suite exacte suivante de F,-espaces
vectoriels :
1 — Fylgy — Fplig @ Fplay — (Stg)sM . (3.16)

Prouver la proposition revient donc & démontrer la surjectivité de la fleche de droite dans la suite
exacte (3.16). Pour cela, considérons un élément f € (Stg)’s™ et un relévement f € Indgg (1)

de f. Nous voulons prouver que f est invariant sous ’action de I S(1~) Tout d’abord, I’hypothése
de Ig(1)-invariance sur f se traduit de la maniére suivante pour f :

Viecls(1), ING) €T, |i-f—f=Ai)lgs . (3.17)

Pour conclure, nous allons prouver que la fonction A : Ig(1) — E? est identiquement nulle. Pour
ce faire, on commence par rappeler que 'on dispose, par définition des éléments de Indgg (1),
des identités suivantes :

. (i~ F)om) = Flai) — @) :
voems vniensm { G S G sy 19

On remarque ensuite que A est un homomorphisme de groupes puisqu’il vérifie :

(- —u-fru-f-7]
(f+A()lgg) —u- f+ AMu)lgy
= (M) +Aw)les

Vu,velg(l), Mu)lgy, = u-
u-

la derniére égalité provenant de I'invariance de la fonction 1gg sous 'action de Ig(1). Nous
obtenons donc que A(uv) = A(u) + A(v) pour tous éléments u,v € Ig(1).

Sachant d'une part que Is(1) est engendré par U(OF), U(pr) et Ts(1 + pr), et d’autre part
que la relation (3.17) implique que A(u) = (u - f — f)(I) pour tout élément u € Is(1), on
peut conclure comme suit : ’appartenance de f a IndGS (1) assure que pour tout élément u de
U(Op) oude Ts(1+pp), on a A(u) = 0. Par ailleurs, si u = wo Yvwy € U(pr) avec v € U(pr),
la seconde relation de (3.18) assure que on a A(u) = A(wg 'vwp) = f(vwg) — f(wo) = 0 car v
est contenu dans Bg.

L’homomorphisme A étant nul sur un systéme générateur de Ig(1), il est identiquement nul et
f est bien un élément Ig(1)-invariant de IndGS (1). O

Corollaire 3.4.16. Pour tout caractére lisse n: Bg — ﬁ;, la représentation de Gg portée par

Indgg (n) est engendrée par Uespace de ses vecteurs Is(1)-invariants.

Démonstration. Si m n’est pas le caractére trivial, la Proposition 3.4.8 assure que la représen-
tation Indgg (n) est irréductible et il n’y a rien a démontrer grace au Lemme 2.1.9. Supposons
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a présent que 1 = 1 et considérons un élément F de Indgg (1). Comme Stg est une représen-
tation irréductible de Gg, elle est engendrée par ses vecteurs Ig(1)-invariants, et I'image de F
dans le quotient Stg est donc de la forme Z g;j - f; avec J un ensemble fini d’indices et, pour
Jj€J
tout j € J, g; € Gg et f; € (Sts)'s(M). La suite exacte courte (3.15) permet de relever chaque
fj en un élément F; € (Ind%i(l))lsm et assure que la différence F — Zgj - Fj est alors
jedJ
contenue dans 1, ce qui signifie qu’elle est égale & une fonction constante /¢ quul est évidemment
Is(1)-invariante. Nous obtenons finalement une écriture de F' sous la forme £+ Z g;-Fj avec {
Jj€J
et les fonctions Fj qui sont des éléments [g(1)-invariants de Indgg (1), ce qui prouve le résultat
annonce. O

Remarque 3.4.17. Une seconde démonstration possible consiste & adapter ligne a ligne les
arguments développés pour G Ly par Barthel-Livné [BL95, Section 3] : elle est effectuée dans
la Section 7.1.

3.4.4 Absence d’isomorphismes non triviaux

Commengons par remarquer que puisque le caractére trivial est le seul Fp [Gs]-module de
dimension finie qui apparait parmi les sous-quotients possibles des représentations de la forme
Indgi (n), il ne peut pas étre isomorphe a une représentation paraboliquement induite ou a la
représentation de Steinberg, qui sont quant a elles de dimension infinie sur F,,.

Rappelons ensuite que si deux représentations de G sont isomorphes, leurs espaces de vecteurs
Is(1)-invariants doivent étre isomorphes comme Fj-espaces vectoriels. Les Propositions 3.4.11
et 3.4.15 excluent donc toute possibilité d’isomorphisme entre la représentation de Steinberg
et une représentation de la forme Indgg (n).

Il nous reste a étudier 'existence éventuelle d’un isomorphisme entre deux représentations
obtenues par induction parabolique. Si 1 et x sont deux Fp—caractéres lisses de Bg, on sait par
réciprocité de Frobenius lisse (Proposition 2.2.1) que

Homg (Ind3? (n), Ind5? (x)) = Homp, (Ind3* (n)| 55, X) -

Une condition nécessaire pour qu'’il existe un isomorphisme de F,[Gg]-modules entre Indgg (m)

et Indgg (x) est donc que x soit un quotient du F,[Bg]-module IndGS( ), ce qui n’est pos-
sible que si x = n d’aprés la Remarque 3.4.6. Cette méme remarque assure que x est un
quotient de multiplicité 1 de Ind ( ), ce qui montre que la dimension sur IF de l’espace

Endg, (IndBS( )) = Homp, (IndBS( ), x) doit étre égale a 1.

Si 'on récapitule, on voit que I'on a finalement démontré le résultat suivant.

Proposition 3.4.18. Il n’existe pas d’isomorphisme non trivial entre représentations non su-
percuspidales. Autrement dit : si m et wo sont deux représentations non supercuspidales de Gg
sur Iﬁ‘p, alors w1 et wo sont isomorphes si et seulement s’il existe un caractére lissen : Bg — IF

tel que m = my = IndBS( ). Dans ce cas, Uespace d’entrelacements Endg (IndBS( )) est de

dimension 1 sur F,.
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3.4.5 Lien avec les représentations non supercuspidales de GLy(F)

Commencons par rappeler le résultat suivant [BL94, Theorem 30], qui décrit (& torsion par
un F)-caractére lisse de G prés) la structure de F,[G]-module des représentations de G Lo (F')
obtenues par induction parabolique des [Fj-caractéres lisses du sous-groupe de Borel B.

Théoréme 3.4.19. Soitn: F* — ﬁ; un caractere lisse.

1. Sin n’est pas le caractére trivial, alors la représentation de G portée par Indg(n ®1) est
wrréductible.

2. La représentation Ind§(1) est de longueur 2; elle contient comme unique sous-objet la
représentation triviale, et son quotient est égal & la représentation de Steinberg St.

Nous démontrons maintenant le résultat suivant, qui établit un lien trés fort entre repré-
sentations non supercuspidales de SLy(F') et de GLo(F).

Théoréme 3.4.20. Pour tout E,—camctére lisse n de F*, lapplication de restriction a Gg
induit un isomorphisme de I, |G g]-modules :

IndG(n ® 1)|as ~ Ind§3(n) |

ainsi qu’un isomorphisme de F,[Gg]-modules entre St|, et Stg.

Démonstration. Sachant que G = BGg, 'isomorphisme entre les représentations Ind% (n®1) s
et Indgg (n) s’obtient directement par application de la décomposition de Mackey pour les
induites lisses.

On dispose alors en particulier d’un isomorphisme de F,[G's]-modules Tnd(1)|gy =~ Indgg (1)

qui induit un morphisme injectif de F,[Gg]-modules
G
Ind3(1)/1 < Ind3s(1)/1 .

Le membre de droite (resp. de gauche) de cette application est par définition égal & Stg (resp.
a St|gy), ce qui permet de conclure par irréductibilité de Stg que 'on a bien St|qy =~ Stg et
termine la démonstration. O

Remarque 3.4.21. Le Théoréme 3.4.20 permet de déduire le fait suivant & partir des résultats
de la Section 3.4.3 et de Barthel-Livné (|[BL94, Lemma 28 & Corollary 36(1)] et [BL95, Lemma
27]) : si W est une représentation lisse de G sur F,, qui est sous-quotient d’une représentation

de la forme Indg(n) avecn: B — F; caractére lisse, et si V' désigne sa restriction a Gg, alors
wi) — yis(1),
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3.5 Classification des représentations lisses irréductibles de
SLy(F)

3.5.1 Représentations lisses irréductibles des sous-groupes compacts maxi-
maux de Gy

On rappelle que ¢ = p/ désigne le cardinal du corps résiduel kp et que I'on a fixé une fois
pour toutes une uniformisante wr de F' ainsi qu'un plongement ¢ : kp < F,,. Pour tout entier

r € {0,...,p — 1}, on note Symr(FZ) la représentation du groupe fini SLy(kp) ayant pour

T
espace sous-jacent @pr“"yi sur lequel un élément < (Z Z ) de SLy(kp) agit par :
i=0

Sym” (( ‘ Z )) (&™) = (az + cy) " (ba + dy)’ .

Pour tout f-uplet d’entiers 7 :=(rq,...,rs_1) de {0,...,p — 1}/, on définit SymF(EZ,) comme
la représentation de SLs(kp) ayant pour espace vectoriel sous-jacent

Vi i= Sym"™ (F,) @5, Sym™ (F,) @5, ... @5, Sym"/-(F,)

sur lequel un élément < Z Z ) de SLy(kF) agit par

symf«‘é Z))(Uo®...vf_1)::§5ymrf(( i; f;))(vj).

On sait [J, Section 1] qu’a isomorphisme prés, toute représentation irréductible de SLo(kp) sur

= =/ T=2 . N N .
[, est de la forme Sym"(F,) pour un unique paramétre 7 € {0,...,p — 1}/, Ceci permet de
démontrer la propriété suivante, qui décrit toutes les représentations lisses irréductibles o7 de

Ky sur F,.

Lemme 3.5.1. Soit m une représentation lisse irréductible de Ky sur Fp. 1l existe un unique
f-uplet 7 € {0,...,p— 1} tel que 7 soit isomorphe & la représentation de K triviale sur T' et
obtenue par inflation de la représentation SymF(Fz). On note o cette représentation (et l'on
omet la fleche sur 7 lorsque f =1).

Démonstration. Soit 7w une représentation lisse irréductible de K sur E,. Puisqu’elle est non
nulle, le Lemme 2.1.9 assure qu’elle contient un vecteur non nul invariant sous ’action du pro-
p-groupe I'g. L’hypothése d’irréductibilité implique alors que I’action du sous-groupe distingué
I'g sur 7 est triviale, ce qui signifie que 'action de Ky sur 7 se factorise & travers le quotient
Ky/T's ~ SLy(kF) et termine la démonstration grace au résultat sus-mentionné. O

Corollaire 3.5.2. Pour toute représentation lisse irréductible = de Ky sur F,, il existe un
unique paramétre 7 € {0,...,p — 1}f tel que T soit isomorphe a la représentation o .

Démonstration. Si 7 est une représentation lisse irréductible de Kj sur Fp, alors " est
une représentation lisse irréductible de a ' Kja = Ky sur E). D’aprés le Lemme 3.5.1, la
représentation 7" est donc isomorphe & une unique représentation de la forme o, ce qui assure
que la représentation m = (ﬂa_l)"‘ est isomorphe a la représentation o2 et que le paramétre 7
est unique. O
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Définition 3.5.3. On appelle poids de Serre de K toute représentation de Ky de la forme
o7 avec 7 € {0,...,p — 1}/. De la méme maniére, on appelle poids de Serre de K; toute
représentation de K de la forme o2 avec 7€ {0,...,p — 1}f.

Remarque 3.5.4. Parce que cela nous sera utile par la suite, rappelons ici que Barthel et Livné
ont prouvé [BL94, Proposition 4| que toute représentation lisse irréductible de K Z sur Fp ayant
un caractére central trivial sur wg est, a isomorphisme prés, de la forme o5, := o7 @ det™
avec (7,m) € {0,...,p — 1} x {0,...,p — 2} unique.

Pour finir, nous introduisons une notation supplémentaire déja présente dans les les travaux

de Barthel-Livné [BL94, BL95| et de Breuil [Br| : pour tout 7 = (rg,...,rf_1), on note Uy
f—1

Popérateur de oz défini par Uz := ® U,,,ou Uy, € Endﬁp(an) est défini par Uy, (y") = y" et :
i=0

Vie{0,...,r—1}, U (a"Ty) =0.

3.5.2 Algeébres de Hecke sphériques associées a K
Définition de 'opérateur 7+

Fixons un poids de Serre o7 de Ky et intéressons-nous a la structure de la Fp—algébre
%FP(GS,KO,UF)- Par ce que nous avons rappelé lors du chapitre de préliminaires généraux
(Section 2.3), ceci revient a étudier la structure de I'algébre de convolution HFP(GSv Ky, 07).

La décomposition de Cartan de Gg associée & Ky (Lemme 3.2.6) permet de reprendre ligne
a ligne la preuve de [BL94, Lemma 7|, qui ne repose que sur l'action des éléments de U, et
d’obtenir ainsi I’énoncé suivant.

Lemme 3.5.5. La Fp-algébre de convolution HEJ(GS,KO,UF) admet pour base la famille
{pn, n >0} définie comme suit :

i) ¢n admet pour support la double classe Kooy " Ko ;
i1) sin est strictement positif, ¢n(0ay™) = Up;

i) ¢o(Iy) = Id.

Pour tout entier n > 0, notons 7,, € HFP(GSv Ky, o) Popérateur de Hecke correspondant a la
fonction ¢, € HF,,(G57 Ky, o) par réciprocité de Frobenius compacte (Proposition 2.3.2) : la

famille {r,,, n > 0} est alors une base sur F, de ”HE(GS,KO,GF). Elle satisfait de plus aux
relations suivantes.

Proposition 3.5.6. Pour toutn € N, on a

7

)nJrl si

_ !
Tnt1 = { (T1 + 1)"+1 — (7'1 + 1)” St T

!

4

oL L

Remarque 3.5.7. Dire que ¥ = 0 équivaut & dire que oz est la représentation triviale de Kj.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que 'on dispose de 1’égalité suivante dans G :

af = 1 0 w}:n 0 = w;” 0 a2n
0 0 w%n 0 w};n 0 w;ﬂn )
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—Nn
avec ( wé, wo_n ) élément du centre Z de G, de sorte que la double classe Koo, " Ky est
F

contenue dans la double classe KZa~2"K. Comme dn(og ™) est par construction égal a la
valeur en o 2" de la 2n-iéme fonction définissant la base de 1’algébre de convolution associée
au triplet (G, KZ, o) |[BL94, Lemma 7|, on peut conclure en reprenant les calculs de Barthel-
Livné [BL94, Proposition 8| qui relient entre eux les opérateurs 1o, € ”HE(G,K Z,07). On
obtient ainsi que

—

(n+1D)" 1ty siFf=0;

B { h siT=#£0;
Tn =
ce qui prouve le résultat annoncé. O

Ty St
Tp = S
" m+1 sr

Alors lalgebre HFP (Ko, 07) est égale a l'algebre de polynémes Fplr7].

Corollaire 3.5.8. Posons .
0;
0.

=
[N

(3.19)

Remarque 3.5.9. Il suffirait de prendre 7 = 7 pour pouvoir conclure quant a la struc-
ture polynomiale de Hﬁp(G&Koﬂf)- Le choix que nous effectuons ici dans la définition de
77 s’explique par un souci de compatibilité avec la théorie développée pour GLy(F), et sera
notamment justifié par la Proposition 3.5.13 ci-aprés.

Action de 77 sur les fonctions standard

Nous avons rappelé dans la Section 3.2.2 que le quotient G/ Ky est en bijection avec I’en-
semble des sommets de I'arbre de Bruhat-Tits & situés & distance paire de vg. Cette remarque
nous permet d’obtenir une description assez simple des doubles classes modulo Ky de Gg en
termes de classes & gauche modulo K.

Proposition 3.5.10. Pour tout entier n > 0, la double classe Koo Ko possede la décomposi-
tion suivante en classes a gauche disjointes :

n _ A()‘) -1 n 1 0 n
Koag Ko = |_| ( 1 0 > o Ko | U |_| ( WFA(,Uz) 1 ) oy Ko
Aekn uek%"_l

Démonstration. Comme Gg agit par isométries sur 'arbre X', 'action de Ky = Stabg (vg) sur
les sommets de X ne modifie pas la distance au sommet vy. Par conséquent, tout élément de
Koag K( envoie vg sur un sommet situé a distance 2n, ce qui assure grace a la Proposition 3.2.1
que Koo Ky est contenu dans la réunion de classes disjointes

(o 5 )omma)ol L Corly 1)ebs

)\Ek‘%n Meki_‘nfl

Cette réunion correspond au membre de droite de ’égalité figurant dans I’énoncé puisque I'on

(N)

dispose de l'identité suivante, valable pour tout élément A € k"’ :

(30w = ()8 )0 )
(P (50
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Comme la fonction A(.) est par définition & valeurs entiéres, I'inclusion réciproque est évidente
et I’égalité voulue est donc prouvée. O

Ce dernier résultat permet de donner une expression plus explicite de la formule (2.4) rappelée
dans le Chapitre 2 lorsque Ty = 7 est I'opérateur qui apparait dans la Proposition 3.5.6.

Corollaire 3.5.11. Pour tout élément g € Gg et tout vecteur v € oz, on a l’identité suivante :

s = 2 (D Yo (( 55 )

Aek%,

Ay [g< () 1 )‘”” U””]

HEkR

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la formule (2.4) en choisissant pour systéme de représen-
tants des classes & gauche modulo Ky de KoaalKo = Kopap Ky celui de la Proposition 3.5.10,
puis de remarquer que 'on a, pour tout élément p € kY,

(g 1)) =S =10,

3.5.3 Compatibilité avec les objets analogues pour GLy(F)

Comme nous 'avons déja mentionné, les travaux de Barthel-Livné [BL94, BL95| montrent
I'existence, pour tout poids de Serre oy, de KZ, d'un opérateur 15, € ’HFP(G, KZ,05,) tel

que la Fp-algebre de Hecke est égale a l’algébre des polynomes en Trm -
Mg (G KZ,07) = FplTrm) - (3.20)

Comme oy, et o, ont la méme restriction a G's quelles que soient les valeurs de m et n, on
peut imposer sans perte d’information que m = 0, ce qui signifie que ’on considére le poids oy
La valeur de l'opérateur Ti := T sur les fonctions standard de ind% /(o) est alors donnée
par la formule suivante [Br, équation (4)] :

VgeG, Yoveor Trlg,v]) = [ga, U] + Z [gg%)\,ag(w)U,:U,:(wA)v] , (3.21)
Aekp

ce qui montre notamment que si le support dans Parbre X de f € ind% ,(o5) est inclus dans
Ap, (resp. : dans l'orbite Ajp,), alors le support de Tr(f) est contenu dans Ay, (resp. : Ap).

Remarquons maintenant que 'on dispose d’un morphisme injectif de F,[Gg]-modules
. .G .
indgS(o7) — ind% ,(o7) ,
lg,0] = (g, v]

dont I'image est égale a I'ensemble des éléments de ind%, (o) & support dans K ZGg, i.e. de
support dans I’arbre contenu dans 4,. De méme, ’application définie par

ind%f (og) — ind% ,(o7)
lg;0] = [ga,0]
est un morphisme injectif de F,[Gg]-modules ayant pour image l'ensemble des éléments de

ind%z(o,r) a support dans KZaGg, i.e. de support dans ’arbre contenu dans A;,,. Comme
I'action de T sur X’ envoie A, dans Ajy, et vice-versa, on obtient déja I'énoncé suivant.
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Proposition 3.5.12. Pour toute Fp-représentation lisse irréductible o de Koy, Uapplication

¢ ¢ indfE (o) ®ind7E(02) — ind% , (o7)
([g1,v1], [g2,v1]) = (g1, v1] + [gacy, vo]

est un isomorphisme de F,[Gg]-modules. De plus, laction de l'opérateur Ty € HFP(G,KZ, o)

sur indf(z(ap) « échange » les deuzx facteurs directs qui apparaissent dans le membre de gauche.

En particulier, nous obtenons ainsi que 'action de 'opérateur TFQ définit un endomorphisme
G g-équivariant du facteur indgg (o7), et correspond donc & un élément de 1'algébre de Hecke
H(Gs,Kg,o07). Le Théoréme 3.5.8 rend alors légitime 'interrogation suivante : quel est le
polynéme en 7 qui permet de décrire I'action de TFZ sur inle(i (o) 7 La réponse est trés simple
et tout a fait conforme a l'intuition, comme en atteste le résultat suivant.

Proposition 3.5.13. Soit o7 un poids de Serre pour Kg. Pour tout élément g € Gg et tout
vecteur v € op, on a

Tz (g, v]) = 7([g, v]) -

Démonstration. Par Gg-équivariance et E,—linéarité des deux opérateurs Tr et 77, il suffit de
vérifier que notre énoncé est vrai pour g = Is. Le Corollaire 3.5.11 assure d’une part que 'on a

it = (A a0 voe (5 agy )

AekZ -
1 0
2 wra) 1)“0’ UF”]

HEkF -

(

- (7)o (5 )
(
(

Aek?, -
r -1
w 0
+ E 3 ; L@@
L A(p) wF) ]
HEkFR

= 2

AekZ -

A,y :<wFil(u) wo%><w51 w(jzl)’U’”]

HEKFR

Remarquons maintenant que, puisque o agit via la réduction modulo wr des éléments de Ky
et puisque le support de 'opérateur Uz est égal a la droite engendrée par y", on peut écrire que

Uror << _01 A(l)\) >> v = Uror (( é _01 )) r(wag)v = (1) Usor(wa, ) (v)

en prenant garde au fait que o7 est a présent considérée comme une représentation de K Z. On
obtient ainsi I'expression suivante de 7 ([2,]) :

) = S[(F )N D) (T L) ot

ek,

Ay wail(u) rv()%)(wgl wi)“]

HEkR
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D’autre part, les calculs effectués par Breuil [Br, Equations (4) a (8)] pour l'opérateur T}
permettent d’écrire que :

r2(ial) = 0 [(F AN ). ortwiioon, o)) )]

Aek?,
1 0
T x (criy < ) Omtenaivn]
+ [, Y Uror(w)Upow(wp) (v)] + [Tz, o7(w) Uror(w)Usv]
HEkR

_ Z [( w()% A(1>\) >’ O‘;(W())O'F<< (1) _01 >> U,—:O',,-:<< —Al()\l) (1) )) UFO'F(WAO)(U)}

ek
" MEZ,CF K Wle‘l(u) wo% ) UFGF(( —Al(u) (1) >> Uw]
+ [l GZkFUFUF(w)UFUF(wu)(v)]+[IQ7UF(w)UFUF(w>UF’U]
EIE (T D) e
- %;F K mwl‘l(u) wo% ) UFUFU}
+ (I3, M%;F Uror(w)Urop(wy) (v)] + [I2, o7(w)Upoir(w)Urv]

En remarquant que 'on dispose de I'égalité UzUz = Uz et que 1'on a, puisque le support et
I'image de Uy sont tous deux égaux a la droite engendrée par y",

VadeOk ¥ee Op, aﬁ<(z ?l))UW:dFUW,

on obtient finalement I’expression suivante de T2([I2,v]) :

i) - LT V)0 ) (T L) 0w

Aek?,
1 0
" u;kF [< wrA(p) wh ) ’ UTJU}
+ [IQ, Z UFUF<’[U)U;UF(CU#)<’U)] + [IQ,JF(QU)UFJF('UJ)UFU] .
HEKR

Pour conclure, il nous suffit de rappeler [BL94, page 271] que Uro#(w)Uz est ‘nul si 7 # 0 tandis
que Ugog(w)U; est 'application identité. La nullité de Card(kr) = pf dans F, assure alors que
0 sSiF£0;

[127 Z UFUF(U))U;UF(LU#)(’U)] + [Ig, JF(w)UFUF('w)Uf’U] = { [127?]} si r_,?:é (—)» '

HEKR
Nous avons ainsi démontré que 'on a

T2([I,0]) = { 71([1, v))

#0
(11 + 1)([I2,0]) siF=0

=LY

= 77([I2,v]) par (3.19) ,

ce qui prouve le résultat annoncé. O
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Remarque 3.5.14. Un autre point de vue possible sur ce résultat est le suivant : grace a la
Propositicin 3.5.12, l’aBplication de restriction a ind%ﬁ (o) définit un morphisme de Fp-algebres
allant de Fp,[T72] vers Fp[r7] = HFP (Ggs, Ko, 07). L’énoncé de la Proposition 3.5.13 affirme alors

que ce morphisme est un isomorphisme de E,—algébres, que la Proposition 3.5.12 permet de
réécrire sous la forme suivante :

Hz (Gs, Ko, 07) = {® € H (G, KZ,07) | D(indS (07)) C indis (07)} -

3.5.4 Autre description des représentations non supercuspidales

L’objectif de cette sous-section est de relier les représentations non supercuspidales que nous
avons étudiées dans la Section 3.4 aux induites compactes des poids de Serre o et o2. Pour
cela, nous allons une fois encore nous appuyer sur certains résultats obtenus par Barthel-Livné
dans leur étude des représentations modulo p de GL2(F'), que nous rappelons maintenant.

Rappels concernant GLy(F)

Pour toute paire de paramétres (7, ) € {0,...,p—1}/ xF,,, on note 7 (7, \) la représentation
de G portée par le conoyau de 'opérateur T7 — A :

Ces représentations conoyaux permettent d’énoncer le théoréme suivant, qui reprend une partie
des résultats énoncés dans [BL94, Theorem 30 & Theorem 33|.

Théoréme 3.5.15. 1. Toute ﬁp—représentation lisse irréductible & caractére central de G
peut s’écrire comme quotient d’une représentation de la forme w(7,\) @ (x o det) o
X ==X N . . ey
X : F* = F, est un caractére lisse modérément ramifié.
2. SiX#0 et (7,\) # (0,%1), la représentation 7(F, \) est isomorphe & la représentation
Ind$ (py—1 ® pxe”), et est irréductible si et seulement si (7,\) # (p — i,:i:l).

3. La représentation 7r(6,:t1) est une extension non triviale du caractére p+y o det par la
représentation (41 o det) ® St.

Nous introduisons alors le vocabulaire suivant : si m est une représentation lisse irréductible a
caractére central de G sur I, on dit que
— (7, A, x) est une paramétrisation possible de m lorsqu’il existe un morphisme surjectif de

F,[G]-modules 7(7, \) ® (x o det) — 7 ;
— m est supersinguliére lorsqu’elle admet une paramétrisation de la forme (7,0, x).

On dispose alors du résultat suivant [BL94, Theorem 34].

Théoréme 3.5.16. Soient m une représentation lisse irréductible a caractére central de G sur

F, et (7, X, x) une paramétrisation possible de w. On est toujours dans l'un des quatre cas
sutvants :

1. 7 est un caractére nodet, et l'on a alors (7, \, x) = (6, +1, nut1) ;s

2. 7 est de la forme Ind§(x1 ® x2), et la paire (7,\) doit alors vérifier XQ‘O; = LFX1]O;
et \2 = (Xlxgl)(wF), En outre, on a forcément A # 0, x = x1ux et, dans le cas o
7 e {0, ]ﬁ}, on a de plus \ # +1.

3. m est une représentation de la série spéciale (n o det) ® St, et U'on a alors (7, A\, x) =

(p_ ia :l:lv nu:l:l)
4. m est supersinguliére, et on a alors forcément A = 0.
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Conséquences pour SLy(F)

Nous commengons par introduire les analogues des représentations conoyaux attachées au
sous-groupe compact maximal Ky de SLy(F). Pour toute paire (7, A) € {0,...,p — 1}/ x F,
de paramétres, on pose

mo (7, A) = 7ind§§(a;) .
(7= A)

Ce sont des représentations lisses de G g sur F), qui vérifient la propriété suivante.

Proposition 3.5.17. Pour toute paire de paramétres (7¥,\) avec X # 0, le F,[Gg]-module
(7, N)|ag est isomorphe a mo (T, A2).

Démonstration. D’aprés la Proposition 3.5.12, 'application identité induit une injection de
F,[Gs]-modules

e :

indg? (o) < ind% ,(o7) .
En la composant & gauche avec 'application de réduction modulo T — A, on obtient une
application IF),-linéaire et G'g-équivariante non nulle 10

ind S (o) — (7, A) . (3.22)

La Proposition 3.5.13 permet alors de déduire de la factorisation E@ — A2 = (Tr = \)(Tr+ N
que le morphisme (3.22) se factorise en un morphisme non nul de F,[Gs]-modules

7o(7, A2) — (7 ) . (3.23)

Nous montrons d’abord que I'application (3.23) est (injective lorsque A est non nul. Soient
f € m(F A2 et f € indlc(g (o7) un relévement de f. Dire que f appartient au noyau du
morphisme (3.23) signifie qu'il existe une fonction g € ind% , (o) et une fonction h € ind%ﬁ (o7)
telles que

f=(Tr = N)(g) = (T7 = X)(h) . (3.24)
Décomposons alors g a I’aide de la Proposition 3.5.12 : ¢ = gg+g1 avec g; élément de indIG{f (Jgi).
Ceci permet d’écrire 'identité (3.24) sous la forme

J = (Tr = Ngo + g1) = (T2 = \)(h)

ou encore

= T(g1) + Ago — (TF = X*)(h) = Ti(go) — Agn - (3.25)
Pour que cette égalité soit possible, il est nécessaire que ses deux membres soient nuls : en effet,
le terme de gauche est & support dans 'orbite A, de I'action de G'g sur I’arbre de Bruhat-Tits

X tandis que le membre de droite est & support dans l'orbite A;p,. On en déduit donc que
Tr(go) = A\g1, ce qui se réécrit g1 = A\~ Tx(go) puisque A est non nul, puis que

f=Tig1) = Ago + (T7 = X)(h) = AH(TZ = A?*)(g0 + Ah)
avec go + Ah € indIG<§ (o). La Proposition 3.5.13 assure alors que f est un élément de I'image
de 77 — A2, ce qui signifie que f = 0 et montre que le morphisme (3.23) est injectif.

Nous démontrons maintenant sa surjectivité. D’aprés la Proposition 3.5.12, tout élément
du F,[Gs]-module ind% (o7 s'écrit de maniére unique sous la forme z +y avec x € indf(i (o7)

et y € ind[G(f (0¢), et I'action de T échange les deux espaces. La Proposition 3.5.13 assure

10. Par exemple car I’élément [I2,2"] est clairement d’image non nulle dans (7, \).



76 CLASSIFICATION DES REPRESENTATIONS LISSES IRREDUCTIBLES DE SLa(F)

donc que prouver la surjectivité du morphisme (3.23) revient & montrer que pour toute paire
(x,y) € indgg (o7) X indfg (o), il existe des éléments zg, xg, 1 € indgg (07) et 21 € indf(f (o)
tels que

(x +y) + (Tr = N(20 + 21) = 20 + (T7 = A) (1) -

Par I’étude du support de chaque terme dans ’arbre X', on voit que ceci équivaut & demander
que le systéme suivant soit vérifié :

x + Tr(21) — Azo = mo + (T7 — N*)(21) ; (3.26)
y+Tr(z0) — Az1 =0 '
Comme ) est supposé non nul, on peut poser z; = A~ ly et 29 = 2 + T(A"'y). Ce sont

respectivement des éléments de ind%f (0f) et ind[Ggg (o) qui vérifient

x+Tr(21) = 2+ Tr(Ay) = 20 ;
y+T70)—Az1=y—y=0.

Le quadruplet (zq, 70,21, 21) = (0, \"ty, 2 + Tr(A~1y),0) est donc solution du systéme (3.26),
ce qui prouve la surjectivité du morphisme (3.23) et termine la démonstration. O
Ce résultat permet d’obtenir une autre description des représentations non supercuspidales
de Gg dont I’étude a fait I'objet de la Section 3.4.
Théoréme 3.5.18. Soit (7, \) une paire de paramétres telle que A\ # 0.
1. 8i (7, \) # (0,1), il existe un isomorphisme de Fy[Gs]-modules

— Gg p—1—r
mo (7, A) = Ind g% (uy-10 ) -

2. La représentation 770(6, 1) est une extension non triviale du caractére trivial 1 par la
représentation de Steinberg Stg.

Démonstration. Soit (7,\) € {0,...,p— 1}/ x F; une paire de paramétres avec (7, ) # (0,1).
On a alors (7, VA~1) # (0, £1) donc le second point du Théoréme 3.5.15 assure existence d’un
isomorphisme de F,[G]-modules de la forme

(7, VA = IndG(p 5 @ ps=t’) - (3.27)

Remarquons alors que

G 2 a T *
IndZ (k5 ® pysrt”) = Indg(pat’™ " @ 1) @ (p,575t" o det) |

de sorte qu’en restreignant 'action de G' & Gg, on déduit de (3.27) I'existence d’un isomorphisme
de Fp,[Gs]-modules

e
(7, VA gy ~ ndG (P17 @ 1)|cg (3.28)

qui se réécrit, grace au premier point du Théoréme 3.4.20, sous la forme
—
7(7 VA ag ~ Ind§S (ua™77) (3.29)

S y—1 . s TGS (1 DI GrAen A o
et montre donc que mo(7, A™") est isomorphe a Indpg? (it ) grace a la Proposition 3.5.17.

Signalons au passage que le choix de la racine vV A~ n’a aucune influence sur le résultat.
Pour démontrer le second point, on rappelle que le Théoréme 3.5.15 fournit la suite exacte
courte non scindée de F),[G]-modules

1— Stg —7(0,1) — 1 —1. (3.30)
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Rappelons alors que la Proposition 3.5.12 assure que la restriction a 7r0(6, 1) de la surjection
7r(6, 1) — 1 est encore surjective. Par ailleurs, on sait grace au Théoréme 3.4.20 que la restric-
tion & Gg de la représentation St fournit la représentation de Steinberg Stg. On déduit donc
de la suite exacte (3.30) P'existence d’une suite exacte courte de F,[Gs]-modules de la forme

1 — (StgNmo(0,1)) — mo(0,1) — 1 — 1.

Comme la représentation mg (6, 1) est de dimension infinie sur [, elle n’est pas isomorphe au
caractére trivial et il faut donc que l'intersection Stgﬂwo(ﬁ, 1) soit non nulle. Par irréductibilité
du F,[Gs]-module Stg, on obtient ainsi que StgNmg (0,1) = Stg, ce qui prouve que I'on dispose
en fait de la suite exacte courte suivante de F,[Gg]-modules :

1 — Stg — m(0,1) — 1 — 1. (3.31)

Cette extension de F,[Gg]-modules n’est pas scindée car chaque terme de la suite exacte (3.30)
est le F,[G]-module engendré par le terme qui lui correspond dans la suite exacte (3.31). Par
conséquent, tout scindage de (3.31) fournirait un scindage de (3.30), ce qui contredirait la
troisiéme assertion du Théoréme 3.5.15. O

Corollaire 3.5.19. Soit (¥, \) une paire de paramétres avec A # 0.

1. La représentation my(7, \) admet un unique quotient irréductible. Ce quotient est une re-
présentation non supercuspidale de Gg, et n’est isomorphe & aucune autre représentation
s’obtenant comme quotient de (8, u) avec p # 0 et (7, \) # (5, w).

2. L’isomorphisme (3.28) induit des isomorphismes de F,[Gg]-modules :

7['(7_", i)‘)‘GS ~ WO(F, )\2) .

Démonstration. Le premier point est une conséquence directe des descriptions données par le
Théoréme 3.5.18 ainsi que du Théoréme 3.4.8 (pour 'unicité du quotient irréductible) et de la
Proposition 3.4.18 (pour I'absence d’isomorphismes). Le second point découle quant & lui des
descriptions du Théoréme 3.5.18 et de l'isomorphisme (3.28). O

Par analogie avec ce qui existe pour les représentations modulo p de GLs(F'), nous introduisons
la terminologie suivante : si V' est une représentation lisse irréductible de G g sur Fp, on dit que
— la paire (7, \) est une paramétrisation possible par rapport & Ko de V si V est quotient
du F,[Gs]-module 7o (7, \) ;
— la représentation V' est supersinguliére par rapport & Ky si elle admet une paramétrisation
possible par rapport & Ky de la forme (7,0).

Proposition 3.5.20. La notion de supersingularité par rapport o Ko est bien définie : si V'
admet une paramétrisation possible de la forme (7,0), alors toute paramétrisation possible de
V' sera de cette forme.

Démonstration. Supposons par ’absurde que V' admette une paramétrisation possible de la
forme (p, \) avec A # 0. Le Corollaire 3.5.19 et le Théoréme 3.4.20 assurent alors l'existence
d’une représentation W lisse irréductible & caractére central trivial sur wpg et non supercus-
pidale de G sur E, dont la restriction Wlg, a Gg est isomorphe & V. Le Théoréme 3.5.16
affirme alors de plus que toute paramétrisation possible du FP[G]—module W est de la forme
(8, ;) avec p non nul, tandis que la Remarque 3.4.21 assure que la restriction & Gg établit un
isomorphisme d’espaces vectoriels entre W/ (1) et VIs(1),

Rappelons maintenant que 'on a supposé V' supersinguliére par rapport a Kp, ce qui signifie
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qu'il existe un morphisme de F,[Gg]-modules ¢ : indgg (o7) = V tel que ¢ o 7z = 0. Par ré-
ciprocité de Frobenius compacte, ¢ correspond & un morphisme de F,[Ko]-modules non nul '*
f: 07— V.Comme I'élément =" € o est un générateur du F,[K Z]-module o qui est invariant
sous l'action de I(1) (et de Ig(1)), son image par f doit nécessairement étre un élément non
nul de V5 que on peut identifier & un élément non nul w de W) ~ yls(),

Notons f : o7 < W le morphisme K Z-équivariant envoyant 7 sur w et 1 : ind%,(o7) » W
le morphisme de F,[G]-modules qui correspond & f par réciprocité de Frobenius compacte. La
formule permettant de construire v a partir de f et ¢ & partir de f, rappelée dans la preuve de
la Proposition 2.2.3, montre alors 2 que I'on a 1(v) = ¢(v) pour tout élément v € indg‘; (o7),
vu comme un élément de ind%z(af) grace a la Proposition 3.5.12. Ceci implique, grace a la
Proposition 3.5.13, que 'on a :

Voeop (¢ OTFZ)([I%’U]) = (po77)([I2,v]) =0,

et prouve donc, par G-équivariance de ¥ et de Tk, que la fonction ¥ o TF2 est identiquement
nulle. Autrement dit, I'image de T est contenue dans le noyau de 'application v o Tk, ce qui
assure que 1) o T se factorise en un morphisme G-équivariant m(7,0) — W. Puisque la paire
(7,0) ne peut pas étre une paramétrisation possible du F,[G]-module W, il faut que l'on ait
1 oTr= 0, soit donc que v se factorise a travers 7 (7, 0). Par suite, ¢ doit étre nulle puisque sa
non-nullité montrerait que (7,0) est une paramétrisation possible de W. Cependant, ceci est
absurde car la nullité de ¢ impliquerait celle de ¢, donc celle de V' puisque ¢ est surjective. [

Corollaire 3.5.21. Toute représentation supersinguliére par rapport a Ko est supercuspidale.

Démonstration. La description explicite des représentations non supercuspidales de Gg effec-
tuée dans le Théoréme 3.4.8 permet de déduire du Théoréme 3.5.18 que toute représentation
non supercuspidale admet une paramétrisation possible de la forme (7, \) avec A # 0. La Pro-
position 3.5.20 implique alors qu’une telle représentation ne saurait étre supersinguliére, ce qui
prouve I’énoncé voulu par contraposition. O

3.5.5 De Pl’inutilité relative de K;

Arrétons-nous ici un instant pour rappeler que, contrairement a G'Lo(F) qui admet une

unique classe de conjugaison de sous-groupes compacts maximaux, SLg(F') admet deux classes
de sous-groupes compacts maximaux représentées par Ky et Ki. Comme il n’existe a priori
aucune raison de privilégier K par rapport & K7, il semble raisonnable de vérifier si les objets
associés a K (algebres de Hecke sphériques, représentations conoyaux) ne font pas apparaitre
de nouvelles représentations de SLa(F'), ou s’ils ne fournissent pas de nouvelles paramétrisa-
tions des représentations déja obtenues a partir des conoyaux associés a K.
Nous allons montrer que toute 'information fournie par Kj est contenue dans (et est en fait
équivalente a) celle fournie par K. La base de cette correspondance réside dans les arguments
développés a propos de la compatibilité entre I'induction compacte et la conjugaison des repré-
sentations dans le chapitre de préliminaires, et dans le fait que Ky et K7 sont conjugués dans
GLo(F), dont SLy(F') est un sous-groupe normal fermé.

11. donc injectif par irréductibilité du F,[Ko]-module o
12. C’est immédiat sur les fonctions de la forme [I2,v] avec v € o, et Pon conclut par Gg-équivariance des
fonctions 1 et ¢.



3.5.5 - De linutilité relative de K, 79

Algébres de Hecke sphériques associées a Ky

Soit o une ?p—représentation lisse irréductible de K7. D’aprés le Corollaire 2.3.6, on dispose
d’un isomorphisme de [F)-algebres

’HFP(GSHKLU;?)) ~ 'HFP(GS,K(],JF) . (3.32)

Si I'on note Trl I'image de l'opérateur de Hecke 77 par cet isomorphisme, on déduit directement
du Corollaire 3.5.8 et de l'isomorphisme (3.32) le résultat suivant.

Proposition 3.5.22. L’algébre ”HE(GS, Ki1,0%) est égale a Ualgébre de polynomes Fy[7h].

Comparaison des représentations conoyaux

A Tl'image de ce qui a été fait pour Ky, la Proposition 3.5.22 méne & introduire les repré-

sentations conoyaux suivantes : pour toute paire de paramétres (7, A) € {0,...,p — 1}f X Fp,
on pose
L ind@E(02)
mi (7 A) == NGV
=)

On dit alors qu'une F,-représentation lisse irréductible V de Gg admet (7, ) comme paramé-
trisation possible par rapport & Ki s’il existe un morphisme surjectif de E)[Gg]—modules de la
forme 71 (7, \) — V. La représentation V est dite supersinguliére par rapport a K; lorsqu’elle
admet une paramétrisation possible de la forme (7,0).

Proposition 3.5.23. Pour toute paire de paramétres (7, \), la conjugaison par o induit un
isomorphisme de I, |G g]-modules entre w1 (7, \) et (mo (7, X))®.

Démonstration. La Proposition 2.2.5 et la Remarque 2.2.6 assurent que la conjugaison par «
induit un isomorphisme de F,[Gs]-modules :

ind%s (62) = (ind%s (0;))"

K1 r/) — Ko T
En outre, la définition de 'opérateur 7}1 assure que cet isomorphisme est équivariant sous
I’action des algébres de Hecke sphériques associées au poids de Serre de paramétre 7, & savoir

Hﬁp(GS, Ki,02) sur le membre de gauche et HFP(GSv Ky, 07) sur le membre de droite, ce qui
suffit & démontrer le résultat voulu. O

Corollaire 3.5.24. Soit (¥,\) € {0,...p — 1}/ x F;.

1. Le F,[Gg]|-module 71 (7, \) admet un unique quotient irréductible, et les quotients associés
a deux telles paramétrisations distinctes ne sont pas isomorphes.

2. Si (7, \) est une paramétrisation possible par rapport a Ky de V', alors V n’est pas super-
cuspidale.

3. La notion de supersingularité par rapport o K1 est bien définie, et toute représentation
supersinguliere par rapport ¢ K1 est supercuspidale.

Démonstration. Les deux premiers énoncés proviennent directement du Corollaire 3.5.19 une
fois que 'on a remarqué que V' est un quotient de 71 (7, A) si et seulement si Vo est un quotient
de mo(7, A) et que 'on a rappelé que la Proposition 3.4.9 assure que toute représentation non
supercuspidale est isomorphe & sa représentation a-conjuguée. Le troisiéme énoncé provient
quant & lui de la combinaison des Propositions 3.5.20 et 3.5.23 et du Corollaire 3.5.21. O
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Décomposition des conoyaux associés a G et a Gg.

Fixons un paramétre 7 € {0,...,p — 1}/. La décomposition du F,[Gs]-module ind% , (o)
fournie par la Proposition 3.5.12 induit par passage au quotient un isomorphisme de F,[Gg]-
modules G . e

P(7.0) ~ deO (o7) ind? (o) |
Te(ind{s (02))  Tr(inds (07))
Par ailleurs, les résultats de compatibilité entre induction compacte et conjugaison établis dans
la Proposition 2.2.5 permettent de réécrire I'isomorphisme de la Proposition 3.5.12 sous la
forme :

(3.33)

ind% ; (07) g = ind$S (07) & (mdgg (af))

Cette remarque va nous permettre d’analyser partiellement la structure des représentations
de Gg données par «(7,0), mo(7,0) et 71 (7,0). Pour ce faire, nous aurons besoin du résultat
suivant.

Proposition 3.5.25. Pour tout parameétre 7, on dispose d’un isomorphisme de Fp|Gg]-modules
G o G
(deg (aF)) ~ ind$ (o) .

2

Démonstration. On commence par rappeler que 'on a a® = wrag et que 'action par conju-

gaison du centre de G est triviale, ce qui montre déja que 'on a

(indf(g(ap))(ﬁ - (indf(i(af))ao —ind®s__ (0%) .

ag Kooy,

L T R SN T Q0 AAFria om .
Considérons alors I'application U : ind % (07) — mda0 Koaal(UF ) définie par :

v f € indf¥(07), ¥ g € Gs, W(f)(9) = flog'g) -
Ceci a un sens car ag est un élément de Gg et car on a, pour toute paire (ko,g) € Ko X Gg,
U(f)(aokoaq'g) = fkoag ' g) = oxlko) f(ag ' g) = o2 (awkooy )W (£)(g) -

L’application ¥ est clairement Fp—linéaire, et sa Gg-équivariance provient du calcul suivant :
pour tous g,z € Gg, on a

(- U())(x) =V (f)(zg) = flagzg) = (g- f)lag'z) = T(g- f)(z) .

Comme la bijectivité de ¥ est immédiate, on en conclut que ¥ est un isomorphisme de F,[Gg]-
modules, ce qui termine la démonstration. O

Corollaire 3.5.26. Posons mpz:= ——~————.

T;(lndKf (07‘;‘))

1. L’isomorphisme (3.33) peut étre réécrit sous la forme
n(7,0)|gg = T @ e .

2. Les F,[Gg]-modules (w(7,0))" et m(F,0) sont isomorphes.

8. L’opérateur Ty induit les suites exactes courtes non scindées suivantes de F,[Gg]-modules :

0 — 7% — mo(r,0) — 17 — 0 ;
0 — mp — m(7,0) — 7¢ — 0.

Dans chacune de ces suites, la premiére fleche est définie par l'opérateur Tz tandis que la
seconde est donnée par la projection définie par l'isomorphisme du premier point.
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Démonstration. Les deux premiéres assertions découlent directement de la Proposition 3.5.25,
qui implique notamment que 1'on a 777‘3‘2 ~ 7z et de la G-équivariance de l'opérateur Tr. Nous
allons montrer 'existence de la premiére suite exacte fournie par la troisiéme assertion, la se-
conde suite exacte s’en déduisant par a-conjugaison.

On commence par remarquer que l'on dispose, par définition de 7y(7,0) et de 7z, d’'un mor-
phisme surjectif de F,[Gs]-modules induit par I'application identité de indgi (o7) :

mo(7,0) = 77 .

Ty(indg; (03))
T2 (indjes (07))
7¢ par 'opérateur G-équivariant 7. L'injectivité de T5, assurée par [BL94, Lemma 20|, permet
donc d’en déduire que I'on a bien la suite exacte courte annoncée. Il nous reste & vérifier qu’elle
n’est pas scindée, ce qui se prouve par 'absurde : notons j la surjection définie par la fléche de
droite de notre suite exacte et supposons qu'il existe un homomorphisme de F,[Gg]-modules
F : 7z — mo(7,0) tel que F o j soit 'application identité. La Proposition 3.5.13 assure que 'on
devrait alors avoir :

Son noyau est égal au quotient , qui est naturellement isomorphe a 'image de

¥ f € indE(07), F(f mod Ty) = (F o j)(f mod T2) = f mod T% .
Appliquons cette égalité a 1’élément Tr([I, 2"]) : on obtient ainsi que
TH([Iz,2")) mod T2 = F(T([I2,2"]) mod Tr) =0 ,

ce qui signifie que Tr[I2, 2" doit appartenir a Trg(ind?(g (07)). Ceci est absurde pour des raisons
de support : en effet, la formule (3.21) assure que le support dans X de I’élément Tx([I2, z"])
est inclus dans le cercle de rayon 1, tandis que la Proposition 3.5.13 implique que tout élément
de Tg(ind?(i (o7) = T;(ind%?(a;)) est & support dans l'orbite A,, formée de la réunion des
cercles de rayon pair de X. O

3.5.6 Introduction de I’'Hypothése 1
Position du probléme

Pour aller plus loin dans I'analogie avec les résultats obtenus par Barthel-Livné sur les
[F,-représentations lisses irréductibles a caractére central de G, nous souhaiterions obtenir un
analogue du résultat suivant [BL94, Proposition 32 & Theorem 33|, qui affirme que toute telle
représentation de G est quotient d’une représentation conoyau 7 (7, \) bien choisie.

Théoréme 3.5.27. Soit V une Fy-représentation lisse irréductible a caractére central de G. 1l
existe une paire de paramétres (7, \) € {0,...p — 1}/ x F, et un caractere lisse x : F* — F;
tels que V' soit isomorphe a un quotient de la représentation 7(7,\) ® (x o det).

L’étude détaillée de la preuve de ce théoréme montre qu’elle repose sur une bonne connais-
sance de I’action de IZ sur l'espace des vecteurs I(1)-invariants de ind% (o) et sur 'énoncé
de finitude suivant, donné par [BL95, Proposition 16| dans le cas ot o7 = 1 et par [BL94,
Proposition 18] dans les autres cas.

Proposition 3.5.28. Soient n un E,—camctére lisse de 1Z et oy un poids de Serre de KZ. Sup-
posons que W soit un sous-HFp (G, 1Z,n)-module non nul de la composante (1Z,n)-isotypique

de ind%Z(JF). Alors W' est de codimension finie dans ladite composante isotypique.
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Pour pouvoir adapter de maniére directe les arguments de Barthel-Livné, il nous faudrait
pouvoir prouver des résultats correspondants a ces deux énoncés pour les représentations lisses
irréductibles de Gg sur Fp. Nous allons maintenant expliquer pourquoi il n’est malheureusement
pas possible d’espérer pouvoir le faire en toute généralité en exhibant un contre-exemple a

I’assertion de finitude demandée par la Proposition 3.5.28 lorsque 7 = pT

Remarque 3.5.29. Clarifions tout de suite un point : ceci ne signifie pas qu’il est impossible
d’obtenir un énoncé comparable & celui du Théoréme 3.5.27 pour les représentations lisses
irréductibles de SLo(F) sur F,! Cest simplement que la méthode suivie par Barthel-Livné
pour démontrer ce résultat n’est pas celle qu’il convient d’utiliser si ’on souhaite le démontrer
pour SLa(F'). Comme nous le verrons ci-aprés (Théorémes 3.5.35 et 3.5.36), nous savons en
fait démontrer I'existence d’une paramétrisation possible par rapport & un sous-groupe compact

fixé pour la quasi-totalité des représentations lisses irréductibles considérées 3.

Structure des algébres de Hecke-Iwahori attachées a SLy(F)

Six:lsg— ﬁ; est un caractere lisse, il est nécessairement trivial sur le pro-p-Iwahori Is(1)

et provient donc par inflation d’'un Fp—caractére du groupe fini Is/Is(1) ~ k. Autrement dit,
il existe un paramétre 7 € {0,...,p — 1} tel que :

Va ek}, x(( [‘g] [x]o_l )) =" =uw(2).

o —_—
En particulier, on a x2 = 1 si et seulement si w™ = wP~™1~", ce qui équivaut & demander que 7

. . =~ P — ﬁ
prenne l'une des trois valeurs suivantes : 0, 5 oup—1.

Par ailleurs, les doubles classes de G modulo Ig sont paramétrées par le groupe de Weyl 14

Wgs de SLo(F). Un systéme de représentants des éléments de Wg dans Gg est fourni par la
famille {ogf, woa; n € Z}. Si I'on note ¢y, la fonction de support égal a Isa,"Is qui vaut 1
en oy ", et ¢y, la fonction de support égal & Iswoa, " Is qui vaut 1 en woag ", on dispose alors
du résultat suivant.

Proposition 3.5.30. L’algebre de convolution H(Gg, Ig,x) admet pour base
~ la famille {¢n, n €Z} si x> #1;
~ la famille {¢n,Yn; n € Z} si x> = 1.

Démonstration. Un élément de H(Gg, Is, x) est & support dans un nombre fini de doubles
classes modulo Ig, donc peut s’écrire comme une combinaison linéaire finie d’éléments a support
dans une seule double classe. Supposons maintenant que f soit un élément de H(Gg, Ig, x) a
support dans une unique double classe modulo Ig, et déterminons les valeurs qu’il peut prendre

en fonction de l'allure de la double classe qui forme son support.
— Si f est a support dans Igoy, " Ig, il est entierement déterminé par sa valeur en oy, ", qui
doit vérifier la condition suivante : pour tous éléments i1, 4o € Ig tels que i1y " = oy "io,

x(i1)flag™) = x(iz) flag™) - (3.34)

13. Nous verrons qu’en réalité, seul le cas otu le corps F' est de caractéristique 2 nécessite de faire une véritable
hypothése.

14. Nous ne parlons bien entendu pas du groupe de Weyl fini Wy ~ Z/2Z de SL2(F), mais du groupe de
Weyl Ws ~ Wy x Z qui peut étre défini comme le quotient N (Ts)/Ts(OF) du normalisateur du tore diagonal
Ts dans SLo(F) par le sous-groupe Ts(Op) des éléments de Ts a coefficients entiers, et qui est parfois appelé
groupe d’Iwahori-Weyl [PR]. On retrouvera cette terminologie dans le Chapitre 6.
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Cependant, un calcul direct montre que deux tels éléments 41,io vérifient 7175 Ler s(1),
ce qui assure que x prend la méme valeur en i; et en iz, et montre que la condition (3.34)
est vérifiée par toute valeur de f(ag").

— Si f est a support dans Igwooy, " Ig, il est entiérement déterminé par sa valeur en wpoy, ™,
qui doit satisfaire a la condition suivante : pour tous éléments i1,io € Ig tels que
wy tijwoag ™ = ag M,

x(i1) f(woag ™) = x(i2) f(woy ™) -
L’égalité wy 1i1w0aa " = o "ip implique que x doit prendre la méme valeur en wy, Liwo
et en i, donc que 'on doit en particulier avoir :

veeri (5w ) = (M @)

ce qui revient & demander que x? = 1 et termine la démonstration. ]

Pour tout n € Z, on note T,, € H(Gg, Is, x) 'opérateur de Hecke correspondant a la fonction ¢,
et Sy, celui qui correspond & la fonction v, lorsqu’elle existe. De méme, on dispose d’opérateurs
de Hecke-Iwahori T}, 11 (et Tp41,, lorsqu’ils existent) pour GL2(F'), dont on rappelle ici la
définition (|[BL94, Lemma 9] et [BL95, Notation page 8|) : pour tout entier n € Z, 'opérateur
de Hecke T}, 11 (resp. Tp41,n lorsqu’il existe) correspond a la fonction de H(G, IZ, x) dont le
support est égal & IZa "I (resp. IZa~"I) et qui vaut 1 en o™ (resp. fa™ "), avec [ := aw.
Remarquons & présent que si Y est un Fj-caractére lisse de IZ, la décomposition de G sous la
forme G = I1ZGg U IZaGg permet d’obtenir par décomposition de Mackey une écriture du
F,[Gs]-module ind%, (%) sous la forme

ind7 (V)|as = indf’¥ (x) @ indf (x*)

ou x désigne la restriction a Ig de x, et on x* désigne le caractére de Ig = alga™! obtenu
par a-conjugaison du caractére x. Un calcul direct a partir des formules de convolution montre
alors que l'action des opérateurs 15, 2,41 et To,2,—1 associés au caracteére x laisse stable le
facteur indIGSS (x), et que les endormorphismes de indis (x) ainsi définis admettent ’expression
trés simple suivante dans H(Gg, Is, X)-

Proposition 3.5.31. Supposons que X soit un Fp-caractére lisse de 1Z prolongeant x.Pour
tout f € indis (x) € ind%,(X), on a

Vn€Z, Tonony1(f) = Tu(f) -

Lorsque cela a un sens, i.e. lorsque X se factorise par le déterminant (ce qui revient & dire que
x=1), on a aussi :

VneZ, Tonr22n+1(f) = Sulf) -

Etude des composantes (Ig, x)-isotypiques de ind%ﬁ (o7)

Proposition 3.5.32. On dispose de la décomposition suivante de Gg en doubles classes dis-
jointes :

GS = I_l K()Ckanfg<1) .

nez

Démonstration. On part de la décomposition suivante de G en doubles classes disjointes modulo
K Z a droite et I(1) a gauche fournie par [BL94, Proposition 14] :

G=||KZa1(1),
nez
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qui assure déja que les doubles classes apparaissant dans notre énoncé sont disjointes puisque
Koag"Is(1) est contenue dans K Za~2"(1).

Soit maintenant g un élément de Gg. Par ce qui précéde, on sait qu’il existe des éléments k € K,
z € Z et i€ I(1) ainsi qu'un entier n € Z tels que g = kza™"i. Le calcul du déterminant de g
montre alors que ’on doit avoir det(k) det(z)w " det(i) = 1. Si I'on écrit det(z) sous la forme
uww? avec u € OF, on obtient que I'on doit avoir n = 2z, puis que det(k)udet(i) = 1. Comme
le groupe des matrices diagonales est abélien, on peut conclure en écrivant g = kiog “iq, ol

k1 € Ky et i1 € Is(1) sont définis par les formules suivantes :

by e k( det(()i)u (1) ) . < det(Oi)_l (1) >l .

O

Fixons un entier n € Z et considérons un élément Ig(1)-invariant f € indiﬁ (o) de support
égal a Kooy "Ig(1). Il est entiérement déterminé par sa valeur en oy, ", qui doit par définition
vérifier la condition suivante : pour tout élément k € Ko tel que agkay" appartient a Ig(1),
on a

or(k) fnlag™) = fulog™) - (3.35)

Nous allons alors distinguer selon le signe de n, et supposer tout d’abord que n > 1. En ap-
pliquant I'égalité (3.35) a k = u(z) avec # € Oy, on obtient que f(oyy™) est un élément de oy
invariant sous I’action de U(kr), donc colinéaire & y” par [BL94, Lemma 2].

De méme, si on suppose n < 0 puis que on applique I'égalité (3.35) a k = u(x) avec z € OF,
on obtient que f(agy™) doit étre invariant sous l'action de U(kr), donc colinéaire a 2" par
[BL94, Lemma 2.

Autrement dit, si 'on note f, I'élément Ig(1)-invariant de inle(i(aF) de support égal a
Koay"Is(1) et dont la valeur en ap™ est 2™ lorsque n < 0 (resp. y” lorsque n > 1), on
obtient ’énoncé suivant, ot la seconde assertion s’obtient par calcul direct.

Proposition 3.5.33. 1. Les éléments Is(1)-invariants de indf(i (o7) forment un espace vec-

toriel sur F, dont une base est donnée par la famille {f,, n € Z}.

2. L’action de Is sur la fonction f, est donnée par le caractére w™ sin < 0, et par le

—

caractére w™ " sim>1 .

Corollaire 3.5.34. Soit x : Ig — F; un caractére lisse tel que la composante (Ig, x)-isotypique

de indf(i(af) soit non nulle. On a alors x = w”™ ou x =w™".

Démonstration. On rappelle qu’un élément appartient & la composante (Ig, x)-isotypique de
indf(g (o7) lorsque Ig agit sur cet élément & travers le caractére . Si f est un élément non nul
de ladite composante isotypique, il est contenu dans I’espace des vecteurs Ig(1)-invariants de

indIG(*g (o) et peut donc étre écrit comme une combinaison linéaire finie de la forme Z Ajfj
jeJ
On dispose alors de la chaine d’égalités suivante pour tout élément i € Ig :

Soxx@)fy =x@)f =i-f=Y Ni-f;) =D Ne(@)f

jeJ jeJ jeJ
ou €; vaut W™ lorsque j < 0 et w™" lorsque j > 1, ce qui implique que I'on doit avoir

D> A (x(@) = €5(@)f5 =0

jeJ
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Comme les supports des fonctions f,, sont deux & deux disjoints, on en déduit que l'on a
forcément :

Vi€ IS, V] S J, /\j(X(i) — Ej(i)) =0.

On conclut alors en rappelant que la non-nullité de f assure l'existence d’un indice j tel que
Aj # 0, donc tel que x = ¢;. O

Construction du contre-exemple annoncé

—

I

Plagons-nous & présent dans le cas ot ¥ = b , ce qui implique tout d’abord que W™ = w™

et donc, grace a la Proposition 3.5.33, que la composante (I, s,wF)—isotypique de indg’;i (o7) est

égale a @ﬁp fn. Par ailleurs, la non-trivialité du caractére w” implique que si x est un E,—
nez
caractére de IZ qui prolonge de maniére lisse le caractére w”, il ne peut pas se factoriser a
travers le déterminant. La Proposition 3.5.31 et le second point de [BL94, Lemma 9| assurent
alors que chaque élément de l'algébre de Hecke H (G, Is, wy) va agir de la méme maniére qu’un
certain polynéme en des opérateurs 15, 2,+1. On en déduit, d’apres la description de ’action de
ces opérateurs fournie par [BL94, Lemma 12 & Proposition 16|, que le H(Gg, Ig,wr)-module
engendré par la fonction f; est égal a @ﬁp fn et est donc de codimension infinie dans la
n>1
composante (Ig,w")-isotypique de indiﬁ (o7).

Nous avons ainsi mis en défaut la possibilité d’une adaptation inconditionnelle de 1’énoncé de
la Proposition 3.5.28 dans le cas de Gg. Ceci explique pourquoi nous sommes amenée, pour
poursuivre notre étude détaillée des représentations lisses irréductibles de Gg sur Fp, A nous
limiter aux représentations lisses irréductibles de G g sur F,, satisfaisant & ’hypothése suivante.

Hypothése 1 : La représentation considérée admet une paramétrisation possible par rapport
a Ko.

Comme nous le verrons dans la suite, cette hypothése n’est guére contraignante : nous allons
en effet prouver qu’elle est vérifiée

— par toute E,—représentation lisse irréductible admissible de Gg ;

— par toute F)-représentation lisse irréductible de Gg lorsque le corps F' n’est pas de

caractéristique 2.

En particulier, les résultats que nous prouverons & partir de cette hypothése seront valables
pour n’importe quelle Fp—représentation lisse irréductible de S Lo (F) lorsque F est une extension
finie arbitraire de Q,.

Cas des représentations lisses irréductibles admissibles

Théoréme 3.5.35. Toute représentation lisse irréductible admissible de Gg sur Fp est quotient
d’une représentation conoyau o (7, \) pour une paire de parametres (¥, \) € {0,...,p—1} xIFp.

Démonstration. Soit V' une représentation lisse irréductible admissible de Gg sur E,. En rap-
pelant que l'on a noté I'g le pro-p-radical de Ky, on sait grace au Lemme 2.1.9 et a I’hy-
pothése d’admissibilité que VTS est une représentation de SLy(kp) de dimension finie sur
F,, et qu’elle contient donc un poids de Serre o pour K. La réciprocité de Frobenius com-
pacte assure alors que Home[GS](indf(; (07),V) est un espace vectoriel non nul de dimen-

sion finie sur E,, ce qui implique qu’il contient un vecteur propre sous ’action de l'algébre
commutative H(Gg, Ko,o0r) = Fp[r7]. Autrement dit, il existe un homomorphisme non nul
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P . indf{g (07) — V et un scalaire A € ﬁp tels que @ o 7» = A®. Ceci montre notamment que
. .Gg
ind7? (o7
® se factorise a travers le quotient ( N ?0 ((j (;S)( ) = mo(7, A) en un homomorphisme non
) 7 — A)(ind > (o7 )
nul @ : (7, \) = V, ce qui termine la démonstration car I’homomorphisme ® étant non nul,
il doit étre surjectif par irréductibilité de V. O

Cas ou F n’est pas de caractéristique 2

Nous allons maintenant montrer que lorsque F' n’est pas de caractéristique 2, toute représen-
tation lisse irréductible de Gg vérifie 'Hypothése 1. A la différence de ce que nous avons réalisé
dans le cas admissible, nous ne procédons pas par adaptation de I’argument de Barthel-Livné
mais en utilisant directement le résultat énoncé dans le Théoréme 3.5.27. La démonstration que
nous proposons ci-dessous repose de maniére fondamentale sur la finitude du quotient G/GgZ,
qui est mise en défaut lorsque F' est de caractéristique 2.

Théoréme 3.5.36. Soit o une Fp-représentation lisse irréductible de Gg.

1. 1l existe une représentation Il de G sur F), qui est lisse, irréductible,  caractére central
prolongeant celui de o, et dont la restriction & Gg contient o.

2. 1l existe une représentation 11 de G sur E, qui est lisse, irréductible, o caractére central,
et dont la restriction & Gg admet o comme quotient.

3. L’Hypothése 1 est vérifiée par o. De plus, si o n’est pas supersinguliére par rapport a Koy,
elle admet une unique paramétrisation possible par rapport a K.

Démonstration. La démonstration que nous donnons de la premiére assertion utilise un argu-
ment de filtration pour lequel il est crucial que le quotient G/GgZ soit fini. On commence
par étendre o en une représentation lisse irréductible a caractére central de GgZ sur E, que
I’on note encore o, et ’'on considére la représentation induite Indg s (o). Puisque F' n’est pas
de caractéristique 2, le sous-groupe normal GgZ est d’indice fini dans G, de sorte que la re-
présentation Indg <z(0) est de longueur finie. Elle peut donc étre filtrée par une suite finie de
F,[G]-modules
{0} =T, C ey C ... CII; € I = Ind_ 4 (0)

telle que pour tout entier i € {0,...,m — 1}, le quotient m; := II; /II;;1 soit une représentation
(lisse) irréductible de G.
Notons alors r le plus grand entier i € {0,...,m — 1} tel que l'intersection II; N ¢ soit non

nulle. Par irréductibilité du F,[Gg]-module o, on doit alors avoir o C II, ; la maximalité de r
assure quant a elle que l'on a II, ;1 N o = {0}, ce qui implique que o peut étre vu comme un
sous-Fp[Gs]-module du quotient 7, et prouve notre premier point.

La seconde assertion se démontre par un argument analogue car, étant donné que le quotient
G/GsZ est fini, on sait que Pinduite lisse Ind$ o7 Ea) est égale a I'induite compacte indG <z(0)
(Proposition 2.2.2), dont o est quotient (comme F,[Gg]-module) par réciprocité compacte de
Frobenius.

On en déduit la validité de 'Hypothése 1 pour o de la maniére suivante : considérons une
Fp—représentation II de G lisse, irréductible, a caractére central, et dont la restriction a Gg
admet o comme quotient. D’aprés le premier point du Théoréme 3.5.15, on sait qu’il existe un
caractére lisse y : F* — ﬁ; et une paire de parameétres (7, A) pour lesquels on dispose d’un

morphisme surjectif de F,[G]-modules

(7, A) @ (x odet) — II . (3.36)
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Cela signifie qu'il existe un morphisme surjectif de F,[G]-modules 9 : ind% ,(07) @ (yodet) — II
vérifiant ¢ o Tz = A, ce qui implique que 'on a aussi ¥ o Trg = A\24. La Proposition 3.5.12
assure alors que ce morphisme induit un morphisme non nul de F,[Gg]-modules

s ind%}9 (o7) @ indIGgf (63) >0
qui induit lui-méme deux morphismes de F,[Gg]-modules
s ind%ﬁ(a;) — o et gy : indf(f(a,?) — 0. (3.37)

L’un de ces deux morphismes doit étre non nul, et donc surjectif par irréductibilité de o. Si
g0 est non nul, on a terminé : en effet, la Proposition 3.5.13 implique que 'on a de plus
s o TE = )\21#570, ce qui entraine que g se factorise a travers le quotient 7o(7, )\2) et donc
que (7, A?) est une paramétrisation possible de o. Si le morphisme Ys,0 est identiquement nul,
la Proposition 3.5.23 permet de déduire du morphisme g1 'existence d’un morphisme non
nul de F,[Gg]-modules
(7, A2) — o

Deux cas sont alors a distinguer :

— ou bien A est non nul, auquel cas la Proposition 3.4.9 et le Corollaire 3.5.19 impliquent
que les représentations 0" et o sont isomorphes, ce qui montre que la paire (7, A\?) est
de nouveau une paramétrisation possible de o ;

— ou bien A est nul, auquel cas la preuve de la Proposition 3.5.25 assure que la composi-
tion & droite du morphisme g par la conjugaison des représentations par « définit un
morphisme surjectif de F,[Gs]-modules

(g ind?;f (o) ® ind%i (o7) > o .

L’application ¢35 : indgg (07) — o obtenue par projection de g est dans ce cas égale
a la composée a droite du morphisme non nul g1 par la conjugaison par «. Elle est
par suite non nulle, donc surjective, et prouve alors que (7,0) est une paramétrisation
possible de o.
L’unicité de la paramétrisation possible dans le cas non-supersingulier est une conséquence
directe du Corollaire 3.5.19. ]

Remarque 3.5.37. Lorsque F est de caractéristique nulle 1%, il est méme possible de démontrer
|[LL, Lemma 2.4] que la restriction & G's de toute représentation lisse irréductible admissible
de G sur ﬁp se décompose en une somme directe finie de représentations lisses irréductibles
admissibles de G g sur Fp.

Remarquons aussi que la preuve du Théoréme 3.5.36 fournit aussi, sans hypothése sur
la caractéristique du corps F', une démonstration du résultat suivant.

Corollaire 3.5.38. Soit o une représentation lisse irréductible de Gg sur Ey. Supposons que
o soit contenue dans la restriction a Gg d’une représentation lisse irréductible 11 de G sur F,
a caractére central prolongeant celui de o.

Alors o est supersinguliere par rapport a Ko si et seulement si Il est supersinguliére.

Démonstration. La fin de la démonstration du Théoréme 3.5.36 prouve que si (7, A) est une
paramétrisation de II, alors (7, A\?) est une paramétrisation possible par rapport a Kq de o.
Ceci montre déja que si II est une représentation supersinguliére de G sur ﬁp, alors o est
supersinguliére par rapport a Ky. L’implication réciproque se déduit tout aussi facilement
de cette assertion une fois que l'on a rappelé que, d’aprés la Proposition 3.5.20, les seules
paramétrisations possibles par rapport a Ky d’une représentation supersinguliére sont de la
forme (7,0). O

15. Et, plus généralement, lorsque le quotient G/GsZ est fini.
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3.5.7 Equivalence entre supersingularité et supercuspidalité

Nous commengons par vérifier qu’une fois de plus, les roles tenus par Ky et K1 dans nos
constructions sont parfaitement symétriques.

Proposition 3.5.39. Soit o une représentation lisse irréductible de Gg sur Fp.

1. Si o est admissible ou si F' est de caractéristique différente de 2, alors o admet une
paramétrisation possible par rapport & Ki. De plus, si o n’est pas supersinguliére par
rapport a K1, cette paramétrisation possible est unique.

2. Supposons que 11 soit une représentation de G sur F), qui est lisse, irréductible, a carac-
tére central prolongeant celui de o, et dont la restriction & Gg contient o. Alors o est
supersinguliere par rapport a Ky si et seulement si I est supersinguliére.

Démonstration. 11 suffit de reprendre ligne a ligne les démonstrations des Théorémes 3.5.35,
3.5.36, et du Corollaire 3.5.38 en échangeant les roles des compacts K et K. Ceci est possible
grace a la définition de 'opérateur TTl, qui assure sa compatibilité avec 'action de 'opérateur
G-équivariant 772, & la Proposition 3.5.12, qui implique que le F,[G]-module ind% ,(o7) est
isomorphe & sa représentation a-conjuguée quel que soit le poids de Serre oz choisi, et au
Corollaire 3.5.24. O

Nous allons maintenant prouver que le choix du sous-groupe compact maximal n’a pas
d’influence sur les informations obtenues pour une représentation donnée.

Théoréme 3.5.40. Soit V une représentation lisse irréductible de Gg sur Fp. Soit (7, \) une
paire de parametres. On suppose que F est de caractéristique différente de 2 ou que V est
admissible.

1. Si A # 0, la paire (7,\) est une paramétrisation possible de V' par rapport a Koy si et
seulement si c’en est une par rapport a K.

2. La notion de supersingularité ne dépend pas du choix du compact mazximal.

Démonstration. Supposons que (7, A) soit une paramétrisation possible de V' par rapport a K
avec A # 0. Cela signifie qu’il existe un morphisme surjectif de F,[Gg]-modules mo(7, ) — V
qui induit, grace a la Proposition 3.5.23, un morphisme surjectif de F,[G s]-modules de la forme
w1 (7, A) = V. Comme A est supposé non nul, le second point du Corollaire 3.5.24 implique
que V' n’est pas supercuspidale, et qu’elle est donc isomorphe & V' d’aprés la Proposition 3.4.9;
on obtient ainsi finalement un morphisme surjectif 7 (7, \) = V qui montre que (7, \) est aussi
une paramétrisation possible de V' par rapport & K;.

Démontrons maintenant que si V' est supersinguliére par rapport a K1, alors elle 'est forcément
par rapport & K. Pour cela, supposons par ’absurde que V admette une paramétrisation
possible par rapport & Ky de la forme (7, A) avec A # 0. Le point précédent implique alors que
(7, \) est aussi une paramétrisation possible de V par rapport a K7, ce qui contredit ’hypothése
de supersingularité par rapport & K; a cause du dernier point du Corollaire 3.5.24, et prouve
notre assertion car nos hypothéses assurent que V' vérifie 'Hypotheése 1.

Pour chaque assertion, 'implication réciproque s’obtient en échangeant les réles de Ky et de
K, dans I'argument développé ci-dessus, ce qui est possible grace aux Proposition 3.5.20 et
3.5.39 ainsi qu’aux Corollaires 3.5.21 et 3.5.24, et termine donc la démonstration. O

Nous pouvons désormais parler de représentation supersinguliére et de paramétrisation
possible sans préciser de choix de compact maximal, ce qui fournit I’énoncé suivant.

Corollaire 3.5.41. Soit V une représentation lisse irréductible de Gg sur E,, que l’on suppose
de plus admissible si F' est de caractéristique 2. Les assertions suivantes sont équivalentes :
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1. 'V est supersinguliere ;

2.V est supercuspidale.

Démonstration. Les Corollaires 3.5.21 et 3.5.24 affirment déja que la supersingularité implique
la supercuspidalité. Réciproquement, si V' est une représentation supercuspidale et si (7, A) en
est une paramétrisation possible par rapport & Ky, le Corollaire 3.5.19 implique que 'on doit
avoir A = 0 par supercuspidalité de V', donc que V est supersinguliére par rapport a Ky, ce qui
termine la démonstration grace au dernier point du Théoréme 3.5.40. O

3.5.8 Enoncés de classification

Théoréme 3.5.42. 1. Les classes d’isomorphisme des Fp—représentations lisses irréduc-
tibles admissibles de SLo(F) se partitionnent en quatre familles :

(a) le caractére trivial 1 ;
(b) la représentation de Steinberg Stg ;

(c) les représentations paraboliquement induites Indgg (n) avec n un Fy-caractere lisse
non trivial de Bg ;

(d) les représentations supersinguliéres.

2. Cette classification est compatible avec la classification de Barthel-Livné pour les ﬁp-
représentations lisses irréductibles a caractére central de GLo(F') : st W est une repré-
sentation lisse irréductible o caractére central de G sur Fp qut contient une représentation
lisse wrréductible V' de Gg sur E,, alors V' appartient a une famille de la classification
ci-dessus si et seulement si W appartient & la méme famille dans la classification des
représentations lisses irréductibles a caractére central de G sur E, donnée par les travaux
de Barthel-Livné.

3. Si F n’est pas de caractéristique 2, on peut supprimer Uhypothése d’admissibilité.

Démonstration. Soit V une représentation lisse irréductible admissible de Gg sur F,. D’aprés
le Théoréme 3.5.35, elle vérifie 'Hypothése 1 et peut donc s’écrire comme quotient d’une re-
présentation conoyau (7, A) avec (7, A) € {0,...,p— 1} x F,. Si A est non nul, on sait grace
au Corollaire 3.5.19 que V appartient a 'une des trois premiéres familles. Si A = 0, alors V
appartient & la quatriéme famille par définition de la notion de supersingularité.

Les familles apparaissant dans I’énoncé sont deux a deux disjointes : le Corollaire 3.5.41 prouve
que la quatriéme famille est disjointe des trois premiéres, tandis que la disjonction entre deux
quelconques des trois premiéres familles est conséquence de la Proposition 3.4.18.

L’assertion de compatibilité de notre classification avec celle de Barthel-Livné provient direc-
tement du Théoréeme 3.4.20 et du Corollaire 3.5.38.

Les mémes arguments sont valables pour toute F,-représentation lisse irréductible de SLo(F)
lorsque F' n’est pas de caractéristique 2 car dans ce cas, 'Hypothése 1 est vérifiée grace au
Théoréme 3.5.36. O

3.6 Lecas F=Q,

Nous supposons désormais que F' = Q,,, ce qui assure en particulier que ’'Hypothése 1 est
vérifiée par toute représentation lisse irréductible de Gg sur ?p. On peut de plus choisir pour
uniformisante wpr = p et c’est ce que ferons dans la suite. Le corps résiduel kr est le corps a
p ¢éléments F,,, donc nous avons en particulier f = 1 : nous écrirons donc r au lieu de 7 pour
alléger les notations.
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Cette derniére section s’organise comme suit : nous donnons tout d’abord une description
explicite des représentations supersinguliéres de SL2(Q)) que 'on obtient & partir des résultats
de Breuil pour GL2(Q)) [Br|. Nous établissons ensuite un analogue pour SLy(Q,) de la "cor-
respondance de Langlands locale semi-simple" définie par Breuil dans le cas des représentations
modulo p de GL3(Q,) |Br, Définition 4.2.4|.

3.6.1 Description explicite des représentations supersinguliéres

L’étude précise des représentations supersinguliéres de GL2(Qp) est essentiellement due &
Breuil, qui a démontré le théoréme suivant [Br, Corollaires 4.1.1, 4.1.3, 4.1.4 et 4.1.5]. On note
f € m(r,0,1) I'image modulo Ty d’un élément f de ind% ,(o,), et & désigne ici le caractére
cyclotomique modulo p vu comme caractére de Qg via 'isomorphisme de réciprocité faisant
correspondre les uniformisantes aux Frobenius géométriques.

Théoréme 3.6.1. 1. Pour tout paramétre r € {0,...,p — 1}, la représentation w(r,0) est
irréductible.

2. Il existe un unique isomorphisme de F,[G]-modules

7(r,0) ~7(p—1—7,0)® (¢" odet)

envoyant [I, x"] sur (o, y"].

3. Les seules représentations de G de la forme m(s,0) ® x avec x un Fp—camctére lisse de G
qui sont isomorphes a 7(r,0) sont les suivantes :

7(r,0) ; 7(r,0) @ (u—10det) ; m(p—1—r,0)®@ (" odet) ; m(p—1—7r,0)® (u_1e" odet) .

Fixons a présent un paramétre r € {0, ...,p—1}. La compréhension de la représentation m(r,0)
repose de maniére fondamentale sur la structure de I'espace de ses vecteurs I(1)-invariants. On
a notamment le résultat suivant [Br, Théoréme 3.2.4 et Remarque 3.2.5].

Théoréme 3.6.2. Pour tout paramétre 0 < r < p—1, l’espace des vecteurs I(1)-invariants de
m(r,0) est égal a

m(r, 0!V =TI, 27| @ Fpla, y7] - (3.38)

En reprenant en détail la preuve de cet énoncé, on remarque qu’elle reste valable si I’'on
souhaite calculer l'espace des vecteurs Ig(1)-invariants de m(r,0). En effet, elle démontre que
I'espace des vecteurs de 7(r, 0) invariants sous ’action du sous-groupe engendré par les matrices
unipotentes inférieures et supérieures de GG, qui est encore un sous-groupe de Gg, est contenu
dans le membre de droite de (3.38); on conclut alors en vérifiant que les vecteurs [[2,2"] et
[, y"] sont bien fixes sous l'action de I(1). Ils sont donc en particulier fixes sous l'action de
Is(1), ce qui fournit le résultat suivant.

Théoréme 3.6.3. Pour tout paramétre r € {0,...,p—1}, l'espace des vecteurs Ig(1)-invariants
de 7(r,0) est égal

w(r,0)'sW) = F [, 27] @ Fyla, y] = n(r,0)') .

Cet énoncé fait naivement apparaitre deux sous-F,[Gs]-modules de 7(r,0)|cg : la représen-

tation 7, o, engendrée par le vecteur v, o := [l2,2"] et la représentation 7, engendrée par le

vecteur v, := [a,y"]. Le Corollaire 3.5.38 assurent qu’elles sont supersinguliéres pour Gg, et
la proposition suivante montre qu’elles définissent bien a priori des objets différents.
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Proposition 3.6.4. Les représentations m, o et m.o sont d’intersection nulle :
Tr0 N T oo = {0} .

Démonstration. Rappelons que nous avons introduit dans le Corollaire 3.5.26 le F,[Gg]-module
.G
_ indgS(oy)
= ——
T (ind 7 (o))
contenir la représentation de Gg que ce vecteur engendre, & savoir .. De méme, I'isomor-
phisme de la Proposition 3.5.12 assure que le F,,[Gg]-module 7 contient la représentation 7, o.

On conclut alors grace au corollaire sus-mentionné qui assure en particulier que 'intersection
mr N e est réduite a {0}. O

qui contient, par définition, le vecteur v, o = [I2,2"]. Par suite, il doit

Nous pouvons donc considérer la représentation en somme directe m,. o, @© m.0. Elle est
naturellement munie d’une structure de sous-Fp[Gs]-module de 7(r,0)|c,, dont elle permet de
décrire complétement la structure.

Proposition 3.6.5. L’inclusion de my o et 7o dans m(r,0) induit un isomorphisme de F,[Gs]-
modules
7(r,0)|Gg = Troo B Tro -

Démonstration. La seule chose qui reste & vérifier est la surjectivité de I'application définie par
Vinclusion du F,[Gg]-module 7, @ 7.0 dans 7(r,0), et elle découle d’un calcul direct : on
commence par rappeler que puisque 7(r,0) est une représentation irréductible de G, on a en
particulier 16

7(r,0) = (G - vro0) - (3.39)

Par suite, tout élément de m(r,0) est une combinaison linéaire finie a coefficients dans F), de

fonctions standard de la forme g - [I2, "] avec g € G.

Remarquons maintenant que tout élément g de G peut se décomposer sous la forme gsalk
avec gs € Gg, j € {0,1} et k € KZ. En effet, il suffit d’écrire le déterminant de g € G sous
la forme up" avec u € Z; et n € N, puis de choisir j de méme parité que n et de poser

pm 0 n — ] . -1 . ..
k= 0 pu avee m 1= — et gs := g(a?k)™" € Gg. La définition de o7 assurant que

mo 0
P -x" = 2" pour tout entier m € Z et tout élément u € Z*, on en conclut que I'on
0 p"u P

a, avec les notations précédentes,

g- [127$T] =0s- [O[jw/ljr] )

ce qui montre que g-[I2, 2"| appartient & 7, o (resp. m,.0) lorsque j = 0 (resp. j = 1) et termine
la démonstration. O

Corollaire 3.6.6. Pour tout parameétre v € {0,...,p — 1}, les F,[Gs]-modules (m,50) et mo
sont isomorphes.

Démonstration. La comparaison de la Proposition 3.6.5 et du second point du Corollaire 3.5.26
montre que
Tr00 @ Mo = Tp D 7T$‘ . (340)

Nous avons déja vu que la représentation m, o, est contenue dans 7, tandis que la représentation
mro est contenue dans m%. Pour que l'égalité (3.40) soit possible, il faut donc que l'on ait
Troo = T €t m. 0 = 7Y, ce qui termine la démonstration. ]

16. On note (G - v) la Fp-représentation de G engendrée par le vecteur v.
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Intéressons-nous a présent aux propriétés de réductibilité des représentations m,. o et .0,
ainsi qu’a l'existence éventuelle d’isomorphismes non triviaux entre ces représentations. Nous
allons pour cela étudier les espaces de vecteurs Ig(1)-invariants de ces représentations, qui font
I'objet de la proposition suivante.

Proposition 3.6.7. Soit r € {0,...,p—1}.
L’espace des Ig(1)-invariants de m, o (resp. o) est un Fy-espace vectoriel de dimension 1
engendré par vy oo (TESP. Uy ).

Démonstration. On traite le cas des Ig(1)-invariants de 7, celui de 7,0 s’obtenant de la
méme maniére. On commence par remarquer que le Théoréme 3.6.3 assure que la droite F,v;. o

Is(1 , . . 212
est contenue dans WT%EJ ), Réciproquement, si 'on suppose que f est un élément non nul de

ﬁ,{,%g), il doit a fortiori appartenir a 7 (r, 0)!s (). Par application du Théoréme 3.6.3, il peut
donc étre écrit sous la forme

f=avy o +bvrg (3.41)

avec a, b € F, non simultanément nuls. Par ailleurs, f appartient par hypothese au F,[Gg]-
module 7, oo = (G - Vo) donc il peut aussi étre écrit comme une somme finie de la forme

f= Z )\isivr,oo (342)

i€l

avec \; € F, et s; € Gg pour tout i € I. La comparaison des identités (3.41) et (3.42) montre
alors que ’on doit alors avoir

bUT,O = —aVUp oo + E )‘isivr,oo € Tr0 N Tr00
i€l
ce qui n’est possible que si b = 0 d’apres la Proposition 3.6.4 et nécessite donc que f = av,
soit colinéaire a v, . O

Ce premier résultat suffit déja a prouver l'irréductibilité des représentations .o et 7, o.

Corollaire 3.6.8. Pour tout paramétre r € {0,...p — 1}, les représentations myo et Ty oo sSONE
des représentations lisses irréductibles de Gg.

Démonstration. Supposons que 7 soit un sous—Fp[GS]—module non nul de 7, . Le Lemme 2.1.9
assure alors que l’espace des vecteurs Ig(1)-invariants de 7 est non nul. Comme 7/s(1) est

Is(1)

aussi un sous-espace vectoriel de 'espace 7,3 et que celui-ci est, d’aprés la Proposition 3.6.7,
b

. N . . . . . Is(1 .
égal a la droite engendrée par v, on doit forcément avoir als() = WT%( ). Ceci montre que

T = 0 puisque v,o engendre le ﬁp [Gs]-module m, . Le méme argument permet de montrer
I'irréductibilité de 7, o, ce qui termine la démonstration. O

Corollaire 3.6.9. Pour tout paramétre v € {0,...,p—1}, la restriction a G de m(r,0) est un
F,[Gs]|-module de longueur 2 totalement décomposé. Ses sous-quotients irréductibles sont my
et Troo-

Démonstration. C’est une réécriture de la Proposition 3.6.5 & la lumiére du Corollaire 3.6.8. [

Remarquons maintenant que le second point du Théoréme 3.6.1 assure l'existence d’un
isomorphisme de F,[Gg]-modules de la forme

Tip—1—r,00 ~ Tr0 (343)
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ce qui permet notamment de se limiter a ’étude des isomorphismes entre 7, o et g .

Par ailleurs, la définition de ces représentations assure qu’un tel isomorphisme est entiérement
) . . . Is(1 .

déterminé par sa valeur en v, o, celle-ci devant appartenir a 7rs7so(o) par hypothése de Gg-

équivariance. On déduit donc de la Proposition 3.6.7 le fait suivant.

Corollaire 3.6.10. Pour toutes valeurs r et s prises dans l’ensemble {0,...,p — 1}, l’espace
Homg g (.00, Ts,00) est de dimension 0 ou 1 sur Fy,.

Pour déterminer les cas ol cet espace est non nul, nous allons étudier un peu plus en détail
I'espace des vecteurs Ig(1)-invariants de 7, oo. Une premiére possibilité consiste & déterminer
sa structure de HFP(G s, Is(1))-module : ceci sera effectué dans le Chapitre 6, avec a cet endroit
d’autres motivations qui nécessitent de connaitre précisément cette structure.

Une seconde possibilité consiste & se limiter & I’étude de la représentation de Ig portée par cet
espace de vecteurs invariants. C’est assez facile car I’application de réduction modulo p permet
d’identifier le quotient Is/Is(1) au tore fini Ts(Fp) ~ F, des matrices diagonales de SLa(IFp),

de sorte que la représentation en question n’est rien d’autre qu'un Fy-caractére de F;.

Proposition 3.6.11. Soient r,s € {0,...,p — 1}.
Is(1)

1. Le FplIs]-module porté par w3’ est isomorphe au caractére o”.

2. 51 Moo €t Ts o0 sONt des représentations isomorphes de Gg, alors on a s = r ou bien

{r,s} ={0, p—1}.

Démonstration. Pour montrer le premier point, il suffit de calculer I'action d’un élément de
Ts(Fp) = Is/Is(1) sur le vecteur vy o. On obtient :

VAEE, < 0 > (I3, 2"] = [Iz,ar(< o ))(x’“)] = NIy.a"].,

ce qui prouve le résultat voulu.
Pour la seconde assertion, on remarque que si 7, o €t g o sont deux représentations isomorphes
de Gg, alors les représentations de Ig portées par leurs espaces de vecteurs invariants doivent
elles aussi étre isomorphes. On en déduit donc que ’on doit avoir " = ¢*, ce qui implique que
p— 1 doit diviser » — s. Au vu des valeurs prises par r et s, cela ne laisse que trois possibilités :
— ou bien r — s = —(p — 1), ce qui équivaut a dire que (r,s) = (0,p — 1);
— ou bien r — s = 0, ce qui équivaut a dire que r = s;
— ou bien r — s = p — 1, ce qui équivaut a dire que (r,s) = (p — 1,0). O

Pour compléter cet énoncé, il ne nous reste qu’a vérifier si les représentations mp oo et
- ] . ) ) 1 o R
Tp—1,00 = To,0 sont ou non isomorphes. C’est 'objet de la proposition suivante, qui fait inter-
venir les espaces de vecteurs Kp-invariants des représentations considérées.

Proposition 3.6.12. Les représentations mo o €t Tp—1,00 ne€ sont pas isomorphes car on a :
Ko _ _Is(1) .
7TO,()O - 7TO,QO # {O} 9

K K
71—p—ol,oo = 7['078 = {0} .

Démonstration. Une condition nécessaire pour que deux représentations de Gg soient iso-
morphes est que leurs espaces de vecteurs Kp-invariants soient de méme dimension. Ceci im-
. 1y . . ) .
plique notamment, grace & I'isomorphisme existant entre m,_1 o et moo, quil suffit de vérifier

que vg o n’est pas invariant sous 'action de Ky tandis que vg o l'est afin de conclure.
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Le fait que vg o soit invariant sous ’action de Ky est évident puisque g est égal au caracteére
trivial :

VkeKy k- [IQ, 1] = [12,0'0(]{3)(1)] = [IQ, 1] .

11
-1 0
formule (3.21) montre que cette différence n’appartient pas a I'image de 'opérateur Tp. Ceci

11
-1 0

Par ailleurs, un calcul direct de < > [, 1] — [er, 1] suivi d’une comparaison avec la

signifie que vg o n’est pas fixe sous I'action de 1’élément ( ) € Ky et termine donc la

démonstration.

3.6.2 Correspondance de Langlands locale semi-simple

Pour tout entier € {0,...,p — 1}, on pose m, := 7, ~, ce qui est cohérent avec les notations
du Corollaire 3.5.26. L’énoncé suivant récapitule alors les résultats principaux que nous avons
démontrés dans la sous-section précédente.

Théoréme 3.6.13. 1. A isomorphisme pres, il existe p représentations supersinguliéres de
SLy(Qp), notées mo, ..., Tp—1.

2. La restriction a Gg de toute représentation supersinguliere de GL2(Qp) est un Fp[Gg]-
module de longueur 2 totalement décomposé. Plus précisément, on a :

Vre {0, P = 1}7 W(T,O)‘GS =7 O Tp—1-¢ .

3. Pour toutr € {0,...,p—1}, Uespace des vecteurs Is(1)-invariants de m, est de dimension
1 surFy et l'on a (m,)* >~ mp_1-y.

Il va nous permettre de déduire des travaux de Breuil ce que 'on pourrait qualifier de
correspondance de Langlands locale semi-simple modulo p pour SL(Qp). On reprend pour
cela les notations de [Br, Section 4.2] : on désigne par G, := Gal(Q,/Q,) le groupe de Galois
absolu de Q,, par wy le caractére fondamental de Serre de niveau 2 et par ind(w;H) I'unique
représentation irréductible de G, de dimension 2 sur F,, dont le déterminant est et et dont
la restriction au sous-groupe d’inertie de G, est égale a Wit @ wg(rﬂ).

Breuil a démontré [Br, Corollaire 4.2.3] l'existence d’une unique bijection entre les classes
d’isomorphisme des représentations supersinguliéres de GL2(Q)) et les classes d’isomorphisme

des représentations irréductibles de Gg, de dimension 2 sur F), qui envoie, pour tout entier

r € {0,...,p — 1} et tout caractére x : F* — ﬁ;, la représentation 7(r,0) ® (x o det) sur
ind(w’;l)@){. Elle lui permet de définir une « correspondance de Langlands locale semi-simple
modulo p » [Br, Définition 4.2.4] entre les classes d’isomorphisme des représentations semi-
simples de G, de dimension 2 sur [, et certaines classes d’isomorphisme de représentations

lisses semi-simples de GL2(Q,) sur Fp que nous rappelons maintenant.

Définition 3.6.14. Pour tout entier r € {0,...,p — 1}, on note [p — 3 — r| 'unique entier de
{0,...p—2} congru & p—3—r modulo p—1. On note 7°° la semi-simplifiée d’une représentation
lisse m et 'on rappelle que tout caractére lisse de Q7 peut étre considéré comme un caractére
fini de G, par l'injection Q) — Gfél; de la théorie du corps de classes local normalisée de
maniére & envoyer les uniformisantes sur les Frobenius géométriques.

On appelle correspondance de Langlands locale semi-simple modulo p pour GL2(Qy) la corres-
pondance suivante entre ’ensemble des classes d’isomorphisme des représentations semi-simples
de Gg, de dimension 2 sur F), et un ensemble de classes d’isomorphisme de représentations
lisses semi-simples de GLy(Q,) sur F,, :
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— pour tout caractere lisse x : Q) — F;, tout entier r € {0,...,p — 1} et tout scalaire
reF,,

( STEMA Mfl > @ x & (7(r,N)*¥ @ (xodet)) ® (n([p—3 -7, A\ 1)* ® (x odet)) ;

— pour tout entier 7 € {0,...,p — 1} et tout caractére lisse x : Q) — F;,

ind(wj™) ® x ¢ 7(r,0) @ (x o det) .

Regardons ce qu’il advient si 'on essaye d’établir une relation analogue entre représenta-
tions galoisiennes et représentations supersinguliéres de SL2(Qp) qui serait compatible avec
la correspondance de Breuil. Le second point du Théoréme 3.6.13 implique que 1'on doit faire
correspondre a chaque représentation galoisienne ind(wgﬂ) un ensemble de représentations
supersinguliéres de SL2(Q)) :

ind(wg'ﬂ) — {m;mp_1-r} .

Cet ensemble est de taille 2 si 7 # 252 et de taille 1 (avec multiplicité 2) si r = %. En outre,
les ensembles correspondant & r et & p— 1 —r sont les mémes, ce qui se traduit du coté galoisien
par le fait que les représentations projectives induites par ind(wj ™) et ind(wg_l_(rﬂ)) sont
isomorphes.

Une seconde différence notable avec le cas de GL2(Q,) est que I'on perd la possibilité de
distinguer une représentation galoisienne de sa tordue par un caractére non trivial. En effet,
si l'on restreint a SL2(Q)) la correspondance obtenue par Breuil, on voit que quel que soit le
caractére y : F'* — ?; et quel que soit 'entier r € {0,...,p—1}, les représentations galoisiennes
ind(wy™) et ind(wh )@y correspondent au méme ensemble {m.; 7, 1.} de représentations
supersinguliéres de SL2(Q)).

Pour atteindre notre objectif, il nous faut donc considérer la correspondance suivante au niveau

des représentations supersinguliéres 17 :
proj oind(wh ™) «— {7 mp 14} (3.44)
avec r € {0,..., %} Elle met en bijection ’ensemble des paquets de représentations super-

singuliéres de G'g sur I}, avec celui des classes d’isomorphismes de représentations galoisiennes
projectives de dimension 2 sur [Fy,.

Intéressons-nous maintenant au devenir des Fp—représentations de G, scindées de dimen-
sion 2 dans une telle correspondance. On commence par rappeler que si (7, A) est une paire de
paramétres telle que A # 0, le second point du Corollaire 3.5.19, assure I'existence d’isomor-
phismes de représentations de Gg de la forme suivante :

m(r, A)|ag =~ mo(r, )\2) ~7(r,—A)|ayg -

Le pendant de ces isomorphismes lorsque 1’on regarde du c6té galoisien s’exprime par les égalités
suivantes :

( ety 0 > _ < e pyepy-1 0 > _ ( e ap 0 > .
N 0 Pr-1 0 Pox-1fi—1

Si I'on souhaite que notre correspondance reste compatible a celle qui existe pour GL2(Q,)
aprés restriction & SLy(Qy), il nous faut définir la correspondance suivante pour les paires
(r,A) avec A #Oetr e {0,...,p—1}:

r+1 0
proj o < c O“A s ) & mo(r, N @mo([p—3 — 7], A7) . (3.45)

17. On note proj la projection canonique de GLy(...) vers PGLy(...).
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On établit ainsi une bijection entre I'’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations
galoisiennes projectives semi-simples de dimension 2 sur F, et une famille de classes d’iso-
morphisme de représentations modulo p lisses semi-simples de SLy(Q,) obtenues & partir de
représentations non supersinguliéres.

Remarque 3.6.15. En décomposant ﬁ; comme somme des Qy/Z, avec ¢ # p entier premier
et en travaillant sur chaque composante /-primaire, on peut reprendre ligne a ligne 'argu-
ment développé par Serre dans le cas complexe [Ser77, Section 6, cas local du Théoréme 4|
pour montrer que H Q(GQP,F; ) = {0}, ou l'action de Gg, sur F; est bien entendu l’action
triviale. Par suite, toute E,—représentation projective de dimension finie de Gg, se reléve en
une représentation linéaire de G, de méme dimension sur Fp, ce qui permettrait d’écrire notre
correspondance de Langlands locale modulo p en considérant des classes d’isomorphismes de
représentations linéaires galoisiennes a torsion par un caractére lisse pres.



Chapitre 4

Représentations modulo p de
U2, 1)(E/F)

4.1 Introduction

Soient p un nombre premier et ' un corps local non archimédien complet pour une valuation
discréte, de caractéristique résiduelle p et de corps résiduel fini kp. Dans l'article [BL94| on
ils décrivent les classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles admissibles de
GLy(F) & coefficients dans une cloture algébrique F, de kp, Barthel et Livné évoquent la
possibilité d’étendre leurs travaux pour d’autres groupes. Nous avons traité le cas de SLo(F)
dans le chapitre précédent, et de nombreux articles (tels [Br|, [Her2|, [O1] ou encore [V5])
se sont penchés sur le cas des groupes formés par les F-points de groupes réductifs connexes
définis et déployés sur F'.

Dans ce chapitre, nous adaptons les idées développées dans le cas déployé pour traiter aussi
complétement que possible un premier exemple de groupe quasi-déployé sur F' mais non déployé
sur F', & savoir celui du groupe unitaire quasi-déployé non ramifié a 3 variables que ’on notera
U(2,1). Tout comme SLs, il est de rang 1 sur F, et nous verrons qu'il satisfait le méme type
de résultats que ceux démontrés dans le chapitre précédent.

Remarque 4.1.1. Les résultats contenus dans ce chapitre ainsi que dans le Chapitre 3 semblent
se généraliser naturellement au cas des représentations modulo p du groupe des F-points d’un
groupe réductif connexe défini, quasi-déployé et de rang 1 sur F'. Une partie de cette générali-
sation est présentée dans le Chapitre 5, le reste étant en cours de rédaction. Nous pensons par
ailleurs qu’il est en fait possible de supprimer I’hypothése de quasi-déploiement et d’obtenir
ainsi des résultats analogues pour les représentations modulo p de groupes réductifs connexes
de rang 1 sur F'.

Remarque 4.1.2. Dans la suite, nous supposons par commodité que E/F est non ramifiée
et que p est impair car nous ne possédons pas de bonne référence pour certains des résultats
que nous utilisons dans la Section 4.5. Cependant, la majorité des résultats et des preuves
présentés ici sont valables sans ces hypothéses, ce qui explique que nous gardions les notations
les plus générales possibles !, produisant par suite ’apparition d’uniformisantes conjuguées dans
certains de nos calculs.

1. Une autre justification de ce choix réside dans 'optique d’une généralisation prochaine de tous les énoncés
obtenus dans ce chapitre.
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Présentation des principaux résultats

On fixe une extension quadratique séparable E/F, une uniformisante wg de E placée au-
dessus d’une uniformisante fixée wr de F, et 'on note G le groupe unitaire U(2,1)(E/F)
associé & la forme quadratique de signature (2, 1) sur I'espace vectoriel E3. On désigne par =
I'image d’un élément x € E par 'unique F-automorphisme non trivial de ' et par N : E — F
lapplication norme attachée a l'extension E/F. On pose EM :=ker N et I'on note B le sous-
groupe de Borel de G formé des matrices triangulaires supérieures.

Le premier résultat important de ce chapitre concerne les représentations non supercuspi-
dales de G sur F,. On rappelle qu'une représentation lisse irréductible de G sur F, est dite
supercuspidale lorsqu’elle n’est isomorphe a aucun sous-quotient d’'une représentation de la
forme Ind§ (x) avec x : B — ﬁ; caractére lisse.

Théoréme 4.1.3. Soit x : B — F; un caractere lisse.

1. Le Fp[B]-module Ind$ (x) est de longueur 2. Il est indécomposable si et seulement si x ne
se factorise pas a travers Uapplication déterminant. Dans le cas contraire, il est totalement
décomposé.

2. Le F,[G]-module Ind$ (x) est irréductible si et seulement si x ne se factorise pas & travers
Uapplication déterminant. Dans le cas contraire, il est indécomposable de longueur 2 avec

le caractére x comme sous-objet et la représentation de la série spéciale Stg ® x comme
Ind% (1
quotient, ot Stg := Ii() est la représentation de Steinberyg.

3. Les classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles non supercuspidales
de G sur F, se partitionnent en trois familles : les caractéres, les représentations de la
série principale et les représentations de la série spéciale. De plus, il n’existe pas d’en-
trelacement entre deux représentations distinctes provenant d’une méme famille, et toute
représentation non supercuspidale de G sur F), est admissible.

Cet énoncé repose de maniére fondamentale sur 'étude de la structure de F,[B]-module des

représentations de la forme Indg’ (x) avec x : B — F; caractére lisse, ainsi que sur une certaine
connaissance de leurs espaces de vecteurs invariants sous ’action du pro-p-Iwahori standard
I(1) de G et des caractéres définis par I'action du sous-groupe d’Iwahori standard I sur ces
espaces (Théoréme 4.4.13).

Pour pouvoir décrire les autres E,—représentations lisses irréductibles admissibles de G, on
suppose que 'extension E/F est non ramifiée, ce qui permet de choisir la méme uniformisante
pour E et F', et 'on suit les idées introduites dans [BL94| en nous penchant sur la structure des
algebres de Hecke sphériques H(G, K, V) := Endg g (ind%(V)) avec K sous-groupe compact
maximal de G et V représentation lisse irréductible de K sur F,. On rappelle 2 que cette algébre
est isomorphe & la Fp-algébre de convolution H(G, K, V) des fonctions f : G — Endﬁp(V) lisses
a support compact telles que :

Viki,kp €K, VgeG, flkigks)=Fkif(g)ks .

Par ailleurs, si I’on désigne par U le sous-groupe des éléments unipotents de B et par T le tore
des matrices diagonales de G, on sait que 'espace des vecteurs (K N U)-invariants de V' définit
un F-caractére lisse de TNK = T(OF), ot T(OF) est le sous-groupe des éléments de T a
coefficients dans I’anneau des entiers O de E. On sait donc de méme que algébre de Hecke

2. Nous renvoyons le lecteur souhaitant plus de détails & la Section 2.3 du Chapitre 2.
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sphérique H (T, T(OF), VEMY) est isomorphe a la Fp-algebre de convolution H(T, T(O3); VEY)
des fonctions ¢ : T — F, lisses & support compact telles que :

V1eT(Of), YteT, ¢(rt) = 7(t) .

On démontre alors le théoréme suivant, qui est un cas particulier de [Her1, Theorem 1.2] lorsque
I'on suppose que F' est de caractéristique nulle et que K = G N GL3(Og).

Théoréme 4.1.4. Soit K un sous-groupe compact maximal de G et soit V' une représentation
B wg L 0 0
lisse irréductible de K sur Fy,. Posons ty := 0 1 0 ol wg est une uniformisante

0 0 wg
fixée de E.

L’application SY : H(G,K, V) — H(T, T(0}), VU'K) définie par :

VFEHGKV), SE(f) = [t > fltu)lyx| ,
uwelU/UNK

est un homomorphisme injectif de Fp-algeébres dont I’image est égale o l'ensemble des éléments
de H(T, T(OF), VU™ dont le support est contenu dans T(Ox)th.

En particulier, l’algébre de Hecke sphérique H(G,K, V) est une algébre de polynémes a coeffi-
cients dans Fp en un opérateur de Hecke Ty explicitement déterminé.

Ce résultat nous permet donc de définir, pour tout scalaire A € Fp, la représentation conoyau
indg (V)

(Tv — A)(indg (V) _

permettrait de décrire toutes les représentations lisses irréductibles admissibles de G sur F),

grace a I’énoncé suivant.

mx(V,\) =

. Connaitre en détail la structure de ces représentations nous

Théoréme 4.1.5. Pour toute représentation lisse irréductible admissible © de G sur F,, il
existe une paire (V, A)favec V' représentation lisse irréductible de K sur F), et A € F,, telle que
7 soit un quotient du Fp[G|-module mg (V, ).

Nous pouvons ainsi introduire les deux notions suivantes : une représentation lisse irréduc-
tible est dite supersinguliére (relativement a K) lorsqu’elle est isomorphe & un quotient d’une
représentation conoyau de la forme mg(V,0). Plus généralement, on dira que (V,\) est une
paramétrisation possible (relativement a K) de la représentation lisse irréductible 7 lorsque 7
est un quotient du F,[G]-module mg (V, \).

Tout le reste du chapitre vise a caractériser autant que possible les représentations super-
singuliéres de G, et se place sous I'hypothése o E/F est non ramifiée avec le méme choix
d’uniformisante pour F et F. Une premiére idée consisterait & décrire complétement les re-
présentations lisses irréductibles non supersinguliéres de G, ce qui revient a comprendre la
structure des représentations conoyaux de la forme 7g(V,\) avec A # 0. Nous commengons
par démontrer le résultat suivant, qui donne des conditions assez restrictives sur les paramé-
trisations possibles des représentations obtenues par induction parabolique et sur la structure
possible d’une grande famille de représentations conoyaux. On désigne par ¢ la matrice anti-

0 0 1

diagonale | 0 —1 0 |, et par n® := n(¢.¢) le caractére ¢-conjugué de 7. On rappelle que
1 0 0

I'on a ¢? = Is.

Proposition 4.1.6. 1. Soitn:B — ﬁ; un caracteére lisse. Si (V, \) est une paramétrisation

possible de Ind§ (n) relativement a K, alors A = n(to).
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2. Soient V une représentation lisse irréductible de K sur IF‘p qui ne s’étend pas en un

F,-caractére lisse de G3 et \ € IF' un scalaire non nul. Notonsn : T — IF' le caracteére
lisse dont la restriction a T(Op,) est donnée par le caractére porté par (VKHU)
envoie to sur X. On note encore n le Fy-caractére lisse de B obtenu par inflation.
L’application ']I‘((’) )-équivariante V]Km[U — n® définie par Uidentité induit alors un mor-

phisme surjectif de F,[G]-modules de la forme

et qui

g (V, A) = Indg () .

Nous démontrons ensuite que 'on peut déja calculer toutes les paramétrisations possibles des
Fp—caractéres de G et des représentations de la série spéciale de G. Rappelons que I'on désigne
par Vp 'unique Fp—représentation lisse irréductible de K contenue dans la représentation de
Steinberg Stg.

Théoréme 4.1.7. 1. Pour tout caractére lissen : E0) — F;, le F,[G]-module nodet admet
une et une seule paramétrisation possible, a savoir la paire (1o det,1).

2. Pour tout caractére lisse n : EY) — F;, la représentation Stg & (n o det) de la série
spéciale admet une unique paramétrisation possible, a savoir la paire (Vo ® (nodet),1).

Pour compléter notre étude, il nous faudrait pouvoir déterminer toutes les paramétrisations

. . . =X N . .
possibles des représentations de la forme Ind§ (1) avec n : B — [, caractere lisse. Pour I'instant,
les résultats que nous avons prouvés & ce sujet peuvent étre formulés comme suit.

Proposition 4.1.8. Soitn: B — F; un caractere lisse.

1. Sin ne s’étend pas en un Fy-caractere lisse de G, alors le Fp[G]-module Ind§ () admet
exactement une paramétrisation possible.

2. Si n s’étend en un Fp-caractére lisse de G, alors le Fp[G]-module Ind§(n) admet au
plus une paramétrisation possible, a savoir la paire (Vo @ 1,n(to)) ot Vo est l'unique
représentation lisse irréductible de K sur Fy, contenue dans la représentation de Steinberg
Stg de G.

Signalons tout de suite que le Théoréme 4.1.5 ne permet pas de conclure & l'unicité de la
paramétrisation dans le second cas de la Proposition 4.1.8 car nous avons démontré auparavant
que si 7 est un Fj-caractére lisse de G, la représentation Indg(n) n’est pas irréductible.

En comparant les résultats obtenus jusqu’ici pour G avec ceux qui existent pour GLy(F')
[BL94, Theorem 25|, pour SLs(F) et, plus généralement, pour GL, (F') [Her2, Theorem 3.1],
il est naturel de se demander si le morphisme surjectif introduit dans la Proposition 4.1.6
n’est pas carrément un isomorphisme, puisqu’il l'est lorsque 'on travaille avec les groupes
sus-mentionnés. En outre, disposer d’un tel isomorphisme permet d’obtenir une classification
des Fp—représentations lisses irréductibles admissibles de G, et nous n’avons & 'heure actuelle
trouvé aucun argument qui mettrait cette propriété d’injectivité en défaut.

Une autre question qui surgit naturellement lors de la comparaison avec les théories existant
pour d’autres groupes porte sur la structure des représentations conoyaux mg(n o det, A) avec
A€ ﬁ; etn: ED — F; caractére lisse. Nous savons démontrer 4 par un argument utilisant la
structure de 'arbre de Bruhat-Tits que la représentation 7(1,1) est une extension non scindée
du caractére 1 par Stg. Ceci implique en particulier que toute représentation conoyau de la
forme mg(n o det, 1) est une extension non scindée du caractére 1 o det par la représentation

3. Ce qui signifie que V est soit de dimension strictement supérieure & 1, soit un F-caractére lisse de K qui
ne s’étend pas en un Fp-caractére lisse de G.
4. Mais n’avons pas eu le temps d’inclure cette preuve dans le manuscrit.
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de la série spéciale Stg ® (n o det). Par ailleurs, si I'on s’intéresse a mg(n o det, A) avec X # 1,
nous savons en construire un quotient de la forme Indg’(x), qui doit alors étre irréductible &
cause du Théoréme 4.1.7 (qui implique que le caractére y ne peut pas étre étendu en un E,—
caractére lisse de G). De nouveau par analogie avec les théories de référence, nous pensons que
la surjection ainsi définie est en fait un isomorphisme de F,[G]-modules, et que la démonstration
de cette affirmation doit étre identique a celle qui devrait donner I'injectivité du morphisme de
la Proposition 4.5.26.

Toutes ces considérations nous ménent & introduire I’hypothése suivante, qui va nous permettre
d’énoncer ensuite une conjecture regroupant deux assertions de nature différente : la premiére
est une supposition que nous faisons et que nous n’avons pas encore complétement démontrée
(pour des raisons essentiellement techniques et temporelles) ; la seconde est un fait que nous
savons démontrer, mais dont la preuve n’a pas pu étre incluse dans ce manuscrit.

Hypothése A : La paire (V,)\), avec V' représentation lisse irréductible de K sur E, et
A€ Fp scalaire non nul, vérifie l'une des deux assertions suivantes :

~ V ne s’étend pas en un Fp-caractere lisse de G ;

-V s’étend en un Fp—camctére lissen de G et X\ # 1.

Conjecture B :

1. Pour toute paire (V, \) satisfaisant o ’Hypothése A, la représentation conoyau mg(V, )
est isomorphe au F,[G]-module Ind§ (n), ot n : B — F; est le caractére lisse dont la
restriction a T(OF) vaut (VXY et qui envoie ty sur A.

2. Notons Vy l'unique représentation lisse trréductible de K sur Fp contenue dans la repré-
sentation de Steinberg Stg. Pour tout caractére lisse n @ B0 — ﬁ;, le F,[G]-module

(Vo ® (nodet), 1) est une extension non scindée du caractére n o det par la représen-
tation de la série spéciale Stg @ (n o det).

Sous cette conjecture, nous pouvons tout d’abord compléter ’énoncé de la Proposition 4.1.8, ce
qui méne & 'unicité du quotient lisse irréductible de n’importe quelle représentation conoyau.

Proposition 4.1.9. Supposons que la Conjecture B soit vérifiée. Pour tout caractére lisse
n:EBL - F;, le T, [G]-module Ind§ (n o det) admet une et une seule paramétrisation possible,
a savoir la paire (Vo @ (n o det),1) ot Vo désigne l'unique Fy-représentation lisse irréductible
de K contenue dans Stg.

Corollaire 4.1.10. Supposons que la Conjecture B soit vraie. Pour toute paire (V,\) avec V
représentation lisse irréductible de K sur EJ et \ € E:, le FP[G]—module porté par la représen-
tation conoyau r (V,\) admet (a isomorphisme pres) un unique quotient irréductible. De plus,
ce quotient irréductible n’est pas supercuspidal.

Nous déduisons tout d’abord de ces énoncés que la notion de supersingularité relativement a
K introduite précédemment est bien définie, puis qu’elle est équivalente & la notion de super-
cuspidalité.

Lemme 4.1.11. Supposons que la Conjecture B soit vérifiée.

La notion de supersingularité par rapport & K est alors bien définie : si w est une représentation
lisse irréductible de G sur F, admettant une paramétrisation possible de la forme (V,0) avec V
représentation lisse irréductible de K sur Fp, alors toute paramétrisation possible de w est de la
forme (W,0) avec W représentation lisse irréductible de K sur F.

Théoréme 4.1.12. Supposons que la Conjecture B soit vérifiée. Pour toute représentation lisse
irréductible admissible m de G sur Fp,, on a équivalence entre les assertions suivantes :
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i) 7 est supersinguliere relativement a K ;

i1) m est supercuspidale.

Ce dernier résultat prouve en particulier que la notion de supersingularité ne dépend pas, pour
les représentations lisses irréductibles admissibles de G, du choix de K puisqu’elle est équivalente
& la notion de supercuspidalité qui n’a absolument rien a voir avec les sous-groupes compacts
maximaux de G. Nous pouvons alors conclure ce chapitre par I’énoncé de classification suivant
des représentations lisses irréductibles admissibles de G sur Fp, qui est démontré sous réserve
de disposer de la Conjecture B.

Théoréme 4.1.13. Supposons que la Conjecture B soit vérifiée.
A isomorphisme pres, toute représentation lisse irréductible admissible de G sur F), appartient
G l'une et et une seule des quatre familles suivantes :

i) les caractéres de G, de la forme 1o det avecn : E® - F; caractére lisse ;

i1) les représentations de la série principale, de la forme Indﬁ’(n) avecn:B — ﬁ; caractére
lisse qui ne s’étend pas en un Fp-camctére lisse de G.

iii) les représentations de la série spéciale, de la forme Stg ® (n o det) avec n : EM) — F;

Ind$ (1)

caractére lisse et Stg := représentation de Steinbery ;

iv) les représentations supersinguliéres.

Plan du chapitre

Aprés une section qui regroupe divers résultats préliminaires plus ou moins techniques,
nous consacrons la Section 4.3 & la description explicite des Fp—caractéres lisses de G et de
B ainsi qu’a quelques résultats qui en découlent. La Section 4.4 contient une étude compléte
des représentations lisses de G obtenues par induction lisse des ﬁp—carac‘céres lisses de B, ce
qui permet notamment d’obtenir une démonstration du Théoréme 4.1.3. La derniére section
de ce chapitre, qui est la plus longue, commence par une démonstration du Théoréme 4.1.4.
On démontre ensuite le Théoréme 4.1.5 en adaptant les arguments développés dans le cas
déployé, puis l'on s’intéresse aux représentations conoyaux mg(V,A) et a leurs relations éven-
tuelles avec les représentations non supercuspidales de G. Pour ce faire, nous introduisons un
isomorphisme remarquable A : Homg (V,Ind§ (1)) — Home[T(OE)} (VENU %) lorsque V est

une E?—représentation lisse irréductible de K et 1 un Fp—caractére lisse de B. Cet isomorphisme
fait 'objet de la Section 4.5.3 et tient une place importante dans la compréhension des paramé-
trisations possibles des représentations lisses irréductibles non supercuspidales de G puisqu’il
est a la base des démonstrations fournissant la Proposition 4.1.6 et le Théoréme 4.1.7. Nous
terminons alors ce chapitre en introduisant la Conjecture B et en 'utilisant pour aboutir &
I’énoncé de classification donné dans le Théoréme 4.1.13.

4.2 Préliminaires

4.2.1 Notations générales

On fixe un entier premier p et I'on considére un corps local non archimédien F' que 'on
suppose complet pour une valuation discréte, de caractéristique résiduelle p et de corps résiduel
fini. On note O l'anneau des éléments entiers de F, pr son idéal maximal et kr = Op/pp
son corps résiduel. On désigne par E une extension quadratique séparable non ramifiée de F'
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et, si x est un élément de E, on note T son image par 'unique F-automorphisme non trivial ®
de E, Tr(z) := x + T sa trace et N(z) := 2T sa norme. On note O 'anneau des entiers de
E, pp son idéal maximal et kg son corps résiduel. On fixe une uniformisante wr € pr, une
uniformisante wr € pg au-dessus de® wp, et une cloture algébrique Fp de kp qui contient
kr. Remarquons que comme la conjugaison préserve la valuation pg-adique”, le noyau EW de
'application norme est contenu dans Op,. Il vérifie de plus EWNF = {£1}, cette intersection
étant réduite & un élément lorsque F' est de caractéristique 2.

On note G := GL3(E) le groupe des matrices inversibles de taille 3 x 3 a coefficients dans F,
K := GL3(OFg) qui est a conjugaison prés l'unique sous-groupe compact maximal de G, et B
le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures de G. On a alors B=TU = UT,
ol U désigne le radical unipotent de B et T le tore déployé maximal des matrices diagonales.
On considére la forme hermitienne ® sur £ de signature (2,1) dont la matrice dans la base
canonique est

0 0 1
=10 -1 0
1 0 0

On note G le groupe unitaire qui lui est associé, défini comme étant le groupe des automor-
phismes de E? auto-adjoints par rapport a ®. Autrement dit, le groupe G peut étre identifié
au sous-groupe suivant de G :

G={MecG|™MpM = ¢} =U(2,1)(E/F) .

Remarquons que lon a en particulier det M € EM pour tout élément M € G. De plus, un

a b ¢
calcul direct montre que les éléments de G sont exactement les matrices | d e f | de G
g h i
qui satisfont aux conditions suivantes :
Tr(ag) = N(d); (4.1)
Tr(bh) = N(e)-1; (4.2)
Tr(@) = N(f): (4.3)
ah—de+gb = 0; (4.4)
bi—ef+hec = 0; (4.5)
—df +gec = 1 (4.6)

On note B = BN G le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures de G, qui
admet donc la description suivante :

al b ¢
B = 0 e bae |; ecEW; abceE avec Tr(a"te) = N(b)
0 0 a

Son radical unipotent est noté U=U NG, et T =T NG désigne le tore maximal des matrices
diagonales. On a encore B = TU = UT, mais le tore T n’est pas un tore déployé de G : le tore

5. Que l'on appellera parfois ’application de conjugaison.

6. Ce qui signifie que 'on a wf = wr, ou e = e(E/F) désigne l'indice de ramification de E/F. Comme
Pextension E/F est supposée non ramifiée, on peut choisir la méme uniformisante pour E et F, ce que nous
ferons a partir de la Section 4.5.3. Cependant, comme nous ’avons expliqué dans la Remarque 4.1.2, plusieurs
résultats énoncés ci-aprés sont encore valables lorsque l'extension F/F est ramifiée, ce qui explique pourquoi
nous gardons des notations générales autant que possible.

7. Cette propriété se vérifie par un calcul direct en distinguant selon que l'extension quadratique E/F est
non ramifiée ou totalement ramifiée.
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déployé maximal contenu dans T est isomorphe a F*, tandis que T est isomorphe a EX x E().
On note U le radical unipotent du Borel opposé B : un calcul direct montre alors que ¢U¢p = U
et que la propriété suivante est vérifiée :

VEET, ptp =1 . (4.7)

L’action par conjugaison de G sur I’ensemble de ses sous-groupes compacts maximaux posséde
deux orbites, dont des représentants sont donnés® par Ko :== K NG et Ky := (PKP~1)NG

10 O
avecP:=1 0 1 0 . Signalons ici que ’on connait la structure des groupes finis obtenus
0 0 wg

par «réduction modulo wg» de Ky et de K; |T, Section 3.11] : ils sont respectivement égaux
au groupe unitaire fini U(2,1)(kg/kr) et au produit U(1,1)(kg/kr) X k‘g), ol k‘g) désigne
I'ensemble des éléments de kr dont la norme? est égale a 1.
On note I le sous-groupe d’Iwahori standard de G : il est constitué des éléments de Ky dont
la réduction modulo wg est une matrice triangulaire supérieure inversible, et est aussi égal
a l'intersection Ko N K;. Il contient le pro-p-Iwahori standard I(1), formé des éléments de I
dont la réduction modulo wg est unipotente. On introduit enfin 1’élément suivant de T, qui
appartient au tore déployé maximal de G contenu dans T puisque I'extension E/F est supposée
non ramifiée :
wE ' 0 0
to := 0 1 0
0 0 wg

4.2.2 Autour des éléments de B

La décomposition de Bruhat raffinée, rappelée dans la sous-section suivante, motive la
recherche d’une description de ’action par translations & droite de B sur la double classe B¢U
lorsque I'on souhaite étudier les représentations de G obtenues par induction parabolique a
partir de B. Cette sous-section regroupe quelques résultats un peu techniques & ce sujet dont
nous ferons usage par la suite, notamment dans la Section 4.4.

On commence par introduire les notations suivantes : pour tous scalaires x,y € E et z € E*,
on pose

1 z vy 1 00 z1 00
u(z,y):=1 0 1 T |,ulz,y):=| 1 0 | etit(z,y) := 0 y O
00 1 y T 1 0 0 =2

Les éléments de U (respectivement : de U) sont alors exactement les u(x,y) (resp. u(z,y)) avec
x,y € E tels que Tr(y) = N(x) tandis que les éléments de T sont tous de la forme ¢(a, e) avec
a € EX et e € EM. Un premier calcul direct montre que quelles que soient les valeurs des
parameétres a, e, x et y, on a

a, e)ulz, y) = u(@ e, N(a~ )y)t(a,e) . (4.8)
Grace a l'identité (4.7), on déduit de cette expression la relation suivante.
Lemme 4.2.1. Soient t(a,e) € T et u(z,y) € U. Pour tout b € B, on a

bou(z, y)t(a,e) = bt(@ *, e)pu(aex, N(a)y) .

8. La Section 7.2 contient une preuve de cette affirmation reposant sur des arguments dus a Hijikata [Hij].
9. Relative a l'extension quadratique kg/kr, ce qui a un sens puisque l'extension E/F est supposée non
ramifiée.
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Un second calcul, tout aussi direct que celui menant a 1’égalité (4.8), montre que 1'on dispose
de l'identité suivante.

Lemme 4.2.2. Soient u(z,y) et u(b,c) deux éléments de U. Alors :

u(z,y)u(b,c) = u(z + b,y +c+ xb) . (4.9)
En particulier, 'inverse de u(x,y) est égal a u(—x,7).
On termine en rappelant une identité qui relie explicitement les éléments non triviaux de U a
ceux de BoU et qui s’obtient par un calcul direct.

Lemme 4.2.3. Pour tout élément u(z,y) € U avec (z,y) # (0,0), on a Uégalité suivante :

gl oyl 1
az,y)=| 0 gy ' z |ouly T,y ") € BoU.
0 0 Y

Remarque 4.2.4. Puisque 'on impose que I'égalité Tr(y) = N(x) soit vérifiée, on voit immé-
diatement que la condition (x,y) # (0,0), qui signifie simplement que 'élément w(x,y) n’est
pas égal a I3, est équivalente & la condition y # 0.

4.2.3 Décompositions en doubles classes de G

Notons Wy le groupe de Weyl fini associé & G. On rappelle qu’il peut étre défini comme le
quotient par T du normalisateur Ng(T) de T dans G, auquel cas le calcul explicite 1 de Ng(T)
montre que Wy est un groupe de cardinal 2 et que ¢ peut étre choisi comme relévement dans
Ng(T) d’un générateur de Wy. La décomposition de Bruhat pour G [IGA, Théoréme 11.4.(ii)]
et sa version raffinée (qui provient de la factorisation B = TU et du fait que ¢ normalise T)
s’écrivent donc de la maniére suivante.

Théoréme 4.2.5 (Décomposition de Bruhat). Le groupe G admet les décompositions en
doubles classes disjointes suivantes :

G = BUB¢B (4.10)
B U BeU . (4.11)

On sait de plus que la factorisation des éléments de G donnée par la décomposition (4.11) est
unique, et que BoU est une partie ouverte dense de G tandis que B est un sous-groupe fermé
non ouvert de G.

Remarque 4.2.6. Comme E/F est supposée non ramifiée, on dispose aussi d’'une décom-
position de Bruhat pour le groupe fini G(kg) formé des matrices M de GL3(kg) vérifiant
‘MoM = ¢ :

G(kg) = B(kg) UB(kp)¢B(kp) = B(kg) UB(kg)oU(kE) ,

ou B(kg) et U(kg) désignent respectivement le sous-groupe des matrices triangulaires supé-
rieures de G(kg) et le radical unipotent de B(kg). La encore, on a unicité de I’écriture dans la
seconde décomposition.

Nous démontrons maintenant quelques résultats techniques qui vont nous servir & démontrer
les décompositions d’Iwasawa (Corollaire 4.2.8) et de Cartan (Théoréme 4.2.12) pour G a partir
de la décomposition de Bruhat raffinée rappelée ci-avant, nous évitant ainsi d’avoir a renvoyer
le lecteur vers [BT1, Section 4.4].

10. Que 'on donne dans la Section 7.3.
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Lemme 4.2.7. Soit K € {Ko,K;}.

1. Lélément ¢ admet la factorisation suivante :

T 0 0 0 0 wg!
¢ = 0 1 0 0 -1 0
0 0 wp' wg 0 0

En particulier, ¢ appartient a TK et ¢ KT.

2. Pour tous éléments x,y € E tels que N(xz) = Tr(y), on dispose de la décomposition
matricielle suivante :

0 0 1 gl -yt 1 1 0
0 -1 -z |=| 0 gy'! -7 zy=l 1 0 | . (4.12)
1 =z y 0 0 Yy y= ! oay t o1

En particulier, ¢pu appartient ¢ BK pour tout élément u € U.

Démonstration. Un calcul direct permet de vérifier que ¢ admet bien la factorisation annoncée,
ce qui montre qu’il appartient a TK; et achéve la preuve du premier point puisque ¢ appartient
clairement a K et est égale a son inverse. La décomposition du second point se vérifie de méme
par un calcul direct.

Soit maintenant u(z,y) € U avec z,y € E tels que N(z) = Tr(y). On peut supposer y
non nul car dans le cas contraire, on a nécessairement z = 0 et la matrice u(0,0) = I3 est
trivialement contenue dans BK. Remarquons ensuite que 'égalité N (z) = Tr(y) implique que

vE(y)
2

lon a 2vg(z) > vE(y), ce qui se réécrit vg(x) > . Nous allons conclure en distinguant

selon le signe de vg(y).

Si vg(y) > 0, alors on a aussi vg(x) > 0 et la matrice u(x,y) appartient en fait & I = Ko N Ky,

ce qui implique directement que ¢u(z,y) appartient bien a BK. Supposons maintenant que

ve(y) < 0, ce qui signifie que y~! appartient & pp. C'est alors aussi le cas de xy~!, puisque

ve(y) —vE(Y)
2

I'inégalité vg(z) > est équivalente a vg(zy™!) = vp(r) — vp(y) > > 0, et

de xy~1, puisque la conjugaison préserve la valuation wg-adique. Un calcul immédiat montre
alors que 'on a

0 O 1
ou(z,y)=| 0 -1 —-=Z ,
1 =z Y

ce qui permet de déduire de la factorisation (4.12) que ¢u(z,y) est bien un élément de BK et
termine la démonstration. O

Corollaire 4.2.8 (Décomposition d’Iwasawa). Soit K € {Ko,K;i}. Le groupe G admet une
décomposition d’lwasawa relativement a K :

G=BK=KB .

Démonstration. Par décomposition de Bruhat raffinée, on sait que G est la réunion de B et de
BoU, et le Lemme 4.2.7 assure que ¢U est contenu dans BIK, ce qui prouve que G = BK et
termine la démonstration, ’autre décomposition s’obtenant par passage a l'inverse. O

Lemme 4.2.9. Soit K € {Ko,K;}. Tout élément de U peut étre écrit sous la forme kity" ko
avec k1,ko € K et n > 0. Autrement dit, on a U C KtaNK,

Démonstration. Soit u(x,y) € U avec z,y € E tels que N(z) = Tr(y). Comme nous I’avons
vu dans la preuve du Lemme 4.2.7, on est forcément dans I'un des deux cas suivants :
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— ou bien vg(y) > 0, auquel cas u(x,y) est un élément de UNK et il suffit de prendre
k1 = u(x,y), n =0 et ky = I3 pour conclure;
— ou bien vg(y) < 0, auquel cas on utilise la factorisation (4.12) pour écrire que

g o—xy b1 1 0 0
wzy) = o 0 gy -7 zy™t 10
0 0 Y y b ozy! 1

1 —ay ! oyt g 0 0 1 0 0

= ol 0 1 —zy ! 0 7y ' 0 zy=! 1 0

0 0 1 0 0 y~ b oayt 1

Comme nous l’avons expliqué dans la preuve du Lemme 4.2.7, la condition N (z) = Tr(y)

1 —ay b oyt 1 0 0
assure que les matrices 0 1 —zy ! et zy~1 1 0 appartiennent
0 0 1 y ! oay o1

toutes deux a K. D’autre part, on sait que si K = K, alors ¢ appartient a K et il suffit
de poser —n = vg(y) < 0 pour avoir le résultat annoncé. Lorsque K = Ky, il suffit de
remarquer que 'on a

1 —zy 't oyt 0 0 1
¢ O 1 —zy ! = 0 -1 @y!
0 0 1 1 —zy ' gt
0 0 wg! TE L 0 0
= 0 -1 a3y lwy 0 1 0
wE —ay! (Gop) ! 0 0 wp

pour conclure en posant —n :=vg(y) + 1 < 0.
Nous avons ainsi prouvé dans les deux cas 'existence d’un entier naturel n € N et de deux
¢léments kq, ko € K tels que u(x,y) = kity " ko, ce qui est le résultat annoncé. O

Lemme 4.2.10. Soit K € {Ko,K;}. Tout élément de B = TU peut étre écrit sous la forme
kitko avec t € T et ki, ko € K. Autrement dit, on a B C KTK.

Démonstration. Soit b € B. Comme B = TU, il existe des scalaires a € E, e € ED et z, yek
vérifiant N (x) = Tr(y) tels que b = t(a, e)u(x,y). Si y appartient & O, alors u(x, y) appartient
alUNKetil n’y arien a démontrer, ce qui nous permet de supposer que vg(y) < 0. On peut
alors écrire grace a la formule (4.12) que l'on a

gl o—xyt 1 1 0 0
u(z,y) = ¢ 0 gy ! -z zy=t 1 0
0 0 Y y=boxy!t 1
1 0 0
avec | xy~! 1 0 | quiappartient a (1), donc a K. Pour conclure, nous allons distinguer
ytoayt 1
selon le signe de vg(a).
— Siwvg(a) >0, alors on a
t(a,eu(z,y) = o¢t(@a ", e)ou(z,y)
[T TR | 1 0
= ¢t@te| 0 yy ! -z zy=l 1 0
0 0 Y ybozyT! 1
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ce qui s’écrit aussi

ay —axy~! a 1 0 0
t(a,e)u(z,y) = ¢ 0 eyy~t  —ex xzy 1 0
0 0 aly y~ b oayt 1
1 —azey ! N(a)y ! ay? 0 0 1 0
= ¢| O 1 —azey ™! 0 eyy ' 0 zy=1 1
0 0 1 0 0 aly y~ b oay Tt
1 —avey ! N(a)y*
Comme a est par hypothése contenu dans Op, la matrice | 0 1 —azey !
0 0 1

appartient a K, ce qui prouve le résultat annoncé lorsque K = Ky puisque ¢ est aussi
un élément de Ky. Lorsque K = Kj, on utilise ’astuce de la preuve du Lemme 4.2.9

0 0 wp w L 0 0
en écrivant ¢ € KT sous la forme ¢ = 0 -1 0 0 1 0 et en
wEg O 0 0 0 wg

1

remarquant que 'appartenance de 3! et de zy~! a pg assure que 1’élément

wE L 0 0 1 —areg~' N(a)y™! wg 0 0
0 1 0 0 1 —azey ! 0 1 0
0 0 wg 0 0 1 0 0 wg'
@E ' —are(y@we)”' N(a)(y@s) ™ @weg 0 0
= 0 1 —azey ! 0 1 0
0 0 wE 0 0 wy'
1 —aexy '@t N(a)N(wgp')y™!
= 0 1 —Eefy_lwgl
0 0 1

est contenu dans Kj. On en déduit donc que t(a, e)u(x,y) appartient a la double classe
Kit(@ lywg, eyy 1)Ky, ce qui prouve le résultat voulu.

~ Si vg(a) < 0, on se raméne au cas précédent en travaillant avec b~ € B. En effet, si
b =t(a,e)u(x,y), on sait grace au Lemme 4.2.2 et & la formule (4.8) que l'on a

bt =u(—z,9tlate) =tat,@)u(—atex, N(a™Hg)

avec a~! € pp. Par suite, si vg(N(a™1)y) > 0, alors u(—a~'ex, N(a~!)y) appartient & K
et b~! appartient & KTK, ce qui implique qu’il en va de méme pour b; si vg(N(a™1)y) < 0,
on peut alors reprendre pour by := b~! 'argument développé ci-avant pour b dans le cas
ott vg(y) < 0 et vg(a) > 0 en considérant cette fois a3 := a ! et y; := N(a~!)y. On
obtient donc finalement que ! est un élément de KTK, ce qui implique que b appartient
lui aussi & KTK et termine la démonstration. 0

Remarque 4.2.11. La premiére partie de la preuve du Lemme 4.2.10 (cas ou vg(a) > 0)
montre en particulier le résultat suivant : si n € N et si u(x,y) € U n’appartient pas a
—n+vg(y) si K=Ky ;

K, alors 'élément tju(x,y) appartient a Ktg'K avec m = Cntupy)+1 siK=K; .

Remarquons en particulier que 'on a toujours m < —n.

Théoréme 4.2.12 (Décomposition de Cartan). Soit K € {Ko,K;}. Le groupe G admet les
décompositions en doubles classes disjointes sutvantes :

G=| |KgK= | | Ktg"K .

neN neN



4.2.3 - Décompositions en doubles classes de G 109

Démonstration. Le fait que G soit réunion des doubles classes {KtjK, n € Z} provient directe-
ment de la décomposition d’Iwasawa G = BK et du Lemme 4.2.10 puisqu’un calcul immédiat
montre que lon a T = T(O3)th = tZT(0%), ot T(O}F) := TNK est le sous-groupe des éléments
de T & coefficients dans Og. Remarquons par ailleurs que 1’élément £ := ﬁwgl appartient 1!
a Of et fournit I'identité suivante :

N0 0
VneN, "= 0 1
0o 0 ¢&"
Combinée avec la relation (4.7), cette égalité prouve que I'on a KtfK = Kt,"K pour tout
entier n € N et montre donc que G est la réunion des doubles classes {KtjK,n € N}. Il nous
reste a vérifier que ces classes sont deux a deux disjointes : soient donc m,n € N tels que ¢’
appartienne a KtjK. Puisque TN K = T(O}) ne contient aucune puissance non triviale de t,
la nullité de m ou de n entraine la nullité de 'autre exposant, ce qui permet de supposer que
m et n sont tous deux strictement positifs.
Ecrivons alors tf* sous la forme kitjks avec k; = (kilj)lgi,jgzs et ko = (k?igj)lgi,jgs deux éléments
de K. Le calcul explicite du coefficient situé en position (1,1) implique que I'on doit avoir

kW kD @E " + kiokdy + kisk3 oy = @E " (4.13)
ce qui donne, aprés multiplication par g™,
ELETE™ ™ + ko k3 TE™ + ' kiks mE T =1 . (4.14)

Comme k; et kg appartiennent tous deux a K, les coefficients ki k%, kiok3; et £"kizk3, sont
tous trois contenus dans Op. Pour que I’égalité (4.14) soit possible, il faut donc avoir m—n < 0,
i.e. m < n. Par symétrie des réles de m et n, on en conclut que 'on doit avoir m = n, ce qui
termine la démonstration. d

Remarque 4.2.13. La méthode développée & la fin de la preuve du Théoréme 4.2.12 nous
permet aussi de montrer que pour tous entiers naturels non nuls m et n, on a :

(tF™ € KtgKU) = (m <n) .
Une preuve de cette assertion est donnée dans la Section 7.4 par souci de complétude.

Corollaire 4.2.14. Pour tout n € N, on a t{UNKtjK = ¢ (UNK).

Démonstration. Ce résultat, qui peut étre vu comme un cas particulier de |[BT1, 4.4.4.ii)|,
est une conséquence directe des calculs effectués précédemment. L'inclusion de ¢f(UNK) dans
toUNKtHK étant immeédiate, concentrons-nous sur la preuve de I'inclusion réciproque en fixant
un élément u(z,y) € U tel que tgu(x,y) soit contenu dans Kt{jK et en supposant par I’absurde
que u(z,y) n’appartienne pas & UN K. La Remarque 4.2.11 impliquerait alors que tju(z,y)
est un élément de K¢j'K avec m < —n, ce qui prouverait la non-vacuité de l'intersection
Kt, "KNKt'K = Kt KNKt{'K et contredirait le fait que les doubles classes {Kt, K, r € N}
sont deux a deux disjointes. On en conclut que u(z,y) doit appartenir & UNK, ce qui termine
la démonstration. O

Nous terminons cette sous-section en prouvant un énoncé de décomposition de G en doubles
classes disjointes modulo B & droite et I ou I(1) a gauche.

11. On peut en fait toujours choisir 'uniformisante de maniére a ce que £ soit égal a £1.
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Lemme 4.2.15. Le groupe G admet les décompositions en doubles classes disjointes suivantes :

G = BIU B4l = BI(1) UBI(1) .

Démonstration. Commengons par signaler que la seconde décomposition découle immédiate-
ment de la premiére une fois que I'on a remarqué que I = T(O%)I(1), ou T(O}) désigne le
sous-groupe des éléments de T a coeflicients dans O, et que ¢ normalise T. Pour démontrer la
premiére décomposition, on rappelle tout d’abord que G admet une décomposition d’Iwasawa
par rapport a Ky (Corollaire 4.2.8) : G = BKj. Par ailleurs, la décomposition de Bruhat du
groupe fini G(kg) rappelée dans la Remarque 4.2.6 fournit, aprés relévement par 1’application
de réduction modulo wg, la décomposition suivante de Kg en classes disjointes :

Ko =TuTlel .
On dispose donc déja de la décomposition suivante de G :
G = BI L BIgI . (4.15)

Rappelons maintenant que la décomposition de Bruhat de G permet d’écrire la double classe
BI¢I sous la forme (BIpl N B) U (BIpl N BepU). Comme ¢ n’appartient pas a I, 'intersection
BIpINB est vide : en effet, si elle ne 1’était pas, cela signifierait qu’il existe des éléments ¢, j € 1
et b,3 € B tels que b3~ = i¢j. Cette écriture assurerait alors que b3~ est un élément de
B N Ko, donc de I, ce qui impliquerait que ¢ =i~ (b3~1)j ! est un élément de I.

Nous obtenons ainsi que Blgl = Blgl N BpU, ce qui prouve que Blgl est contenu dans BoU.
Nous allons maintenant montrer que la double classe I¢l est incluse dans BoU(OF), ou U(Og)
désigne le sous-groupe des éléments de U a coefficients dans Op. Ceci suffit pour conclure car
I’on aura ainsi prouvé que 1’on dispose de la chaine d’inclusions

BI¢I C BeU(Og) C Bl ,

donc finalement que Blpl = Bol puisque 'inclusion de B¢l dans Blgl est évidente.

Soit donc x un élément de I¢l. Nous avons précédemment montré que BI¢l est inclus dans
BoU, ce qui permet de décomposer x sous la forme bopu avec b € B et u € U. Nous allons
vérifier par un calcul explicite que u est & coefficients dans Og. Si 'on note

al oz oy 1 g h
b:= 0 e T=ae etu=| 01 g )
0 0 a 0 0 1
le calcul de x = bpu montre alors que 1'on a
Y —r4gy @ l'—gr+hy
r=| Tae e(Tag—1) e(hTa—7) . (4.16)
a ag ah

Rappelons maintenant que x appartient par hypothése a la double classe ¢, ce qui assure d’une
part que x est a coefficients dans O, donc que ag et ah sont contenus dans Og. D’autre part, si

11 12 113 Jin Jiz Jis
I’on écrit x sous la forme i¢j avec i,j € I et si ’on note 0 299 d93 |, 0 Joo Jos
0 0 33 0 0 Jss
les réductions respectives de ¢, j modulo wg, on obtient par un calcul direct que la réduction
* * *
modulo wg de x doit étre de la forme * % |.La comparaison de cette écriture avec

i33J11 * *
Pexpression (4.16) montre que la réduction modulo wg de a doit étre égale a iz3j11 # 0, ce qui
implique que a est un élément de O, et donc que g = a~'(ag) et h = a~'(ah) appartiennent
a Og. O
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4.2.4 Actions de groupe sur ’arbre de Bruhat-Tits

Nous cléturons cette premiére section par un bref rappel concernant 'immeuble de Bruhat-
Tits de G. C’est un arbre X qui est naturellement muni d’une distance ¢ définie comme le
nombre minimal d’arétes nécessaire pour construire un chemin dans I’arbre entre deux sommets
donnés, ainsi que d’une action de G par isométries relativement & §. Sil’on note A I’appartement
défini par le tore déployé maximal contenu dans T et si I'on suppose 2 que 1'on n’est pas dans
le cas trés particulier ou l'extension E/F est ramifiée avec F' de caractéristique égale a 2,
on peut alors donner la description explicite suivante de X' [T, 2.10 et 3.11]'3. On rappelle
qu'une application f : B2 — R := RU{oo} est une norme additive lorsqu’elle satisfait les deux
conditions suivantes :

)Y @,y € BY, fa+y) > inf(f(2), f(y)

i)VAIeE, Vxekl, f(Ax)= f(x)+ve(A).

On note B I’ensemble des normes additives f : E2 — R qui sont maximales pour la propriété
supplémentaire suivante ' :

Vz,y € B vp(®(z,y) > fz)+ f(y),

et on le munit de I'action de G définie par g - f := [x — f(g~'x)]. On peut alors identifier X
a B grace a 'unique application G-équivariante définie comme suit sur A4 ~ R : & tout réel
v € R est associée la norme additive f, donnée par f,(x,y, z) := inf(vg(z)—v,vE(y),ve(z)+v)
pour tout triplet (x,y,2) € E3. On dispose alors de la caractérisation suivante des sommets
(hyper)spéciaux de X : le sommet associé a la norme additive f, est

1
— spécial §'il existe une base (e1, ez, e3) de E® et un demi-entier \ € §Z tels que l'on ait

3
Y (21,22, x3) € E3, f, (Z l‘i€¢> =inf(vg(x1) — N\, vg(x2),vE(xs) + A) ; (4.17)
i=1

— hyperspécial si I'extension E/F est non ramifiée et s'il existe une base de E® dans laquelle
fu satisfait la condition (4.17) avec A = 0.

On désigne par vy le sommet de X qui correspond & la norme additive fy sous cet isomorphisme :
c’est un sommet spécial 1> dont le stabilisateur sous I'action de G est égal au sous-groupe
compact maximal Kg. On note v; le sommet voisin de vy dont le stabilisateur sous 'action de
G est égal au sous-groupe compact maximal K; : c’est aussi un sommet spécial ' de X, et le
stabilisateur de 'aréte ayant pour extrémités vy et v; est alors égal au sous-groupe d’Iwahori
standard I. Sachant que l'on a (v, tovg) = 2, on déduit des décompositions de Cartan pour
G obtenues dans la section précédente que 'on peut identifier 17 :

— le quotient G/Ky a I'ensemble des sommets de X’ situés a distance paire de vy ;

— le quotient G/K; a l'ensemble des sommets de X situés a distance impaire de vg.
Ceci nous permet d’introduire la notion de support dans ’arbre d’un élément f € ind% (V) avec
V représentation lisse irréductible de K = K; € {Ko, K1} sur F, : on dit qu'un sommet v de X
appartient au support de f s’il peut étre écrit sous la forme gv; avec g € G qui appartient au
support de f. Remarquons que, par définition des éléments de ind%(V), le support de f dans
X est toujours une partie finie de I'orbite Gu; de v;.

12. Ce qui est le cas ici puisque l'on a supposé que E/F est non ramifiée.

13. Une telle description existe aussi dans le cas trés particulier sus-mentionné, mais avec une présentation
légerement différente. Nous renvoyons le lecteur a [T, 2.10] pour plus de détails.

14. Ce qui impose bien entendu que ’on suppose qu’elles vérifient ladite propriété.

15. Et méme hyperspécial lorsque E/F est non ramifiée.

16. Mais non hyperspécial.

17. Nous renvoyons le lecteur & [Chou, Preuve du Corollaire 1.5.3] pour une rédaction détaillée du fait que
les sommets situés a distance 2n de v; sont exactement ceux de la forme gv; avec g € K;tgK;.
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4.3 TF,-caractéres de U(2,1)(E/F) et de son sous-groupe de Borel
standard

Nous commengons par un énoncé qui décrit la structure des F,-caractéres de G.
Proposition 4.3.1. Tout Ej—camctére lisse de G est de la forme y o det, avec y : EM) — ﬁ;
un caractére lisse uniquement défini.

Démonstration. Dieudonné a prouvé |Di, Sections 11.4 et I1.5] que le groupe dérivé de G est
égal au sous-groupe des éléments de G de déterminant égal & 1. On obtient donc I’énoncé
voulu grace & la Proposition 2.1.4 et au fait que le déterminant d’un élément de G est toujours
contenu dans E(1) O

Nous voulons maintenant déterminer la structure des Fp—caractéres de B. Il nous faut pour
cela calculer le groupe dérivé de B.

Proposition 4.3.2. Le groupe dérivé de B est égal a U.

Démonstration. Ce résultat bien connu repose sur un calcul direct dont I’expression est facilitée
grace aux énoncés de la Section 4.2.2. On remarque tout d’abord que ’égalité (4.8) assure que
le groupe dérivé de B = TU = UT est contenu dans U. Pour montrer I'inclusion réciproque,
fixons un élément u(z,y) € U et posons

_ WE

Cl—wg

 N(wg) wE

" 1— N(wg) < 1— wEN(x))

On dispose alors du calcul suivant :

Y+Y = %<y+y+<l_wEwE+l_w];E>N(:p)>

_ N(wg)N(z) wrp(l —wg) +we(l —wEg)
~ 1- N(wg) <1+ N(1 —wg) )

1—N(YDE) N(l_wE)

_ N(wg)N(x) <l—N(wE)>
1 - N(wg) \N(1 —wg)

N(wg)N (z)
N(1 - wg)

= XX,

ou la seconde égalité provient de I'appartenance de u(z,y) & U qui assure que Tr(y) = N(x).
Nous avons donc prouvé que Tr(Y) = N(X), ce qui implique que 'élément u(X,Y") appartient
a U. Un calcul immédiat a partir de la relation (4.8) et du Lemme 4.2.2 montre alors que le
commutateur de t(wg, 1) € T et de u(X,Y) est égal a
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t(wp, Du(X, V)t(wz", Du(-X,Y) = uw@p X, Now)YV)u(-X,Y)

= u((wz' — )X, N@z )Y +Y - %5 1 XX)

= u (1 “E X, Y(N(wp') — 1)+ N(X)(1 —wE_l))
e

= u(z,y),

ce qui prouve que u(x,y) appartient au groupe dérivé de B et termine la démonstration. [

La factorisation B = TU, ot T est isomorphe ¥ au produit EX x E(!)_ permet alors d’obtenir
le résultat de structure suivant pour les F,-caractéres lisses de B.

Corollaire 4.3.3. L’ensemble des Fp—camctéres lisses de B est en bijection avec l’ensemble des
paires (x2,x3) 0l X2 est un Fy-caractére lisse de EW et x5 est un IFp-caractere lisse de E*.
Plus précisément, tout Fp-caractere lisse x de B est de la forme

a1l b c
X 0 e bae = xz2(e)xs(a)
0 0 a

avec xo et x3 comme décrits ci-dessus.

Nous terminons cette section par une caractérisation des IF)-caractéres lisses de B qui
peuvent étre prolongés en des IF,-caractéres lisses de G.

Lemme 4.3.4. Soit x un Fp-caractére lisse de B. Notons (x2,X3) la paire de caractéres lisses
qut lut correspond par le Corollaire 4.3.3.
Le caractere x s’étend en un Fp-caractére lisse de G si et seulement si :

VaeFE*, x3(z) = xe (x) .

T
Démonstration. Grace a la Proposition 4.3.1, le caractére x se prolonge en un [F)-caractére lisse

de G si et seulement s'il existe un caractere lisse n : B4 — F; tel que 'on ait :

VM eB, x(M)=(nodet)(M) . (4.18)
-1

~—

a
L’application de la relation (4.18) a I’élément M = 0
0
assure d'une part que l'on a y3(a) =n (g) L’application de cette méme relation a I’élément
a
100
M=/ 0 e 0 | avec e € E® quelconque montre d’autre part que on a ya(e) = n(e), ce
0 0 1

qui prouve que la condition de I’énoncé est nécessaire. Elle est clairement suffisante : en effet,
si I'on suppose qu’elle est vérifiée, on a alors

o = O

0
0 avec a € E* quelconque
a

al b ¢ al b ¢
X 0 e bae = x2(e)xs(a) = x2(eaa ") = (x2 o det) 0 e bae ,
0 0 a 0O 0 a

ce qui montre que X est la restriction & B du Fp-caractére lisse x2 o det de G et termine la
démonstration. O

18. Via l’application [(a,e) — t(a,€)].
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4.4 Induction parabolique et représentations de la série princi-
pale

L’objectif de cette section est de déterminer la structure des représentations de G obtenues
par induction parabolique des [F),-caracteres lisses de B. Nous allons plus précisément démontrer
le théoréme suivant.

Théoréme 4.4.1. Soit x : B — F; un caractere lisse.

1. Le Fy[B]-module Ind§ (x) est de longueur 2. 11 est indécomposable si et seulement si X
ne se factorise pas par l'application déterminant. Dans le cas contraire, il est totalement
décomposé.

2. Le Fp[G]-module Ind$ (x) est irréductible si et seulement si x ne se factorise pas par
Papplication déterminant. Dans le cas contraire, il est indécomposable de longueur 2 avec

le caractére x comme sous-objet et la représentation de la série spéciale Stg ® x comme
Ind% (1
quotient, ou Stg := Ii() est la représentation de Steinberg de G.

3. Les classes d’isomorphisme des Fy-représentations non supercuspidales de G se parti-
tionnent en trois familles : les caractéres, les représentations de la série principale et les
représentations de la série spéciale. De plus, il n’existe pas d’entrelacement entre deux
représentations distinctei appartenant & une méme famille, et toute représentation non
supercuspidale de G sur IF), est admissible.

La clé de votte de cet énoncé réside dans la structure de F,[B]-module des induites pa-
raboliques, que nous étudions dans la Section 4.4.1 et qui fournit directement la structure de
F,[G]-module recherchée comme nous le verrons dans la Section 4.4.2. Nous démontrons la
derniére assertion du Théoréme 4.4.1 dans la Section 4.4.3. Remarquons qu’'une partie de cet
énoncé peut aussi étre obtenu & partir du calcul des dimensions des espaces de vecteurs inva-
riants sous l'action du pro-p-Iwahori I(1) des différents sous-quotients apparus dans les sections
précédentes, comme nous ’expliquerons dans la Section 4.4.4.

Remarque 4.4.2. Le contenu de cette section ne nécessite aucune hypothése concernant la
ramification de F/F ou la parité de p.

4.4.1 Structure de F,[B]-module

On fixe désormais un caractére lisse x : B — F; et I'on s’intéresse a la représentation de B
portée par Indgr (x). L’application d’évaluation en I3 définit un morphisme surjectif de F,[B]-
modules

Indg (x) — X

dont le noyau V est égal, par décomposition de Bruhat raffinée, au sous-espace des éléments de
Ind%’(x) dont le support est contenu dans BpU. On dispose de la caractérisation suivante des
¢éléments de V.

Lemme 4.4.3. Un élément f € Ind%’(x) appartient oV si et seulement s’il existe un sous-
groupe ouvert compact Uy de U tel que le support de f soit inclus dans BoUy.

Démonstration. 11 est évident que cette condition est suffisante. Pour prouver sa nécessité,
fixons un élément f de V. Par définition, on a f(I3) = 0, de sorte que, par lissité de f, il existe
un sous-groupe ouvert compact Uy de U tel que f soit identiquement nulle sur BUy. Rappelons



4.4.1 - Structure de F,[B]-module 115

maintenant que ’application envoyant un élément u sur la double classe B¢u induit un homéo-
morphisme ® de U sur B\B¢U. La compacité du quotient B\G et le Lemme 4.2.3 assurent alors
que I'image du support de f par ’homéomorphisme ®~! est un sous-groupe ouvert compact
Up de U, ce qui termine la démonstration car le support de f est par construction contenu dans
la double classe B¢Uy. O

L’intérét de ’espace V réside dans le prochain énoncé, qui constitue le point-clé de cette section.

Théoréme 4.4.4. Le F,[B]-module V' est irréductible.

Démonstration. L’idée de la démonstration consiste & donner un autre modéle de la représenta-
tion V pour lequel on peut prouver l'irréductibilité a partir d’arguments topologiques. Notons
C2°(U) l'ensemble des fonctions lisses définies sur U qui sont a valeurs dans F, et a support
compact. On le munit de 'action lisse a gauche de B définie par la formule suivante :

VbheB, YV feC®U), b-fi=[z xB )t atu)] (4.19)

oll b = tu est la factorisation de b dans B = TU. On considére ensuite ’application J envoyant
un élément f de V sur la fonction J(f) définie par :

Vazel, J(f)(z):= f(¢z) .

L’unicité de I’écriture dans la décomposition de Bruhat raffinée assure que ’application natu-
relle U — B\B@U envoyant u sur la classe a droite B\B¢u est un homéomorphisme d’espaces
topologiques (ot le membre de gauche est muni de la topologie induite par G tandis que celui
de droite est muni de la topologie quotient). Combiné au Lemme 4.4.3, ceci assure que 'ap-
plication J est a valeurs dans CZ°(U), et il est alors facile de voir que c¢’est un isomorphisme
d’espaces vectoriels. Il nous reste & vérifier que cet isomorphisme est B-équivariant, ce qui
découle directement du calcul suivant (b=tu € B, f € V, x € U) :

- T(N) = (0 [y~ floy)])(x)
E_I)f(gbt_lfvtu) par la formule (4.19)

X(
I

= f(ott  otu) par la relation (4.7)
I

Nous avons donc réduit notre probléme a la preuve de l'irréductibilité du Fy[B]-module défini
sur C°(U) par la relation (4.19). Pour le résoudre, on commence par rappeler que U est égal
a la réunion de ses sous-groupes ouverts compacts et que, par lissité, tout élément de C°(U)
est a support dans un tel sous-groupe ouvert compact. En outre, si Uy est un sous-groupe
ouvert compact de U, il est facile de voir que le Fp—espace vectoriel des vecteurs Up-invariants
de C°(Up) est de dimension 1 engendré par la fonction indicatrice 1y, de Up : en effet, si
f € C*(Up) est invariante sous l'action de Uy, elle vérifie alors, pour tout élément ug € Uy,
f(uo) = (uo - f)(I3) = f(I3), ce qui prouve que f est une fonction constante sur Up.

Nous allons démontrer que quel que soit le choix du sous-groupe ouvert compact Uy de U,
la fonction indicatrice 1y, engendre le F,[B]-module C°(U). On pourra alors conclure de la
maniére suivante : supposons que W soit une Fp—représentation lisse non nulle de B contenue
dans C2°(U) et choisissons un élément non nul f € W ainsi qu’'un sous-groupe ouvert compact
Uy de U contenant le support de f. Le F,[Ug]-module engendré par f est non nul donc il
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contient, grace au Lemme 2.1.9, un vecteur non nul et invariant sous ’action du pro-p-groupe
Up. Ce qui précede assure alors que ce F,[Ug]-module contient la fonction 1y, qui engendre le
F,[B]-module C2°(U). On en conclut donc que le Fp[B]-module engendré par f, qui est inclus
dans W, contient C2°(U), ce qui prouve finalement que W est égal a C2°(U).

Soit Up un sous-groupe ouvert compact de U. La relation (4.8) montre en particulier que pour
tous éléments x,y € E et tout entier n € Z, on a

to "ul, )ty = u(wh, TE'y) ,

ce qui assure notamment que la famille {t; " Uot{ }nen est un systéme fondamental de voisinages
de I3 dans U. Par ailleurs, un calcul immédiat reposant sur la Proposition 4.2.1 montre que
t(;l -y, = Xg(wgvl)ltglluoto et que, si 'on pose Uy, := t,;"Uptg, alors on a :

VuelU, VneN, u'lUnzllUnu*1 .

On a ainsi prouvé que l'action de B = TU sur 1y, permet d’engendrer tout élément de ’espace
C>(U), ce qui termine la démonstration. O

Corollaire 4.4.5. Pour tout caractére lisse x : B — Ef, le Fp[B]-module Tnd$ (x) est de
longueur 2.

Démonstration. C’est une simple reformulation du Théoréme 4.4.4 a partir de la définition de
VY comme noyau de la surjection Ind%(x) —» x donnée par l'application d’évaluation en I3. [

Remarque 4.4.6. Les résultats montrés ci-avant assurent que les seuls sous-quotients du I, [B]-
module Indg’ (x) sont x et V. En particulier, il n’existe qu'un seul sous-quotient de dimension
finie sur F),, & savoir le caractére x.

Une fois le Corollaire 4.4.5 prouvé, il est légitime de s’interroger sur I’éventuelle décompo-
sabilité du F,[B]-module porté par Ind§(x), ce ' qui revient & étudier I'existence éventuelle d’un
scindage de la suite exacte courte suivante de F,[B]-modules :

1—V-—IndS(x) —x—1. (4.20)

Nous allons démontrer le critére suivant d’indécomposabilité.

Théoréme 4.4.7. Le F,[B]-module Ind$ (x) est décomposé si et seulement si x s’étend en un
Fp-caractére lisse de G. Dans ce cas, c’est un module totalement décomposé.

Démonstration. Supposons que x soit la restriction & B d’'un Fp—caractére lisse de G, que la
Proposition 4.3.1 permet d’écrire sous la forme 7 o det avec 1 un Fp-caractére lisse de E*. On
a alors Ind$ (n o det) ~ (17 o det) ® Ind$ (1), ce qui permet de se limiter a traiter le cas ot
est le caractere trivial de B. Sous cette hypothése, le F,[B]-module engendré par la fonction
constante égale & 1 est un sous-objet de Indg’(l) isomorphe au caractére trivial 1. Comme V
est irréductible et de dimension infinie sur F,, on a forcément V N1 = {0}, ce qui permet de
conclure grace au Corollaire 4.4.5 que Indg(l) =V @1 est totalement décomposé.

Réciproquement, supposons que Ind]% (x) soit un F,[B]-module décomposé. Le Corollaire 4.4.5
assure alors que le caractére x est un sous-objet de Indg (x), donc qu’il existe une fonction non
nulle f € Ind§ (x) vérifiant

VbeB, VzeG, flab)=x(0b)f(zx)=f(b). (4.21)

Nous allons prouver que la droite Fp f est stable sous 'action de G, ce qui assurera que
peut s’étendre en un F,-caractére lisse de G et terminera la démonstration. Rappelons tout
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d’abord que la décomposition de Bruhat montre que le groupe G est engendré par B et par ¢.
La relation (4.21) assure que la droite I, f est stable sous I'action de B, de sorte qu’il ne nous
reste qu’a prouver sa stabilité sous 'action de ¢. Nous procédons pour ce faire en trois étapes.

1re gtape : Etude du support de f :
La fonction f est non nulle, donc son support est d’intersection non vide avec 'ouvert
dense BpU de G. La relation (4.21) assurant que l'on a f(bou) = x(b) f(¢) pour tous
éléments b € B et u € U, on obtient ainsi que le support de f contient B¢U. Comme le
support de f est une partie fermée de G, il contient aussi I’adhérence de BopU ; la densité
de BoU dans G permet donc de conclure que le support de f est en fait égal & G.

2¢me gtape : Action de U sur f :

1 0 0
Pour tout entier n € Z, on note U, := GN pp 1 0 | 'ensemble des éléments de U
P pE 1

dont les coefficients hors diagonale sont tous de valuation pg-adique supérieure ou égale
an. La famille {U,, n € Z} est alors une filtration décroissante exhaustive de U et, par
hypothése de lissité, il existe un entier N € Z tel que f soit fixe sous I'action de Uy.
Remarquons maintenant que la relation (4.8) assure par transposition que l'on a :

VkeZ, tg@Ntak = EN—&-k . (4.22)

Ceci nous permet de montrer que U agit trivialement sur f comme suit : si u est un

élément de U, il existe un entier m € Z tel que u appartienne a U, = t(()m_N) Unty (m—N),

(m—N) (m—N)

En I'écrivant sous la forme u = t; vty avec v € Uy, on voit que 'on a alors

we f=x(tg "INy = xtg YN = 1

la seconde égalité provenant de la définition de I'entier N. On a ainsi prouvé que l'action
d’un élément u € U arbitrairement choisi fixe f, soit donc que U agit trivialement sur f.
3éme gtape : Conclusion :
Nous allons terminer en montrant que l'action de ¢ sur f est égale a la multiplication

f(9)
f(I3)’

élément de G, la décomposition de Bruhat raffinée assure qu’il vérifie I'un des deux cas

par ce scalaire étant bien défini et non nul grace & la premiére étape. Si z est un

suivants.
— Ou bien x est un élément de B, auquel cas 'on a

(¢ f)(z) = flzg) = x(x)f(¢) =

Remarquons ici que, puisque ¢? = I3, le calcul ci-dessus implique que I'on doit avoir

< f(9)
fs)

2
> =1, ce qui se réécrit

(6) _ f(I)
()~ @)

— Ou bien z est un élément de BoU, auquel cas il admet une décomposition de la forme
x = bou avec b € B et u € U. La seconde étape assure alors en particulier que ’élément
oup € U fixe la fonction f, de sorte que l'on a

(@ f)(x) = f(bpud) = ((Pud) - )(b) = f(b) -

(4.23)
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Comme les relations (4.21) et (4.23) impliquent que 1'on a

£0) o fU0) _ _
! @) = F O (@) = xO)s) = 1(B)
1)

on en déduit que l'on a encore (¢ - f)(z) = <~ f(x) dans ce cas.

f(I3)
f(9)

Nous avons donc finalement prouvé que ¢ - f = m f, ce qui termine la démonstration. [
3

Remarque 4.4.8. La preuve du Théoréme 4.4.7 démontre notamment le fait suivant :

Le caractére x est un sous-Fp[B]-module de Ind$(x) si et seulement si x s’étend en un F,-

caracteére lisse de G.

4.4.2 Structure de F,[G]-module

Nous allons déduire des résultats précédents une preuve du second point du Théoréme 4.4.1,
qui décrit la structure de F,[G]-module de Ind§ ().

Supposons tout d’abord que Ind§(x) soit un F,[G]-module réductible. Le Corollaire 4.4.5
assure alors que c’est un objet de longueur 2 admettant un sous-quotient de dimension 1 dont
la restriction & B doit étre égale & x. On déduit donc de la Proposition 4.3.1 I'existence d’un
caractére lisse n : F* — ﬁ; tel que x soit la restriction & B de 7 o det.

Réciproquement, si 'on suppose que x est la restriction a B d’'un Fj-caractére lisse de G
que 'on écrit sous la forme 7 o det, on a alors Ind§ (x) = Ind$ (5 o det) ~ (5 o det) ® Ind$ (1),
ce qui permet de se limiter a I’étude du cas n = 1. La fonction constante égale & 1 engendre
alors un sous-F,[G]-module de Indg’ (1) isomorphe au caractére trivial, ce qui prouve grace
au Corollaire 4.4.5 que le F,[G]-module Ind$ (1) est de longueur 2 avec le caractére trivial 1

Ind§(1
comme sous-objet et le quotient irréductible Stg := M comme quotient. C’est cependant

un module indécomposable : si ce n’était pas le cas, la Remarque 4.4.6 impliquerait que le sous-
Fp [B]-module V introduit dans la Section 4.4.1, qui n’est autre que le sous-espace des éléments
de Ind$ (1) a support dans BeU, est stable sous I'action de G. Ceci est faux car si Uy est un
sous-groupe ouvert compact de U, 'image de la fonction indicatrice de B¢Ug sous 'action de
I'élément ¢ est égale a la fonction indicatrice de BUy avec Uy := ¢Ug¢ sous-groupe de U, et
n’est donc pas un élément de V.

Nous avons ainsi démontré I’énoncé suivant, qui fournit le second point du Théoréme 4.4.1.

Proposition 4.4.9. Soit x : B — ﬁ; un caractere lisse.

1. Ind§ (x) est une représentation irréductible de G si et seulement si x n’est pas de la forme
n o det pour un caractére lisse n: F* — ﬁ;.

2. Pour tout caractére lisse n: F* — F; , le Fp[G]-module Indﬁ’(n odet) est indécomposable

de longueur 2. Il admet le caractére n o det comme sous-objet et la représentation de la

Ind$ (1
série spéciale Stg @ (n o det) comme quotient, ot Stg := w

de Steinberg de G.

est la représentation

4.4.3 FEtude des entrelacements

Grace aux résultats démontrés jusqu’alors, on sait que toute représentation lisse irréductible
de G sur F,, qui est sous-quotient d'une représentation de la forme Ind%’(x), ouy:B — IE“; est
un caractére lisse, appartient & I’'une des trois familles suivantes :
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— les E,—caractéres lisses de G ;

— les représentations de la série principale : ce sont les représentations de la forme Indg’ (x)
avec x : B — ﬁ; caractére lisse ne se factorisant pas par le déterminant ;

— les représentations de la série spéciale : ce sont les représentations obtenues en tordant
la représentation de Steinberg St par les caractéres x o det avec x un Fj-caractére lisse
de EM,

Démontrons tout d’abord qu’il n’existe pas d’isomorphisme entre représentations provenant
de familles distinctes. Pour cela, on commence par remarquer que les seuls sous-quotients de
dimension finie qui apparaissent dans la liste sont les caractéres de G, qui sont deux a deux
non isomorphes, et ne peuvent pas étre isomorphes aux représentations de la série spéciale
ou de la série principale qui sont quant & elles de dimension infinie. Nous allons maintenant
démontrer qu’il n’existe pas d’isomorphisme entre une représentation paraboliquement induite
et une représentation de la série spéciale.

Proposition 4.4.10. Il n’existe pas d’isomorphisme entre représentations de la série spéciale
et représentations paraboliquement induites a partir d’un IFy-caractére lisse de B.

Démonstration. Supposons par absurde qu'’il existe un isomorphisme de F,[G]-modules de la
forme
Stg @ (nodet) ~ Ind§(x) .

Ceci implique tout d’abord l'irréductibilité de la représentation Indg’(x) puisque la représen-
tation Stg ® (nodet) est irréductible. Par ailleurs, la définition des représentations de la série
spéciale permet de déduire de cet isomorphisme 'existence d’un morphisme surjectif de Fp [G]-
modules

Ind§ (n o det) — Ind$ (x)

qui induit, par réciprocité lisse de Frobenius, un morphisme non nul de Fp[B]-modules de
Ind§ (7 o det) sur x. La Remarque 4.4.6 assure alors que x est la restriction a B du caractére
1 o det, ce qui montre qu’il se factorise & travers 'application déterminant et contredit 'irré-
ductibilité de la représentation Ind]%"(x) d’aprés le premier point de la Proposition 4.4.9. O

Remarque 4.4.11. Une démonstration plus rapide de ce résultat repose sur I’étude des espaces
de vecteurs I(1)-invariants et sera donnée dans la section suivante (voir Remarque 4.4.17).

Ceci suffit & démontrer que les trois familles apparaissant dans 1’énoncé du troisiéme point
du Théoréme 4.4.1 sont deux & deux disjointes. Nous allons maintenant nous pencher sur les
entrelacements pouvant exister entre deux représentations non supercuspidales issues de la
méme famille. On traite tout d’abord le cas des représentations de la série principale (et, plus
généralement, de deux représentations obtenues par induction parabolique).

Proposition 4.4.12. 1. Il n’existe pas d’isomorphisme de E,[G]—modules entre représenta-
tions paraboliquement induites a partir de Fp-caractéres lisses de B distincts :

Ind§ (n) ~ Indg (x) <= n=x

2. L’espace d’entrelacements Endg g, (Ind§ (1)) est de dimension 1 sur F,.

Démonstration. Supposons quil existe un isomorphisme de F,[G]-modules entre Ind§ () et
Ind%’(x). Par réciprocité lisse de Frobenius (rappelée dans la Proposition 2.2.1), on a alors

0 # Homg (Ind§ (), Ind§ (1)) = Homg (Ind§ (x),7),

ce qui implique que 7 est un sous-quotient du F,[B]-module Indg (x). D’apreés la Remarque 4.4.6,
ceci n’est possible que si 7 = x, ce qui termine la démonstration car ’assertion réciproque est
immédiate et car le second point découle directement de la Remarque 4.4.6. O
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Pour terminer, il nous faut étudier la possibilité d’un entrelacement entre deux représenta-
tions de la série spéciale. Pour ce faire, nous avons besoin de plus de renseignements concernant
ces représentations, notamment au sujet de leurs espaces de vecteurs invariants sous 'action
du pro-p-Iwahori I(1).

4.4.4 Espaces de vecteurs invariants sous [(1)

Dans toute cette partie, x désigne un Fp—caractére lisse de B fixé tandis que 7 désigne un
[F)-caractere lisse de EM qui définit le [F)-caractére lisse n o det de G.

Dimension des F,-espaces vectoriels

Nous commencons par calculer les dimensions des espaces de vecteurs invariants sous ’ac-
tion de I(1) pour les sous-quotients de représentations paraboliquement induites. Pour cela,
nous remarquons tout d’abord que la décomposition G = BI(1) LI BoI(1) rappelée dans le
Lemme 4.2.15 implique que tout élément I(1)-invariant de Ind$ () est entiérement déterminé
par ses valeurs en I3 et en ¢, celles-ci pouvant étre arbitrairement choisies. On en déduit donc
que l'espace des vecteurs I(1)-invariants de Ind§ (x) est de dimension 2 sur F, et qu’une base
en est donnée par les fonctions I(1)-invariantes fi ., fo, caractérisées par le systéme suivant :

{ fix(Us) =15 fay(I3) =0;
fix(@) =05 fay(¢)=1.

Un calcul direct ' reposant sur la décomposition G = BI(1) UB@I(1) du Lemme 4.2.15 permet
alors de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 4.4.13. 1. Le sous-groupe d’Iwahori I agit respectivement sur fi1, et fa, par
les Fp-caractéres lisses x+ et x~ de I obtenus par inflation de la restriction a T(O}) des

caractéres x et x® = [g — x(¢g9)].
2. Le Fp[G]-module Ind%(x) admet au plus deux composantes I-isotypiques non nulles,
savoir celles associées a x et a x ™.

I I
En particulier, on a (Indg (x)) = (Ind§ (x)) W) si et seulement si X est un caractére non
ramifié (i.e. de restriction triviale au sous-groupe T(O})) de B.

Remarque 4.4.14. La Proposition 4.3.1 assure que le seul Fp—caractére lisse non ramifié de
G est le caractére trivial.

On s’intéresse & présent aux représentations de la série spéciale en prouvant tout d’abord le
résultat suivant.

Théoréme 4.4.15. On dispose de la suite exacte courte suivante de Fp—espaces vectoriels :
1—F,lg —FpyfiaFpfo — (Stq;)ﬂ(l) — 1,
ou l'on a posé f; := f;1 pouri € {1,2}.

En particulier, lespace des vecteurs 1(1)-invariants de la représentation de Steinberg est de
dimension 1 sur I,

19. Analogue a celui mené dans la Section 3.4.3 pour les représentations non supercuspidales de SLz(F), et
formulé de maniére générale pour les groupes quasi-déployés de rang 1 dans la Section 5.5.1 (Lemme 5.5.2).
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Démonstration. Par définition de la représentation Stg, on dispose de la suite exacte courte
suivante de F)[GJ]-modules :

1—1—Ind$(1) — Stg — 1. (4.24)

En lui appliquant le foncteur des I(1)-invariants, qui est exact a gauche, on obtient la suite
exacte suivante de [Fj-espaces vectoriels :

1 — F,lg — F,f1 @ Fpfa — (Ste)'™ (4.25)

ou lg désigne la fonction constante égale a 1 sur G et ot l'on a noté f; := f;1 pour tout
i € {1,2}. 1l nous suffit donc de démontrer la surjectivité de la fleche de droite dans la suite
exacte (4.25) pour obtenir I’énoncé voulu.

Soient f un élément de (St(g)ﬂ(l) et f e Ind]% (1) un relévement de f. Nous voulons prouver
que f est invariant sous l'action de I(1). On commence par traduire ce que signifie pour f
I'hypothése de I(1)-invariance de f, ce _qui fournit 'assertion suivante : pour tout élément
i € I(1), il existe A(i) € F, tel que i - f — f = A(i)1g. Pour conclure, il nous suffit donc de
montrer que la fonction A : ]I( ) — F, est identiquement nulle.

Pour cela, on commence par rappeler que I'on dispose des deux identités suivantes :

, (i f = f)bx) = f(zi) - f(x) ;
VbeB, Veel(l), Viel(l), { (i F— Pbow) = Flowi) — F(o) | (4.26)
On remarque ensuite que A est un homomorphisme de groupes puisque ’'on a :
Vuvell), Nuw)lg = uw-(v-f)—u-f4+u-f—f
= u-(f+Av)le) —u- f+Au)le
= (AMu) +A))le ,

ce qui implique que A(uv) = A(u) + A(v).

Comme I(1) est engendré par U(Og), U(pg) et T(1 + pg), on peut terminer la démonstration
comme suit : la premiére relation de (4.26) assure que pour tout élément u de U(Og) ou de
T(1+pg), on a A(u) = 0. Par ailleurs, si u = ¢vg € U(pE) avec v € U(pg), la seconde relation
de (4.26) assure que l'on a A(u) = A(¢ve) = f(ve) — f(¢) =0 car v € B.

Le morphisme A étant nul sur un systéme générateur de I(1), il est identiquement nul et f est
bien un élément I(1)-invariant de Ind$§ (1). O
Remarque 4.4.16. Puisque I agit trivialement sur un générateur de Stgl), I’espace St{é des
[-invariants de la représentation de Steinberg est aussi de dimension 1 sur F,, et est donc égal
a l'espace des vecteurs I(1)-invariants de Stg.

Remarque 4.4.17. Comme nous ’avions annoncé dans la Section 4.4.3, nous pouvons obtenir
une démonstration bien plus rapide de la Proposition 4.4.10 & partir des résultats que nous
venons de démontrer. En effet, deux représentations isomorphes de G sur F, doivent avoir
des espaces de vecteurs I(1)-invariants de méme dimension. Comme les représentations de la
forme Ind§ (x) ont un espace de vecteurs I(1)-invariants qui est de dimension 2 sur F,, elles ne
peuvent étre isomorphes aux représentations de la série spéciale, dont les espaces de vecteurs
[(1)-invariants sont de dimension 1 sur F,,.

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat suivant, qui assure que les représentations
de la série spéciale sont deux & deux non isomorphes.

Théoréme 4.4.18. Si les F,[G]-modules Stg et Stg @ (nodet) sont isomorphes, alors no det
est le caractére trivial.
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Démonstration. Supposons qu'il existe un isomorphisme de F,[G]-modules entre Stg ® (nodet)
et Stg. Par composition avec la surjection canonique Indg(n odet) - Stg ® (n o det), on
obtient un morphisme surjectif de F,[G]-modules Ind§ (7 o det) — Stg dont le noyau est égal
au sous-F,[G]-module 7o det. Grace au Théoréme 4.4.15, la restriction aux espaces de vecteurs
[(1)-invariants définit alors un morphisme surjectif de F,[I]-modules

W prl,n @prln - 1y,

ot 1y désigne le Fp-caractére trivial de I, dont le noyau est égal a (n o det)ﬂ(l) =nodet et qui
vérifie de plus :
, (i frg) =i ¥(f1n)
Viel, R . e
{ \II(Z'f2777) :’L.‘Il(f2777) *

Grace au Théoréme 4.4.13 et & la Remarque 4.4.16, ceci équivaut & dire que 'on a :

- (nodet)™ ()W (f1n) = ¥(f1)
viel { (o det)” (D)W (fan) = ¥(fan) -

Comme ¥ est non nul, 'un des deux vecteurs V(fi,) ou ¥(fs,) doit étre non nul, ce qui
implique déja que l'on doit avoir (o det)™ = 1 ou (nodet)” = 1. Remarquons maintenant
qu'un générateur de 7 o det = (1 o det)!() dans Ind$ (n o det) est nécessairement de support
égal a G, et donc de la forme Af1, + pufo, avec A, p deux scalaires non nuls. Par suite, on a
U(f1) = (=X ) ¥(f2,), ce qui implique que I'on doit avoir (nodet)* = (nodet)™ = 1. Ces
égalités signifient exactement que le caractére 7 o det est trivial sur T(Of), et qu’il est donc
trivial sur G puisque I'image du déterminant est contenue dans EW, O

Remarque 4.4.19. Les résultats qui précédent assurent en particulier que toute représentation
lisse irréductible non supercuspidale de G sur [F,, est admissible.

Génération des représentations par leurs I(1)-invariants

L’application du Lemme 2.1.9 pour le pro-p-groupe I(1) assure que toute Fp—représentation
lisse irréductible non nulle de G est engendrée par ’espace de ses vecteurs [(1)-invariants.
Nous allons démontrer qu'il en va de méme pour les représentations de la forme Ind§ (1 o det).
Quitte a tordre par un F,-caractére lisse de G, on peut se limiter a I'étude du cas ou 7 est le
caractére trivial. On dispose alors du résultat suivant.

Proposition 4.4.20. Le F,[G]-module Inds (1) est engendré par le sous-espace vectoriel
(Indg’(l))ﬂ(l) de ses vecteurs 1(1)-invariants.

Démonstration. Soit f un élément de Ind$(1). Notons f son image dans la représentation
quotient Stg. Comme la représentation de Steinberg est irréductible, elle est engendrée par

I(1 . . :
le sous-espace non nul Sté ), ce qui permet d’écrire f comme une somme finie de la forme

Zgj pj avec p; € St]él) et g; € G pour tout indice j € J. La suite exacte courte
Jj€J

1(1)
11— (Ind%’(l)) st

dont on a prouvé 'existence lors de la preuve du Théoréme 4.4.15 assure que chaque ¢; posséde
I(1 . 5
un relévement ®; dans (Indg’ (1)) W, La différence f — Z g;j - ®; est alors contenue dans le
Jj€J
noyau de la projection Indg’ (1) — Stg, qui est par définition égal au caractére trivial et dont
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I’espace de représentation dans Indg (1) est celui des fonctions constantes sur G. On obtient

ainsi Pexistence d’une fonction constante ¢ telle que l'on ait f — Zgj - ®; =/, ce qui prouve

jeJ
que f =0+ Zgj - ®; appartient au F,[G]-module engendré par les éléments I(1)-invariants
jeJ
de Ind§ (1) et termine la démonstration. O

4.5 Classification des représentations lisses irréductibles admis-
sibles

On fixe désormais 'un des deux sous-groupes compacts maximaux Kg ou Ky, que 'on no-
tera K dans la suite et dont K(1) désignera le pro-p-radical. On rappelle que 'extension E/F
est supposée non ramifiée, ce qui nous permet de choisir la méme uniformisante pour E et F,
et assure alors en particulier que g est égal & son conjugué.

Cette derniére section est organisée comme suit : nous commengons par prouver que
pour toute représentation lisse irréductible V' de K sur ED, l'algébre de Hecke sphérique
He(V) = H(G,K,V) est naturellement munie d’une structure d’algébre de polynémes en
un opérateur Ty a coefficients dans F,,. Ces opérateurs Ty sont a la base de la notion de pa-
ramétrisation possible par rapport & K d’une représentation lisse irréductible admissible de G
sur F,, et permettent notamment de conjecturer une nouvelle description des représentations
non supercuspidales étudiées dans la section précédente. Nous en déduisons une autre carac-
térisation des représentations supercuspidales (via la notion de représentation supersinguliére)
ainsi qu’'une classification exhaustive des représentations lisses irréductibles admissibles de G
sur [F,, reposant sur leurs paramétrisations possibles.

Remarque 4.5.1. Comme nous ’avons déja mentionné dans I'introduction de ce chapitre, nous
pensons que les arguments développés dans cette section peuvent étre directement adaptés au
cas ou G est remplacé par le groupe des F-points d’un groupe réductif connexe quasi-déployé
de rang 1 sur F, et qu’ils restent encore valables lorsque ’on supprime ’hypothése de quasi-
déploiement.

4.5.1 Structure des algébres de Hecke sphériques

On reprend les notations de la Section 2.3. D’apres la Proposition 2.3.2, 'algébre de Hecke
sphérique Hg (V) := Endg(ind%(V)) est isomorphe a I’algebre de convolution Hg (V) des fonc-
tions f: G — EndFP(V) & support compact qui vérifient la condition suivante :

A k?l, ko € K, i g € G, f(klgkg) = k‘lf(g)kg . (4.27)

Etant donné que KNT = T(O};) et que VKU st de dimension 1 sur F,,, on obtient de méme que

I'algébre de Hecke sphérique Hy (V%) .= Endjl‘(ind%( OX)(VUQK)) est isomorphe a l’algébre
E
20 .

de convolution Hy(VY") des fonctions 1 : T — F, a support compact qui vérifient
VteT(OF), VreT, p(tr)=tp(r) . (4.28)

Pour tout entier n € Z, on note ¢, € H(T,T(OF),VU®) la fonction de support égal a
t0T(0F) = T(OF)ty qui envoie ¢ sur 1; la famille {¢,,, n € Z} est alors une base sur F,, de
Pespace vectoriel H(T, T(O}), VU™®). On désigne par 7, I'élément de Hr(VU™) correspondant
a @, par l'isomorphisme de la Proposition 2.3.2 et ’on définit aussi, pour tout entier n > 0,

20. Qui est bien I'analogue de la condition (4.27) puisque T est un groupe abélien.
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I'éléement ¢, € H(G,K,V) comme étant la fonction de support égal & KtjK dont la valeur
en iy est donnée par la composée V — Vesm =~ VEU s v on Vikag désigne l'espace des
vecteurs co-invariants de V' pour le sous-groupe opposé & KN U relativement & KN T, et ou
I'isomorphisme V=g ~ VENU est I’inverse de I'isomorphisme induit par la projection canonique
de V sur V=g [Cab, Sections 3.2 et 3.5].

Cette premiére sous-section a pour but de démontrer le théoréme suivant, qui fournit une
description de 'algébre de Hecke sphérique Hg (V).

Théoréme 4.5.2. Soient K un sous-groupe compact mazimal de G et V un poids de Serre
pour K. Lapplication 8§ : H(G, K, V) — H(T, T(O), VU™ définie par :

VfEHGK V), SE(f) = [t > fltw)lyxo (4.29)
uelU/(UNK)

est un homomorphisme d’algébres injectif dont l'image est égale a l’ensemble des éléments de
H(T, T(0F), V) & support dans T(O})t}.

En particulier, l’algébre de Hecke sphérique Hg (V') est une algébre de polynémes a coefficients
dans Fp en Uopérateur de Hecke Ty associé par réciprocité de Frobenius compacte®' a la fonction
oy de H(G,K, V) ayant @1 pour image par Sg (i.e. telle que S (¢pv) = ¢1).

Remarque 4.5.3. Si Ug : He(V) = H(G,K,V) et U : Hp(VUE) — H(T, T(03), VIK)
désignent les isomorphismes d’algébres fournis par la Proposition 2.3.2, on dispose alors d’un
isomorphisme de Satake Sy : Hg(V) — Hr(VU) défini par Sy = ¥ o S¥ o Ug. Clest
un homomorphisme injectif de Fp—algébres qui vérifie en particulier Sy (Ty) = 71, et permet
donc d’identifier I'algeébre Hg (V) a la sous-algébre de Hp(VU™) formée des polynémes en 7
a coefficients dans ?p. Selon le contexte, on utilisera I'un ou I'autre de ces deux isomorphismes
de Satake (S¥ ou Sy).

Remarque 4.5.4. Lorsque K = Ky et car F' = 0, I’énoncé du Théoréme 4.5.2 peut aussi étre
obtenu comme une application directe des travaux de Herzig [Herl, Theorem 1.2]. Ceux-ci ont
depuis été généralisés par Henniart et Vignéras au cas ot K est un sous-groupe parahorique
spécial de G(F') avec G un groupe réductif connexe défini sur F' [HV, Theorem 1.7].

La démonstration du Théoréme 4.5.2 se décompose en trois étapes inspirées de la méthode
développée par Herzig : on commence par vérifier que S(g est une application bien définie
et que c’est un homomorphisme de F,-algébres. On détermine ensuite la forme des éléments
qui sont images par S(g des fonctions de H(G,K, V) a support dans une seule double classe
modulo K, ce qui nous permet d’obtenir 'injectivité de S(g . Un peu plus de travail nous permet
enfin de montrer que I'image du morphisme de Satake est égale au Fp—espace vectoriel de base
{¢n, n € N}, ce qui suffit & conclure car I’on vérifie facilement 22 que tout élément de cet espace
est un polynome en ¢; a coefficients dans F,.

Etape 1 : L’application S(g est un homomorphisme d’algébres bien défini

On fixe désormais une ﬁp—représentation lisse irréductible V' du sous-groupe compact maxi-
mal K. Nous rappelons tout d’abord un résultat simple mais cependant trés utile concernant
la décomposition du sous-groupe B N K.

Lemme 4.5.5. Le groupe BN K admet les factorisations suivantes :

BNK=T(O;)(UNK)=(UNK)T(O) .

21. i.e. par I'isomorphisme d’algébres de la Proposition 2.3.2.
22. Comme nous le verrons dans le Lemme 4.5.12.
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Démonstration. On sait déja que B = TU = UT. Il suffit maintenant de remarquer que la
description explicite de K (rappelée dans la Section 7.2) assure que si b = tu appartient aussi
a KK, alors ses coefficients diagonaux doivent appartenir & Op, ce qui implique que t appartient
a T(O}), et par suite que u = t~1b appartient a la fois & K et & U, i.e. & KN U. Ceci prouve
que B est contenu dans T(O)(KNU) et termine la démonstration car I'inclusion réciproque
est immédiate tandis que 'autre égalité se démontre par le méme argument. O

La premiére étape de la démonstration du Théoréme 4.5.2 se résume alors au résultat suivant.

Lemme 4.5.6. L’application S(g donnée par la formule (4.29) est un homomorphisme de F,-
algébres bien défini.

Démonstration. Soit f: G — Endﬁp(V) un élément de H(G, K, V). Etant donné que K est un
sous-groupe ouvert compact de G et que f est a support compact dans G, 'image du support
de f dans le quotient G/K est un ensemble fini. Par décomposition d’Twasawa, ce quotient est
isomorphe au quotient B/(B N K). Le Lemme 4.5.5 implique donc que I'image du support de
f dans le quotient T/T(O}) est un ensemble fini et que pour tout élément ¢ € T, la somme
définissant S¥ (f)(t) contient un nombre fini de termes non nuls. Par ailleurs, le fait que T
normalise U assure que l'application Sg (f) est bien & valeurs dans VU™ ce qui achéve de
démontrer que S(g est bien définie.

La F,-lindarité de I'application S§ est claire sur la formule (4.29). Il nous reste donc & vérifier
que notre application est compatible aux produits de convolution, ce qui repose sur le méme
argument que celui utilisé par Herzig [Herl, Step 2 page 9| et que nous rappelons ci-dessous :
solent fi, fo deux éléments de H(G, K, V') et soit ¢ € T. Par définition du produit de convolution
f1* fo dans H(G, K, V'), on sait que

SE(fixf)®)= D > hltug)falg™) .
uelU/(UNK) geG/K
La décomposition d’Iwasawa relative & K et le Lemme 4.5.5 permettent alors d’écrire que

SEhxf)t) = > > hltugf(g )

uelU/(KNU) geB/(KNB)

= Z Z Z f1 (tUTU)fQ(UilTil)

weU/(KNU) reT/T(O =) veU/(UNK)

= Z Z Z fi1(tTuw) fo((uv)™ T_lu_l)

r€T/T(0%) u€U/(KNU) vel/(KNU)

= > > Y Al T )

r€T/T(0) ueU/(KNU) veU/(KNU)

= > > > hiltro)fa(r )

T€T/T(OF) veU/(KNU) ueU/(KNU)

= Z Z fi(trv) Z fa(r7 )

T€T/T(05) veU/(KNU) uelU/(KNU)

- > Yo Aty | SE(S)ET

T€T/T(0F) \veU/(UNK)

= ) SEENSE(f) (T

T€T/T(O E)

= (SE(f1)*SE(f2) (1) -

On a ainsi prouvé que S(g (fix fa) = S(g (f1)* S(g (f2), ce qui termine la démonstration. O



126 CLASSIFICATION DES REPRESENTATIONS LISSES IRREDUCTIBLES ADMISSIBLES

Etape 2 : Preuve de l’injectivité de S(g

Par décomposition de Cartan, tout élément de H(G,K, V') est a support dans un nombre
fini de doubles classes de la forme K¢jK avec n € N. Nous allons tout d’abord déterminer
I’allure qu’admet 'image d’un élément & support dans une seule double classe modulo K.

Lemme 4.5.7. Soit f € H(G,K, V) a support dans la double classe Kt{K avec n € N. Il existe
alors une famille de scalaires (Ar) _,<pcp_1 € F; tels que

n—1

SE() = FED)I)en+ Y Ay (4.30)

r=——"

Démonstration. Soient t € T un élément fixé et m € Z 'unique entier tel que ¢ appartienne a
T(Oj)tf . Par définition du morphisme de Satake SY . on sait que

S(X(f)(t) = Z ftu)|yvnx .

uweU/(UNK)

Sim # 0 et si u est un élément de U, on a f(tu) # 0 si et seulement si ¢{'u appartient & KtjK,

ce qui implique que t{* appartient a K¢ KU et nécessite donc, d’aprés la Remarque 4.2.13, que
n

m vérifie —n < m < n. Ceci prouve que le support de Sg (f) est contenu dans @ T(Ox)t

r=—mn

n
et assure donc que ’on peut écrire Sg(f) sous la forme Z Aror, o { A} _p<r<p désigne une
r=—n
famille d’éléments de F,. Pour conclure, il reste a vérifier que le coefficient de ¢,, dans cette
expression est bien celui donné par I’énoncé, ce que nous allons faire en calculant S(g (H) )

n
de deux fagons. La décomposition S(g (f) = Z Arpr assure tout d’abord que 'on doit avoir
r=—n
SE()AB) = Mpn(t]). Par ailleurs, le Corollaire 4.2.14 affirme que t§U N K¢AK = ¢3(U N K),
ce qui implique que 'on a

SEN) = D fERuwlyone = F(E)lveon = F(E5)(I3)en(t]) -

uelU/(UNK)
On en déduit donc finalement que X\, = f(¢3)(I3), ce qui termine la démonstration. O

Corollaire 4.5.8. L’homomorphisme de Satake S(g est injectif.

Démonstration. Supposons que f soit un élément non nul de H(G, K, V') et notons son support
T
sous la forme |_| Kty'K avec r > 1 et 0 <nj <...<mn,. On peut alors décomposer f sous la
i=1
, (]
forme f = Z fi avec f; € H(G, K, V') de support égal a la double classe Kt('K, ce qui permet
i=1

T
d’écrire par Fp-linéarité de S¥ que S¥ (f) (") = ZS(I‘;{ (fi)(tgT)- Silon applique maintenant
i=1

la formule (4.30) a chaque fonction f;, on voit que la classe T(Of)t(" est contenue dans le
support de Sg (f;) si et seulement si i = r, auquel cas I'on a S¥ (f,)(t") = f(tg")(I3)¢n, # 0.
On en conclut donc que S¥ (f)(tg") = Sg (f+)(ty”) est non nul, ce qui prouve que la fonction
S(g (f) n’est pas identiquement nulle et termine la démonstration. O
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Etape 3 : Calcul de I'image de S(g

Pour déterminer complétement 'image de S, il nous faut améliorer un peu la formule (4.30).
C’est 'objectif des prochains énoncés qui vont nous permettre de prouver que les éléments de
I'image de S(g sont les combinaisons linéaires a coefficients dans ﬁp des fonctions ¢, avec n > 0.
On commence par rappeler le résultat suivant qui est une traduction de la premiére partie de

[HV, Section 7.6] dans le cas qui nous intéresse 3.

Lemme 4.5.9. Pour tout F € H(G,K, V) et tout entier natureln > 1, on a S (F)(ty*") = 0.

On en déduit alors le résultat suivant, qui permet d’améliorer I’expression de la formule (4.30).

Lemme 4.5.10. Pour tout élément f € H(G,K,V), le support de S{(f) est d’intersection
vide avec @T((’)E)tg”.

n>1

Démonstration. Par Fp—linéarité de SY, on peut se limiter a traiter le cas ot f est & support

dans une seule double classe Kt§K, n > 0. Supposons par 'absurde que le support de Sg (f)

soit d’intersection non vide avec @T(Og)ta " et notons m € N* le plus grand entier tel
n>1

que T(OF)t,™ soit inclus dans le support de S¥ (f). Comme S¥ est un homomorphisme de

[F-algébres, on obtient en particulier que

SE(f*Nt™™) = (SES) *SES) (tg™™)

= Y SEDwTSEWNE

teT/T(OF)

= Y SEHEPT ST

~—
reL nul si r<m nul si r>m

a2
= (SENt™)
doit étre non nul, ce qui contredit I’énoncé du Lemme 4.5.9 pour la fonction F':= f % f. Clest

donc que m n’existe pas, ce qui montre que le support de S¥ (f) est contenu dans @ T(Ox)ty
n>0
et termine la démonstration. O

Remarque 4.5.11. Ce résultat permet de raffiner fortement la formule (4.30) puisqu’il affirme
que les coefficients A_1, ..., A_, apparaissant dans cette décomposition doivent étre nuls.

Lemme 4.5.12. Pour tous entiers m,n € Z, on a pn * Pm = Pm+n-

Démonstration. Pour tout élément £ € T, on a

(9071 * (Pm)(t) = Z (Pn(tx)()pm(xil)
z€T/T(OF)
= Z ‘Pn(ttS)SOm(tak)
keZ
= elity™)

23. Remarque : nous savons actuellement prouver « & la main » le Lemme 4.5.9 sous certaines hypothéses
reliant ’entier n aux doubles classes modulo K qui apparaissent dans le support de f. Les cas qui nous manquent
pour avoir une preuve compléte ne sont pas dus a un probléme conceptuel, mais a ’apparition d’une combinatoire
assez affreuse que nous ne maitrisons pas entiérement pour 'instant.
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La fonction ¢, * ¢n, est donc de support égal a tg' 7" T(OF) = T(OF)t5 " et vaut ¢, (t7) =1
en tJ""", ce qui prouve finalement que ¢y, * P = @mn et termine la démonstration. O

Théoréme 4.5.13. L’image du morphisme de Satake S(g est égale a la sous-algébre Fplp1] de
H(T, T(OF), VEY) formée des polynomes en @1 a coefficients dans Fp.

Démonstration. D’aprés le Lemme 4.5.7 et la Remarque 4.5.11, on sait déja que l'image du
morphisme de Satake S(g est contenue dans le Fp-espace vectoriel de base {p,,n € N}. Ré-
ciproquement, ’appartenance de ¢, & l'image de S(g s’obtient par I'argument classique de
trigonalisation basé sur la formule (4.30). En effet, si on applique ladite formule pour f = ¢y,
on obtient que S(g (o) = o, ce qui prouve que ¢ appartient a 'image de S(g . On raisonne
ensuite par récurrence sur n > 0 en écrivant (avec les notations de la formule (4.30)) que l'on a

n—1
n=SE(Gn) = > Aoy . (4.31)
r=0

Ceci prouve donc que 'image du morphisme de Satake S(g est égale au Fp—espace vectoriel de
base {¢n,, n € N}, et permet de conclure grace au Lemme 4.5.12 qui assure que ¢, = ¢} pour
tout entier n > 1. O

Injectivité des opérateurs Ty — A

Grace a la formule (4.31) et a l'injectivité de Sg, on sait qu’il existe un unique scalaire \g € F,
tel que ¢y = 1 — A\gpo. Cette égalité nous permet de réécrire la formule (2.4) donnant 1’action
de 'opérateur Ty sur les fonctions standard sous la forme suivante :

Vo eV, ¥V geG, Ty(lg,v]) = —olg,v] + Y [gaty " a0l (4.32)
zeCy

ou 'on désigne par {xt; Lee C1} un systéme de représentants dans G des classes a gauche de
KtalK modulo K :

Kty 'K = | | «ty'K .
zeCh

Théoréme 4.5.14. Pour tout \ € T, Uopérateur Ty, — X : indZ (V) — ind§ (V) est injectif.

Démonstration. Fixons un scalaire A € F, et considérons un élément f € ind%(V) vérifiant

T
(Tv — N\)(f) = 0. Décomposons-le sous la forme f = Z[gi,vi] avecr > 1, v1,...,v, € V et

i=1
g1, .-, 9r € G vérifiant les deux conditions suivantes >4 :
i) les sommets giuk, ..., grvk sont deux a deux distincts;

i1) pour tout indice 1 <1i <r —1, 6(g;vk, vk) < 0(git+1VK, VK)-

,
La formule (4.32) nous permet alors d’écrire que Ty (f) = —Aof + Z Z lgiztyt, o ), et

=1 zeC
I’hypotheése sur f devient alors

S S lwiatg e o] = (- do)f (4.33)

i=1 xeC

24. On rappelle que § désigne la distance naturelle existant sur I’ensemble des sommets de I’arbre de Bruhat-
Tits X et que vk désigne le sommet spécial de X ayant K pour stabilisateur sous ’action de G.
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Remarquons maintenant que le support des fonctions standard associées & 'indice i = r dans
le membre de gauche de (4.33), i.e. les éléments [gyzty ', 27 v,] avec € C, sont a support
dans des sommets de X situés a distance §(g,vk,vk) + 2 du sommet vk (par définition de
(1) et deux a deux disjoints grace a la condition i) imposée ci-dessus. Comme le support du
membre de droite de (4.33) est par construction a support dans la boule de centre vk et de
rayon (g, vk, vk), on en déduit que chacune des fonctions [g,xt, L x~ v, doit étre nulle, ce qui
équivaut a dire que l'on doit avoir v, = 0. On peut alors conclure par récurrence descendante
(sur 7 > 1) que le support de f doit étre vide, ce qui signifie que f est la fonction nulle et
termine la démonstration. O

4.5.2 Existence d’une paramétrisation possible pour les représentations
lisses irréductibles admissibles de G sur F,

Proposition 4.5.15. Pour toute Fy-représentation lisse irréductible V de K, ind% (V) n'est
pas une Fy,-représentation admissible de G.

Démonstration. 11 nous suffit de prouver que 'espace des vecteurs K(1)-invariants de ind% (V)
n’est pas de dimension finie sur F, pour conclure. Pour ce faire, on remarque que cet espace
contient en particulier la composante (K, V')-isotypique de indﬁ%(V) qui est isomorphe a I’algébre
de Hecke Hg (V) par réciprocité de Frobenius compacte. Nous avons vu dans la Section 4.5.1
que cette algébre s’identifie & une algébre de polynoémes a coefficients dans Fp, ce qui implique
qu’elle est de dimension infinie sur Fp. Nous avons ainsi prouvé que l’espace des vecteurs K(1)-
invariants de indﬁ%(V) contient un sous-espace vectoriel de dimension infinie sur Fp, ce qui
termine la démonstration. O

Théoréme 4.5.16. Pour toute Fy-représentation lisse irréductible admissible © de G, il existe
une représentation lisse irréductible V- de K sur F, et un scalaire A € F), tels que m soit un
G
indg(V
quotient de la représentation conoyau mg(V,\) := M

(Tv = N)’

Démonstration. L’argument est identique a celui qui permet de prouver le Théoréme 3.5.35 du
Chapitre 3. Supposons que 7 soit une représentation lisse irréductible admissible de G sur Fp.
Le Lemme 2.1.9 assure alors que 75(1) est une représentation lisse non nulle de K sur F,, et
I’admissibilité de 7 implique qu’elle est de dimension finie sur E), donc qu’elle contient une E)—
représentation lisse irréductible V' de K. La réciprocité de Frobenius compacte assure alors que
Homg g (ind% (V), ) est un espace vectoriel non nul de dimension finie sur F,, ce qui implique
qu’il contient un vecteur propre sous l'action de 'algébre commutative H(G,K, V) = F,[Tv].
Autrement dit, il existe un homomorphisme non nul de F,[G]-modules @ : ind% (V) — 7 et un
scalaire \ € ﬁp tels que ® o Tyy = A®. Ceci montre notamment que ® se factorise a travers
ind$ (V)
. (Ty — A)(indg (V) i
O : g (V,\) — m. Par irréductibilité de 7, la non-nullité de ® assure sa surjectivité, ce qui
termine la démonstration. O

le quotient = mg(V,A) en un homomorphisme non nul de F,[G]-modules

Définition 4.5.17. Soit 7 une représentation lisse irréductible admissible de G sur F,,. Soient
V' une représentation lisse irréductible de K sur E, et A € Fp un scalaire. On dit que la
paire (V, \) est une paramétrisation possible de 7 (par rapport ¢ K) si 7 est un quotient de la
représentation conoyau g (V, \).

Définition 4.5.18. Plus généralement, si 7 est une représentation lisse de G sur Fp et si V
est une [F)-représentation lisse irréductible de K, on dit qu'un homomorphisme de F,-algébres
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X:He(V)— ?p est un parameétre de Hecke pour w lorsqu’il existe un homomorphisme non nul
¥ € Homg (ind%(V), 7) tel que :

VT eHg(V), voT =x(T) .

Ceci équivaut a demander que ¢ o Ty = x(Ty )1, ou Ty est le générateur de Hg (V) mis en
évidence dans la Section 4.5.1.

Une conséquence immédiate de ces définitions est donnée par I’énoncé suivant.

Corollaire 4.5.19. Soient V une F,-représentation lisse irréductible de K, x : Hg(V) — F,
un homomorphisme de E,-algébres et ™ une représentation lisse irréductible admissible de G
sur F,. Posons \ := x(Ty). Alors x est un paramétre de Hecke pour 7 si et seulement si (V, \)
est une paramétrisation possible de .

4.5.3 Un isomorphisme utile

Cette sous-section a pour objectif lintroduction de deux isomorphismes Hg(V)-
équivariants 2°

A : Homg (V, Ind%(n)) = HomT(Og)(VUmK,n‘b) ,

A : Homg(ind%(V), Ind§ (n)) — HomT(Og)(VUmK,n¢) :

dont le réle sera crucial lors du calcul de toutes les paramétrisations possibles des représenta-
tions non supercuspidales de G sur F, (Section 4.5.4), elle-méme a la base de la classification
des représentations lisses irréductibles admissibles de G sur Fp que nous donnons a la fin de ce
chapitre (Théoréme 4.5.41).

On fixe une fois pour toutes dans cette sous-section une représentation lisse irréductible V'
de K sur F, ainsi qu'un Fp-caractére lisse n de B, dont le conjugué n® définit un F,-caractére
lisse du sous-groupe de Borel opposé B.

Nous allons démontrer le théoréme suivant, qui nous permettra notamment d’obtenir une
autre description des représentations obtenues par induction parabolique des Fp—caractéres
lisses de B (Théoréme 4.5.26).

Théoréme 4.5.20. Soient V une représentation lisse irréductible de K sur F, et n un Fp-
caractére lisse de B. L’application [f — f(-)(I3)] induit un isomorphisme d’espaces vectoriels
He(V)-équivariant

A : Homg (V, Indg’(n)) = HomT(Og)(VKmU,n‘b) .

Démonstration. Soient V un poids de Serre de K et n un Fp—caractére lisse de B. On dispose
de la chaine suivante d’isomorphismes :

Homy(V, Ind§ (n)) = Homg(ind$(V), Ind§ (1)) (4.34)
2 Homg(ind%(V), ) (4.35)
2 Homg (indB -, (V), 7) (4.36)
> Homgra(V.n) (4.37)
X Homy e (VIE 1) (4.38)
~ HomT(oé)(VUmK,nd’). (4.39)

25. L’action de Hg (V) sur le membre de droite ayant lieu via I'isomorphisme de Satake Sy .
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En effet, les isomorphismes (4.34) et (4.37) proviennent de la réciprocité de Frobenius compacte,
Iisomorphisme (4.35) provient de la réciprocité de Frobenius lisse et I'isomorphisme (4.36) pro-
vient du théoréme de décomposition de Mackey (Lemme 2.2.8). L’isomorphisme (4.38) est une
conséquence directe du Lemme 4.5.5 et de I'isomorphisme Viiny ~ VEU induit par la projection
canonique de V' sur Vkny, tandis que 'isomorphisme (4.39) est défini par I'application identité,
ce qui a un sens car ¢? = I3 et KNU = ¢(KNU)¢~!. Un calcul direct 2 montre que I'isomor-
phisme A résultant de la composition des isomorphismes A; est bien I’application envoyant un
¢lément f € Homg (V, Ind§ (1)) sur Phomomorphisme f(.)(I3) € Homy, o, )(V U n9).

Il nous reste maintenant & expliquer pourquoi A est équivariant pour l’actlon de Hg (V). Soient
T € Hg(V) et ¥ € Homg(V, Ind$ (7)) avec ¢ non nulle. Nous voulons démontrer que

AW[T) = AT . (4.40)

Calculons tout d’abord le membre de gauche de (4.40) : par réciprocité de Frobenius compacte,
P’élément v correspond a élément ¥ € Homg (ind$ (V), Ind$ (1)) défini par :

V feindg(V), U(f):= Y z-(f=),

zeG/K

de sorte que I'on a en particulier ¢(v) = ¥([I3,v]) oi [I3,v] est la fonction standard 27 associée
a la paire (K, v). Par ailleurs, 'opérateur T' correspond, par la Proposition 2.3.2, a la fonction
¢ € H(G, K, V) caractérisée par la formule suivante :

Vfemdi(V), VgeG, T(fllg)= Y, o) (flz"g) .

zeG/K

Avec ces notations, la fonction |7 résultant de Paction de T sur ¢ est celle qui correspond a
W o T par réciprocité de Frobenius. Autrement dit, on a :

WIT)(v) = (YoT)([I3,v])
= > a- (T3] (@)

zeG/K

= D zw | D (s 0lyah)
zeG/K ~yEG/K

= >z Pp(d@ () -
z€G/K

V[Uﬁ]K

On en déduit donc que si v appartient a , alors on a

AWIT)(v) = @IT)()I3) = | D @ (@) () | (I3) ,

z€G/K
ce qui se réécrit sous la forme suivante (par décomposition d’Iwasawa, et car 1) est a valeurs
dans Ind$ (7)) :
A@T)(w) = > w(G0 ™)) (0) . (4.41)

beB/(BNK)

Intéressons-nous maintenant au membre de droite de (4.40). Par définition, l'opérateur T' agit
sur A(¢)) & travers la fonction S¥(¢), oit ¢ est I'élément de H(G,K, V) défini ci-avant. Cette

26. Donné dans la Section 7.5 dans un souci de complétude.
27. On renvoie a la Section 2.2.2 pour un rappel de sa définition.
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fonction Sv(é) € H(T, 'IF((’) ), VUK correspond, par réciprocité de Frobenius compacte, a

lopérateur O € EndT(de( Ox )(VUQK)) défini par la formule suivante :

v f el (V) Ve e, 6N = Y SE@09).

teT/T(OF)

D’autre part, la fonction A(y) € HomT( )(V MK 1) correspond, par réciprocité de Frobenius

compacte, a la fonction D € Homqr(lndg )(VUQK), n) définie par

(o

Lo VI, DU = 3 AW

teT/T(O%)

vV feindp,

Avec ces notations, la réciprocité de Frobenius compacte fait correspondre les éléments A(1))|T
et D o ©, ce qui signifie que I’on a, pour tout vecteur v € VUK,

(AW)IT)(v) = (Do O)([Is,v])
= )t A@)O(L ()

teT/T(0F)

= Y taw | Y SE@ @)Y
teT/T(O) z€T/T(0%)

= >t AW)SE@)E W)

teT/T(OF)

= Y wSE@E) )

teT/T(OF)

- > S w(tu) ()

teT/T(O) UGH{/(UQK)

= 3 w06

beB/(BNK)

= > @0 H)O) -

be(BNK)\B

Le passage de la quatriéme a la cinquiéme égalité est possible car T est un groupe abélien
et car b est & valeurs dans Ind$(n). On conclut alors en remarquant que si b = kyBky avec
ki,koe BNKet 5€B, ona
D@0 )()b) = ¥(o ( oy B (0) (k1 Bka)
= P(ky (5 )( f ))(/ﬁﬁk‘z)
n(kl)( 2 w<k2 (5 Dk )))(8)
(k) PGB (k1)) (8 )
(k)Y (S8~ (n(ky )v))(B)
(d(B71)(v))(B) -

Dans ce calcul, la troisiéme égalité vient du fait que é est A valeurs dans Indg’(n), la quatriéme
égalité provient de la K-équivariance de 'opérateur 1, et la cinquiéme égalité vient du fait que
s'il existe un élément non nul dans Homg (V, Ind$ (1)), alors BN K agit sur V par le caractére
n (par réciprocité de Frobenius lisse).

Nous avons donc prouvé que le terme 9(¢(b~)(v))(b) ne dépend que de la double classe de
b modulo B N K, ce qui implique en particulier que 'on a A(¢|T) = A(¥)|T et termine la
démonstration. O
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Remarque 4.5.21. Comme nous 'avons déja remarqué dans la preuve ci-dessus, I'existence
de cet isomorphisme fournit en particulier la propriété suivante : une Fy-représentation lisse
wrréductible V- de K est contenue dans Indg’(n) si et seulement si les Fp-caractéres de T portés
par VEU et % ont la méme restriction a T(O}).

Remarque 4.5.22. Le dernier calcul effectué dans la preuve du Théoréme 4.5.20 refléte le fait
que l'action de Hg(V') sur le membre de droite ne se fait pas a priori a 'aide du morphisme
de Satake Sy, mais plutot par a travers le morphisme noté S, dans [Her2] et dans [HV]. Leur
coincidence est un petit miracle qui repose sur le fait que notre algébre est engendré par un
seul opérateur, donc qu’elle est en particulier commutative, et que T est le seul sous-groupe de
Levi standard propre de G.

Remarque 4.5.23. La preuve de I'équivariance de A relativement a I'action de Hg (V') montre
aussi que isomorphisme A := Ao Al_l est Hg(V)-équivariant.

4.5.4 Autre description des représentations non supercuspidales
Représentations conoyaux et induites paraboliques

Nous commengons par donner une condition nécessaire pour qu'un caractére x : Hg(V) — Fp
puisse étre un paramétre de Hecke d’une représentation obtenue par induction parabolique &
partir de B. Remarquons avant cela que si c’est le cas, la réciprocité de Frobenius lisse implique
que V doit étre un sous-objet de la représentation de K portée par Indg(n), dont on rappelle
qu’elle est isomorphe a Ind%mK(n) par décomposition de Mackey.

Théoréme 4.5.24. Soient n : B — ﬁ; un caractere lisse et V une ﬁp—représentation lisse
irréductible de K. Si x : Hg(V) — T, est un parametre de Hecke pour Ind§ (1), alors x(Ty) =
n(to)-

Démonstration. Supposons que x : Hg(V) — ﬁp soit un paramétre de Hecke pour Indg’ (n).
C’est donc qu'il existe un homomorphisme non nul de F,[G]-modules ¢ : ind% (V) — Ind§ (n)
vérifiant ¢ o Ty = X (T v)é. Appliquons a cette égalité I'isomorphisme He(V)-équivariant A
introduit dans la Remarque 4.5.23 : on obtient alors que l'on doit avoir

ATy = x(Tv)A(9) . (4.42)

Nous allons maintenant calculer A(¢)|Ty := A(¢)|m, d’une autre maniére. Plus généralement,

nous allons calculer f|r, pour f € HomT(OX)(VKmU, n?) et n € Z quelconques, ot 'on rappelle
E

que 7, € H(T, T(O}), VI™®) correspond a la fonction ¢, € H(T, T(O}), VI®) de support égal
aT(Op)ty =ty T(OF) valant 1 en tj. Par définition, f|7, est I’élément de HomT(Og)(VKﬂU, n?)

2

associé 28 a la fonction F o 7, ou F € Homy(indZL . (VW) 5?) est I'image de f par ré-

T(Og)
ciprocité de Frobenius compacte. Remarquons maintenant que 'on a, pour toute fonction
s T UNK
(NS de(OE)(V ),
(Ferm)®) = > t-f(Wom)(t™)

teT/T(OF)

= Y "W f(@om)t™)

teT/T(OF)

= D 0@ty ) W(mty™)
meZ

= n(tg)f(¥(1)) -

28. Toujours par réciprocité compacte de Frobenius.
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La seconde égalité vient du fait que f est a valeurs dans n?, tandis que la troisiéme égalité
découle de la décomposition T = |_| t'T(OF) et de la T(OF)-équivariance des fonctions en

meEZ
jeu. On en déduit donc que 'on a, pour tout vecteur v €

(flm)(v) = (F o m)([I3,0]) = n(tg) f(v) , (4.43)

ce qui prouve que f|7m, = n(ty)f. En considérant cette égalité pour n = 1, on obtient donc en

KNU
VEE,

particulier que

A()|Ty = n(to)A() . (4.44)

En comparant (4.42) et (4.44), on voit que I'on doit avoir x(7y)A(¢) = n(to)A(¢). Comme
A est un isomorphisme, la non-nullité de ¢ implique celle de A(¢), et 'on en conclut que 'on
doit finalement avoir x(7v) = n(to), ce qui termine la démonstration. O

Remarque 4.5.25. Ce théoréme montre qu’a toute Fj-représentation lisse irréductible V de
K contenue dans Ind§(n) est associé au plus un paramétre de Hecke dont les valeurs sont
entiérement déterminées par le caractére 7 ; en particulier, elles ne dépendent ni du choix de V,
ni du choix de K. Soulignons de plus le fait que I’énoncé du théoréme est valable sans aucune
hypothése d’irréductibilité sur la représentation Indg(n).

Proposition 4.5.26. Soient V une représentation lisse irréductible de K sur Fp qui ne
s’étend pas en un Fp-caractére lisse de G% et \ € ﬁp un scalaire non nul. Notons
n:T— F; le caracteére lisse dont la restriction a ’IF((’)E) est donnée par le caractére porté par
(VENUYS et qui envoie toy sur \, ainsi que le Fp-caractére lisse de B obtenu par inflation.
L’application A= (id) : ind% (V) — Ind$ (1), ou A est lisomorphisme Hg (V) -équivariant défini
dans la Remarque 4.5.23, induit alors un morphisme surjectif de E,[G]—modules :

7 (V, ) = nd () .

Démonstration. Remarquons tout d’abord que puisque T = tOZT(OE), la formule donnée dans
I'énoncé suffit a définir entiérement le caractére 7. Par ailleurs, I'égalité ¢? = I3 assure que
I'identité définit un isomorphisme T(O})-équivariant ¢ : VEAU 5 ¢ qui fournit, par applica-
tion de Popérateur A~!, un homomorphisme non nul de F,[G]-modules

®:=A7(p) : indE(V) — Ind$ () .
Comme A1 est Hg(V)-équivariant, on a de plus

Ty = (lTv)
(¢olm1)
(n(to)p) par application de (4.44)
(o) ®
@,

-1
-1
-1

1l
D D

|
> 3

ce qui prouve que ¢ définit un homomorphisme non nul de FP[G]—modules
g (V,\) — Ind§ (1) .

Démontrons la surjectivité de l'application W. L’image de ¥ est un sous-F,[G]-module non
nul de Indg’ (n). Par suite, si ¥ n’était pas surjective, le Théoréme 4.4.1 impliquerait que
n se prolonge en un [F,-caractére lisse de G (encore noté 7) et que l'image de ¥, qui est

29. Ce qui signifie que V est soit de dimension strictement supérieure a 1, soit un Fp-caractére lisse de K qui
ne s’étend pas en un F,-caractére lisse de G.
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aussi 'image de ®, serait égale a ce caractére. Autrement dit, ® définirait un homomorphisme
surjectif de F,[G]-modules indﬁ%(V) —» 1 qui induirait, par réciprocité de Frobenius compacte,
un homomorphisme non nul de Fp[K]-modules V — n|g. L’irréductibilité de V et de n|k
impliquerait que ce dernier homomorphisme est en fait un isomorphisme de Fp [K]-modules, ce
qui contredirait 'hypothése selon laquelle V' ne s’étend pas en un Fp-caractére lisse de G et
termine ainsi la démonstration. O

Paramétrisations possibles des représentations lisses irréductibles non supercuspi-
dales de G - Premiére partie

On peut déja calculer toutes les paramétrisations possibles de plusieurs familles de représen-
tations lisses irréductibles non supersinguliéres de G. Les premiéres concernées sont les repré-
sentations de la série spéciale, qui font I’objet des deux prochains énoncés.

Théoréme 4.5.27. La représentation de Steinberg admet une unique paramétrisation possible,
a savoir la paire (Vo,1) ou Vg désigne l'unique représentation lisse irréductible de K sur F),
contenue dans Stg.

Démonstration. D’aprés le Théoréme 4.4.15, espace des vecteurs I(1)-invariants de Stg est
de dimension 1 sur F,. On déduit donc de I'application du Lemme 2.1.9 au sous-groupe I(1)
de K que Stg contient une unique représentation lisse irréductible V de K sur F, a savoir le
sous-F,[K]-module engendré par Stgl). Par suite, toute paramétrisation possible de Stg doit
étre de la forme (Vp,\) avec A € F,. Comme Vj est une représentation irréductible de K,

tout élément de Homg (Vp, Stg) est entiérement déterminé par sa valeur en un vecteur non

nul de Vél - Stgl). Cette valeur doit, par K-équivariance, appartenir & I’espace des vecteurs
I(1)-invariants de Stg, ce qui assure que l'on a :

dimg_ Homg (Vo, Stg) = dimg Homﬁp(‘/ﬁ(l), St](gl)) = dimg HOI(H;FP(S%D; St]}él))
= dimg St?Gl (4.45)
P
= 1.

Par réciprocité de Frobenius compacte, on en déduit que espace Hom(g(ind%(vo),Stc,) est
de dimension 1 sur F,, ce qui implique que St admet au plus une paramétrisation possible
relativement a Vj, et permet de déduire du Théoréme 4.5.16 que Stg admet une et une seule
paramétrisation possible relativement a K qui doit étre de la forme (Vp, A).

Remarquons maintenant que l'irréductibilité du F,[G]-module Stg assure que Vj ne s’étend pas
en un Fp—caractére de G, ce qui permet de déduire de la Proposition 4.5.26 ’existence d’une
surjection G-équivariante allant de la représentation conoyau mg(Vo, 1) sur le F,[G]-module
Ind$ (o), ot mo : T — F; est le caractére lisse valant 1 en ¢ et dont la restriction a T(Oj)
est donnée par (VOKQU)‘# L’existence de ce morphisme non nul implique alors, par réciprocité
de Frobenius compacte, que Vp est un sous-F,[K]-module de Ind$ (n9), et assure donc la non-
nullité de la composante (I, 1)-isotypique de Indg’ (no) grace a la Remarque 4.4.16. On déduit
du Théoréme 4.4.13 qu’il faut que l'on aie Tthr(og) =1ou (770)‘;5\?(02) =1, ce qui prouve que
la restriction de ng & T(O}) doit étre égale au caractére trivial 1 puisque ¢»? = I3, et donc
finalement que 79 = 1 puisque T = t5T(O}).

On a ainsi prouvé que le F,[G]-module mg(Vp, 1) admet le F,[G]-module Ind§ (1) comme quo-
tient, ce qui implique que la paire (Vj, 1) est une paramétrisation possible de Stg et termine
la démonstration. O

Corollaire 4.5.28. Pour tout caractere lisse n : ED F;, la représentation de la série
spéciale Stg ® (n o det) admet une unique paramétrisation possible. Elle est donnée par la
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paire (Vo ® (nodet), 1) avec Vi désignant l'unique représentation lisse irréductible de K sur E,
contenue dans Stg.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe du Théoréme 4.5.27 une fois que I'on
a remarqué que, puisque tg est de déterminant égal a 1, la paire (V, \) est une paramétrisation
possible de Stg si et seulement si la paire (V' & (1 o det), 1) est une paramétrisation possible
de Stg ® (n o det). O

Remarquons maintenant que les arguments utilisés pour prouver la Proposition 4.5.26 peuvent
étre détournés pour calculer les paramétrisations possibles des Fp-caractéres lisses de G. En
I'occurrence, nous allons prouver que tout Fp—caractére lisse de G admet une et une seule
paramétrisation possible et qu’elle est complétement explicite, comme en atteste le résultat
suivant.

Théoréme 4.5.29. Pour tout caractére lisse n : B0 — F;, le F,[G]-module n o det admet
une et une seule paramétrisation possible relativement a K, a savoir la paire (no det, 1).

Démonstration. Considérons un Fp—caractére lisse nodet: G — F; . Puisque ¢? = I3, appli-
cation T(OF)-équivariante définie par U'identité 1 o det — n o det induit, via 'isomorphisme A
introduit dans la Remarque 4.5.23, un homomorphisme non nul de [, [G]-modules

¥ - ind%(n o det) — Ind§ (n o det) .

Le Corollaire 4.5.28 empéche la surjectivité de cette application, ce qui implique grace au
Théoréme 4.4.1 que I'image de 1 est égale au caractére 7 o det et signifie donc que ¥ est un
homomorphisme surjectif de F,[G]-modules ind§ (nodet) — nodet. Rappelons maintenant que,
par définition, on a 1) = A(id), ce qui nous permet d’appliquer la formule (4.44) et d’obtenir
ainsi que ¥|Tyodet = (n o det)(to)y) = 1. L'application v peut donc étre factorisée a travers
I'image de I'opérateur T;oqet — 1, ce qui montre que I'on dispose d’un homomorphisme surjectif

de F,[G]-modules
7k (nodet,1) - nodet ,

et signifie donc que (n o det, 1) est une paramétrisation possible de 7 o det.

Supposons réciproquement que (V, \) soit une paramétrisation possible du F,[G]-module nodet.
C’est donc qu’il existe un homomorphisme non nul de F,[G]-modules @ : ind% (V) — nodet tel
que ®oTy = A®. Cet homomorphisme correspond par réciprocité de Frobenius compacte & un
homomorphisme non nul de Fp [K]-modules V' — 7 o det, qui doit alors étre un isomorphisme
de Fp[K]-modules par irréductibilité de V et de 7 o det.

En appliquant opérateur Hg(V)-équivariant A a I'égalité ® oTy = AP, on obtient par ailleurs
que A(®)|Ty = AA(P). Remarquons alors que puisque V' est isomorphe a 7 o det, il est
possible d’appliquer la formule (4.44) pour calculer A(®)|Ty, ce qui prouve que l'on doit
avoir A(®)|Ty = (n o det)(to)A(P) = A(P). Comme P est non nulle et que A est bijective,
la comparaison des deux expressions obtenues pour A(®)|7y montre que A doit étre égal 1,
ce qui achéve finalement de montrer que (n o det, 1) est la seule paramétrisation possible du
caractére n o det. O

Introduction de la Conjecture 1

Pour compléter notre étude, il nous faudrait pouvoir déterminer toutes les paramétrisations
possibles des représentations de la forme Ind%’(n) avecn : B — F; caractére lisse. Pour l'instant,
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nos connaissances a ce sujet se résument a la proposition suivante, qui découle directement de
la Proposition 4.5.263° et du Corollaire 4.5.28.

Proposition 4.5.30. Soitn: B — F; un caractére lisse.

1. Sin ne s’étend pas en un Fy-caractere lisse de G, alors le Fp[G]-module Tnd§ (n) admet
exactement une paramétrisation possible.

2. Sim s’étend en un Fp-caractére lisse de G, alors le Fy[G]-module Ind$ (n) admet au
plus une paramétrisation possible, a savoir la paire (Vo @ n,n(tg)) ot Vy désigne 'unique
représentation lisse irréductible de K sur I, contenue dans la représentation de Steinberg
Stg de G.

Signalons tout de suite que le Théoréme 4.5.16 ne permet pas de conclure a 'unicité de la
paramétrisation dans le second cas de la Proposition 4.5.30 car la représentation Ind§ (7)) n’est
pas irréductible lorsque 7 est un Fj-caractére lisse de G.

En comparant les résultats que nous avons obtenus jusqu’ici a ceux qui existent pour GLo(F')
[BL94, Theorem 25|, pour SLa(F) et, plus généralement, pour GL,(F") [Her2, Theorem 3.1],
il est naturel de s’interroger quant a l'injectivité du morphisme surjectif introduit dans la
Proposition 4.5.26, puisqu’il I’est pour les groupes sus-mentionnés. En outre, disposer d’un tel
isomorphisme permettrait d’obtenir une classification des E)—représentations lisses irréductibles
admissibles de G, et nous n’avons trouvé a I’heure actuelle aucun argument mettant cette pro-
priété d’injectivité en défaut.

Une autre question qui surgit naturellement lors de la comparaison avec les théories existant
pour d’autres groupes porte sur la structure des représentations conoyaux g (n o det, \) avec
A € F, non nul et  : EM — F; caractére lisse. Nous savons démontrer 3! par un argument
utilisant la structure de 'arbre de Bruhat-Tits que la représentation m(1,1) est une extension
non scindée du caractére 1 par Stg, la propriété de non-scindage étant une conséquence directe
du Théoréme 4.5.27. Ceci nous permet donc de décrire les représentations conoyaux de la forme
7k (nodet, 1) comme extension non scindée du caractére nodet par la représentation de la série
spéciale Stg ® (1 o det). Par ailleurs, si I’on considére une représentation conoyau de la forme
mr(nodet, \) avec A # 1, nous savons en construire un quotient de la forme Indg’ (x) alaide de
Iisomorphisme A. Un tel quotient doit alors étre irréductible & cause du Corollaire 4.5.28, qui
impose que le caracére x ne s’étend pas en un Fy-caractére lisse de G, et du Théoréme 4.4.1. De
nouveau par analogie avec les théories de référence, nous pensons que la surjection ainsi définie
est en fait un isomorphisme de F,[G]-modules, et que la démonstration de cette affirmation doit
étre identique a celle qui devrait prouver l'injectivité du morphisme de la Proposition 4.5.26.

Toutes ces considérations nous ménent a introduire I’hypothése suivante, qui va nous permettre
ensuite d’énoncer une conjecture regroupant deux assertions de nature différente : la premiére
est une supposition que nous faisons et que nous n’avons pas encore complétement démontrée
(pour des raisons essentiellement techniques et temporelles) ; la seconde est un fait que nous
savons démontrer, mais dont la preuve n’est pas dans ce manuscrit par manque de temps.

Hypothése 2. La paire (V,\) avec V une représentation lisse irréductible de K sur F, et
A€ Fp non nul vérifie 'une des deux assertions suivantes :

— V ne s’é¢tend pas en un Fj-caractére lisse de G

— V s’¢tend en un Fy-caractére lisse n de G et X # n(t).

Conjecture 1. 1. Pour toute paire (V,\) satisfaisant o I’Hypothése 2, la représentation
conoyau g (V, \) est isomorphe au Fp[G]-module Ind§ (1), oun : B — F; est le caractére
lisse dont la restriction a T(O}) vaut (VE)? et qui envoie to sur \.

30. Ou du Théoréme 4.5.16.
31. Mais n’avons pas encore eu le temps de rédiger cette preuve.
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2. Notons Vi l'unique représentation lisse irréductible de K sur F,, contenue dans la re-

présentation de Steinberg Stg. Pour tout caractére lisse n : B — ﬁ;, le F,[G]-module
7k (Vo®(nodet), 1) est une extension non scindée du caractére nodet par la représentation
de la série spéciale Stg ® (n o det).

Remarque 4.5.31. La Conjecture 1 est en fait équivalente aux assertions d’injectivité que
nous avons demandées ci-avant.

Paramétrisations possibles des représentations lisses irréductibles non supercuspi-
dales de G - Seconde partie

Grace a la Conjecture 1, nous pouvons obtenir les paramétrisations qui nous manquaient jus-
qu’alors, notamment pour compléter I’énoncé de la Proposition 4.5.30. Nous en déduirons que
pour toute paire (V, A) avec V représentation lisse irréductible de K sur F,, et A € F,, scalaire non
nul, le Fp [G]-module admet un unique quotient irréductible, qui est de plus non supercuspidal.

Proposition 4.5.32. Supposons que la Conjecture 1 soit vérifiée. Pour tout caractére lisse
n:BM - ﬁ;, le F,[G]-module Ind§ (o det) admet une et une seule paramétrisation possible,
a savoir la paire (Vo ® (nodet), 1) ou Vy désigne l'unique représentation lisse irréductible de K
sur Fp contenue dans Stg.

Démonstration. Le premier point de la Conjecture 1 s’applique griace au premier cas de 'Hy-
pothése 2, assurant que la paire donnée dans ’énoncé est une paramétrisation possible de
Indg’(n o det) par le méme argument que celui qui permet de prouver le Théoréme 4.5.27. On
conclut alors grace au second point de la Proposition 4.5.30. 0

Corollaire 4.5.33. Supposons que la Conjecture 1 soit vraie. Pour toute paire (V,\) avec V
représentation lisse irréductible de K sur Fp et A € Fp non nul, le FP[G]-module porté par la
représentation conoyau T (V, A) admet (& isomorphisme prés) un unique quotient irréductible.
De plus, ce quotient n’est pas supercuspidal.

Démonstration. Supposons que 7 soit un quotient irréductible de 7 (V, A). Si la paire (V,\)
satisfait & I'un des cas de 'Hypothése 2, notre énoncé découle du premier point de la Conjecture
1 et du Théoréme 4.4.1, qui assure en particulier que toute représentation lisse non supercus-
pidale de G sur F, admet & isomorphisme prés un unique quotient irréductible. Si la paire
(V, A) ne vérifie aucun des cas de I'Hypothése 2, elle est alors redevable du second point de la
Conjecture 1, ce qui termine la démonstration en utilisant & nouveau le Théoréme 4.4.1. [

4.5.5 Supersingularité et supercuspidalité

Inspirée par ce qui a été fait pour GLo(F') [BL94, BL95| et pour SLy(F) (Chapitre 3), nous
introduisons la définition suivante, dont nous commencons par vérifier qu’elle est bien posée.

Définition 4.5.34. Soit m une représentation lisse irréductible admissible de G sur F,. On dit
que la représentation 7 est supersinguliere (relativement a K) lorsqu’elle admet une paramé-
trisation possible de la forme (V,0).

Lemme 4.5.35. Supposons que la Conjecture 1 soit vérifiée.

La notion de supersingularité par rapport o K est alors bien définie : si w est une représentation
lisse irréductible de G sur F, admettant une paramétrisation possible de la forme (V,0) avec V
représentation lisse irréductible de K sur E), alors toute paramétrisation possible de w est de la
forme (W,0) avec W représentation lisse irréductible de K sur F,,.
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Démonstration. Supposons que 7 soit une Fp—représentation lisse irréductible de G admettant
une paramétrisation possible de la forme (V; ) avec A\ # 0. Nous allons distinguer deux cas,
selon que V provient ou non d'un Fp-caractére lisse de G.

— Si V ne s’étend pas en un Fp—caractére lisse de G, le premier point de la Conjecture 1
implique que 7 est un quotient irréductible d’une représentation de la forme Indg (n) avec
n:B— ﬁ; caractére lisse. Les Théorémes 4.5.24 et 4.5.29 ainsi que le Corollaire 4.5.28
assurent alors que toute paramétrisation possible (W, ) de 7 doit vérifier pu # 0.

— Si V s’étend en un ?p—caractére lisse de G, le second point de la Conjecture 1 implique
que 7 est un Fp-caractére lisse de G (égal a V) et est donc redevable du Théoréme 4.5.29
qui assure que I'unique paramétrisation de m n’est pas supersinguliére.

Par contraposition, on a donc prouvé que si m admet une paramétrisation possible par rapport
a K de la forme (V,0), alors toutes ses paramétrisations possibles par rapport a K doivent étre
de cette forme, ce qui termine la démonstration. ]

Nous démontrons maintenant une propriété des paramétres de Hecke qui assurera®? que la
notion de supersingularité définie ici est équivalente & la notion de supersingularité définie
dans [Her2, Section 4].

Lemme 4.5.36. Soient V' un poids de Serre de K et x : He (V) — F, un homomorphisme de
Fp-algebres. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) il existe un caractére lisse xo : Hp(VV'E) — F, tel que x = x0 0 Sv ;
i) x(Tv) # 0.

Démonstration. Ce que 'on a vu dans la Section 4.5.1 montre que 'algebre H(T, T(OF), VUK)
est égale a l'algébre de fractions rationnelles ?p(ﬁ) et que l'isomorphisme de Satake Sy permet
d’identifier Hg(V) a la sous-algebre de polynomes Fp[ri] en envoyant Ty sur 7. Supposons
alors qu'il existe un homomorphisme de Fj-algebres xo : H(T, T(03), VI'E) — F, vérifiant
X = X0 © Sy. On dispose dans ce cas des égalités suivantes dans H(T, T(O}), VUK) .

1= xo(1) = xo(m)x0(r; 1) ,

qui montrent notamment que xo(71) = xo(Sy(Tv)) = x(Tv) est non nul.

Réciproquement, si x(7y) = A est un scalaire non nul, on peut définir un homomorphisme d’al-
gébres xo : H(T, T(0F), VI™®) — F, en envoyant 7 sur . Dans ce cas, on a par construction
X(Tv) = (xo0 o Sv)(Ty), ce qui prouve que x = xo © Sy et termine la démonstration. O

Rappelons que puisque Hg (V') est une algébre de polynémes en 'opérateur Ty, précédemment
défini, tout homomorphisme de F)-algébres ayant Hg (V') pour source est entiérement déterminé
par sa valeur en Ty,. Ceci permet de poser la définition suivante.

Définition 4.5.37. Soit V' un poids de Serre de K. On appelle caractére supersingulier de V
I'unique homomorphisme de Fy-algebres x : Hg(V) — F, envoyant Ty sur 0.

On dispose alors du résultat suivant, qui n’est qu'une reformulation de la définition de la
supersingularité pour les représentations.

Corollaire 4.5.38. Une représentation m est supersinguliére par rapport o K si et seulement
sl existe une représentation lisse irréductible V' de K sur I, telle que m admette le caractere
supersingulier de V' pour parameétre de Hecke.

32. Car G n’admet que deux sous-groupes paraboliques standard relativement a T, & savoir B et G.
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Nous avons maintenant toutes les cartes en main pour démontrer, sous réserve que la Conjecture
1 soit vraie, ’équivalence des notions de supersingularité relativement a K et de supercuspidalité
pour les représentations lisses irréductibles admissibles de G.

Théoréme 4.5.39. Supposons que la Conjecture 1 soit vérifiée. Pour toute représentation lisse
irréductible admissible m de G sur Fp,, on a équivalence entre les assertions suivantes :

i) m est supersinguliere relativement a K ;

i1) m est supercuspidale.

Démonstration. L’implication i) = i) a déja été démontrée dans la preuve du Lemme 4.5.35,
mais nous rappelons tout de méme ’argument, qui consiste a prouver I'implication contraposée.
Supposons donc que 7 soit une représentation non supercuspidale de G sur Fp. D’aprés la
Proposition 4.4.9, trois possibilités se présentent :
— ou bien 7 est un Fp—caractére lisse de G, auquel cas le Théoréme 4.5.29 assure que 7w n’est
pas supersinguliére ;
— ou bien 7 est une représentation de la série principale de G, et le Théoréme 4.5.24 implique
dans ce cas que 7 n’est pas supersinguliére ;
— ou bien 7 est une représentation de la série spéciale de G, auquel cas le Corollaire 4.5.28
assure que 7w n’est pas supersinguliére.
Dans tous les cas, m n’est pas supersinguliére, ce qui prouve par contraposition que toute
représentation supersinguliére est nécessairement supercuspidale.
Réciproquement, le Corollaire 4.5.33 assure qu’une représentation lisse irréductible admissible
supercuspidale de G ne peut pas admettre de paramétrisation possible relativement a K de
la forme (V, ) avec A # 0. Comme le Théoréme 4.5.16 affirme qu’elle admet au moins une
paramétrisation possible, on en conclut qu’elle doit étre supersinguliére, ce qui termine la
démonstration. O

Remarque 4.5.40. Cet énoncé prouve en particulier que la notion de supersingularité est
indépendante du choix de K puisqu’elle est équivalente a la notion de supercuspidalité qui n’a
absolument aucun lien avec K. On peut donc parler de représentation supersinguliére sans avoir
besoin de choisir un sous-groupe compact maximal K de référence.

Nous pouvons alors conclure ce chapitre par ’énoncé de classification suivant des représenta-
tions lisses irréductibles admissibles de G sur F,, que 'on a démontré sous réserve de disposer
de la Conjecture 1.

Théoréme 4.5.41. Supposons que la Conjecture 1 soit vérifiée.
A isomorphisme prés, toute représentation lisse irréductible admissible de G sur F), appartient
a l'une et et une seule des quatre familles suivantes :

i) les caractéres de G, de la forme 1o det avec 7 : ED - F; caractere lisse ;

i1) les représentations de la série principale, de la forme Indﬁ’(n) avecn:B — ﬁ; caractére

lisse qui ne s’étend pas en un IF,-caractére lisse de G.

iii) les représentations de la série spéciale, de la forme Stg ® (n o det) avec n : EM) — ﬁ;

Ind$ (1)

caracteére lisse et Stg := représentation de Steinbery ;

iv) les représentations supersinguliéres.
Démonstration. Fixons K € {Kg,K;} un sous-groupe ouvert compact maximal de G. Si 7 est

une représentation lisse irréductible admissible de G sur Fp, le Théoréme 4.5.16 assure que
7 est un quotient d’une représentation de la forme 7mg(V,\) avec V une représentation lisse
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irréductible de K sur ﬁp et A € ﬁp. Si A = 0, la représentation 7 est alors supersinguliére ; si
A # 0, le premier point de la Conjecture 1 combiné aux Corollaires 4.5.28 et 4.5.33 ainsi qu’a
la Proposition 4.5.26 et au Théoréme 4.5.29 assure que 7 est respectivement isomorphe & un
Fp—caractére lisse de G, & une représentation de la série principale ou & une représentation de
la série spéciale.

Ces quatre familles sont bien deux & deux disjointes : les résultats de la Section 4.4.3 assurent
en effet que les trois premiéres familles sont deux & deux disjointes et le Théoréme 4.5.39 montre
que la quatriéme famille est disjointe des trois premiéres. O



Chapitre 5

Induction parabolique pour les groupes
quasi-déployés de rang 1

5.1 Introduction

Soient p un nombre premier, C' un corps algébriquement clos de caractéristique p et F' un
corps local non archimédien de caractéristique résiduelle p et de corps résiduel fini kr. Notons
G := G(F) le groupe des points rationnels d’un groupe réductif connexe G défini sur F'. L’étude
des C-représentations lisses de G pousse en particulier & s’intéresser aux représentations de la
forme Indg(o’) ou @ = Q(F) désigne le groupe des points rationnels d’un sous-groupe para-
bolique standard @ de G dont on note M le sous-groupe de Levi standard et ot o désigne
une C-représentation lisse de ) obtenue par inflation d’'une C-représentation lisse irréductible
admissible de M = M(F’). On se pose plus précisément la question suivante : peut-on détermi-
ner un critére d’irréductibilité pour la représentation Indg (o) et, lorsque celui-ci est en défaut,
peut-on déterminer les facteurs de Jordan-Holder de cette représentation ?

Le cas G = G L est traité dans les articles de Barthel-Livné [BL94, BL95|. Par des méthodes
reposant sur la compréhension des modules & droite sur ’algébre de Hecke du pro-p-Iwahori,
Ollivier [O1] a déterminé un critére d’irréductibilité pour ces représentations lorsque G = GL,,
avec n > 2 quelconque, et a donné une étude plus détaillée des facteurs de Jordan-Hoélder dans
les cas de réductibilité lorsque n = 3. Vignéras [V5] a par la suite étendu ces résultats au cas
ou G est supposé déployé sur F.

Les Sections 3.4 et 4.4 de cette thése répondent a notre question lorsque G est égal a SLo
(qui est déployé sur F') ou a U(2,1) (qui est quasi-déployé mais non déployé sur F') : pour ce
faire, nous avons adapté les méthodes développées dans le cas de SLg au cas de U(2,1). Ce
chapitre a pour objectif de montrer que I’on peut naturellement généraliser ces arguments pour
obtenir une description compléte des représentations de GG obtenues par induction parabolique
lorsque G est quasi-déployé sur F' et de F-rang 1, I'intérét technique de ce cas étant que tout
sous-groupe parabolique propre de G en est un sous-groupe de Borel, et que le sous-groupe
de Levi standard est alors un tore, ce qui implique notamment que la représentation o est
simplement un C-caracteére lisse.

Remarque 5.1.1. Nous pensons que les arguments et résultats présentés dans ce chapitre
s’adaptent au cas ot G est un groupe réductif connexe défini sur F' de F-rang 1 (i.e. si 'on
supprime I’hypothése de quasi-déploiement).

Nous pensons aussi, en comparant le contenu de ce chapitre avec les résultats obtenus par
Vignéras dans le cas déployé, qu’il est plus généralement possible d’adapter les méthodes
utilisées dans ces deux cas pour traiter dans un premier temps le cas des groupes réductifs
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connexes quasi-déployés sur F' de rang quelconque, puis de supprimer ensuite I'hypothése de
quasi-déploiement.

Présentation des principaux résultats

Dans toute la suite, on notera en majuscule romane le groupe des F-points rationnels du
groupe algébrique désigné par la majuscule calligraphiée correspondante (comme par exemple
G=G(F), T=T(F), etc..).

On fixe un tore déployé maximal S de G et 'on note T le centralisateur de S dans G.
Comme G est quasi-déployé sur F, le groupe 7T est un tore de G, et est donc en particulier
abélien. On se donne un sous-groupe de Borel B de G contenant 7 et 'on note U son radical
unipotent.

On considére un C-caractére lisse x : T'— C* que 'on étend par inflation en un C-caractére
lisse de B, et I’on s’intéresse a la C-représentation lisse de G définie par I'induite lisse Indg(x).
Le premier résultat important de ce chapitre porte sur la structure de C[B]-module de Ind%(x),
qui permet notamment d’obtenir un critére simple d’irréductibilité en tant que C[G]-module!.

Théoréme 5.1.2. 1. Le C[B]-module Ind%(x) est un objet de longueur 2 qui admet comme
sous-quotients irréductibles le caractére x (comme quotient) et le sous-C|[B]-module V,
des éléments de Ind$G(x) s’annulant en Uélément neutre de G (comme sous-objet).

2. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) le C[B]-module Ind% () est décomposable ;
(b) le C[G]-module Ind$(x) est réductible ;
(c) le caractére x se prolonge en un C-caractére lisse de G.

3. Si x se prolonge en un C-caractére lisse de G, alors Ind%(x) est un C[B]-module to-
talement décomposé, ainsi qu’un C[G]-module indécomposable de longueur 2 qui admet
comme sous-quotients irréductibles le caractére x (comme sous-objet) et la représentation
Stg ® x (comme quotient), ot St désigne la représentation de Steinberg.

Remarque 5.1.3. Rappelons ici que si x est un C-caractére lisse de G, I’application C-linéaire
envoyant f sur x~!f définit un isomorphisme de C[G]-modules entre Indg(x) et Indg(l) ® X-

Le Théoréme 5.1.2 permet donc de classer les sous-quotients irréductibles des représenta-
tions qui nous intéressent en trois familles :
— les C-caractéres de G ;
— les représentations de la série principale : ce sont les représentations de la forme Indg (x)
avec x un C-caractére lisse de B qui ne s’étend pas en un C-caractére lisse de G ;
— les représentations de la série spéciale : ce sont les représentations de la forme St ® 7
avec 1 un C-caractére lisse de G.
Le prochain énoncé montre que cette classification fournit en fait une partition des classes
d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles non supercuspidales de G sur C.

Théoréme 5.1.4. Il n’existe pas d’isomorphisme entre représentations lisses irréductibles non
supercuspidales provenant de deux familles distinctes.

Nous nous intéressons ensuite & l’existence éventuelle d’isomorphismes entre représenta-
tions non supercuspidales provenant d’une méme famille. Le cas des représentations de la série
principale se traite rapidement grace aux résultats obtenus sur leur structure de C[B]-module.

1. Qui correspond & un critiére d’indécomposabilité en tant que C[B]-module.
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Lemme 5.1.5. Il n’existe pas d’isomorphisme entre représentations de la série principale in-
duites par des caractéres distincts.

Pour étudier les entrelacements pouvant exister entre représentations de la série spéciale,
nous avons besoin d’informations supplémentaires portant notamment sur la structure des
espaces de vecteurs invariants sous 'action du pro-p-Iwahori I(1) de G, dont la définition est
rappelée dans la Section 5.2.1. Ceci méne tout d’abord au résultat suivant, qui décrit ’espace
des I(1)-invariants des représentations obtenues par induction parabolique.

Théoréme 5.1.6. Soit x : B — C* un C-caractére lisse. Notons x* le C-caractere lisse de I
obtenu par inflation du caractére de T'(Of) donné par la restriction de x. De méme, on note
X~ le C-caractere lisse de I obtenu par inflation de la restriction de x*° a T(OF), ot wy est
I’élément non trivial du groupe de Weyl fini de G relatif a T .

1. L'espace des vecteurs I(1)-invariants de Ind%(x) est un espace vectoriel de dimension 2
sur C.

2. Le C[G]-module Tnd%(x) admet au plus deux composantes I-isotypiques non nulles, &
savoir celles associées a x et a x~. Plus précisément, il en admet exactement une si et
seulement si xT = x, et en admet deux sinon.

En particulier, le groupe I agit trivialement sur l’espace des vecteurs I1(1)-invariants de
Ind%(x) si et seulement si la restriction o T(Or) du caractére x est triviale (auquel cas
lon dit que x est un caractére non ramifié ).

3. Le C[G]-module Ind$%(x) est engendré par le sous-espace de ses vecteurs I(1)-invariants.

On peut alors démontrer le résultat suivant, qui décrit I’espace des vecteurs I(1)-invariants
de la représentation de Steinberg Stg, et en déduire une condition nécessaire & ’existence
d’entrelacement entre deux représentations de la série spéciale.

Théoréme 5.1.7. 1. On dispose de la suite exacte courte suivante de C-espaces vectoriels :

I(1) I(

— Stcl)

1 — C — (Ind§(1)) — 1.
En particulier, U'espace des vecteurs I(1)-invariants d’une représentation de la série spé-
ciale est de dimension 1 sur C.

2. Soit n : G — C* un caractere lisse. Si St et Stg ®@ n définissent des C|G]-modules
isomorphes, alors n est un caractére non ramifié (i.e. de restriction triviale au sous-
groupe T'(OF)).

Plan du chapitre

La premiére section regroupe divers préliminaires : on y introduit les notations utilisées
dans la suite et I'on y rappelle quelques résultats classiques (décompositions de Bruhat, d’Iwa-
hori, d’Iwasawa). Le coeur de ce chapitre réside dans la Section 5.3, ot 'on fournit une preuve
du Théoréme 5.1.2. On étudie ensuite dans la Section 5.4 les entrelacements pouvant éven-
tuellement exister entre représentations non supercuspidales, ce qui fournit en particulier le
Théoréme 5.1.4 et le Lemme 5.1.5. La Section 5.5 est enfin dédiée a 1’étude des espaces de
vecteurs I(1)-invariants des représentations recontrées jusqu’alors, et permet notamment de
démontrer les Théorémes 5.1.6 et 5.1.7.
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5.2 Préliminaires

5.2.1 Notations

On fixe un nombre premier p et un corps local non archimédien F' complet pour une va-
luation discréte, de caractéristique résiduelle p et de corps résiduel fini. On note Op 'anneau
des entiers de F, pp son idéal maximal et kr := Op/pp son corps résiduel. On fixe une fois
pour toutes une uniformisante wr € pr et 'on se donne un corps C' algébriquement clos de
caractéristique p (qui sera le corps des coefficients des représentations considérées).

On désigne par G un groupe réductif connexe défini sur F' que I'on suppose quasi-déployé
sur F' et de F-rang semi-simple égal & 1. On note G := G(F') le groupe de ses points rationnels
et 'on fixe un sommet spécial vy de 'arbre de Bruhat-Tits X' [T, Section 2| du groupe adjoint
Goq de G. On note K le sous-groupe parahorique spécial attaché au sommet v : il est canoni-
quement égal au groupe des Op-points d’un schéma en groupes lisse affine connexe G défini
sur Of et de fibre générique égale & G [T, Section 3.4.1]. On sait de plus [BT2, 5.1.32.ii)| que
si G désigne le quotient réductif maximal de la fibre spéciale de G, alors I'application de
réduction modulo wy induit un morphisme surjectif red : K — Gy (kp) dont le noyau est égal
au pro-p-radical K (1) de K.

On fixe un tore déployé maximal S ~ G, de G tel que vy appartient & ’appartement défini
par S, et 'on note 7 le centralisateur de & dans G : c’est un tore de G qui vérifie 7 = S si et
seulement si G est déployé sur F. On définit le groupe de Weyl fini Wy de G relatif & T comme le
quotient Ng(T)/T, ou Ng(T) désigne le normalisateur de 7~ dans G. D’apres [LAG, Corollary
V.21.4], le groupe Wy est aussi égal au quotient Ng(T)/T, o Ng(T') désigne le normalisateur
de T dans G. Puisque G est de rang 1 sur F, le groupe Wy est réduit a deux éléments [LAG,
Proposition 1V.13.13]. Comme K est spécial, on a aussi Wy = (Ng(T) N K)/(T N K), ce qui
permet de choisir un représentant wg € Ng(7T') N K de 1’élément non trivial de Wy. Par défini-
tion, il vérifie en particulier w% eTNK.

On se donne un sous-groupe de Borel B de G contenant T et I'on note U son radical uni-
potent. Il admet notamment la décomposition de Levi standard B = TU, ce qui fournit (en
passant aux points rationnels) une décomposition en produit semi-direct B = TU avec U ra-
dical unipotent de B. On note B = B° le sous-groupe de Borel de G opposé & B (par rapport
aT) et U = U™ son radical unipotent. On a donc BNB =T et B = TU, ce qui implique que

l'ona B=TU avec U = onwO_1 radical unipotent de B = wonal.

On fixe une aréte contenant le sommet vy de I’appartement défini par S dans X et I’on note
I le stabilisateur de cette aréte sous 'action de G : c’est un sous-groupe d’Iwahori [BT2, 5.2.6]
qui s’identifie & ’ensemble des éléments de K dont I'image par 'application red appartient au
groupe fini B(kr) [T, Section 3.7, page 55|. Son pro-p-radical I(1), appelé pro-p-Iwahori de
G, s’identifie quant & lui aux éléments de K dont l'image par 'application red appartient au
groupe fini U(kr). En outre, on dispose d'une factorisation de I sous la forme I = T (kp)I(1)
[T, Section 3.7] qui assure notamment? que l'on a I = T(OF)I(1).

On fixe enfin un générateur A du groupe X, (S) des F-cocaractéres du tore déployé maximal
S de G, et l'on pose ty := A(wp), ce qui assure en particulier que 'on a S(F')/S(Of) ~ t%
|Car, Section 3.1].

2. Apres relévement de T (kr) par application de réduction modulo wp.
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5.2.2 Quelques décompositions de GG
On commence par rappeler les énoncés des décompositions de Bruhat [IGA, Théoréme 11.4.ii)],
d’Iwasawa et d’Iwahori.

Lemme 5.2.1 (Décomposition de Bruhat). Le groupe G admet les décompositions en doubles
classes disjointes suivantes :

G = BU BwyB = BU BwU ,

avec unicité de l’écriture dans la seconde décomposition. De plus, BwoU est une partie ouverte
dense de G tandis que B en est une partie fermée non ouverte.

Remarque 5.2.2. Signalons ici que 'on dispose des mémes décompositions lorsque 'on tra-
vaille avec les groupes finis correspondants® [IGA, Théoréme 11.4.ii)] :

g(k)p’) = B(kp) (] B(kp)woB(k)F) = B(kp) (] B(kp)wol/[(kp) .

Lemme 5.2.3 (Décomposition d’Iwasawa). Le groupe G admet la factorisation suivante :
G = BK.

Lemme 5.2.4 (Décomposition d’Iwahori). L’application produit établit une bijection
INUYINT)INU) =T .

De plus, cette propriété reste vraie quel que soit l'ordre mis sur les facteurs du membre de
gauche.

Remarque 5.2.5. Comme les ensembles I NU et I NU sont inclus dans I(1), la factorisation
de I sous la forme (INU)(INU)(INT) implique que l'on dispose de la factorisation suivante
de I(1) :

I =IML)NU)IM)NT)I(1)NT) . (5.1)

On termine cette section par une description des doubles classes de G modulo B & droite et [
ou I(1) a gauche.
Lemme 5.2.6. Le groupe G admet les décompositions en doubles classes disjointes suivantes :

G = BI U Bwol = BI(1) U BuwoI(1) .

Démonstration. Etant donné que wy normalise T, que T est un sous-groupe de B et que
lon a I = T(OF)I(1), il est immédiat de voir que la décomposition associée a I(1) est une
conséquence directe de celle qui est associée & I. Par ailleurs, le relévement de la décomposition
de Bruhat finie rappelée dans la Remarque 5.2.2 via l'application de réduction modulo wpg
fournit la décomposition en doubles classes disjointes suivante de K :

K=1UITwl .

On déduit alors de la décomposition d’Iwasawa que 'on a G = BK = BIUBIwgl. Remarquons
maintenant que la décomposition d’Iwahori permet d’écrire que

BIwoI = BUNT)INU)INT)wel = BINT)wol .

Il suffit alors de remarquer que wy (I NT)wg est contenu dans K Nwy ' Twy = U(OF), done
en particulier dans I(1) C I, pour conclure que 'on a BIwgl = Bwyl et terminer ainsi la
démonstration. O

3. Par abus de notation, on note encore wo 'image dans Gx (kr) de 1'élément wo € Ng(T) N K choisi
précédemment.
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5.3 Structure des représentations obtenues par induction para-
bolique

L’objectif de cette section est de démontrer le Théoréme 5.1.2, qui généralise directement
les Théorémes 3.4.1 et 4.4.1 et peut étre reformulé de la maniére suivante.

Théoréme 5.3.1. Soit x : B — C* un caractére lisse obtenu par inflation d’un C-caractére
lisse du sous-groupe de Levi T'.

1. Le C[B]-module Ind%(x) est de longueur 2 et admet x comme quotient. Il est décompo-
sable si et seulement si x se prolonge en un C-caractére lisse de G. Dans ce cas, il est
totalement décomposé.

2. Le C[G)-module Tnd$(x) est réductible si et seulement si x se prolonge en un C-caractére
lisse de G. Dans ce cas, c’est un C[G]-module indécomposable de longueur 2 qui admet
X comme sous-objet et la représentation de la série spéciale Stg ® x comme quotient, o

Ind% (1
Stg = M est la représentation de Steinberg de G.

5.3.1 Structure de F,[B]-module

On fixe désormais un C-caractére lisse y de T" et I’'on note encore x : B — C* le C-caractére
lisse de B obtenu par inflation. Cette premiére sous-section a pour but de démontrer le premier
point du Théoréme 5.3.1. Pour ce faire, on remarque que 'application d’évaluation en 1’élément
neutre 1 de G définit un morphisme surjectif de C[B]-modules

Ind%(x) — x

dont le noyau V) est égal au sous-espace des éléments de Ind%(x) & support dans BuwoU. Pour
montrer que Indg (x) est de longueur 2 comme représentation de B sur C, il nous suffit donc
de prouver que V, est un C[B]-module irréductible. Pour cela, on commence par donner une
autre caractérisation des ¢léments de V.

Lemme 5.3.2. Un élément f € IndG(x) appartient o Vy si et seulement s’il existe un sous-
groupe ouvert compact Uy de U tel que le support de f soit contenu dans BwyUy.

Démonstration. Seule I'implication directe de cette équivalence nécessite un argument. Suppo-
sons que la fonction f appartienne a V,. Elle vérifie f(1) = 0 donc, par hypothése de lissité,
elle est nulle sur un ensemble de la forme BU( avec U( un sous-groupe ouvert compact 4 de U.
Remarquons maintenant que, puisque BNU = {1}, la décomposition de Bruhat raffinée assure
que tout élément non trivial de BU( est contenu dans BwoU. Rappelons alors que 'applica-
tion naturelle envoyant un élément u sur la classe Bwgpu induit un homéomorphisme de U sur
B\BwgU et que le quotient B\G est compact. Par suite, I'image du support de f sous ’homéo-
morphisme sus-mentionné est un sous-groupe ouvert compact Uy de U, et le support de f est
par construction contenu dans la double classe BwyUy, ce qui termine la démonstration. [

Cet énoncé va nous permettre de donner un autre modéle du C[BJ]-module V,,, pour lequel
I'assertion d’irréductibilité sera plus facile & démontrer. Notons C°(U) 'espace des fonctions
lisses définies sur U, a valeurs dans C et & support compact. On le munit de 'action lisse a
gauche de B définie par la formule suivante :

Ybe B, Y feCXU), b-f:= [z x(wotwy ) f(t tatu)] (5.2)

4. Qui dépend bien entendu de f.
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ol b = tu est une factorisation de b dans TU. Si l'on pose J(f) := [u — f(wou)] pour toute
fonction f € V,, le Lemme 5.3.2 assure que J est & valeurs dans C2°(U), et I'on vérifie immé-
diatement que J est un isomorphisme d’espaces vectoriels dont 'inverse est donné par 1’ap-
plication envoyant une fonction ¢ € C2°(U) sur I’élément de V, défini par [bwou — x(b)¢(u)].
L’application J est par ailleurs B-équivariante : en effet, si b = tu est un élément de B et si f
appartient a V,, on a alors

VzeU (b-J)(z) = x(wetwy®

[
==
g2
A
s =
[l ]

I
Ehd
© g

(=)

8

=

ce qui prouve que l'on a bien J(b- f) = b- J(f). Nous avons ainsi démontré le résultat suivant.

Lemme 5.3.3. Le C[B]-module V, est isomorphe au C[B]-module défini sur C°(U) par la
formule (5.2).

Prouver l'irréductibilité du C[B]-module Vj, revient donc & prouver celle de C2°(U), que
nous allons démontrer & partir d’arguments reposant sur la topologie du groupe localement
profini U. Pour ce faire, on commence par rappeler [Vig96, 11.1.3.ii)] que U admet une filtration
croissante exhaustive par des pro-p-sous-groupes ouverts compacts et que, par hypothése de
lissité, tout élément de C°(U) est & support dans un tel sous-groupe.

Par ailleurs, si Uy est un sous-groupe ouvert compact de U, il est facile de voir que I'espace
vectoriel des éléments Up-invariants de C°(Uy) est de dimension 1 sur C' et qu'il est engendré
par la fonction indicatrice 1y, de Up : en effet, si f est un élément Up-invariant de C°(Up),
la formule (5.2) montre que 'on a f(u) = (u- f)(1) = f(1) pour tout élément u € Uy, ce qui
prouve que f est constante sur Uy.

Nous allons maintenant démontrer le résultat suivant, qui nous permettra d’obtenir facilement
I’assertion d’irréductibilité voulue.

Lemme 5.3.4. Pour tout sous-groupe ouvert compact Uy de U, la fonction indicatrice 1y,
engendre le C[B]-module C°(U).

Démonstration. Soit Uy un sous-groupe ouvert compact de U. Pour tout entier n € Z, on
pose U, := tgUot,". L’application de [Vig96, 1.3.v)] a I'élément m =ty € Z(T') = T montre
que la famille {U,, n > 1} est une filtration décroissante de sous-groupes ouverts compacts
d’intersection triviale, donc qu’elle fournit une base de voisinages pour I’élément neutre 1,
tandis que la famille {U_,,, n > 1} est une filtration croissante exhaustive de U. En outre, un
calcul immédiat & partir de la formule (5.2) assure que I'on dispose des identités suivantes :

VuelU, VYnéeZ, u- 1y, :1Unu—1 ,
VteT, t 1y, = x(wotwy ) lye1

ce qui prouve que l'action de B = TU sur 1y, permet d’engendrer tout élément de C°(U) et
termine la démonstration. O

Corollaire 5.3.5. Le C[B]-module C°(U) est irréductible.

Démonstration. Supposons que W soit une sous-représentation lisse non nulle de C°(U). Choi-
sissons un élément non nul f € W ainsi qu’un pro-p-sous-groupe ouvert compact Uy de U qui
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contient le support de f. Le C[Up]-module engendré par f est alors contenu dans C2°(Up), et le
Lemme 2.1.9 assure qu’il contient un vecteur non nul invariant sous I'action du pro-p-groupe Uy.
Le rappel effectué avant d’énoncer le Lemme 5.3.4 implique alors que ce module doit contenir la
fonction indicatrice 1y, et donc que le C[B]-module engendré par f, qui est par construction
inclus dans W, contient a fortiori la fonction 1r,. Le Lemme 5.3.4 implique alors que C°(U)
est contenu dans W, ce qui montre que W = C2°(U) et termine la démonstration. Ul

Corollaire 5.3.6. Le C[B]-module Ind%(x) est de longueur 2, avec x comme quotient et Vi
comme sous-objet.

Démonstration. C’est une reformulation du Corollaire 5.3.5 & partir de la définition de V,. [

Remarque 5.3.7. Ce qui précéde montre en particulier que le seul sous-quotient de dimension
finie du C[B]-module Ind%(x) est égal a x, et que les deux seuls sous-quotients irréductibles
de ce méme module sont x et V.

Une fois traitée la question de la réductibilité, il est naturel de s’interroger quant & 1'indé-
composabilité éventuelle du C[B]-module Ind%(x). Le Corollaire 5.3.6 permet de reformuler ce
probléme de la fagon suivante : quels sont les cas ou le caractére x est un sous-C[B]-module
de Ind%(x) ?

Supposons qu’il existe un éléement f € Ind%(x) tel que b- f = x(b)f pour tout élément b € B.
On a alors :

Vbe B, VgeG, f(bg)=x(b)f(g) = f(gb) - (5.3)

Ces égalités vont nous permettre de démontrer le résultat suivant, qui fournit une condition
nécessaire de décomposabilité dont nous vérifierons ensuite la suffisance.

Lemme 5.3.8. La droite C - f engendrée par f est stable sous laction de G. Autrement dit :
st x est un sous-objet du C|B]-module Indg(x), alors x s’étend en un C-caractére lisse de G.

Démonstration. Nous allons travailler en trois étapes : nous commengons par prouver que f ne
s’annule pas sur G, puis qu’elle est fixe sous 'action de U, ce qui nous permettra de conclure.

lére étape : Supp f = G :  L’irréductibilité du C[B]-module de dimension infinie V, im-
plique que f n’appartient pas a V,, donc que f(1) est non nul, ce qui prouve grace a
I'expression (5.3) que B est contenu dans le support de f. Celui-ci étant par suite non
vide, il doit étre d’intersection non vide avec l'ouvert dense BwoU. La formule (5.3)
implique alors que f(wp) doit étre non nul, puis que tout 'ouvert BwoU est nécessaire-
ment contenu dans le support de f. La décomposition de Bruhat raffinée permet alors de
conclure que le support de f est égal & G.

2¢me étape : f est fixe sous I'action de U : De nouveau grace a [Vig96, 1.3.v)], on sait que

si Up est un sous-groupe ouvert compact de U, la famille {to "Upthtn>1 est une suite
décroissante de sous-groupes ouverts compacts de U d’intersection triviale tandis que la
famille {tfUoto " }n>1 est une filtration croissante exhaustive de U.

Fixons un tel sous-groupe ouvert compact Upy. Par lissité de la fonction f, il existe un
entier NV > 1 tel que f soit fixe sous I'action de ¢, N Uotév . Soient maintenant u € U et
n > 1 tel que u appartienne a tJUot;™. En écrivant que n = —N + (n + N), on obtient

U = thvata(?HN)

I'existence d’'un élément v € ¢y N Uotév tel que , et 'on a alors

w- f= (g Nty T =t YT N ) - F = Xt YT = f
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On a ainsi démontré que f est fixe sous 'action d’un élément u € U arbitrairement choisi,
ce qui signifie que f est fixe sous 'action de U.

3éme étape : Conclusion :

La formule (5.3) assure que la droite engendrée par f est stable

sous l'action de B. Par décomposition de Bruhat, il nous suffit de montrer que cette
droite est stable sous 'action de wy pour conclure quant & sa stabilité sous 'action de

tout élément de G. Nous allons prouver que wp agit que f par le scalaire A :=

f(wo)
fQ)’

qui est bien défini et non nul d’aprés la premiére étape.
Pour cela, considérons un élément x de G. D’aprés la décomposition de Bruhat raffinée,

il satisfait & I'un des deux cas suivants.

— Ou bien « = tu appartient & B, auquel cas l'on a

(wo - f)(x)

f(zwy)
x(z) f (wo)
f(wo) .
oK
S (wo)
f(1)
A(z) .

Remarquons de plus que puisque w% appartient & T, on dispose de 1’égalité suivante :

X(Wwd)f=ws - f=

(55) 7 s

— Ou bien & = bwgu appartient & BwoU, auquel cas I'on a

(wo - f)(x)

I
— /\ﬁ/‘\
S
é
[e=)
I
S
o
E
%

f
B Flwo)\”
S0 i F)
wo
= o (4) st
= )\f(bwo)
= A (bwou)
= M(x).

Dans tous les cas, nous avons prouvé que (wp - f)(z) =
sur f par le scalaire A et termine la démonstration.

par (5.4)
avec wouwy leU

par la deuxiéme étape

par (5.3)

Af(x), ce qui montre que wy agit
O

Réciproquement, supposons que x s’étende en un C-caractére lisse de G (encore noté x). On
dispose alors d'un isomorphisme de C[G]-modules® de Ind% () sur Ind%(1) ® x qui permet de
se limiter & I’étude du cas ot x = 1 est le caractére trivial de G. Il est toutefois immédiat de
constater que ensemble des fonctions constantes G — C' est un sous-C|[G]-module de Ind% (1)
sur lequel G agit trivialement, ce qui termine la preuve du résultat suivant, et achéve ainsi la
démonstration du premier point du Théoréme 5.3.1.

5. Donné par [f — x ' f].
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Proposition 5.3.9. Le C[B]-module Ind$(x) est décomposable si et seulement si le caractére
X s’étend en un C-caractére lisse de G. Dans ce cas, on a Ind%(x) = x ® Vi, ou Vy est le
noyau de la surjection Indg(x) — x définie par Uapplication d’évaluation en 1.

5.3.2 Structure de E,[G]—module

Nous allons déduire des résultats de la sous-section précédente une démonstration rapide
du second point du Théoréme 5.3.1, qui décrit la structure de C'[G]-module portée par Ind%(y).
Supposons tout d’abord que Ind%(x) soit un C[G]-module réductible. Le Corollaire 5.3.6 assure
alors que c’est un objet de longueur 2 qui posséde un sous-quotient de dimension 1 dont la
restriction & B doit étre égale au caractére x. En particulier, ceci prouve que x doit se prolonger
en un C-caractére lisse de G.

Réciproquement, ’argument qui précede I’énoncé de la Proposition 5.3.9 montre que si x
s’étend en un C-caractére lisse de G, alors c’est un sous-objet de Ind%(x). Le Corollaire 5.3.6

Indf(x)

est un C[G]-module irréductible. Ce quotient est
X

Ind%(1)

assure dans ce cas que le quotient

par ailleurs isomorphe & la représentation Stg ® x, ot 'on note Stg =
tation de Steinberg de G.

la représen-

Dans tous les cas, le C[G]-module Ind%(x) est indécomposable : s'il ne 1'était pas, le Co-
rollaire 5.3.6 impliquerait alors que I'espace V), formé des éléments de Indg(x) s’annulant sur
I’élément neutre de G est stable sous 'action de G. Mais ceci est faux : en effet, si Uy est un
sous-groupe ouvert compact de U, le Lemme 5.3.2 assure que la fonction indicatrice de BwoUy
appartient & V,. Son image sous l'action de wg € G est cependant égale & la fonction indica-
trice du fermé BwoUgwg 1 qui n’appartient pas a V. puisqu’elle prend la valeur 1 sur I’élément
neutre de G.

Si I'on récapitule, on voit que 'on a finalement démontré le résultat suivant, qui n’est autre
que le second point de I’énoncé du Théoréme 5.3.1.

Théoréme 5.3.10. Le C[G]-module Tnd%(x) est réductible si et seulement si x s’étend en
un C-caractere lisse de G. Dans ce cas, c’est un objet indécomposable de longueur 2 dont
les sous-quotients irréductibles sont x (comme sous-objet) et Stg ® x (comme quotient), ou

Ind%(1
Stg = L() désigne la représentation de Steinberg de G.

5.4 FEtude des entrelacements

D’apres les résultats démontrés jusqu’a présent, toute représentation lisse irréductible de
G qui est sous-quotient d’une représentation de la forme Ind%(x), ol x : B — C* est un
caractére lisse obtenu par inflation d’'un C-caractére lisse de T, appartient a 'une des trois
familles suivantes :

— les C-caracteéres lisses de G ;

— les représentations de la série principale : ce sont les représentations de la forme Indg (x)
ou x est un C-caractére lisse de B obtenu par inflation d’un C-caractére lisse de T' qui
ne peut pas étre prolongé en un C-caractére lisse de G ;

— les représentations de la série spéciale : ce sont les représentations de la forme Stg ® 1,
out n est un C-caracteére lisse de G.

Nous commengons par démontrer qu’il n’existe pas d’isomorphisme entre représentations pro-
venant de familles distinctes. Pour cela, on remarque tout d’abord que les seuls sous-quotients
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de dimension finie qui apparaissent dans notre liste sont les C-caractéres lisses de G, ce qui
implique qu'un élément de la premiére famille ne peut pas étre isomorphe & un élément de
I'une des deux autres familles. Nous allons maintenant prouver qu’un élément de la deuxiéme
famille ne peut pas étre isomorphe & un élément de la troisiéme famille.

Lemme 5.4.1. Pour tous C-caractéres lisses x : B — C* et n: G — C*, les représentations
de G portées par Indg(x) et Sta ® n ne sont pas isomorphes.

Démonstration. Supposons par I’absurde qu’un tel isomorphisme existe. Il assure tout d’abord
Pirréductibilité du C[G]-module Ind%(x) puisque le C[G]-module Stg ® 1 est irréductible
d’aprés le Théoréme 5.3.10.

Par ailleurs, la composée de cet isomorphisme avec la surjection Indg (n) - Stg ®n fournit un
morphisme surjectif de C[G]-modules de Ind%(n) vers Ind%(x) qui correspond, par réciprocité
lisse de Frobenius, & un morphisme non nul (donc surjectif) de C[B]-modules Ind% () — .
La Remarque 5.3.7 implique alors que le caractére y doit étre égal au caractére n|g. Autre-
ment dit, le caractére x se prolonge en un C-caractére lisse de G (& savoir 7)), ce qui contredit
Virréductibilité du C[G]-module Ind%(x) a cause du Théoréme 5.3.10. O

Remarque 5.4.2. Une autre démonstration de ce résultat, reposant sur ’étude des espaces
de vecteurs I(1)-invariants, sera donnée dans la prochaine section (voir Remarque 5.5.6).

Maintenant que nous avons prouvé que les trois familles apparaissant dans notre liste sont
deux & deux disjointes, nous nous intéressons aux entrelacements pouvant exister entre deux
objets d’une méme famille. Nous traitons tout d’abord le cas des représentations de la série
principale, pour lesquelles nous montrons qu’il n’existe pas d’entrelacement non trivial.

Lemme 5.4.3. Soient x1, x2 deuxr C-caractéres lisses de B obtenus par inflation de C-
caractéres lisses de T. Les C-représentations de G données par Ind%(x1) et Ind%(x2) sont iso-
morphes si et seulement si x1 = x2. Dans ce cas, l'espace d’entrelacements Endg (Ind%(x1))

est de dimension 1 sur IFp,.

Démonstration. Seule I'implication en sens direct nécessite un argument. Supposons que les
C[G]-modules Ind% (x1) et Ind(x2) soient isomorphes. La réciprocité de Frobenius lisse assure
alors Iexistence d’un morphisme non nul de C[B]-modules de la forme Ind%(x1) — x2, ce qui
implique par la Remarque 5.3.7 que 'on doit avoir yo = x1 et prouve I'implication voulue par
contraposition. La seconde assertion est une conséquence directe de la Remarque 5.3.7. O

Pour étudier les entrelacements éventuels entre représentations de la série spéciale, nous avons
besoin de plus de renseignements, notamment au sujet des espaces de vecteurs I(1)-invariants,
ce qui est 'objet de la prochaine section.

5.5 Espaces de vecteurs [(1)-invariants

Nous commengons par calculer les dimensions des espaces de vecteurs I(1)-invariants en jeu
et par étudier ’action du sous-groupe d’Iwahori I sur ces espaces, ce qui va notamment nous
fournir une condition nécessaire & l’existence d’entrelacement entre représentations de la série
spéciale. On démontre ensuite que toute représentation lisse de G sur C qui apparait comme
sous-quotient d’une représentation paraboliquement induite est engendrée comme C[G]-module
par le sous-espace de ses vecteurs I(1)-invariants. Remarquons ici que, d’aprés les résultats
d’irréductibilité démontrés dans les sections précédentes, le seul cas ol cette assertion n’est pas
immédiate est celui ot I’'on considére une représentation de la forme Indg(x) avec x : G — C*
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caractere lisse.
On fixe de nouveau un C-caractére lisse xy de B obtenu par inflation d’'un C-caractére lisse
du tore T

5.5.1 Dimension des espaces de vecteurs /(1)-invariants

D’aprés le Lemme 5.2.6, les deux doubles classes ouvertes BI(1) et Bwol(1) forment une
partition du groupe G. Tout élément I(1)-invariant de Ind% () est donc entiérement caractérisé
par ses valeurs en 1 et en wp. Comme le caractére x est trivial sur /(1) a cause du Lemme
2.1.9, il lest a fortiori sur BN I(1), ce qui fournit le résultat suivant.

Lemme 5.5.1. L’espace des vecteurs I(1)-invariants de Tnd%(x) est de dimension 2 sur C.
Une base en est donnée par la famille { f1., fo,x} de fonctions I(1)-invariantes caractérisées

par le systéme suivant :
{ fix(1) =13 fix(wo)=0;
fox(1) =05 fay(wo) =1.

Par ailleurs, la factorisation I = T'(O})I(1) montre que le sous-groupe d’Iwahori I agit sur

tout élément I(1)-invariant de Ind$(x) par un C-caracteére lisse de I défini par inflation d’un
C-caractére lisse de T'(OF).

Lemme 5.5.2. Notons x© (respectivement x~ ) le C-caractére lisse de I obtenu par inflation
N . N —1
du C-caractére lisse X|T((’);) (resp. XwO|T((9;)’ ou lon pose x"°(t) := x(wotwg *) ).
1. Le groupe I agit sur fi, (resp. fa,) a travers le caractére x* (resp. x~). Autrement dit :

. i fl,x = X+(i)f1,x 5
viel { i fox = X (1) fo -

2. Le C[G]-module Tnd%(x) admet au plus deuz composantes I-isotypiques non nulles, a

. . . . 1 I .
savoir celles associées a x© et a x~. En particulier, on a (Ind%(x)) W _ (Indg(x)) st
et seulement si X|T(O;) est trivial (auquel cas le caractére x est dit non ramifié ).

Démonstration. Soit f un élément I(1)-invariant de Ind%(x) et soit 7 un élément de I que I'on
écrit sous la forme ¢ = ti; avec t € T(OF) et i1 € I(1). L'invariance de f sous l'action de I(1)
assure alors que l’on a :

VaeG, (i-f)(x)=flatin) = f(zt)

ce qui permet de distinguer deux cas grace au Lemme 5.2.6.
— Ou bien z = bis appartient & BI(1), et 'on a alors t = btt~list avec t~List qui appartient
encore & I(1) (puisque t est a coefficients dans OF). L’invariance de f sous Paction de
I(1) permet alors d’obtenir que

flat) = x () f(1) = x(8) f(z) = x" (i) f(z) .

— Ou bien = = bwyiy appartient & BuwgI(1), auquel cas 'on a zt = (bwotwy " )wo(t ™ Liat)
avec bwotw ™! € B et t~ligt € I(1). L’invariance de f sous I’action de I(1) implique alors
cette fois que

f(at) = x(bwotwy ) f (wo) = x(wotwy ") f(bwo) = x~ (i) f () .
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Comme fi, (resp. fay) est de support égal & BI(1) (resp. Bwol(1)), I'action de I sur fi
(resp. fay) est entiérement déterminée par le premier cas (resp. le second cas), ce qui démontre
la premiére assertion.

Les seules composantes I-isotypiques non nulles de Ind%(x) sont alors celles associées a x* et
x . En effet, si f est un élément non nul de Indg (x) sur lequel I agit par un C-caractére lisse
1, il faut que f soit invariant sous I’action de (1) puisque la restriction de 9 & I(1) est triviale
d’aprés le Lemme 2.1.9. On peut donc écrire f comme une combinaison linéaire de la forme
a1 f1,x + a2f2,y avec a1, az € C non simultanément nuls. On a alors, pour tout élément i € I,

V(i) (arfiy +aafoy) =) f =i f=ai(i- fiy) +a2(i- foy) = arx” (0) fiy + a2x™ (@) fa,x

ce qui implique que l'on a a1 (¢(i) — x* (7)) = 0 ou az(v(i) — x~ (7)) = 0, et prouve donc que
¥ = xT (resp. ¥ = x7) si aj (resp. az) est non nul.

Remarquons enfin que I'on a x™ = x~ si et seulement si y et Y% ont la méme restriction a
T(Oy). En particulier, 'égalité qui apparait dans la seconde assertion de I'énoncé est donc vraie
si et seulement si YT et x~ sont tous deux triviaux, ce qui équivaut a dire® que la restriction
de x a T(Oy) est triviale et termine la démonstration. O

Intéressons-nous & présent aux espaces de vecteurs invariants des représentations de la série
spéciale. Nous allons démontrer le résultat suivant.

Théoréme 5.5.3. L’espace des vecteurs I(1)-invariants de la représentation de Steinberg est
de dimension 1 sur C et il s’insére dans la suite exacte courte suivante de C-espaces vectoriels :

1—C-1g — (Indg(l))l(l) — Sté(l) — 1.

Démonstration. Rappelons que, par définition de la représentation de Steinberg, on dispose de
la suite exacte courte suivante de C[G]-modules :

0—1—Ind%(1) — Stg — 1.

En lui appliquant le foncteur des I(1)-invariants, qui est exact & gauche, nous obtenons la suite
exacte suivante d’espaces vectoriels sur C :

0—>C-1G—>Cf1@0f2—>5té(l) (5.5)
ot l'on a posé f; := fj1 pour alléger les notations (j € {1,2}) et ou 1¢ désigne la fonction

constante sur G égale a 'unité 1 de C'. Pour conclure, il nous suffit de prouver la surjectivité
de la fléche de droite dans la suite exacte (5.5). Autrement dit, nous voulons prouver que tout
élément I(1)-invariant de St admet un relévement I(1)-invariant dans Ind%(1).

Soient donc fe Sth(l) et f € Ind%(1) un relévement de f. L’hypothése de I(1)-invariance
sur f se traduit de la maniére suivante pour f :

VielI(l), 3N eC |i-f—f=Ai)lg.

Nous allons démontrer que I'application A : I — C ainsi définie est identiquement nulle, ce
qui prouvera que f est invariant sous l'action de I(1) et terminera la démonstration. Pour ce
faire, on commence par rappeler que, puisque f appartient a Indg(l), on dispose des identités
suivantes :

| (i f — F)(b2) = (i) — [()
vomiclll) voeh, { (i 1 — 1) (bwor) = flwori) — f(wox) (56)

6. Car w32 appartient au groupe abélien T'.
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Remarquons maintenant que A est un morphisme de groupes. On a en effet :

Vu,vel(l), Nuw)lg = (w)-f—f
= (w)-f—u-fru-f-f

u- (A(v)le) +Au)le

= Av)(u-1lg)+ Mu)lg

= (A(v) +Aw)le

ce qui prouve que l'on a A(uv) = A(u) + A(v). Grace a la factorisation de I(1) donnée par la
formule (5.1), il nous suffit donc de prouver que la fonction \ est nulle sur I(1)NU, I(1)NU et
I(1) N'T pour prouver qu’elle est identiquement nulle. Cependant, la premiére relation donnée
par le systéme (5.6) assure que si ¢ appartient & I NU ou a I NT, alors i vérifie

Ai) = (i f = £)(1) = £) ~ F(1) =0.

Enfin, si ¢ appartient & I N U, 1’élément woiw, L appartient & U et la seconde relation qui
apparait dans le systéme (5.6) montre alors que 'on a

A@) = (i - f = f)(wo) = fwoiwg wo) — f(wo) = f(wo) — f(wo) =0,

ce qui termine la démonstration. ]

Une conséquence directe de ce résultat et de la trivialité des C-caractéres lisses de G sur I(1)
est la suivante.

Corollaire 5.5.4. Si 7w est une représentation de la série spéciale, alors dime w!) = 1.

Remarque 5.5.5. Comme le groupe T'(O}) agit trivialement sur la représentation de Stein-

berg, on obtient directement que St = Sté(l). Plus généralement, I’argument développé dans

la preuve du Lemme 5.5.2 permet de prouver qu’une représentation Stg ® 7 de la série spéciale
admet des vecteurs I-invariants non nuls” si et seulement si le caractére n est non ramifié.

Remarque 5.5.6. Comme annoncé dans la section précédente, les résultats obtenus ci-dessus
permettent d’obtenir une autre démonstration de I'absence d’isomorphismes entre une repré-
sentation de la série spéciale et une représentation obtenue par induction parabolique. En effet,
les espaces de vecteurs I(1)-invariants de deux représentations isomorphes de G doivent étre
de méme dimension sur C. Nous venons cependant de démontrer que ces espaces sont de di-
mension 1 pour les représentations de la série spéciale, tandis qu’ils sont de dimension 2 pour
les représentations obtenues par induction parabolique.

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat suivant, qui donne une condition nécessaire
a l'existence sur les entrelacements entre représentations de la série spéciale.

Théoréme 5.5.7. Soit n : G — C* un caractére lisse. Si les C-représentations de G portées
par Stg et par St ®n sont isomorphes, alors n est un caractére non ramifié (i.e. de restriction
triviale a T(OF)).

Démonstration. Supposons qu’il existe un isomorphisme de C[G]-modules entre Stg et Stg ®
n. Par composition avec la surjection canonique Indg(n) — Stg ® n, on obtient alors un
morphisme surjectif de C[G]-modules Ind%(n) — St dont le noyau est égal au sous-module

7. Ce qui équivaut a dire que I agit trivialement sur Pespace des vecteurs I(1)-invariants puisque celui-ci
est de dimension 1 sur C.
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de Ind%(n) isomorphe a 7. Par passage aux espaces de vecteurs I(1)-invariants, on obtient
grace au Théoréme 5.5.3 un morphisme surjectif de C[I]-modules

V:Cfiy,®Cfay—» Clp,

ou 1; désigne le C-caractére trivial du sous-groupe d’Iwahori I, dont le noyau est égal a
') = p. On a alors
, Wi fiyg) =1 U(f1y)
Viel, o . e
{ V(i fom) =1-¥(fonm),

ce qui équivaut a dire, au vu du Lemme 5.5.2 et de la Remarque 5.5.5, que l'on a :

, nt (@)Y (fry) = Y(f1) ,
viel { DU (Fa) = U(fo)

Comme ¥ est non nul, 'un des deux vecteurs V(fi,) ou ¥(fa,) doit étre non nul, ce qui
implique déja que ’on doit avoir n™ = 1 ou = = 1. Remarquons maintenant qu’'un générateur
de n =™ dans Indg(n) doit étre de support égal & G, et est donc de la forme Afi1, + pufay
avec A, pu deux scalaires non nuls. Par suite, on a W(f1,,) = (—=A"'u)¥(fa,), ce qui implique
que 'on doit avoir n* = n~ = 1. Ces égalités signifient exactement que 1 est non ramifié, ce
qui termine la démonstration O

Remarque 5.5.8. A l'aune de ce qui a été réalisé dans les chapitres précédents, il nous
semble qu’il suffirait de comprendre 'action des algébres de Hecke sphériques relatives a K
pour pouvoir déterminer entiérement les classes d’isomorphisme des représentations de la série
spéciale.

5.5.2 Geénération par les /(1)-invariants

Nous terminons cette section par un résultat de génération des représentations lisses de G
sur C' qui sont sous-quotients (non nécessairement irréductibles) des représentations paraboli-
quement induites étudiées jusqu’alors.

Théoréme 5.5.9. Toute représentation lisse de G sur C' qui apparait comme sous-quotient
d’une représentation paraboliquement induite est engendrée comme C|G]|-module par ’espace
de ses vecteurs I(1)-invariants.

Démonstration. Si w est une représentation lisse irréductible non supercuspidale, il n’y a rien
a démontrer car le Lemme 2.1.9 assure que 7/(1) est non nul, et tout vecteur non nul de =«
engendre alors 7 en tant que C[G]-module.

D’aprés les résultats démontrés dans la Section 5.3.2, il nous reste un cas & traiter : celui ot m
est de la forme Indg (x) avec x un C-caracteére lisse de G. On sait que I'on dispose alors de la
suite exacte courte suivante de C[G]-modules :

1 —x —Ind§(x) — Stg@x — 1.

Soient maintenant f un élément de Indg(x) et f son image dans Stg ® x. Comme le C[G]-
module Stg ® x est irréductible, il est engendré par 'espace non nul de ses vecteurs I(1)-
invariants, ce qui permet d’écrire f comme une somme finie de la forme f = Z g; - [j avec
JjEJ
gi € Get fj € (Stg® ) = Sté(l) ® x pour tout j € J. Aprés avoir tordu la suite
exacte courte du Théoréme 5.5.3 par le caractére x, on voit que chaque élément f; admet un
relévemnent I(1)-invariant F; € (Ind%(x))!(4), et dire que f = Z g; - fj signifie que la différence
JjeJ
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f- Z g; - I; appartient au noyau de la projection Indg(x) — Stg ® x, qui n’est autre que
JjeJ

le caractére x. Cela signifie donc qu’il existe un élément ¢ € y qui permet d’écrire f sous la
forme

F=0+> 91 (5.7)

Jj€J

Grace au Lemme 2.1.9, on sait que tout élément de x est invariant sous l'action de I(1).
L’expression (5.7) montre donc que f appartient au C[G]-module engendré par les éléments
I(1)-invariants de Ind%(x), ce qui termine la démonstration. O



Chapitre 6

Modules simples sur les algébres de
Hecke-Iwahori de SLso(F)

6.1 Introduction

Soient p un nombre premier et F' un corps local non archimédien complet pour une valuation

discréte, de caractéristique résiduelle p et de corps résiduel fini kr. Une propriété fondamentale
des représentations lisses & coefficients dans un corps C' de caractéristique p est la suivante :
toute C-représentation lisse non nulle d’une pro-p-groupe admet des vecteurs fixes non nuls.
Ceci assure en particulier que toute représentation lisse de Gg := SLo(F) a coefficients dans
une cléture algébrique fixée ?p de kr contient des vecteurs non nuls qui sont invariants sous
Paction du pro-p-sous-groupe d’Iwahori standard Ig(1) de Gg.
Par ailleurs, si 7w est une E)—représentation lisse non nulle de Gg, la réciprocité de Frobenius
compacte permet de munir espace 7/5(1) d’une structure naturelle de module a droite sur la
pro-p-algébre de Hecke-Iwahori H} := Endg 1) (indif’(l)(l)) associée a Gg. Un nouvel angle
d’approche dans I'étude des F-représentations lisses de Gg consiste donc a étudier la structure
des Hé—modules a droite puis & repérer ceux d’entre eux qui correspondent & des espaces de
vecteurs Ig(1)-invariants de représentations lisses de Gg.

L’utilisation de ce point de vue s’est révélée étre trés fructueuse dans le cadre de la théo-
rie des représentations modulo p de GLo(F') puisqu’il a notamment permis a Ollivier [O3] de
démontrer que 'application qui envoie une représentation lisse de GL2(Q,) sur 'espace de
ses vecteurs invariants sous l'action du pro-p-Iwahori standard I(1) de GL2(Q)) provient d’'un
foncteur (appelé « foncteur des I(1)-invariants ») qui établit une équivalence de catégories
entre la catégorie des F-représentations lisses de GL2(Q,) engendrées par leurs vecteurs I(1)-
invariants et la catégorie des modules & droite et & coefficients dans Fp sur la pro-p-algébre de
Hecke-Iwahori attachée a GL2(Q)).

L’objectif de ce chapitre est d’étudier ’éventualité d’un résultat analogue a celui d’Ollivier
dans le cadre de la théorie des représentations modulo p de SLao(F). Nous réalisons le pre-
mier pas dans la construction d’un hypothétique foncteur des Ig(1)-invariants en démontrant
I’existence de bijections entre certaines familles de représentations lisses et certains modules
sur la pro-p-algeébre de Hecke-Iwahori attachée a SLy(F'). Nous montrons dans la foulée que
ces constructions sont compatibles, via les foncteurs de restriction, a celles qui existent pour
les objets correspondants attachés a GLa(F).

158
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Présentation des principaux résultats

Dans l'optique d’une compréhension plus générale des relations entre représentations lisses
de GL,(F) et de SL,(F) al'aide des algébres de type Hecke-Iwahori, nous dédions la premiére
section de ce chapitre a I’étude des relations pouvant exister entre les groupes de Weyl! de
GL,, et de SLy,. On rappelle que le groupe de Weyl W de GL,(F') (resp. Wg de SL,(F)) est
défini comme le quotient du normalisateur du tore diagonal de GL,(F) (resp. SL,(F')) par
le groupe des éléments & coefficients entiers du tore diagonal, et qu’il fournit un systéme de
représentants des doubles classes de G L, (F') modulo son sous-groupe d’Iwahori standard I
(resp. : des doubles classes de SL,(F) modulo son sous-groupe d’Iwahori standard Ig). Cette
derniére description permet de définir un morphisme de groupes injectif de Wg dans W, dont
I'image est donnée par I’énoncé suivant.

Lemme 6.1.1. L’application qui envoie la double classe Isglg sur la double classe I1gl, pour
g € SL,(F), induit un homomorphisme de groupes injectif de Ws dans W dont l’image est
égale au groupe de Weyl affine Wogs de GLy(F).

Une conséquence de ce résultat est qu’il induit un isomorphisme de Fp—algébres entre ’algébre
de Hecke-Iwahori de SL,(F') et I'algébre de Hecke-Iwahori affine de GL,,(F'), dont nous rap-
pelons les définitions dans la Section 6.2.3.

Dans toute la suite du chapitre, on se limite au cas n = 2, qui présente ’avantage de permettre
des calculs explicites. Pour atteindre notre objectif, qui est d’obtenir une classification des
classes d’isomorphisme des H}g—modules a droite simples de dimension finie sur EJ et de les
relier aux représentations lisses irréductibles de SLo(F') étudiées dans le Chapitre 3, nous
nous intéressons & la structure des modules simples sur trois algébres de type Hecke-Iwahori :
lalgébre de Hecke-Iwahori Hg, la deuxiéme algébre de Hecke-Iwahori ﬁs(r) (aussi appelée
algébre de Hecke-Iwahori réguliére, et paramétrée par un entier r € {0, ... [qg—l}} différent de
qg—l avec ¢ désignant le cardinal du corps fini kr), et la troisiéme algébre de Hecke-Iwahori 1§
(ou algebre de Hecke-Iwahori exceptionnelle). L’introduction de ces trois familles d’algebres est

motivée par le résultat suivant.

Lemme 6.1.2. La Fp-algébre Hé est wsomorphe a une somme directe de E)—algébres de la
forme suivante :

[454)
Hy~HsdH5d @ Hs(r),

ou [z] désigne la partie entiere de x € Q.

On commence par traiter le cas de ’algébre de Hecke-Iwahori standard Hg, dont on détermine
tout d’abord un systéme générateur {7y, 71} qui nous permet de décrire le centre de Hg comme
I'algébre des polynomes en (T — 71)? & coefficients dans F, (Théorémes 6.3.4 et 6.3.9), puis
d’établir une classification des classes d’isomorphisme des Hg-modules & droite simples de
dimension finie sur F,. Pour pouvoir I’énoncer, il nous faut introduire les notations suivantes.
— Pour toute paire de paramétres (ep,e1) € {0,—1} x {0, —1}, on note M7 (eg,€1) le F-
caractére de Hg envoyant 7y sur €g et 71 sur €1. Pour alléger les notations, on écrit Mls (¢)

au lieu de M7 (e, €) pour tout e € {0, —1}.

1. Précisons tout de suite un point de vocabulaire : ce que nous appelons groupe de Weyl correspond a ce
qui est appelé groupe d’Iwahori-Weyl dans [PR]. Ce n’est donc pas du groupe de Weyl fini isomorphe au groupe
symétrique &,, dont il est ici question.
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— Pour tout scalaire A € F,,, on note M5 (\) le Hg-module Fpz @ F,y de dimension 2 sur

[, pour lequel les actions de Tg et 7; dans la base {z,y} sont respectivement données

1 i 0 0 ¢ -1 A
par les matrices ( | ]e 00 /)

Théoréme 6.1.3. La liste suivante fournit un systéme de représentants des classes d’isomor-
phisme des Hg-modules a droite simples de dimension finie sur F,, :

~ les caractéres My (o, €1) avec (e, €1) € {0,—1} x {0, —1};

— les Hg-modules standard My ()\) avec \ € ?; différent de 1.

Avant d’aller plus loin, notons que ces résultats ont un intérét propre puisqu’ils sont étroite-
ment reliés aux espaces de vecteurs [g-invariants des représentations lisses de SLa(F'). En
effet, I'algébre de Hecke-Iwahori Hg est isomorphe a l'algébre de Hecke-Iwahori standard
EndFP[GS](indis(l)), ce qui permet de définir, pour toute F,-représentation lisse 7 de Gg,
une structure de Hg-module & droite le sous-espace des vecteurs de 7 invariants sous 'ac-
tion du sous-groupe d’Iwahori standard Ig. On dispose alors du résultat de structure suivant,
dans lequel nous utilisons les notations du Chapitre 3 pour décrire les représentations lisses de
SLs(F) en jeu, dont on déduit ensuite quelques propriétés intéressantes du « foncteur des Ig-
invariants », pour lequelles nous rappelons qu’'un Hg-module simple est dit supersingulier s’il

Is —
n’est isomorphe a aucun quotient d'un Hg-module de la forme (Indgg (77)) avecn: Bg = F ;

caractere lisse 2.

Théoréme 6.1.4. 1. Le Hg-module 115 est isomorphe au caractéere M7 (0).
2. Le Hg-module (Sts)'™s est isomorphe au caractére MS(—1).

3. Pour tout scalaire \ € F;, le Hg-module (Indg*sg (u;))ls est isomorphe & M5 (A1),
4. Supposons que F' = Q,. On dispose alors des résultats supplémentaires suivants.
(a) Le Hg-module 7T(I)S est isomorphe au caractéere My (—1,0).
(b) Le Hg-module 7[';‘31 est isomorphe au caractere My (0, —1).
Corollaire 6.1.5. L’application envoyant une représentation lisse de SLo(F') sur 'espace de
ses vecteurs Ig-invariants établit une bijection entre :

i) Uensemble des classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles de SLo(Q))
sur ﬁp engendrées par leurs vecteurs Ig-invariants et ’ensemble des classes d’isomor-
phisme des Hg-modules simples de dimension finie sur Fp;

i1) Uensemble des classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles non super-
cuspidales de SLo(F) sur Fp engendrées par leurs vecteurs Ig-invariants et [’ensemble des
classes d’isomorphisme des Hg-modules simples non supersinguliers de dimension finie
sur .

Corollaire 6.1.6. 1. Soit m une Fp-représentation lisse irréductible de GL2(Qp). Le Hg-
module obtenu par restriction du H-module 7! est isomorphe au Hg-module (W‘SLQ(QP))IS-

2. Soit ™ une E,-représentation lisse irréductible non supersinguliére de GLo(F'). Le Hg-
module obtenu par restriction du H-module ©' est isomorphe au Hg-module (7r|SL2(F))IS,

Pour définir la seconde algebre de Hecke-Iwahori, nous supposons ¢ différent de 2 et nous fixons

un entier r € {0, ... [q;Ql]} distinct de qg—l lorsque p est impair. L’algébre Hg(r) des endormor-
= A B
phismes du F,[Gs]-module ind{S (w* @ wi17") est alors égale & < " " > avec
S Bq—l—r Aq—l—r

2. Nous rappelons aussi que 1'on désigne par uy le Fp-caractére non ramifié de F* qui envoie une uniformi-
L =X
sante wr fixée de F sur A € F, .
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A = EndFP[GS](indiS (wWh)) et By = Homg ¢ (indg’;s (wk),indis (wI™1=%)) pour k valant r
ou ¢ —1—r. La F,-algebre A, est engendrée par deux opérateurs X et Y satisfaisant aux rela-
tions XY = Y X = 0. C’est donc en particulier une algébre commutative dont les F,-caractéres
sont donnés par les deux familles suivantes, toutes deux paramétrées par \ € E) :

— les caractéres p1(\) qui envoient X sur A et Y sur 0;

— les caractéres pa(\) qui envoient X sur 0 et Y sur A.
Remarquons que l'action par conjugaison de ¢ sur les Fj-caractéres de Ts(kp) induit alors un
isomorphisme de Fp—algébres entre A, et Ay_1_, qui correspond a I’automorphisme de ’algébre
F,[X,Y]/(XY,Y X) envoyant X sur Y et Y sur X.

Notons cependant que ';qs(r) n’est pas une algébre de matrices & coeflicients dans un anneau,
ce qui met en défaut les arguments de type Morita et nécessite une étude plus détaillée de la
structure de ﬁg(r). Nous décrivons pour cela B, et B,_1_, ainsi que les relations existant entre
Ay, By, Ag—1—r et By_1_,, ce qui nous suffit & déterminer les ﬁg(r)—modules (a droite) simples.
Pour énoncer notre résultat de classification, nous introduisons les notations suivantes : on
désigne par e; et ey les idempotents de 7-75(7") respectivement définis par I'application identité
de A, et Aj_1—, (via le plongement diagonal de A, & A,_;_, dans 7?[5(1")) Pour tout scalaire
A € F, et pour tout paramétre k € {r,q — 1 —r}, on note u¥(\) (resp. p5()\)) le Fp-caractére
de Aj envoyant X sur A et Y sur O (resp. X sur 0 et Y sur A). Lorsque A = 0, on allége les
notations en posant p*(0) := p#(0) = 15(0). On définit alors® deux caractéres My (0) et M(0)
de Hg(r) par les conditions suivantes :

{ My (0)|er = p"(0) 5 Ma(0)]er = {0} ;
Ms(0)[ez = {0} ;  M3(0)]eg = pu«'=7(0) .

Pour tout scalaire A € F., on définit Mia(\) comme 'unique* Hg(r)-module a droite de

P )
dimension 2 sur FB qui vérifie Mizp(A)|er = pi(A) et Miz(A)|ez = £4717"(A) ; de méme, on note
M>1 () 'unique Hg(r)-module a droite de dimension 2 sur [F,, qui vérifie Mai(\)|er = ph(N) et
Moy (N)]ez = pd ™ 7" (N).

Théoréme 6.1.7. La liste suivante fournit un systéme de représentants des classes d’isomor-
phisme des Hg(r)-modules & droite simples :

— les caractéres M;(0) et M2(0) ;

— les Hg(r)-modules Mia(\) et My (\) avec X € F;.
En particulier, tout ﬁg(r)—module a droite simple est nécessairement de dimension finie sur Fp
égale a 1 ou 2.

On s’intéresse enfin aux modules & droite simples sur la troisiéme algébre de Hecke-Iwahori,
qui n’intervient que lorsque p est impair et ne posséde pas d’analogue dans la théorie des
modules sur I’algébre du pro-p-Iwahori de GLy(F'), ce qui explique pourquoi nous l’avons aussi
nommée algébre de Hecke-Iwahori exceptionnelle. La structure de H% ressemble trés fortement
a celle de l'algebre de Hecke-Iwahori Hg, a la différence majeure prés que les éléments 75 et
T qui jouent pour H% le role tenu par Ty et 71 pour Hg sont tous deux de carré nul, limitant
ainsi un peu plus le nombre de Hg-modules simples possibles. Afin de pouvoir exprimer notre
énoncé de classification des Hg-modules simples, nous introduisons les notations suivantes.

~ On note M;(0) I'unique F)-caractére de HY : il envoie T et 71 sur 0.
— Pour tout scalaire A € F; , on note M3 () le Hi-module Fpz & F,y de dimension 2 sur F,,
pour lequel les actions de 7" et de 77* dans la base {x,y} sont respectivement données

ar les matrices 00 et 0 A
P 10 00 )

3. L’existence de ces caractéres est expliquée dans la Section 6.3.7.

4. Le fait qu’un tel 7-Ls (r)-module existe est expliqué dans la Section 6.3.7.
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Théoréme 6.1.8. Le caractére M7 (0) et les HE-modules standard M3 () avec X € ﬁ; forment
un systeme de représentants des classes d’isomorphisme des Hg-modules a droite simples de
dimension finie sur IF,.

En combinant le Lemme 6.1.1 aux énoncés des Théorémes 6.1.3, 6.1.7 et 6.1.8, on obtient une
description exhaustive des Hg—modules a droite simples de dimension finie sur EJ. On peut alors
décrire la structure de H}-module & droite des représentations lisses irréductibles de SLo(F)
exhibées dans le Chapitre 3. Pour plus de clarté dans le prochain énoncé, nous introduisons la
terminologie suivante. Un ’H}g—module a droite simple est dit :
— posé sur la composante k = 0 s’il est donné par un ‘Hg-module (& droite) simple dans la
factorisation du Lemme 6.1.1;

— posé sur la composante k = a

s'il est donné par un H§-module (& droite) simple dans

la factorisation du Lemme 6.1.1; _
— posé sur la composante k = r s’il est donné par un Hg(r)-module (a droite) simple dans
la factorisation du Lemme 6.1.1.

Théoréme 6.1.9. 1. Le Hi-module 115D est isomorphe au caractére M7 (0) posé sur la
composante k = 0.

2. Le H}g—module StéS(l) est isomorphe au caractére Mls(—l) posé sur la composante k = 0.

_ Is(1)
3. Pour tout scalaire \ € IF;, le H§-module <Indg§ (,u,A)> T est isomorphe au Hg-module

MQS()Fl) posé sur la composante k = 0. 1l est simple lorsque X\ # 1, et indécomposable
de longueur 2 lorsque A = 1.
4. Supposons que p soit impair. Pour tout scalaire N € F;,
-1\ Is(1)
(Indgg (ququ ))
5. Supposons que q # 2 et firons un scalaire A € F;.
Is(1)

le H}q-module

est isomorphe au Hg-module M3 (A1).

i) Le Hk-module (Indg;g (,u,\wr)) est isomorphe au Hg(r)-module Mia(A~Y) posé

sur la composante k = r.

Is(1) -
) T est isomorphe au Hg(r)-module Moy (A7)

ii) Le Hg-module (Indgg (pawid=1=m)
posé sur la composante k = r.

6. On suppose désormais que F' = Qp,. On dispose alors des résultats supplémentaires sui-
vants, our € {0, ..., [%]} est un entier distinct de p%l si p est impair.

(a) Le Hi-module 7755(1) est isomorphe au caractére supersingulier My (—1,0) posé sur
la composante k = 0.

(b) Le Hg-module Wzlﬁ(ll) est isomorphe au caractére supersingulier My (0, —1) posé sur
la composante k = 0.

(¢) Le Hi-module 77{15_(11) est isomorphe au caractére supersingulier M7 (0) posé sur la
=
-1
composante k = P2

(d) Le Hi-module w150 est isomorphe au caractére supersingulier Mi(0) posé sur la

composante k = r.
(e) Le Hi-module W,I,i(lllr est isomorphe au caractére supersingulier My(0) posé sur la
composante k = r.

En appelant module supersingulier tout H}g—module simple qui n’est isomorphe & aucune sous-

(1)

Is _
quotient d'un H}-module & droite de la forme (Indgg (n)) avec n : Bg — ]F; caractére
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lisse, on déduit du Lemme 6.1.2 et du Théoréme 6.1.9 le résultat suivant, qui est de bon augure
dans la recherche d’une équivalence de catégories basée sur le foncteur des Ig(1)-invariants.

Corollaire 6.1.10. L’application qui envoie une représentation lisse irréductible de SLo(F)
sur l'espace de ses vecteurs Is(1)-invariants établit une bijection entre :

i) l’ensemble des classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles non super-
cuspidales de SLo(F) et l'ensemble des classes d’isomorphisme des H-modules a droite
stmples non supersinguliers de dimension finie sur I, ;

i1) lensemble des classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles de SLa(Qp)
et ’ensemble des classes d’isomorphisme des H}g—modules a droite simples de dimension
finie sur IFp.

Plan du chapitre

Ce chapitre est essentiellement constitué de deux sections, la seconde étant volumiquement
plus importante que la premiére car centrée sur le cas n = 2 pour lequel nous pouvons mener
plus de calculs explicites.

La premiére section, qui n’impose aucune condition sur n > 2, est dévolue a I’étude des groupes
de Weyl attachés a GL,(F) et a SL,(F); elle contient la preuve du Lemme 6.1.1 et de son
corollaire portant sur les algébres de Hecke-Iwahori, dont nous rappelons bien siir les définitions.
Nous passons ensuite au cas n = 2. Apreés avoir démontré le Lemme 6.1.2, nous commengons par
étudier la structure de ’algébre de Hecke-Iwahori et de ses modules simples de dimension finie
sur F,, ce qui nous permet déja de démontrer les Théorémes 6.1.3 et 6.1.4, puis d’en déduire
les Corollaires 6.1.5 et 6.1.6 grace aux résultats que nous avons prouvés dans le Chapitre 3.
Nous déterminons ensuite, pour chaque paramétre r € {0, ..., [q;Ql]} que ’on suppose distinct
de a
celle de ses modules a droite simples. Il ne reste alors qu’a calculer les Hs-modules simples
de dimension finie sur Fp pour achever la description compléte des Hé—modules simples de
dimension finie sur Fp.

On termine ce chapitre en donnant, pour chaque représentation lisse irréductible de SLo(F')
obtenue dans le Chapitre 3, la structure du Hg—module porté par l'espace de ses vecteurs
invariants sous 'action du pro-p-Iwahori standard de G g, et en vérifiant que 'on dispose ainsi
des bijections nécessaires a ’existence d’une équivalence de catégories qui serait I’analogue de
celle obtenue par Ollivier dans le cas des représentations lisses de GL2(Qp).

lorsque p est impair, la structure de la deuxiéme algébre de Hecke-Iwahori ﬁs(r), puis

Notations générales

On fixe un entier premier p et 'on considére un corps local non archimédien F' que l'on
suppose complet pour une valuation discréte, de caractéristique résiduelle p et de corps résiduel
fini. On note Op lanneau des éléments entiers de F, pp son idéal maximal, kr = Op/pp
son corps résiduel et ¢ = p/ le nombre d’éléments de kp. On fixe une fois pour toutes une
uniformisante wr € pr de F ainsi qu'une cléture algébrique Fp de kr et un plongement w de
kr (que l'on notera aussi parfois F, dans la suite) dans F,. Lorsque 'on aura besoin de faire
appel aux résultats du Chapitre 3, on supposera que les choix faits ici sont les mémes que ceux
effectués dans le Chapitre 3.

On désigne par G = GL,(F) le groupe linéaire général, par K = GL,(OF) le sous-groupe
compact maximal standard de G, par B le sous-groupe de Borel formé des matrices triangulaires
supérieures de G et par T le tore maximal déployé des matrices diagonales de GG. On note I le
sous-groupe d’Iwahori standard de K et I(1) son pro-p-radical (appelé pro-p-Iwahori de G).
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On rappelle que I est formé de ’ensemble des éléments de K dont la réduction modulo wr est
une matrice triangulaire supérieure du groupe fini GL,(kr), et que I(1) est le sous-groupe des
¢éléments de I dont la réduction modulo wg est un élément unipotent.

On introduit le groupe spécial linéaire Gg = SL,(F'), dont Kg := SL,(OF) est un sous-groupe
compact maximal. On note Ig le sous-groupe d’Iwahori standard de Kg et Ig(1) le pro-p-Iwahori
associé, dont les définitions sont analogues a celles données pour I et I(1). Remarquons que ’'on
a notamment g = I NGg et Is(1) = I(1) N Gg. Comme pour G, on dispose du tore maximal
déployé T's = T'N Gg des matrices diagonales de Gg et du sous-groupe de Borel B¢ = BN Gg
des matrices triangulaires supérieures.

6.2 Groupes de Weyl de GL(n,F) et de SL(n,F) - Application
aux algébres de Hecke-Iwahori

Cette premiére section a pour objectif de relier les groupes de Weyl associés & Gg a leurs
analogues pour G en démontrant le résultat suivant.

Théoréme 6.2.1. 1. L’application de Wg dans W envoyant la double classe Igwlg sur la
double classe Twl est un homomorphisme de groupes injectif ayant pour image le groupe
de Weyl affine Woypr de G.

2. L7isomorphisme Wg ~ Wy défini dans le point précédent induit un isomorphisme de Fp—
algebres entre ’algébre de Hecke-Twahori de SLy,(F') et l’algebre de Hecke-Iwahori affine
de GL,(F).

6.2.1 Rappels concernant GL,(F)

On commence par rappeler quelques résultats classiques concernant les groupes de Weyl
attachés & GL,(F') et qui se trouvent par exemple dans |Lus| ou dans [V3, Chapitre 3|. Notons
(X,XVY,R,RY,A) la donnée radicielle associée au triplet (G,B,T), ou X ~ Z" s’identifie
en particulier au groupe X*(7T') des F-caractéres du tore maximal déployé T tandis que XV
s’identifie au groupe X, (T) des F-cocaractéres de T. Les racines simples (positives) de la

donnée radicielle sont {aq,...,a,—1} avec «o; définie par :
. ; 1 T
a; : diag(wy', ..., W) = i1 — x;

La coracine associée & «; peut alors étre représentée par la matrice diagonale

A; = diag(l, ..., 1wt o, 1...,1)
ou w;l est en position ¢ tandis que wg est en position 7 + 1.
Si s; € A désigne la réflexion associée & «y;, on appelle groupe de Weyl fini Wy de G le groupe
engendré par la famille {s1,...,s,-1}. Il est canoniquement isomorphe au quotient par 7' du
normalisateur Ng(T') de T dans G et paramétrise les doubles classes de K modulo I. De plus,
lapplication envoyant s; sur la transposition (4,7 1) est un isomorphisme du groupe Wy sur le
groupe symétrique &,,. Le groupe de Weyl W de GG, qui fournit un systéme de représentants des
doubles classes de G modulo I, est alors défini comme le quotient du normalisateur Ng(7T') par
le sous-groupe T(Op) des points & coefficients entiers de T'. On vérifie qu’il se décompose en un
produit semi-direct de Wy par X, ot X est identifié au groupe multiplicatif de ses translations.
Remarquons ici que, lorsque cela sera nécessaire, on notera de la méme maniére un élément de
W (resp. de W) et un relévement de cet élément dans G (resp. dans K).



6.2.2 - De GL,(F)  SLy(F) 165

Le groupe W contient un sous-groupe remarquable, appelé groupe de Weyl affine de G et
noté Wysr. Il est défini comme le produit semi-direct de Wy par le sous-groupe de X engendré
par R, et 'on peut montrer que c’est un groupe de Coxeter ayant pour systéme générateur

I'ensemble ¥ f¢ := {50,51,...,5n}, ot 'on a posé sg = t~Lsit avec
0 1 O 0 ... 0
o 0 1 0 ... 0
t:= DU I €
o o0 0 0 ... 1
wp 0 0 0 ... 0

I1 permet d’obtenir une deuxiéme décomposition de W en produit semi-direct [V3, Proposition
3.1] : en effet, si 'on désigne par 2 = t” le sous-groupe de G engendré par t, on peut vérifier
que WorrNQ = {1} et que W est égal au produit semi-direct de W, s¢ par €. Ceci permet no-
tamment de définir une application longueur £ sur W en prolongeant la longueur naturellement
définie par le systéme X, s sur le groupe de Coxeter W, s de telle sorte que €2 soit exactement
I’ensemble des éléments de longueur nulle dans W.

On définit enfin le groupe de Weyl étendu W) de G comme le quotient de N¢g(T) par le
sous-groupe T'(1+pp) des points de T" a coefficients dans 1+ pp. Il s’insére dans la suite exacte
courte canoniquement scindée® suivante :

1 —TF) — WY —-w—1, (6.1)

dans laquelle T'(F,) désigne le tore diagonal du groupe linéaire fini GL,(F,). Le groupe de
Weyl étendu W) paramétrise les doubles classes de G modulo I(1), et est muni d'une fonction
longueur, encore notée ¢, qui étend la longueur précédemment définie sur W de telle sorte que
les éléments de T'(F,) soient de longueur nulle. On introduit alors la notation suivante : pour
toute partie M de W, on note M) son image réciproque dans W) définie par la suite exacte
(6.1). On dispose donc en particulier du sous-groupe Wé})f, appelé groupe de Weyl affine étendu
de GG, qui admet par suite une décomposition naturelle en un produit semi-direct de la forme

Waff X T(Fq).

6.2.2 De GL,(F) a SL,(F)

De maniére analogue a ce qui a été effectué dans la sous-section précédente, on peut définir des
groupes de Weyl pour la donnée radicielle attachée a SL,(F'). Nous rappelons tout d’abord
les définitions correspondantes, puis nous relions les objets ainsi obtenus aux groupes de Weyl
associés a G.

Groupes de Weyl de SL,(F)

Notons (Xg, X¥, Rs, R%, A) la donnée radicielle attachée au triplet (Gg, Bg, Ts). Le groupe
de Weyl fini qui lui est associé paramétrise cette fois les doubles classes de Kg modulo Ig et
est égal au groupe de Weyl fini défini pour G puisqu’il ne dépend que du systéme de racines
simples de la donnée radicielle, qui est le méme pour G et pour Gg. Ceci permet notamment
de choisir les représentants des éléments de Wy dans Gg, et c’est ce que 'on fera désormais.
On note Wy le groupe de Weyl de Gg, qui paramétrise les doubles classes de Gg modulo Ig et

5. Cette propriété de scindage est spécifique au cas ot G = GL,(F) [V2bis|.
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est défini comme le produit semi-direct du groupe de Weyl fini Wy par le groupe Xg ~ Z"~1.
On définit alors le groupe de Weyl étendu Wé}) de Gg par la suite exacte courte

1 — Ts(F,) — Wé}) — Wg — 1,
ou Ts(F,) désigne le tore diagonal du groupe fini SL,,(F,).

Remarque 6.2.2. On peut encore définir le groupe de Weyl affine attaché a Gg comme le
produit semi-direct de Wy par le groupe engendré par Rg. Nous verrons cependant ci-dessous
(Lemme 6.2.3) que ce groupe est en fait égal au groupe de Weyl Wy, ce qui explique pourquoi
nous n’introduisons pas de notation spécifique pour ce groupe de Weyl affine, au contraire de
ce qui a été fait pour G.

Relations entre les groupes de Weyl de G et de Gg

Comme nous 'avons rappelé ci-avant, les groupes de Weyl W et Wg paramétrisent res-
pectivement les doubles classes de G modulo I et de Gg modulo Ig. Puisque Ig = I N Gg,
on dispose immédiatement d’un morphisme de groupes injectif de Wg dans W. Notre objectif
ici est de donner une description plus précise de Wg en tant que sous-groupe de W. Pour ce
faire, nous commengons par prouver un résultat qui met en évidence une différence majeure de
structure entre ces deux groupes.

Lemme 6.2.3. Le groupe de Weyl affine associé a la donnée radicielle de SL,(F) est égal au
groupe de Weyl Wg.

Démonstration. On commence par rappeler que Xg s’identifie & ’hyperplan de X ~ Z"™ formé
des n-uplets dont la somme des coordonnées est nulle. Par suite, si = diag(w™,...,w") est
un élément de Xg, il peut étre décomposé sous la forme suivante :

1 1
1
n—2 Ty T+ 4T
w 1 2T ... X4
H w— (@1tzet. ;)
i=1
wZ?;1l T
1 w
n—1
L’appartenance de x & Xg assure que 'on a x, = —in, ce qui permet de traduire
i=1
en termes de racines la décomposition matricielle précédente sous la forme suivante : on a
n—1 % n
x = Z Ai(x)ag, ot 'on a posé \;(z) = — ij = Z xj. Ceci prouve que Xg est égal au
i=1 j=1 j=i+1
groupe engendré par Rg, et donc que Wy est égal a son sous-groupe de Weyl affine. O

Etant donné que les systémes de racines R et Rg sont les mémes, les groupes de Weyl affines
associés a G et & Gg sont égaux, ce qui permet d’obtenir directement le résultat suivant, qui
n’est autre que le premier point du Théoréme 6.2.1.

Corollaire 6.2.4. L’application Fp-linéaire qui envoie la double classe Isglg sur la double
classe Igl (avec g € Gg) induit un isomorphisme de groupes entre le groupe de Weyl Wg
attaché a Gg et le groupe de Weyl affine W,z attaché a G.
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Remarque 6.2.5. Cet énoncé est un cas particulier du résultat suivant di & Pappas-Rapoport
|[PR, Section 2| : pour toute paire (G,T") ou G est un groupe réductif connexe (résiduellement)
déployé sur un corps local de corps résiduel parfait et ot T' est un tore déployé maximal de
G, ils définissent un groupe d’Iwahori-Weyl qui s’identifie canoniquement au groupe de Weyl
W que nous considérons ici [PR, Proposition 2.1]. Ils prouvent alors [PR, Section 2.a.2] que le
groupe d’Iwahori-Weyl du recouvrement simplement connexe du groupe dérivé de GG, qui n’est
autre que le groupe de Weyl Wgs de Gg lorsque la paire (G,T) est celle considérée dans ce
chapitre, s’identifie naturellement au groupe de Weyl affine du systéme de racines affines de T,
qui n’est autre que le groupe de Weyl affine W, de G.

6.2.3 Application aux algébres de Hecke-Iwahori

Soit A un anneau commutatif unitaire d’unité 14. On le munit d’une structure de Z|q]-
module grace au morphisme d’anneaux unitaires défini par ¢ — g1 4. On suppose que A contient
une racine primitive de 'unité d’ordre ¢ — 1 et que g — 1 est inversible dans A, ce qui est par
exemple le cas lorsque A = E).

On rappelle que l'on définit la A-algébre de Hecke-Iwahori de G, notée H 4(G, I), comme
la A-algebre engendrée par la famille (T,)wew satisfaisant aux relations suivantes :
— relations de tresse : si w,w’ € W vérifient £(ww') = £(w) + £(w"), alors

Tww = TwTw ;

— relations quadratiques : pour tout élément s € Xq¢f, (Ts + 1)(Ts — ¢) = 0.
On vérifie alors [V2, Example 1| que la famille (T3,)yecw est une base du A-module H (G, I).
Par ailleurs, l'algeébre H1(G,I) contient une sous-algébre remarquable H,f¢ 4, définie comme
la sous-algébre de base (Tw)wewaff et appelée algébre de Hecke-Twahori affine de G.

De méme, on définit la A-algébre de Hecke-Iwahori de Gg, notée Ha(Gg,Is), comme la
A-algebre engendrée par la famille (7,)wew, satisfaisant aux relations suivantes :
— relations de tresse : si w,w’ € Wg sont tels que £(ww’) = £(w) + £(w'), alors

,Euw’ = 7;1)7;)’ ;

— relations quadratiques : pour tout s € Xg¢¢, (75 +1)(Ts —q) = 0.
Tout comme dans le cas de 'algébre de Hecke-Iwahori de G, on vérifie que la famille (7y)wews
est une base du A-module H4(Gg, Is). En outre, les relations de tresse et les relations qua-
dratiques ne dépendent que de I’ensemble X, ¢, qui est le méme pour G et pour Gg, et de la
longueur £ sur le groupe de Weyl, qui est la méme sur W et sur Wg. Ceci permet de déduire
immédiatement du Corollaire 6.2.4 le résultat suivant.

Lemme 6.2.6. Le morphisme de A-algébres Ha(Gs,Is) — Ha(G,I) envoyant Ty, sur Ty, est
bien défini, injectif, et dimage Hazr a.

Autrement dit : l’algébre de Hecke-Twahori de Gg a coefficients dans A est isomorphe a l’algébre
de Hecke-Twahori affine de G & coefficients dans A.

6.3 Lecasn=2

On suppose désormais que n = 2, ce qui signifie que I'on consideére les groupes G = G Ly (F)
et Gg = SLyo(F). L'objectif de cette section est de classifier les modules simples sur I’algébre

des endomorphismes du F,[Gg]-module ind?ss(l)(l) et de les comparer :
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— aux modules qui apparaissent comme espaces de vecteurs Ig(1)-invariants des représen-
tations lisses irréductibles de G sur F, que nous avons étudiées dans le Chapitre 3;
— aux modules obtenus par restriction® des modules simples sur 'algébre des endomor-
phismes du F,[G]-module indIG(l)(l).
Pour ce faire, 'idée consiste a décomposer les algébres d’endomorphismes sus-mentionnées en
somme directe d’algébres plus simples & décrire, et parmi lesquelles vont notamment apparaitre
les algebres de Hecke-Iwahori introduites dans la sous-section précédente. C’est pourquoi nous
commengons par étudier les modules simples sur les algébres de Hecke-Iwahori et par les relier
aux objets analogues qui interviennent dans la théorie relative a G.

6.3.1 Notations

On reprend les notations utilisées dans le Chapitre 3 et dans les sections précédentes de ce

chapitre. En particulier, on pose u(x) := ( (1) 916 > et u(x) := < i (1) ) pour tout x € F, on
fixe un plongement de kr dans Fp (que I'on prend égal & celui choisi dans le Chapitre 3) et 'on
désigne par ] : kp — O lapplication de Teichmiiller. Les éléments s1, ¢ et so de G sont ici

respectivement égaux a :

_(0 -1\ ,_(0 1 (0 wp
S1 = 1 0 ; = op 0 y S0 = _w;1 0 ;

de sorte que I'on a en particulier ap = s159. Le groupe de Weyl affine W,y; de G admet
I'ensemble X, ¢¢ = {s0, 51} pour systéme de Coxeter, tandis que le groupe de Weyl W de G est
égal au produit semi-direct W = W ftZ avec t7 qui n’est autre que I'ensemble Q des éléments
de longueur nulle dans W introduit dans la Section 6.2.1.

Etant donné que ¢ = 0 dans E,, les rappels de la Section 6.2.3 assurent que ’algébre de Hecke-
Iwahori H = Hp_ (G, I) attachée a G est égale au Fj-module libre de base (T, )wew satisfaisant
aux relations suivantes :

— relations de tresse : si w, w' € W sont tels que £(ww') = ¢(w) + £(w’), alors

Tww’ = TwTw’ ;

— relations quadratiques : pour tout élément s € Xy, T? = —T,.
On sait grace aux travaux de Vignéras [V1, Section 1.1] que si 'on pose T' :=T; et S := T,
alors D'algébre de Hecke-Iwahori H est engendrée sur F, par les opérateurs T, T~ !et S, et son
centre est égal & la sous-algébre de polynomes F,[T?, T2, (S +1)T + TS].

De méme, ’algébre de Hecke-Iwahori Hg = ’Hﬁp(Gs, Ig) attachée & Gg est égale au Fp—module
libre de base (Tw)wew, satisfaisant aux mémes relations de tresse’ et aux mémes relations
quadratiques que H. Pour alléger les notations, on notera désormais 7; := 75, pour i € {0,1},
et 'on notera H,yrp:=H, F£Fy I’algébre de Hecke-Iwahori affine de G.

6.3.2 Deécomposition de la pro-p-algébre de Hecke-Iwahori

Grace au Lemme 2.1.9, on sait que l'espace des vecteurs Ig(1l)-invariants d’une repré-
sentation lisse non nulle de Gg est non nul. La réciprocité compacte de Frobenius per-
met alors de munir cet espace d’une structure naturelle de module & droite sur l’algébre

6. Aprés identification des algébres d’endomorphismes en jeu, car il n’est pas clair a priori que 'algebre
. .G . . R .
Endﬁp[cs](mdjssu)(l)) soit isomorphe a une sous-algebre de Endg (g (deG(l)(l))
7. Paramétrées bien entendu par Ws au lieu de W.
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”H}g = Endﬁp[Gs} (indGS (1)), et ce module est simple lorsque la représentation est suppo-

Sy . Is(1)
sée irréductible.

Comme Ig(1) est un sous-groupe distingué de Ig, le Lemme 2.1.9 assure aussi que toute repré-
sentation lisse irréductible de I sur F, se factorise & travers le quotient Is/Ig(1). Ce quotient
étant isomorphe® au tore fini Ts(kp), lui-méme canoniquement isomorphe au groupe fini kx,
on obtient ainsi que tout Fj-caractére lisse de Ig provient par inflation d'un F,-caractére lisse
de k;, et est donc de la forme w” pour un unique entier r € {0,...,¢ — 2}. L’ensemble de ces
caractéres est muni d’une action par conjugaison du normalisateur de Ts(kr), et un calcul di-
rect permet de vérifier que I'orbite de w” sous cette action, constituée de w” et de w?=177 est de

taille 1 lorsque 7 est égal & 0 (cas Twahori?) ou & 4— (cas exceptionnel, qui n’existe pas lorsque

p = 2) et de taille 2 sinon (cas régulier). On définit alors, pour tout entier r € {0,...,q — 2},
'algébre d’endomorphismes Hg(r) par la formule suivante :

qg—1
——}:

Endg (ind?ss (w")) si r € {0, 5

Vre{0,...,q—2}, Hg(r) =
Endg (¢ (indIGSS (W' ®wI™I7T))  sinon.

(6.2)

L’introduction de ces différentes algébres est motivée par le résultat suivant, qui fournit une
décomposition en somme directe de la pro-p-algébre de Hecke-Iwahori 7—[}9

Lemme 6.3.1. La Fy-algébre ’Hg admet la décomposition en somme directe suivante :

[47]
My = EP Hs(r), (6.3)
r=0
ot l'on désigne par [x] la partie entiére de x € Q.

Démonstration. La démonstration de cet énoncé est analogue a celle de [V1, Proposition 3.1].
Par transitivité de 'induction compacte, on sait tout d’abord que

e . 1Ggq /- . 1G r
1ndISS(1)(1) = 1ndISS(1ndE(1)(1)) = @ 1ndISS(w ) .
0<r<qg—2
Déterminons alors les paires (r,k) € {0,...,q — 2}? pour lesquelles les F,[Gs]-modules

ind?s (W) et ind?s (w*) peuvent étre entrelacés. Par réciprocité de Frobenius compacte, on
S S
sait tout d’abord que l'on a

Homgy (indis (w"), indgs (wk)) = Homyg (w", ind?ss (W)|14) -

La décomposition de Mackey (Proposition 2.2.7) implique par ailleurs que la restriction a Ig
définit un isomorphisme de [, [Is]-modules

- 1G k Y} k
ind}* (w")[rg = @ 1ndli’s(w )
weWg

ot Pon a posé I, 5 := w™ gw N Ig pour tout élément w € Wy =~ {Iz,s1} x Z ainsi que

Ew Wk siweZ;
wHY = .
s1-wF=wt Tk siwe 517 .

8. Par l’application de réduction modulo wg.
9. La terminologie cas Twahori et cas régulier est directement inspirée de celle introduite par Vignéras [V1]
lors de I’étude des modules simples sur la pro-p-algébre de Hecke-Iwahori associée & G.
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Remarquons ensuite que pour tout élément w € Wy, 'application de réduction modulo wg
fournit la suite exacte courte suivante :

1 — Is(l) N Iw7s — Iw7s — Ts(kp) — 1.
Elle assure en particulier que I's = Is(1)I, g, et donc que Wk = Wk si et seulement si ces deux
caractéres ont la méme restriction & I,, 5. En outre, puisque I,, 5 est un sous-groupe d’indice
fini dans Ig, on sait que les foncteurs d’induction lisse et compacte de I,, s & I's coincident 10 ce
qui nous permet d’obtenir la chaine suivante d’isomorphismes grice aux propriétés d’adjonction
de ces foncteurs !! :

Hom[s(wT,indiS(wk)!IS) ~ @ Homls(wr,indﬁis(wk’w))
'LUEWS

@ Homyg (wr,Indfi S(wk’w))
weWg ’

@ Home,S (wT? wk’w)
weWg

@ Homy, (w",w™®) .

weWg

12

12

1R

La définition des caractéres w®® permet alors de conclure que les représentations indis (w")

et indis (wk) sont entrelacées si et seulement si r = k our = ¢ — 1 — k, ce qui fournit deux
possibilités :
— ou bien p est impair, auquel cas il existe deux orbites de taille 1 qui correspondent a

r=0etr= q%’ toutes les autres orbites étant de taille 2. On a alors

1

Endg o (indf’5, (1)) = Endg o (ind75(1)) @  Endg ;g (indfs (')
EB Ende[Gs} (indis (W @ wi=t=m))

0<r<[451]

— ou bien p = 2, auquel cas 'unique orbite de taille 1 est celle qui correspond & r = 0, et
I’'on a alors

End?p[Gs](ind?ss(l)(l)) = Endg o (ind75(1)) € Endg i q(indfS (W @ w!™'77),
1§r§[%1}

ce qui prouve en tous les cas le résultat annoncé. O

Remarque 6.3.2. Dans la preuve ci-avant, le calcul effectué & partir de la décomposition de
Mackey montre en particulier qu'un élément non nul de la composante (Ig,wk)—isotypique de
ind[GSS (w?™17F) est nécessairement & support dans IgsjaZlsg.

6.3.3 Structure de ’algébre de Hecke-Iwahori Hg
Générateurs de H et Hg
L’objectif de ce premier paragraphe est de prouver que les opérateurs Ty et 71 engendrent la

Fp-algebre Hg. Pour cela, on commence par démontrer un lemme technique qui fournira le
résultat voulu a l'aide d’une récurrence sur la longueur des éléments de Wg.

10. Voir Proposition 2.2.2.
11. Que l'on appelle habituellement les « Réciprocités de Frobenius », voir Propositions 2.2.1 et 2.2.3.
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Lemme 6.3.3. On dispose des identités suivantes dans Hg :

Tooss = ToTh et Toyso = TiTs -

Démonstration. C’est une application immédiate des relations de tresse puisque l'on a £(sgs1)

5(80) + 6(81) = 6(8180). 5

Théoréme 6.3.4. La Fp—algébre Hs est engendrée par les opérateurs To et Ti.

Démonstration. Nous allons montrer que pour tout w € Wy, I’élément T, est un polynéome en
les opérateurs Ty et 71, en raisonnant par récurrence sur la longueur de w. Soient donc w € Wg
un élément de longueur n > 1 et o7 ...0, une décomposition réduite de w. Remarquons tout
d’abord que sin =1, on a w € {sp,s1} et il n’y a rien & démontrer, tandis que le cas n = 2 est
traité par le Lemme 6.3.3. On peut donc supposer que n > 3. Puisque sy et s sont tous deux
d’ordre 2 dans Wg, dire que la décomposition o ... oy, est réduite signifie que pour tout indice
1<i<mn-—1,o0nao; #oc;1. Ceci assure en particulier que l'on a {o1,02} = {s0, s1}.

Nous allons maintenant distinguer selon la parité de I'entier n pour conclure.

— Sim = 2m est pair, on a alors w = (0102)™. Dans ce cas, I'hypothése {01,092} = {s0, 51}
assure, par minimalité de la longueur de la décomposition de w considérée, que 'on a
alors £(w) = L(o102) + ((o102)™ 1), ce qui permet d’obtenir grace aux relations de
tresse que l'on a Ty = 751057 (5)05)m-1- Une récurrence immeédiate sur m > 1 implique
alors que l'on a Ty, = (75,0,)™, ce qui permet de conclure a 'aide du Lemme 6.3.3 que
Tw = (Ti, Ti,)™, ot i1, 4 sont définis par o; = s;; pour j € {1,2}.

— Sin = 2m+1 est impair, on a alors w = (0102)" 01, et la minimalité de la décomposition
de w considérée assure cette fois que 'on a £(w) = ¢((0102)™) + £(01). Les relations de
tresse permettent alors d’écrire que Ty = Ty, Ty, 00 w1 = (0102)™ est de longueur 2m,
ce qui permet de conclure a l'aide du cas précédent puisque o € {sp, s1}. ]

Lien avec les générateurs de H

Nous avons expliqué dans la Section 6.2.3 que l'algébre de Hecke-Iwahori Hg peut étre
identifiée a I'algebre de Hecke affine H, s associ¢e a G, et donc étre munie d'une structure de
sous—ﬁp—algébre de H. D’apreés ce qui a été vu dans la sous-section précédente, il semble naturel
de s’interroger sur les polynomes en 7', T~ ! et S qui permettent de décrire les opérateurs 7o
et 71 dans H. La réponse a cette question est 'objet du prochain énoncé.

Lemme 6.3.5. On dispose des relations suivantes dans H :

To=T7'ST; T1=5.
Démonstration. La seconde égalité est une conséquence immédiate de la définition des opéra-
teurs 77 et S. Pour obtenir la premiére identité, on rappelle que I'on a sq = t~!s;t avec sit qui
est de longueur 1 dans le groupe de Weyl affine étendu de G' [V1, Annexe A.2]. Comme t et ¢!

sont tous deux de longueur nulle, on peut appliquer les relations de tresse pour so = ¢~ (s1t)
puis pour sit, ce qui permet ainsi d’obtenir que

To=Ti1Tae = (1) T, T =T ST,
et termine la démonstration. O

Remarque 6.3.6. Comme 72 est un élément central de H, on a aussi To = T.ST L.

Ce lemme permet en particulier de reformuler le Théoréme 6.3.4 de la fagon suivante.
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Corollaire 6.3.7. L’algébre Hg est isomorphe a la sous—Fp-algébre de H engendrée par les
opérateurs S et TST~' =T-1ST.

Construction du centre de Hg

Nous terminons cette sous-section en exhibant un élément central dans Hg qui sera trés
utile lorsque nous voudrons décrire les Hg-modules a droite simples de dimension finie sur F,,
(Théoréme 6.3.13), puis en montrant que le centre de Hg est en fait engendré par cet élément.

Lemme 6.3.8. L opérateur —(To — T1)? est un élément central de la Fp-algébre Hg.

Démonstration. On commence par remarquer que, grace aux relations quadratiques vérifiées
par 7Tg et par 71, on a

~(To =T =T+ TN+~ T =To+Ti+ToTi + TiTo -
Ceci permet d’écrire que 'on a d’une part

~To(To—T)? =T+ ToTi + T¢Ti + ToTiTo = —To + ToTh To
~(To-T)’To=T¢ +TiTo+ToThiTo+TiTe = —=To+ ToTiTo ,

ce qui prouve que 7o commute avec —(7Ty — 71)?, et que 'on a d’autre part

~Ti(To—T)?=TTo+T2+TToh+T2To=-Ti + TToT1 ,
~(To—TN)?*Ti=Toh+T2+ToTE+TWToTh = -Ti + TIToTh

ce qui prouve que 71 commute avec —(7g — 71)2. D’aprés le Théoréme 6.3.4, ceci suffit a
démontrer que — (7o — 71)? est un élément central de Hg et termine donc la démonstration. [

Théoréme 6.3.9. Le centre de l'algebre de Hecke-Iwahori Hg est égal a la Fy-algebre des
polyndémes en opérateur (To — T1)?.

Démonstration. Le fait que I’algébre des polynémes en I'opérateur (7o — 71)? soit contenue
dans le centre de Hg est une conséquence directe du lemme précédent. Pour prouver I'inclusion
réciproque, nous allons raisonner par récurrence descendante sur le degré homogéne maximal
apparaissant dans la décomposition des éléments de ’algébre de Hecke-Iwahori. D’aprés la
preuve du Théoréme 6.3.4, un élément de Hg peut toujours étre écrit comme combinaison li-
néaire finie de monomes prenant l'une des quatre formes suivantes : (7971)", (7170)", (ToT1)"To
ou (7170)"T1. Rappelons que ces monomes sont linéairement indépendants sur F, puisqu’ils
sont en fait respectivement égaux aux opérateurs Tss,)n, T(sy50)7> T(sps1)mso €0 T(s1s0)ms, - NOUS
procédons alors comme suit : nous commencons par traiter directement le cas des éléments de
degré homogéne maximal valant 1 ou 2, puis nous raisonnons par récurrence en distinguant
selon la parité du degré homogéne maximal.
— Considérons tout d’abord le cas des éléments de degré homogéne maximal égal & 1. Un
tel élément f peut étre écrit sous la forme f = a7y + BT1 + £ avec a, 3,£ € F,. Dans ce
cas, la relation 7o f = f7y se réduit & 87y71 = 8717y, ce qui n’est possible que si 5 = 0.
De méme, la relation 71 f = f77 se réduit a o717y = aTy7T1, ce qui implique que « doit
étre nul et montre finalement que f doit étre constant.
— Intéressons-nous maintenant au cas des éléments de degré homogéne maximal égal & 2.
Un tel élément f peut étre écrit sous la forme f = aToT1 + 87170 + ¥To + 671 + £ avec
a,B,7,0,L € ﬁp. La relation 7o f = f7y se réduit alors cette fois a ’égalité

(6 —a)ToTi + BToTiTo = (6 — B)T1To + ToTi To,
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ce qui implique que I'on doit avoir § = 8 = a. Puisque T1+T1To+ToT1 = —(To—T1)?>—To,

on obtient ainsi que I'élément (v — a)To = f + a(To — T1)? appartient au centre de Hg,

et est donc constant par le cas précédent, ce qui montre que f = £ — a(Ty — 71)? est un

polynéme en (T — 71)2.

— Traitons enfin le cas général d’'un élément f de degré homogéne maximal d > 2 en

distinguant selon la parité de d.

- Supposons tout d’abord que d = 2n est pair avec n > 1 et décomposons f sous la forme
a(ToT)" + B(TiTo)" + f1 avec f1 € Fy[To, Ti] de degré homogene maximal strictement
plus petit que d. La relation 7o f = f7q s’écrit alors

—a(ToT)" + BTo(TiTo)" + Tof1 = (ToT1)"To — B(TiTo)" + f1To

avec —a(ToT1)", B(TiTo)™, Tof1 et fi1To tous de degré homogéne maximal strictement
inférieur & 2n+1. Par suite, le calcul du terme de degré homogéne 2n+1 montre que ’'on
doit avoir w = 3, ce qui permet de réécrire f sous la forme a((To71)" + (T170)") + f1,
ou encore sous la forme f = a(Ty — T1)%" + fl avec fi € F,[70, T1] de degré homogeéne
maximal inférieur ou égal & 2n — 1. Mais 'on obtient alors que f; = f — a(To—T1)*
doit appartenir au centre de Hg, ce qui implique par hypothése de récurrence que c’est
un polynéme en l'opérateur (7o — 71)?, et que c’est donc aussi le cas de f.

- Supposons maintenant que d = 2n+ 1 est impair. On peut donc cette fois écrire f sous
la forme a(To7T1)"To+B(TiT0)"T1 + f2 avec fa € Fp[To, T1] de degré homogéne maximal
inférieur ou égal a 2n. De maniére analogue & ce qui a été effectué dans le cas pair, le
calcul du terme de degré homogéne 2n + 2 dans chaque membre de I'égalité Tof = f7o
(resp. T1f = f71) montre que I'on doit avoir 8 = 0 (resp. @ = 0). On en déduit que
f = fo est un élément du centre de degré homogéne maximal strictement plus petit
que d, ce qui permet de lui appliquer I'hypothése de récurrence et de conclure qu’il
doit appartenir a F,[(7o — 71)?). O

6.3.4 Modules simples sur ’algébre de Hecke-Iwahori de Gy

L’objectif de cette sous-section est de classifier les H g-modules a droite simples de dimension
finie sur Fp, puis de relier nos résultats a ceux obtenus par Vignéras [V1] pour les H-modules &
droite simples de dimension finie sur F,. Nous procédons comme suit : nous commengons par
définir des Hg-modules de dimension 1 et 2 sur E) dont nous prouvons ensuite qu’ils permettent
de décrire tous les Hg-modules simples de dimension finie (Corollaire 6.3.14). Nous terminons
par ’étude de la structure de Hg-module des H-modules simples de dimension finie, dont on
rappellera bien entendu la description (Théoréme 6.3.15).

Fp-caractéres de Hg et Hg-modules standard

Pour toute paire de paramétres (eg, e1) € {0, —1} x {0, —1}, on note M;(eg, €1) le Fp-caractére
de Hg envoyant 7; sur ¢; pour tout i € {0,1}. Les relations quadratiques vérifiées par les opé-
rateurs Tg et 77 imposent que tout caractére de Hg est nécessairement de cette forme.

Pour alléger les notations, on notera My (¢) le caractére M? (e, €). On appellera caractére trivial
de Hs le caractére M (0), et caractére signe de Hg le caractére My (—1).

Nous souhaitons maintenant déterminer la structure des Hg-modules simples de dimension 2.
Pour ce faire, nous introduisons la définition suivante : pour tout scalaire A € IF,, on note
M3 () le Hs-module Fpz @ Fpy muni des actions de Ty et 7q respectivement définies par les
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matrices suivantes dans la base {z,y} :

(v ) (ea)

On appelle alors ‘Hg-module standard de paramétre A le Hg-module MQS()\)

Remarque 6.3.10. Un calcul immédiat permet de vérifier que 1'élément central —(To — 77)?
agit sur le Hg-module MQS()\) par le scalaire A — 1. Par suite, deux Hg-modules standard
associés a des paramétres distincts ne peuvent pas étre isomorphes.

Nous énongons maintenant les propriétés d’irréductibilité et d’indécomposabilité de ces
modules standard.

Théoréme 6.3.11. Soit A € F,,.
1. Le Hg-module standard Mg (\) est irréductible si et seulement si A ¢ {0,1}.

2. Le Hs-module standard My (1) est indécomposable de longueur 2 avec le caractére trivial
M7 (0) comme sous-objet et le caractére signe MY (—1) comme quotient.

8. Le Hg-module standard Ms (0) est indécomposable de longueur 2 avec le caractére
MP(—1,0) comme sous-objet et le caractére My (0, —1) comme quotient.

Démonstration. Supposons que le Hg-module standard Més (A) soit irréductible. D’apres la dé-
finition que 'on a donnée des Hg-modules standard, il est clair que MQS (1) contient le caractére
trivial M (0) (engendré par le vecteur = + ) et que My (0) contient le caractére M7 (—1,0)
(engendré par le vecteur y). Il faut donc que A soit distinct de 0 et de 1 pour que le Hg-module
M3 (\) soit irréductible.

Supposons maintenant que MQS (\) contienne un caractére de Hg engendré par un vecteur
v = ax + by non nul. La définition des modules standard assure que pour toute valeur de A, le
Hs-module M3 ()\) est engendré par le vecteur x. Par suite, il faut que 'on aie b # 0, et 'on
peut donc prendre b = 1, i.e. choisir v sous la forme v = ax + y avec a € E,. Nous allons alors
distinguer deux possibilités, selon que « est nul ou non.

— Dire que o = 0 signifie que 'on a v = y. L’hypothése selon laquelle v engendre un Hg-
module de dimension 1 sur Ey implique donc que A doit étre nul : en effet, la définition
des modules standard assure que pour toute valeur non nulle de A, 'action de Hg sur y
engendre le module standard M5 (\) qui est de dimension 2 sur Fp.

— Sia #0, on écrit alors que 'on a v|Tp = (a— 1)y et v|T1 = (A —a)z. Comme x engendre
le Hg-module MQS (M), la seule possibilité pour que la seconde égalité soit vérifiée est que
A—a =0,ie A=« Remarquons maintenant que si o # 1, la premiére égalité implique
que y doit appartenir au Hg-module engendré par v, et qu’il en va donc de méme pour
r = a (v — 1), ce qui contredit de nouveau le fait que v engendre un Hg-module de
dimension 1 sur F,. Il faut donc aussi que « soit égal & 1, ce qui montre que A = 1.

Nous avons ainsi prouvé que les seuls cas ol MQS (\) peut étre réductible sont ceux out A appar-
tient a I’ensemble {0, 1}, ce qui prouve par contraposition la premiére assertion.

Achevons enfin de traiter les cas A = 0 et A = 1. Comme nous ’avons déja signalé, le sous-
Hs-module de M5 (0) engendré par y est canoniquement isomorphe au caractére My (—1,0).
Il est alors immeédiat de vérifier que le quotient de MQS (0) par ce sous-Hg-module est engendré
par 'image du vecteur x et qu’il est canoniquement isomorphe au caractére Mf (0,—1), ce qui
assure en particulier I'indécomposabilité de Mf (0), qui est engendré par 'action de Hg sur z.

De méme, nous avons déja vu que le sous-Hg-module de MQS (1) engendré par le vecteur
x + 1y est canoniquement isomorphe au caractére trivial M ig (0). 11 est une fois de plus immeédiat
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de vérifier que le quotient de M@g (1) par ce sous-module est engendré par I'image du vecteur y
et qu’il est naturellement isomorphe au caractére signe Mls (—1), ce qui implique l'indécompo-
sabilité de MQS (1), qui est engendré par 'action de Hg sur y, et termine la démonstration. [

Théoréme 6.3.12. Tout Hg-module simple de dimension 2 SUTFP est naturellement isomorphe
a un Hs-module standard My (\) pour un unique scalaire A € F,\{0,1}.

Démonstration. Supposons que M soit un Hg-module simple de dimension 2 sur Fp. Comme
Fp est un corps algébriquement clos et que M est de dimension finie sur F‘m I’élément central
—(To —T1)? doit agir sur M par un scalaire que nous notons . Par ailleurs, la relation quadra-
tique 71(71 + 1) = 0 montre que le polynéme X (X + 1) est annulateur pour I’endomorphisme
de M défini par I'action de 77. Cet endomorphisme ne peut pas étre une homothétie : si ¢’était
le cas, tout vecteur propre de Ty dans M engendrerait alors un sous-Hg-module de M de
dimension 1 sur F,, ce qui contredirait la simplicité du Hg-module M de dimension 2 sur F,.
Ceci implique donc que X (X + 1) est le polynéme minimal de 77, ou encore que M est somme
directe des sous-espaces propres ker 7 et ker(7; + 1) qui sont tous deux de dimension 1 sur
F,. On conclut alors comme suit : fixons un vecteur non nul v € ker(7; + 1). Par simplicité de
M, la droite ker(77 + 1) n’est pas stable sous I'action de 7, ce qui assure que les vecteurs v et
v|To ne sont pas colinéaires. On dispose ainsi d'une base {v,v|Tp} de M sur F, dans laquelle
I’action de Hg sur M est caractérisée par les égalités suivantes :

’U|7-1 = -0,
(v|T0)[To = —v[To
(v|To)IT1 = (p+ 1),

la derniére relation venant de I'égalité —(To — 71)? = To + T1 + ToT1 + TiTo. Autrement dit,
l'action de 7j et de 77 dans la base {v,v|To} est respectivement donnée par les matrices

0 0 -1 1+up
()« %)
ce qui montre que M est isomorphe au Hg-module standard M2S (1 + p). La simplicité de M

et le Théoréme 6.3.11 permettent alors de conclure quant a la valeur prise par le paramétre
A =1+ p, I'unicité de ce paramétre provenant de la Remarque 6.3.10. O

Classification des Hg-modules simples de dimension finie

Théoréme 6.3.13. Tout Hg-module simple de dimension finie sur Ey est soit un caractére,
soit un Hg-module standard irréductible.

Démonstration. L’argument est semblable & celui qui permet de prouver le Théoréme 6.3.12.
Supposons que M soit un Hg-module simple de dimension finie sur E, qui ne soit pas un
caractére de Hg. Etant donné que M est un espace vectoriel de dimension finie sur le corps
algébriquement clos [, 'élément central —(7o — 71)? doit agir sur M par un scalaire A € F,.
Cependant, les opérateurs Tg et 71 ne peuvent pas agir sur M par des scalaires car cela
contredirait la simplicité de M (si un seul des deux agit par un scalaire) ou le fait que M
n’est pas un caractére (si les deux agissent par des scalaires). On déduit donc !? de la relation
quadratique 71(71 + 1) = 0 lexistence d’un vecteur non nul z dans le noyau de 7; + 1. Ce
vecteur vérifie par définition x|77 = —z, et puisque M est un Hg-module simple qui n’est pas

12. On rappelle que l'action de Hs sur M est une action a droite, de sorte que la relation 71(7; +1) = 0
assure que l'image de 77 est contenue dans le noyau de l'opérateur 77 + 1.
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un caractére, le vecteur |7y ne peut pas étre colinéaire au vecteur z. L'égalité —(To — T1)? =
To+T1+ToT1+7T1 7o permet alors de vérifier facilement que ’on dispose des relations suivantes :

[Ty = —x ;
(z|T0)[To = —[To ;
(z|To)[Ti = A+ 1)z .

Autrement dit, le Hg-module engendré par la famille libre {z,z|Tp} est égal au Hg-module
standard M3 (A + 1). La simplicité de M implique alors que I'on doit avoir M = Mg (A + 1),
ce qui termine la démonstration. O

Corollaire 6.3.14. Tout Hg-module simple de dimension finie sur F, est isomorphe & un et
un seul des Hg-modules suivants :

i) un caractére M (e, e1) avec (eg,€1) € {0,1}2;
ii) un Hg-module standard My (\) avec X € F,\{0,1}.

Lien avec les H-modules simples de dimension finie

On commence par rappeler la classification des H-modules & droite simples de dimension
finie sur IF,, établie par Vignéras [V1]. Pour toute paire de paramétres (7,¢€) € F; x {0, -1},
on note Mj(T,€) le caractére de H envoyant T sur 7 et S sur €. On définit ensuite, pour toute
paire de paramétres (a, z) € ﬁp X ?; , le H-module standard Ma(a, z) comme étant le H-module
Fp,x®F,y de dimension 2 sur IF,, muni de ’action de ‘H définie comme suit : les matrices donnant

les actions de T et de S dans la base {x,y} sont respectivement ( (1] g ) et < _01 g >, ol

les colonnes sont les images des vecteurs de base. On dispose alors du résultat suivant, qui
donne la structure des H-modules simples de dimension finie sur I, [V1, Theorem 1.2].

Théoréme 6.3.15. 1. Les H-modules a droite simples de dimension finie sur F, sont, a
isomorphisme prés, les H-caractéres M (T, €) avec (1,€) € F, x {0, =1} et les H-modules
standard Ms(a, 2) avec (a, z) € F), x F; tels que a® # z.

2. Pour tout scalaire non nul a € F;, le H-module standard Ms(a,a?) est indécomposable de
longueur 2. 1l admet le caractére Mi(a,0) comme sous-module et le caractére My(—a, —1)
comme quotient.

Puisque nous avons précédemment décrit Hg comme une sous—Fp—algébre de H, tout H-module
est naturellement muni d’une structure de Hg-module. La fin de cette sous-section est consa-
crée a I'étude de cette structure pour les H-caractéres et pour les H-modules standard. On
commence par traiter le cas des H-caractéres.

Lemme 6.3.16. Pour toute paire de parameétre (1,¢) € F, x {0, —1}, le Hg-module porté par
M (7€) est égal au caractére My (e).

Démonstration. La définition des H-caractéres et le Lemme 6.3.5 montrent immédiatement que
pour toute paire de paramétres (7,¢€) € IF; x {0, —1}, le H-caractére M;(T,€) envoie & la fois
To et T1 sur le scalaire €, ce qui prouve le résultat annoncé. O

Intéressons-nous a présent aux H-modules standard. Fixons pour cela une paire de parameétres
(a,z) € Fp x FF ; et considérons le H-module My (a,z). Un calcul direct a partir des formules
du Lemme 6.3.5 montre que I'action de 7y et de 71 sur Ma(a, z) est respectivement donnée par
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-1
les matrices ( azo_l _01 ) et ( 0 8 > Un changement de base permet alors de prouver

directement le résultat suivant.

Lemme 6.3.17. 1. Pour toute paire de paramétres (a,z) € ﬁ; X F;, le Hg-module porté
par le H-module standard Ma(a, z) est égal au Hg-module standard My (a®z~1).

2. Pour tout parameétre z € E:, le Hg-module porté par le H-module standard M (0, z) est
égal a la somme directe des Hg-caractéres My (0,—1) et My (—1,0).

La non-nullité du parameétre z permet alors d’obtenir ’énoncé suivant & partir du lemme
précédent et du Théoréme 6.3.11.

Corollaire 6.3.18. Soit (a,z) € F), x ﬁ; une paire de parametres.
1. Sia est non nul et si a® # z, alors Ms(a, z) est un Hg-module irréductible.

2. Si a est non nul, alors Ms(a,a®) est un Hg-module indécomposable de longueur 2. II
admet le caractére trivial M7 (0) comme sous-objet et le caractére signe MP(—1) comme
quotient.

3. Le Hg-module M2(0, z) est totalement décomposable de longueur 2, et est somme directe
des Hg-caractéeres MP(0,—1) et MP(—1,0) :

My(0, 2) |35 = M{ (0, —1) @ My (—1,0) .

Remarque 6.3.19. Les résultats démontrés dans cette sous-section prouvent en particulier
que tout Hg-module a droite simple de dimension finie sur [F,, est contenu dans un unique
‘H-module & droite simple de méme dimension.

6.3.5 Application aux espaces de vecteurs [s-invariants

Par réciprocité de Frobenius compacte, 1'algébre EndFP[GS}(indIGSS (1)) est isomorphe a la
composante (Ig,1)-isotypique de ind%‘;(l), elle-méme isomorphe a l'algébre de convolution
F,[Is\Gs/Is] par I'application qui envoie la double classe Isgls sur 'élément Is-invariant de
indis (1) valant 1 en g. Sachant que le groupe de Weyl Wy paramétrise les doubles classes de
Gs modulo Ig, on peut reprendre les calculs effectués dans [V1, Appendix 1.3 - Iwahori case|
pour démontrer qu’il existe un unique morphisme de Fp-algébres envoyant 7; sur I’élément
Is-invariant de indis(l) de support Igs;Ig et de valeur 1 en s; (avec i € {0,1}), puis que ce

morphisme induit un isomorphisme de F,-algebres
- 1G
Hg =~ Endﬁp[GS}(de:(l)) . (6.4)

On rappelle ' maintenant que si 7 est une représentation lisse irréductible de G'g sur F,, Pespace
mls formé par ses vecteurs Ig-invariants est naturellement muni d’une structure de module &
droite sur l'algebre des endomorphismes du F,[Gs]-module indis (1), donc d’une structure de
‘Hs-module a droite grace a I'isomorphisme (6.4). Soulignons tout de suite que ce module peut
éventuellement étre nul, y compris lorsque 7 est une représentation lisse irréductible de Gg.
Cependant, le Lemme 6.3.1 montre que, si 'on souhaite comprendre la structure de module
des espaces de vecteurs Ig(1)-invariants (qui sont quant & eux non nuls dés que 'on considére
des représentations lisses non nulles, cf. Lemme 2.1.9), il est trés utile de connaitre la structure
de module de 7’5 lorsque cet espace est non nul.

Les résultats de cette sous-section reposent essentiellement sur I’étude des représentations

13. Et l'on renvoie & la Section 2.3.3 pour plus de détails.
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lisses irréductibles de Gg sur Fp effectuée dans le Chapitre 3, sur la détermination des espaces
de vecteurs I-invariants pour les représentations lisses irréductibles de G sur F, réalisée par
Vignéras [V4], et sur les liens entre H-modules simples et Hg-modules établis dans la sous-
section précédente.

Cas des représentations non supersinguliéres

Nous commengons par rappeler ’énoncé suivant [V4, Section 6.5] qui fournit la structure
de H-module a droite'* des espaces de vecteurs I-invariants pour les représentations lisses
irréductibles non supersinguliéres 1 de G sur F,, contenant des vecteurs I-invariants non nuls.

Les notations sont celles qui ont été introduites dans le Chapitre 3; en particulier, si A € ﬁ;

est un scalaire non nul, on désigne par ) le IF)-caractére lisse de Bg obtenu par inflation du
caractére lisse non ramifié de F'* envoyant wpg sur \.

Théoréme 6.3.20. 1. Le H-module 17 est isomorphe a Mi(1,0).
2. Le H-module (Stg)! est isomorphe a Mi(1,—1).

3. Pour tout scalaire non nul A € F,, le H-module (Ind$(uy @ 1))! est isomorphe a

p)
Ma(A, A71).

Rappelons maintenant que les résultats démontrés dans le Chapitre 3 (Corollaire 3.4.14,
Théoréme 3.4.20 et Remarque 3.4.21) fournissent ’énoncé suivant.

Lemme 6.3.21. 1. Toute Fp—représentation lisse irréductible non supersinguliére de Gg qui
admet des vecteurs Ig-invariants non nuls est isomorphe a une et une seule des repré-
sentations suivantes :

(a) le caractére trivial 1 ;
(b) la représentation de Steinberg Stg ;
(c) la représentation de la série principale Indgg (pr) avee X € F)\{0,1}.
2. L’espace 115 est égal a 17.
3. Linclusion® de lespace (Stg)! dans (Stg)'s est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

4. Pour tout scalaire non nul A € F;, Vinclusion de (Ind%(uy ® 1))7 dans (Indgi (px))'s
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Les Lemmes 6.2.6, 6.3.16 et 6.3.17 nous permettent alors d’en déduire le résultat de structure
suivant pour les espaces de vecteurs [g-invariants des représentations lisses irréductibles non
supersinguliéres de G g sur F), admettant des vecteurs Ig-invariants non nuls.

Théoréme 6.3.22. 1. Le Hg-module 175 est isomorphe au caractére My (0).
2. Le Hg-module (Stg)'s est isomorphe au caractére My (—1).
3. Pour tout scalaire A € F,\{0,1}, le Hg-module (Indgg(ux))ls est isomorphe au Hg-
module standard My (A~1).

Remarque 6.3.23. Le méme argument permet de montrer que le Hg-module (Indgg (1))!s

est isomorphe au Hg-module standard M5 (1). On peut aussi directement déduire ce résultat
des Théorémes 6.3.11 et 6.3.22.

14. Qui existe grace a I'isomorphisme analogue de (6.4) démontré dans [V1, Section 1.1].

15. On rappelle que, pour les F,-représentations lisses irréductibles de G et de Gs, la non-supersingularité
est équivalente a la non-supercuspidalité. Cette équivalence est prouvée dans [BL94, Corollary 36] pour G et
par le Corollaire 3.5.41 du Chapitre 3 pour Gs.

16. Grace a l'application de restriction de G & Gg; pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur vers la
Section 3.4.5 du Chapitre 3.
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Cas des représentations supersinguliéres

On suppose dans ce paragraphe que F' = Q. On sait alors par le Théoréme 3.6.13 qu’il
existe p classes d’isomorphisme pour les représentations supersinguliéres de Gg, qu'un systéme
de représentants en est donné par la famille de représentations {m,,0 < r < p — 1} construites
dans la Section 3.6, et qu’elles permettent de décomposer les représentations supersinguliéres
de G obtenues par Breuil [Br, Théoréme 1.1] de la fagon suivante :

Vre{0,...,p—1}, n(r,0,1)|gs = T B Tp—_1—r -

Sil’on note v, := [I3, "] le vecteur Ig(1)-invariant qui engendre naturellement la représentation
17

mr ', on dispose alors du résultat suivant [V4, Section 6.5].

Lemme 6.3.24. Le H-module m(0,0,1)! est isomorphe au H-module standard supersingulier
M5(0,1) et admet une base adaptée de la forme {vo,y} ot y est un vecteur Is(1)-invariant
engendrant le sous-Fp[Gg]-module m,—1 dans (0,0,1).

Par ailleurs, nous savons grace aux Propositions 3.6.7 et 3.6.11 que les seules représentations
supersingulieres de Gg qui admettent des vecteurs Ig-invariants non nuls sont (& isomorphisme
prés) les représentations my et m,—1, et que leurs espaces de vecteurs Ig-invariants sont alors,
tout comme leurs espaces de vecteurs Ig(1)-invariants, de dimension 1 sur F,. Grace au Théo-
réme 3.6.3, qui assure que tout vecteur Ig(1)-invariant de 7(0,0,1) est en fait I(1)-invariant,
on peut déduire de ce qui précéde le résultat suivant.

Théoréme 6.3.25. On suppose que F' = Q,.
1. Le Hg-module Wés est isomorphe au caractére My (—1,0).

2. Le Hg-module 7711)5_1 est isomorphe au caractere My (0, —1).

Correspondance via le foncteur des Ig-invariants

En suivant ce qui existe dans le cas des H-modules, nous introduisons la terminologie
suivante : un Hg-module simple est dit supersingulier s’il n’est pas isomorphe & un quotient
d’'un Hg-module de la forme (Indgg (n)fs avec 1 un Fp-caractére lisse de Bg. Par ailleurs,
I’application qui envoie une représentation lisse de Gg sur son espace de vecteurs [g-invariants
induit un foncteur allant de la catégorie des Fp—représentations lisses de Gg engendrées par leurs
vecteurs Ig-invariants vers la catégorie des Hg-modules & droite que 'on appelle le foncteur
des Ig-invariants. En comparant les résultats donnés par les Théorémes 6.3.22 et 6.3.25 a la
classification des Hg-modules simples de dimension finie sur F,, fournie par le Corollaire 6.3.14,
on obtient alors les deux énoncés suivants, le second étant valable sans hypothése particuliére
sur le corps F.

Théoréme 6.3.26. Le foncteur des Ig-invariants établit une bijection entre [’ensemble des
classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles de SL2(Qp) sur Fp engendrées
par leurs vecteurs Ig-invariants et l’ensemble des classes d’isomorphisme des Hg-modules
simples de dimension finie sur F,.

Théoréme 6.3.27. Le foncteur des Ig-invariants met en bijection l’ensemble des classes d’iso-
morphisme des représentations lisses irréductibles non supercuspidales de SLa(F') sur Fp engen-
drées par leurs vecteurs Ig-invariants et I’ensemble des classes d’isomorphisme des Hg-modules
simples non supersinguliers de dimension finie sur EJ.

17. On renvoie le lecteur a la Section 3.6 pour les définitions et les notations
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Compatibilité aux applications de restriction

Pour terminer cette sous-section, nous rappelons que ’on dispose de deux applications de res-
triction : la restriction & Gg des représentations modulo p de G, qui est canoniquement définie,
et la restriction & Hg des H-modules & droite. Grace aux résultats prouvés dans cette sous-
section et dans le Chapitre 3, nous disposons de ’énoncé suivant, qui affirme essentiellement
que la prise des invariants sous le sous-groupe d’Iwahori standard commute aux foncteurs de
restriction, et est rendu possible grace aux deux faits non triviaux suivants ' :
— le sous-groupe d’Iwahori standard I de GLo(F') agit trivialement sur I’espace des vecteurs
Is-invariants de toute F,-représentation lisse irréductible non supercuspidale de G Ly (F) ;
— le sous-groupe d’Iwahori standard I de GL2(Q,) agit trivialement sur I'espace des vec-
teurs Ig-invariants de toute Fp-représentation lisse irréductible de G L2(Q)).

Corollaire 6.3.28. 1. Soit ™ une Fp—représentation lisse irréductible de GLo(Qp). Le Hg-
module obtenu par restriction du H-module 7! est isomorphe au Hg-module (W\SLQ(QP))IS'

2. Soit ™ une F,-représentation lisse irréductible non supersinguliére de GLo(F). Le Hg-
module obtenu par restriction du H-module 7! est isomorphe au Hg-module (7r|SL2(F))IS,

6.3.6 Structure de la deuxiéme algébre de Hecke-Iwahori

-1
On fixe un parameétre r € {1 cees [‘1;—1}} que l'on suppose différent de g

lorsque ¢ est

impair. On définit la deuxiéme algeébre de Hecke-Iwahori Hg(r) comme ’algébre des endomor-
phismes du F,[Gg]-module ind]GSS (w" @ w177, Elle se décompose sous la forme

~ A, B,
Hslr) = ( Byir Ag-1— )

Ay = Endg ¢ 4(ind7 (W) ;

Ag-1—r = Ende[Gs}(ind[GSS (W) 5

B, = Homg (ind?: (W), indig (wi=17m))
By-1- = Homg 5 (ind§s (wa177), ind 7 (W) .

ou l'on a posé

La terminologie employée vient du fait que cette algébre d’endomorphismes est ’objet qui
corrspond pour Gg a la Fj-algébre appelée seconde algébre de Hecke-Iwahori pour G dans [V1,
Section 2.2].

Le but de cette sous-section est de décrire la structure de l'algébre 7:25(7“) en étudiant
chacune de ses quatre composantes ainsi que les relations qui existent entre elles. Remarquons
que si A, et Ay_1—, sont bien des Fp—algébres, ce n'est pas le cas de B, et de By_1—_,, qui sont
cependant munis (par composition naturelle des fonctions) d’une structure de bimodule sur A,
et sur A1, :onaeneffet Ay 1_,0B,0A4, CBret AyoBy 1_r0A; 1 C By_1_y.

Description des Fp—algébres Aret Ag_1_,

Notons A la F,-algebre commutative F,[X,Y]/(XY,Y X). On dispose alors du résultat suivant,
qui décrit la structure des IFj-algebres A, et Ag_1_,.

18. Respectivement démontrés par les Théorémes 3.4.20 et 3.6.3 du Chapitre 3.
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Theoreme 6.3.29. Soient T} et S, les éléments de A, ayant respectivement pour support'®

Igao Is et Isagls et valant®® respectivement 1 en aol et en ag. L’application IF -linéaire
envoyant T, sur X et S, surY induit un isomorphisme de F,-algebres A, ~ A.

Démonstration. Le plan de la démonstration est identique & celui qui sous-tend la preuve du
résultat analogue existant pour G [V1, Appendix 1.3|. D’aprés la Proposition 2.3.2, I'algébre
Hr = Endg ¢ (indIGSS (w")) est naturellement isomorphe a ’algébre de convolution H, des

fonctions f : Gg — F, & support compact modulo Ig telles que f(igj) = w”(i5)f(g) pour tous
éléments i, j € Ig et g € Gg. La Proposition 3.5.30 assure en outre que si I'on désigne par T,
I'élément de H, qui correspond via cet isomorphisme a la fonction de H, ayant Isoy, " Ig pour
support et 1 pour valeur en oy ", alors la famille {T},,n € Z} est une base sur Fp de I'espace
vectoriel H,. Remarquons maintenant que I’on dispose des décompositions suivantes en classes
a gauche disjointes :

VneN Igay"ls= |_| u(—z)og "Is
€A
VneN, Isafls= | | u(-wpz)afls

x€A2n

ou Ay = {[ao) + wrla1] + ... + @ tax_1], a; € kr} est un systéme de représentants des
éléments de Op/w}?(’)p. On peut donc appliquer la formule (2.4) pour obtenir2! I'action des

opérateurs T, sur la fonction standard [Io, 1] € ind?ss (W) :

VneN, Tul1)= Y [E(-wrz)ag,1];
r€A2,
VneN, T ,(I1]) = Z [u(—z)oy ™, 1] .

m€A2n

Rappelons que ces égalités suffisent & caractériser les opérateurs T,, par Gg-équivariance et par
p-linéarité. Puisque I'on a aft(z)ay™ = u(waz) et ap "u(z)al) = u(w ), un calcul direct

reposant de nouveau sur la formule (2.4) montre alors que :

V>0, TyoTy="Th1=T0T;
V?”LZL TfIOTfn:T—(n-Q—l):TanTfl-

Pour terminer la preuve de la premiére assertion, il nous reste & démontrer que Th o T_; =
T_1 0T = 0. Nous allons démontrer que (77 0 T—1) ([I2,1]) = 0 : par Gg-équivariance et par
Fp—linéarité, cela suffit & justifier la nullité de T} o T_1, et les calculs pour T_1 o T} s’effectuent
de la méme maniére. L’application de la formule (2.4) assure que l'on dispose des égalités

suivantes :
(TroTy) (12, 1]) = D Y Ju(—2)ag u(—wry)ao, 1]
€A ycAs
= Z Z —Wp y) 1]
r€A2 ycAs
- Z [u(— Z Z —Wpg y) 1] .
€A yEA\{0} z€A2

19. On appelle support d’un élément de A, ou de Ay—1—, le support dans Gs de la fonction qui lui correspond
par réciprocité de Frobenius compacte (cf Proposition 2.3.2 du Chapitre 2 pour plus de détails).

20. Remarque analogue a celle concernant les supports.

21. On rappelle que le caractére w” est trivial sur le pro-p-groupe Is(1), donc qu’il l’est en particulier sur les
éléments de la forme u(z) et u(wrzx) avec x € OF.
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Comme le caractére w” est trivial sur Ig(1), la premiére somme qui apparait dans le membre
de droite de la derniére expression est égale a Card(Az)[l2, 1], et est donc nulle car Card(As) =
0 [p]. Pour traiter le second terme, on remarque que pour tout élément non nul y € F', on a :

a(gt) = =t e (775

ce qui assure que u(—x)ﬂ(—w}ly) appartient a Igs1agls quels que soient les coefficients z € Op

et y € Op\{0}, et implique en particulier que la somme Z Z [u(—2)u(—wp'y), 1] est
yGAg\{O} €A

un élément de Hl,. & support dans Igsiaplg, i.e. dans Igwgaglg si I’on reprend les notations

q—1

du Chapitre 3. Comme nous avons supposé r distinct de 0 et de , la Proposition 3.5.30

assure qu’il n’existe pas d’élément non nul de H, dont le support est inclus dans Iswgaglg.
Par conséquent, la somme considérée ci-avant doit étre nulle, ce qui prouve finalement que
T1 oT_1 = 0 et termine la démonstration puisque nous avons posé 1) ;=17 et S, :=T_1. 0O

Remarque 6.3.30. Avec des notations analogues, le méme argument permet de montrer que
la F,-algeébre A, ;_, est isomorphe a A par I'application F-linéaire qui envoie Tj,_;_, sur X
et Sg—1—, sur Y. Par ailleurs, I’action par conjugaison de ¢ sur les E,—caractéres de Ig induit un
isomorphisme de E,—algébres de A, sur A;_1—,. L’automorphisme de A défini par la composition
de ces trois isomorphismes est alors égal & automorphisme de F,-algébres envoyant X sur Y
et Y sur X, et non pas a l'identité de A.

Description du (4,-1—,, A,)-bimodule B,

Les calculs menés dans la preuve du Lemme 6.3.1 montrent que si I’on considére, pour tout
entier n € Z, 'élément S] € B, correspondant (par réciprocité de Frobenius) a la fonction f, de
la composante (Ig,w")-isotypique de ind%s (w?177) ayant pour support Issiog " Is = Isafisils
et pour valeur 1 en offsq, alors {S, n € Z} est une base du F,-espace vectoriel B;.

Les décompositions en doubles classes a gauche disjointes

|_| u(z)(afs)) Mg sin<0,

A
IS O[TLSl —IIS — zE 2(—n)+1
(afs1) |_| T(wpz)(ahs) s sin>1),

T€A2n—1
permettent alors de décrire ?? I'action des opérateurs S” en calculant leur valeur sur la fonction
standard [I2, 1] € indis (w") (ce qui suffit a les caractériser par [F,,-linéarité et G g-équivariance) :

Z [u(z)(afs) 1] sin<0

Sy (12,1 = C€A(—n)+1
et > [a(wrz)(afs) 1] sin>1

€A1

Y [w@afs, (-1 sin <0

TEA(—n)+1

> [a(wrz)ags, (-1 sin>1.
r€An—1

Comme nous 'avons déja indiqué, cela n’a pas de sens de vouloir composer directement deux
éléments de B,. Cependant, on peut composer un élément de B, par un élément de A, (a droite)

22. Toujours par réciprocité de Frobenius compacte.
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ou de Ag—1—, (& gauche). Le résultat de ces compositions fait 'objet du prochain énoncé, que
I’on démontre par calcul direct & partir des formules explicites données ci-avant.

Lemme 6.3.31. Soit n € N.

1. Pour toutn >0, on a

{Tq”oSansqnﬂ) ; ST, 0T, =0 :

Sq-1-r 087, =0 ; SLpoS =501
2. Pour toutn >1, on a
Ty-1-+0S,=0 ;o Spolr=5111
Sg-1-r05, =S40 5 5,08 =0

Démonstration. Par Gg-équivariance et Fy-linéarité des opérateurs considérés, il nous suffit de
vérifier que l'on dispose des égalités annoncées aprés évaluation en [Ia, 1] € indig (w"). Nous
allons tout d’abord calculer ’action de T5_1_, et de Sq—1—, par composition a droite, puis nous
nous occuperons de I'action de 7). et de .S, par composition a gauche.

On commence par supposer que n > 0. On a tout d’abord

(Tq—l—r ° Sin)([l% 1]) = Tq—l—r Z [U(Q?)Olansl, (—1)q7177q]

€A 41

= Z Z [u(z)ag " s1U(—wpy)ao, (—1)9717]

r€A2n+1 YEA2

= D> (u w(@ry)siag, (=1)77177]

€A 41 YEA2

_ Z Z 2n+1y)aan81a0, (_l)q—l—r]

€A 41 YEA2

= > [y sy, (1))

z€A2n43

S” oy (U2, 1)) -

On déduit notamment de ces égalités que I'on a S;_1_, 085", g—1—r O T ' 1_, 0S5, pour tout
n > 0, ce qui montre déja que Sg_1—, 0 S, =0sin >1 pulsque la Remarque 6.3.30 assure
que Sy—1—r 0 Ty—1— = 0. Lorsque n = 0, on a directement

(Sq-1-r 0 S)([2,1]) = Sg-1—r | Y [u(@)s1, (=1)77 1]

T€A

= 3 > [u@)siu(—yag!, (-1

:EEAl yEAg

= 3 Y [ul@)siap tu(~wgly), (1)1

TEA] yeAs



184 LE caAs n=2

soit donc

(Sq-1-r 0 Sp) (2, 1]) = Y [ul)agsy, (~1)7'7"]

TEA

-2
—w -1 -1-
=+ g E aoslu(wpy 1)( OF Y w2yl >517(_1)q ! ]
F

€A yEAQ\{O}

= Z [awosiu(—wha), (—1)97 177

T€A

2. -1 —wrY -1 _qye-1-r
™ Z Z z)oou(—wpy )51< 0 — w2y >317( ) e

z€A1 ye A2\ {0}

Sachant que u(—w%z) appartient a Ig(1) pour tout élément = € Ay, on obtient déja la nullité
de la premiére somme qui apparait dans I’expression ci-dessus (car, une fois encore, Card(A;) =
0 [p]). Ceci prouve que 'on a en fait

_ — w52 -1 1,
(Sq—1—r 0 55)([L2,1] Z Z z)agu(—wy 1)81< wOF y 9 )sl,(—l)q 1=,

()
z€A1 yeAx\{0} FY

On remarque alors que 'on dispose, pour tout y € A2\{0}, des identités matricielles suivantes :

-2 -2
_ -y —1 0 —1 -1 oY
A G R S ) | (e
_ why 0
N e o T L

—1

-1

Etant donné que w%y appartient & pp pour tout coefficient y € A9\{0}, on a ainsi montré

—w;2y —1

que u(—w%y‘l)sl ( 0 o2 y_l > 51 appartient a onZIS, ce qui montre que le support
~%F

de (Sy—1-r055)([I2,1]) est contenu dans Isaf s, et implique donc que la nullité de la fonction
(Sq—1—r 055)([L2,1]) grace a la Remarque 6.3.2.

Supposons maintenant que n > 1. On a tout d’abord

(Sq1-r 0 S 1]) = g | D [E(wra)agsy, (—1)7 1]

rC€A2n-1

= Y Y ernafsiu(-ylagt, (-1

x€A2,—1 YEA2

- Z Z w(wrz)alu( y)510451, (=171

€A1 YEA2

= Z Z u(wpz)u w%ny)agslaalﬁ (_1)117177“} )

TEA2n_1 yEAQ
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ce qui s’écrit aussi

(Sg—1—r 0 Sp)([I2,1]) = Z Z u(wp(z +w%n 12/))@8“51, (=1)977]

r€A2n—1 YEA2

= > [@rz)agts, (1)

2€A2n+1
= S:L—&—l([IZ’l]) )
et prouve donc que I'on a Sq—1—,0.5), = 5’; +1- On en déduit en particulier que pour tout entier

n>2onaly_1-,05, =T4_1-, Sq 1_, 087 = 0 car nous savons grace a la Remarque 6.3.30

que T4—1— 0 S4—1—r = 0. Lorsque n = 1, on dispose directement du calcul suivant :

(Tyar o SN = Tyoaer | D fa(mra)aosy, (~1)777]
T€EA;

Z Z u(wrx)ags1i(—wry)ag, (1)1

TEAL y€As
Z Z u(wpz)apu(wry)siog, (—1)77177]
xGAl yEAz

-1 q—1-—r
Z Z wa wF y)Sl,(_l) ] )
T€A yEA2

que 'on peut réécrire sous la forme

TrrroSE) = ¥ % Y [@rounu@r s, (-177)

€A yo€AL y1 €A1

= Z Z u(wpx)u(yr)st, (— 1)‘1_1_T]

T€A Y1 €A1

CLEE e (T )

T€EAL y1€41 y0€A1\{0}

La premiére double somme qui apparait dans cette nouvelle expression peut étre découpée de
la fagon suivante :

_ r —1 —1—p
Z [@(wwpz)sy, (—1)71 Z Z u(wpz)u(y; )( %1 yo! >,(_1)q 1=
€A x€A1 y1€A1\{0} 1

Etant donné que u(wpx)s; = sju(—wpz) appartient a s1/g(1) pour tout coefficient x € Ay,
on a déja Z [@(wpz)s1, (—1)97177] = 0. Par ailleurs, si « appartient a A; et si y; appartient

x€Aq
a A;\{0}, on a aussi

atweeyatn ) () = at e ()

0 wy;
1 Y1 -1
= ) ( WP Yy — wWFT )

= —1) vy —1 1+ wpay —WFY
1 0y wrry; 1 —wpay
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14+ wprxyy —WpT
wpeyl 1 —wpay
deux & A;. On déduit donc de tout ceci que

Z Z (wrr)u(y; )<y01 3211 ),(—1)qlr]

z€A1 y1€A1\{0}

- X X me (g A ) e

rEA) y16A1\{0}

= conaan | S mort)(§ 5 ) 0

0
y1€A1\{0} h

avec ) qui appartient a Ig(1) puisque x et y; appartiennent tous

= 0,

la derniére égalité venant de la nullité de Card(A4;) dans F,. Ceci prouve finalement que
(Tg—1—r 0 ST)([I2,1]) est en fait égal a

1 .
DI DTN CRTEY (TR N I

z€A1 y1€A1 yo€A1\{0}

ou encore a

B DD DL CR R AT I (g ER B

x€A1 y1€A1 yocA1\{0} 0
En particulier, le support de cet élément est contenu dans I SQ%I 5, ce qui implique que ’on doit
avoir (Ty—1—, 0S7)([I2,1]) = 0 d’aprés la Remarque 6.3.2, et prouve donc que Ty, 0S] = 0.

Passons a présent a I’étude de ’action de T et de S, sur B;, en regardant d’abord son com-
portement sur les opérateurs S”,, avec n > 0. Grace aux relations déja prouvées, il nous suffit
de savoir calculer Sy o T et Sj o S,. Nous commencons par le calcul de Sj o S, : d’apres les
formules données ci-avant, on a

(SgoS)(I2,1]) = S5 | D [u(—2)ag™,1]

= > D [u(=z)ag uly)si, (~1)""7]

r€A ye Ay

= 3 3 [ul-2)u(@iy)ag sy, (~1) 1]

r€A yeA

= > [u(z)ag s, (1)1

z2€A3
= S5 ([I2,1])

ce qui prouve par Gg-équivariance et F,-linéarité que Sjo .S, = S”,. Une récurrence sur n > 0
permet alors d’en déduire que :

VnZU’ SinOST:TqifnlfrOS(goST:Tinl OSZl:Si(”‘H) ’
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Calculons maintenant Sj o T, en identifiant sa valeur en [I2, 1]. On a tout d’abord

(SyoT) (1)) = S| 3 [a(~wra)a, 1]

TEAg

= Y Y [a-mra)acu(y)sy, (-1

r€A2 y€A

= Z [u(wpz)agst, (1) 7]

TEAg
—1
b Y Y atwenant ) ()
x€A2 yeA1\{0}

La premiére somme qui apparait dans le membre de droite de ’expression ci-dessus peut étre
réécrite sous la forme suivante :

3 wraarss, ()7 = Y Y wraouhaoos, (<17

x€As CC()GAl T1€EA

= Z Z u(wpzo)agsiu(—z1), (—1)77177

x0 €A1 1 €A1

= Z Card A1 (wa())Oé()Sl ( 1)q—l—r] s

xo€A1

ou le passage de la seconde égalité a la troisiéme est possible puisque u(—z) appartient a
Is(1) pour tout coefficient z € A;. Sachant que Card(A;) = 0 [p], on obtient ainsi la nul-
lité de la somme considérée, ce qui montre que I'élément (S§ o T;)([I2,1]) est en fait égal a

S fa-wra)asly” 1)(3’ S5 ) 07 o encore

x€A2 yeA1\{0}
_ 1 .
> X mewruta( § ) et

€Az ye A1\ {0}

qui est & support contenu dans I SaOZIS. La Remarque 6.3.2 implique alors la nullité de cet
élément, ce qui prouve bien que Sy o T;. = 0.

Supposons enfin que l'on ait n > 1. La encore, les formules démontrées ci-avant justifient qu’il
nous suffit de calculer ST o T}, et S7 o S,. On a tout d’abord

(7o T)([2,1]) = 87| ) [(-wrz)ag, 1]

TEAs

Z Z —wrx)apu(wry)apst, (— 1)q717r]

r€A2 yeA

= > > [u(-wr(z - @Fy))agst, (~1) ]

r€A ye Ay

= Y [a(wrz)adsi, (—1)171]

zEA3

= S5([2,1]) ,
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ce qui démontre que 'on a ST o T, = 55. On en déduit alors par récurrence que l'on a, pour
tout n > 1,
Sy oT, = oSjoT. =51 .

Calculons enfin la valeur de ST o S, en [I2,1]. Par définition des opérateurs en jeu, on a

ql’r

(7o S)([2,1]) = ST [ D lul-w)ay' 1]

T€As
= ) ul w(wry)agst, (~1)717]
r€EA2 yeA;
= 3 3 u(—a)a(wpty)ss, (~1)77]
r€A2 y€AL
= Y [u(=2)s1, (1)1

TEA9

-1
w 1 —1—r
D DR DN e N (SR PHE Ly

z€A2 ye A1 \{0}

= Y > [u(—zo)siu(wpa), (1)

ro€EA] x1€AL

F Y Y e (Y0 ) e
u(—xz + wpy 1 wply ) :
z€A2 yc A1 \{0}
Puisque u(wpzy) appartient & Ig(1) pour tout coefficient x; € Aj, la premiére somme qui
apparait dans 'expression ci-dessus est égale a Z Card(Ay)[u(—z0)s1, (1) 17", et est

x0€A1
donc nulle puisque Card(A;) est congru a 0 modulo p. Par suite, 1’élément (ST o S;)([12, 1]) est

en fait égal a

_ wry ! 0 q—
> X termn ) (TN ) 0

€Az ye A1\ {0}

> X ety egt (L)) o,

r€A2 yc A1 \{0}

c’est-a-dire a

et est donc de support inclus dans IgaOZIS. D’aprés la Remarque 6.3.2, cet élément doit étre
nul, ce qui prouve que ST oS, est identiquement nul et termine la démonstration. O

Description du (A,, A;_1_,)-bimodule B, ;_,

Les calculs menés dans la sous-section précédente restent entiérement valables, sous peine
d’échanger les paramétres r et ¢ — 1 — r, lorsque l'on cherche & obtenir la structure du
(A, Ag—1-r)-bimodule B,_1_,. On obtient donc directement qu'une base du Fp—espace vec-
toriel B;_1_, est donnée par la famille {S%fl*r, n € Z} caractérisée par les égalités suivantes :

Y [u(@)egs, (-1)7]  sin<0

Vnez, S9([I, 1)) = { Tlmn :
Y [(wpz)agsy, (1) sin>1.

r€A2n—1
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puis que la structure de (A, Aq_l_r)-bimodule portée par B,_1_, est donnée par les formules
suivantes, qui sont I’exact analogue de celles données dans le Lemme 6.3.31.

Lemme 6.3.32. Soit n € N.

1. Pour toutn >0, on a

—1- 1 —1-
Ty o Sgnl f=51 (n—&-I) ) Sgnl "oT; 1, =0 X ;
Sro ST =0 P ST e S = ST
2. Pour toutn > 1, on a
q—1—r A q—1—r _ aq—1-r .
T o Sy =0 ;i Sn © qulfr = Sn+1 )
SpoSETITT =8I0 5 SE T oS, =0

Description des éléments de B, o B,_1_, dans A, 1_,

Pour disposer d’une description compléte des éléments de 'algébre ﬁs(r), il nous faut décrire
les éléments de la forme S¥ o SLF ¢ Aq_1_j pour tous entiers n,m € Z et pour tout
paramétre k € {r,q — 1 — r}. Nous allons traiter dans cette sous-section le cas du paramétre
k = r : celui du paramétre k = ¢ — 1 — r s’obtient par les mémes calculs (en y échangeant bien
entendu les roles de r et de ¢ — 1 — ), et les résultats qui lui sont associés seront donnés dans
la sous-section suivante.

D’aprés les relations obtenues dans le Lemme 6.3.31, il nous suffit de calculer ST o Sffl*r,
S o Sf_l_r 0 Sh, S o Sf_l_r et Sgo Sg_l_r pour connaitre tous les éléments de By o By_1_;.

Lemme 6.3.33. On dispose des égalités suivantes dans Ag_1—, :

((sies -0 oS (T

(-
STo ST = (<1 Sy 5 SpoSETTT=0

Démonstration. Par Gg-équivariance et F-linéarité, il nous suffit de vérifier que l'on dispose
des égalités voulues aprés évaluation en [I2,1] € ind?ss (w?177). On a tout d’abord

(Sto ST (1) = 87| D [(wrz)agsy, (-1)]

TEA

— Z Z U(wrz)apsii(wry)ogsy, (—1)771

T€A yeAL

= Z Z u(wpz)aou(— wa)Oéalv(_l)r]

T€EA yEA

— Z Z u(wprz)u w}ly),(—l)r]
T€A yeAL

= Y [a(@ra), (-1)]
T€A

+ Z Z t(wrz)u(—wry ) ( w}gly 1 1 )81,(—1)q1] -

()
2€A1 yeA\{0} FY
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Comme u(wpx) appartient a Is(1) pour tout élément = € Aj, la premiére somme qui apparait
dans 'expression ci-dessus est égale a Card(A;)[I2,(—1)"], et est donc nulle car Card(A4;) =
0 [p]. On obtient ainsi que

STost ) = X X Wwet -y o (Y T e (-1)]

€A1 yeA1\{0}

_ -1 9 .

S o EH R G S RO
z€A1 ye A1 \{0}

est un élément de A,_1_, dont le support est contenu dans Ssla%I 5, ce qui implique qu’il est
nul d’apres la Proposition 3.5.30 et prouve donc que I'on a ST o Sf_l_T = 0. Calculons ensuite
(S7o Sg_l_r)([lg, 1]). Les définitions des opérateurs S7 et Sg_l_r assurent directement que

(Sfos§ ([I2,1]) = S7[ D [ul@)si, (~1)"]

TEA]
= > ) [u(@)siu(wry)aost, (1))
€A yeA
- Z Z [u(@)u(—wry)ag ', (—1)"]
r€A yeA;
= Z [u(—2)ag !, (—1)"]

= (_1)TSq—1—7"([1271]) )
ce qui prouve que l'on a effectivement S o Sg_l_r = (=1)"Sq—1-¢.

Passons maintenant au calcul de (S{ o Si]_l_r)([fg, 1]). Par définition des opérateurs en jeu, on
a directement

(Sgo st ([I2,1) = S5 | D [(wra)agst, (~1)]

€A

= D [u(@r)agsiu(y)s, (~1)77]
€A yeA

5 S [@weadagu(-g), (-1)]
€A yeA

S S e (-]
€A yeA

— Y [-wrsdao, (-1

z€Ao
= (=0T ([, 1))

ce qui prouve que Sj o Si’fl*r = (—1)"Ty—1—,. Enfin, pour calculer (Sj o Sgil*r)([lg, 1]), il
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suffit d’écrire que

(S5 oS (I, 1) = Sp | Y lul)sy, (1))

TEAL
= Z Z z)s1u(y)st, (—1)971]
€A1 yeA
= Y Y -y (-1)]
€A yeAr
= S 01+ Y X Wy e () o
€AY z€A1 ye A1 \{0} y

= (1Y (e -y sy

TEAL

ce qui montre que (S5 0 SE'"")([I2,1]) est un élément de A, 1, dont le support est contenu
dans Igs1lg, et implique donc sa nullité grace a la Proposition 3.5.30. On en conclut par Gg-
équivariance et IF -linéarité que 'on a S o S§~ I=r = =0, ce qui termine la démonstration. [

En combinant les relations précédentes a celles démontrées dans le Lemme 3.3, on obtient
les formules plus générales suivantes.
Corollaire 6.3.34. Soient m € Z et n € N. On dispose des égalités suivantes dans Ag—1—,.

1. Sin >0, alors on a

r

0 stm <0 .

ST 08Il = { ()T, sim>1;

2. Sin>1, alors on a

1) n—m y <0 :
sposyor = { S sy

Démonstration. Supposons que n € N et que m € Z. Si m > 1, les expressions obtenues dans
le Lemme 3.3 nous permettent alors d’écrire que
ST oS =Ty oSges] oI = T o (<) Ty1-r)o T L, = (1) T

q—1-r q—1-r —r>

tandis que si m < 0, on a plutdt

r qg—1-r _ m r q—1-r -m
anOSm - qflfrOSOOSO OSqflfr_O .

Supposons maintenant que n > 1. Si m > 1, les formules du Lemme 3.3 nous donnent cette
fois
Sno St T =S o STo ST e T, =0,

tandis que si m < 0, on a

SpoSi 1T = Sy 08 oSt oS M = ST o((=1) Sg-1-r)0 5,1, = (<L) Sy,
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Description des éléments de B,_1_, o B, dans A,

Comme nous 'avons déja dit, les preuves des résultats énoncés dans la sous-section précé-
dente sont valables ligne a ligne une fois que 'on a échangé les roles tenus par les parameétres
r et ¢ — 1 —r. On dispose donc en particulier des deux énoncés suivants.

Lemme 6.3.35. On dispose des égalités suivantes dans A, :

SITT o8 =0 D SISy = (—1) T,
ST T o8y = (-1)171S, 5 ST oS =0 :

Corollaire 6.3.36. Soient m € Z et n € N. On dispose des égalités suivantes dans A,.

1. Sin >0, alors on a

g—l—r r (—n)-l=rrntm gim >1
Sn OSm_{O sim <0 .

2. Sin>1, alors on a

(—1)a-t=rgn—m  s5im <0;

sg—l—ros;l:{o sim>1.

6.3.7 Modules simples sur la deuxiéme algébre de Hecke-Iwahori

Nous avons précédemment expliqué que la description des Hé—modules simples a droite
passe par la compréhension de la structure des ﬁg(r)—modules simples & droite. Pour ce faire,
nous démontrons tout d’abord qu'un tel module est nécessairement de dimension 1 ou 2 sur
[, puis nous déterminons ensuite tous les modules simples de dimension sur F, fixée.

A cet effet, nous devons introduire quelques notations supplémentaires. Nous notons ep
et es les idempotents de ﬁg(r) respectivement définis par 'application identité de A, et de
Ay—1— (via le plongement diagonal de A, & A,—1—, dans ’f-vls(r)) Ils satisfont aux relations
usuelles, a savoir 23 eie; = d;je; pour tous indices ¢, j € {1,2} et e; + e2 = 1. Enfin, pour tout
élément T € Hg(r) et tout Hg(r)-module & droite M, on notera m|T I'action a droite de T
sur un vecteur m € M.

Majoration de la dimension des Hg(r)-modules simples a droite

Théoréme 6.3.37. Tout Hs(r)-module simple o droite est de dimension finie sur F, égale a
1 ou a 2.

Démonstration. Soit M un ﬁg(r)—module simple a droite. Notons My := M|e; et My := M|ey
les images respectives de M sous 'action des idempotents e et eo de ’gs(r), de sorte que 'on a
une décomposition en Fp—espaces vectoriels de la forme M = M; & M,. Par ailleurs, I’action de
ﬁs(r) sur M munit naturellement M; d’une structure de sous-A,-module de M et My d’une
structure de sous-A,_1_,-module de M.

Supposons que M; soit non nul et considérons un sous-A,-module non nul V; de M. Les
relations qui existent entre les éléments de ﬁg(?“) (démontrées dans la Section 6.3.6 ci-avant)
assurent que V := V; + (V1|B,) est stable sous l'action de ﬁs(r), ce qui implique que 'on
a V = M par simplicité de M, et donc Vi = M; aprés application de 'idempotent e;. Nous

23. On désigne par §;; le symbole de Kronecker, qui vaut 1 si i = j et 0 sinon.
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avons ainsi prouvé que si M7 est non nul, alors ¢’est un module simple a droite sur la Fp-algébre
commutative A,, et il doit par conséquent nécessairement étre de dimension 1 sur [F,,.

De la méme maniére, on démontre que si My est non nul, alors c’est un module simple & droite
sur la Fp—algébre commutative A;_1_,, et il est donc forcément de dimension 1 sur Fp. La
décomposition M = My @ M, achéve alors de prouver que M est de dimension finie sur Fp
égale?t a1 ou a 2. O

Réciproquement, nous devons maintenant déterminer tous les 7'~ls (r)-modules & droite simples
de dimension 1 ou 2 sur F,. Pour ce faire, nous commengons par remarquer le role important
joué par les caractéres de la Fp-algeébre commutative A = F,[X,Y]/(XY,Y X) dans le décou-
page des ﬁg(r)—modules a droite. Ces caractéres se répartissent en deux familles paramétrées
par A € F, : les caractéres p1(A\) qui envoient X sur A et Y sur 0, et les caractéres ug()) qui
envoient X sur 0 et Y sur A. Notons que lorsque A = 0, on a p1(0) = p2(0) que l'on notera
simplement 1(0), et que ce sont les seules égalités possibles entre deux caractéres de A.

Pour simplifier la compréhension des notations utilisées par la suite, nous désignerons par p} ()
le Fp-caractére de A, défini par p;(\) aprés application de l'isomorphisme A, ~ A établi dans
le Théoréme 6.3.29. Par exemple, u}(\) est le Fy-caractére de A, envoyant T sur A et S, sur
0. On notera u"(0) = u7(0) = p5(0) le Fy-caractére de A, envoyant T et S, sur 0. Pour des
raisons qui apparaitront dans la prochaine section, ce caractére sera appelé le caractére super-
singulier de A,. De la méme maniére, on dispose des Fp—caractéres ug_l_r()\) de Ay—1—r, avec
i € {1,2} et A € Fp, et 'on notera u?=1="(0) le caractére supersingulier de A,

Classification des Hg(r)-modules a droite simples

Fixons un Hg(r)-module & droite simple M. Tout comme dans la preuve du Théoréme 6.3.37,
nous posons M; := M]le; pour tout indice i € {1,2}, ce qui fournit une décomposition du
[F-espace vectoriel M sous la forme M; & Ms. La structure de ??[S('r)—module a droite de M
munit alors M; (resp. My) d'une structure de A,-module (resp. de A;—1_,-module) & droite,
et le Théoréme 6.3.37 assure que M7, M> sont chacun de dimension 0 ou 1 sur Fp.

Traitons tout d’abord le cas ot M est de dimension 1 sur F,, ce qui revient & dire qu’il
existe un paramétre A € F,, et un indice i € {1,2} tels que l'on ait (My, Ms) = (uf(\),0) ou
(M, Ms) = (0, ,ug_l_r()\)). Supposons par exemple que M soit non nul, i.e. de la forme pul (),
et fixons un vecteur non nul m € Mj. Les opérateurs T, et S, de A,, vus comme élément de

ﬁs(r), agissent alors respectivement sur m par les scalaires ;A et do; A :

m|T, = 01, Am ;
m\ST = 52i)\m .

Remarquons maintenant que les formules démontrées dans le Lemme 6.3.35 prouvent en par-
ticulier que I'on a T, = (—1)7 1" (ST "0 87) et S, = (—1)2 1" (S77" 0 S5). Comme on
a supposé¢ que My = {0} et puisque l'action de B, sur M envoie M; dans M, on obtient
nécessairement que

m|T, = (_1)q—1—rm|(sg—1—r o S) (_1)q—1—r(m‘571ﬂ)‘58—1—r —0,
m‘Sr == (_1)q—1—7’m|(si]7177' (e} Sg) — (_1)q—1—r(m|56)’511717r _ 0 ’

ce qui implique que 'on doit avoir A = 0 par comparaison des deux expressions donnant m/|7, ou
m|S; selon la valeur de i. Réciproquement, les formules obtenues dans la Section 6.3.6 assurent
que M;(0) := p"(0) @ {0} est bien un module a droite sur Hg(r), et il est manifestement de

dimension 1 sur ).

24. Le cas de la dimension 0 est exclu car on a supposé que M est simple, donc non nul.
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Les mémes arguments, reposant cette fois sur 'utilisation du Lemme 6.3.33, montrent que
lorsque My est non nul, la seule possibilité est d’avoir M = M»(0) := {0} & p4~177(0), qui est
bien stable sous l'action de Hg(r). On a donc finalement démontré le résultat suivant.

Théoréme 6.3.38. [l existe deux ﬁg(r)—modules a droite simples de dimension 1 sur Fp, a
savoir les caractéres Mi(0) := p”(0) @ {0} et M2(0) := {0} ® pd=177(0).

Supposons maintenant que M soit un ﬁg(r)-module a droite simple de dimension 2 sur

Fp, ce qui signifie qu’il existe deux indices i, j € {1,2} et deux parameétres \;, \; € Fp tels que
My = pf(Ni) et My = M?_I_T(/\j). Remarquons tout d’abord que la simplicité de M nécessite,
d’aprés les résultats que 'on a obtenus ci-avant sur la structure des ﬁs(r)—modules simples de
dimension 1, que les parameétres A; et A; soient tous deux non nuls.
Fixons maintenant un vecteur non nul m; € M;. Les vecteurs m|Sj et m1|S] appartiennent
alors tous deux a Mo, et ils ne peuvent en outre pas étre simultanément nuls : si c¢’était le cas,
on pourrait en effet reprendre les calculs menés dans la sous-section précédente (& partir des
Lemmes 6.3.33 et 6.3.35) pour prouver la nullité de \;, ce qui contredirait la simplicité de M.
Supposons par exemple que m; |S§ soit non nul et appliquons-lui 'opérateur 'opérateur S;_q1—; :
le Lemme 6.3.31 assure alors que l'on a

G2jAj(malSg) = (ma]SE)|Sg-1-
= m1|(Sg—1-r ©57)
=0 ,
ce qui implique que do; = 0, i.e que j = 1. Si I'on applique maintenant 'opérateur T,_;_, au
vecteur mq|Sg, on obtient, de nouveau grace au Lemme 6.3.31, que

oA (malSg) = (malSp)|[Tg—1-r
mi|(Ty1-r o )
mi|ST,
= m|(SyoSy)
= (ma]S)|5g
= di2Ai(ma]Sp)
ce qui montre par non-nullité de m1|Sj et de d1; que I'on a forcément d;p = 1, ie. i = 2, et
Ai = A

.. , . . . . R =X
On a ainsi prouvé que si m;|S est non nul, alors il doit exister un parameétre \ € [, tel que 'on

ait My = ph(\) et My = u‘f_l_r()\). De la méme maniére, on démontre que si m1|S] est non
nul, alors il doit exister un paramétre \ € F; tel que 'on ait My = Ml"()\)iet My = Mgflfr()\).
On définit réciproquement, pour tout scalaire non nul A € [F,, deux [Fj-espaces vectoriels

Mia(N) = 7pm1 &) Fpmg et Mo (\) := ?pnl &) Fpng que 'on munit des relations suivantes :
mlyS(’)":O; n1|86:n2;
mi|ST = ma ; n1|S7 =0 ;
my|T, = Amy ; n|T, =0 ;
m1]S, =0 ; ni|S, = Ang ;
mlqu_l_r =0; et n1|Tq—1—r =0;
ml’Sq—l—r =0; n1|Sq—1—r =0;
m1|Sg_1_r =0; n1|Sg_1_r =0;
mﬂSf‘l_r =0; nﬂSiJ—l_T =0.

Rappelons que I'on dispose en particulier, pour les actions a droite que I'on considére 2°, des
relations suivantes dans Hg(r) :

Aqu—l—r = B, A, = Bq—l—rAq—l—r = Aq—l—rBr =0;
ATAqflfr = BB, = qulfquflfr = AqflfrAr =0.

25. Si lon veut travailler avec une notation sous forme de composition (comme nous l'avons fait, lorsque
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Combinées aux formules démontrées dans la Section 6.3.6, elles permettent de vérifier directe-
ment que Mia(\) et Mai(\) sont bien munis d’une structure de module a droite sur Hg(r). On
dispose par exemple des calculs suivants :

p

m2‘Tq7177‘ = m1|(Tq717T © Sl) =0;

ma|Sy—1-r = m1|(Sg-1-r 0 §T) = m1[(S7 0 T;) = Amy ;

ma|ST T =ma|(STT T 0 S]) =0

ma| SETT = ma|(SET T 0 S7) = (1)1 | T, = (= 1)1 Amy
mQ‘TT =0 )

mQ‘ST =U;

mz‘SS =U3

mQ‘SI =0.

Ils montrent en outre que l'on a Mia(N) = pj(A) & Mgfl%()\), et I'on peut vérifier de méme
que Pon a Moy (N) = p5(A) @ pd 7" (A). La description des caractéres de Hg(r) donnée dans la
sous-section précédente implique done que Myz(A) et Moy (A) sont des Hg(r)-modules & droite
simples de dimension 2 sur Fp. Il est enfin immédiat de voir que ce sont des modules deux &
deux non isomorphes puisqu’ils sont associés a des caractéres centraux deux & deux distincts.

Si I'on récapitule ce qui précéde, nous obtenons finalement 1’énoncé suivant.

Théoréme 6.3.39. Pour tout ﬁs(r)—module a droite simple M de dimension 2 sur F,, il existe

un unique parameétre A € ?; tel que M soit isomorphe a l'un et un seul des deux ﬁg(r)—modules
suivants :

Mip(N) = pf(N) @ 17 (A) ou Moy (A) = pp(\) @& pd 1T (N)

On obtient donc finalement le résultat de classification suivant des ﬁs(r)—modules simples.

Corollaire 6.3.40. La liste suwante fournit un systeme de représentants des classes d’isomor-
phisme des Hg(r)-modules a droite simples :
— les caracteéres supersinguliers M;(0) et M2(0) ;

— les Hg(r)-modules Mia(\) et My (\) avec X € F;.

6.3.8 Structure de la troisiéme algébre de Hecke-Iwahori

Comme nous 'avons vu dans le Lemme 6.3.1, ’étude des modules simples sur la pro-p-algébre
de Hecke-Iwahori H(Gg,Is(1),1) fait intervenir une troisiéme algébre de Hecke-Iwahori qui
ne posséde pas d’analogue lorsque l'on s’intéresse aux modules simples sur la pro-p-algébre
de Hecke-Iwahori de G. Ce phénoméne refléte I'existence d’un caractére d’ordre 2 du tore fini
Ts(kr) fournissant par inflation un Fp—caractére lisse d’ordre 2 du sous-groupe d’Iwahori Ig
qui ne peut donc pas étre étendu en un F,-caractére lisse de Gg. Cette propriété n’existe pas
lorsque l'on travaille avec le tore fini T'(kr) de G puisqu’un tel caractére pourrait étre factorisé

a travers le déterminant 2°, et donc étendu en un Fp-caractére lisse de G [V1, Section 2.1.1].

Nous définissons H¥ comme la F,-algébre engendrée par la famille (7%)yew, munie des rela-
tions suivantes :
— relations de tresse : si w,w’ € Wy vérifient £(ww') = £(w) + £(w'), alors Tx, , = TaTr ;
— relations quadratiques : pour tout i € {0,1}, (7;)% = 0.

cela avait un sens, dans la Section 6.3.6), il faut renverser les expressions en les lisant de droite & gauche.
Nous utilisons ici la notation sous forme d’action & droite car c’est celle qui apparait naturellement lorsque
lon travaille avec des modules issus d’espaces de vecteurs Is(1)-invariants, et qu’elle permet en outre de faire
directement les calculs dans Hs(r) & Iaide de la multiplication matricielle usuelle.

26. C’est ce qui correspond au cas Twahori dans [V1, Section 2.1].
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Tout comme pour 'algebre de Hecke-Iwahori Hg, on peut démontrer que HY est le E,—module
de base (T, )wews. De plus, la démonstration du Théoréme 6.3.4 reste valable et permet de
prouver que Hg est la F,-algébre engendrée par les opérateurs T := Tq et Ty :=Tg;, qui sont
tous deux de carré nul a cause des relations quadratiques.

L’introduction de cette troisiéme algébre de Hecke-Iwahori est justifiée par le résultat suivant,
dont la preuve s’effectue de la méme fagon que lorsque 'on cherche & démontrer I'existence
d’un isomorphisme entre 'algébre de Hecke-Iwahori standard Hg et ’algébre de Hecke-Iwahori

H(Gg, Ig) (cf. Section 6.3.5).

Théoréme 6.3.41. Notons fy et f1 les éléments de Endﬁp[GS](indfj (w%)) qui sont respec-

. .. .. " . . . 1Ggy =1
tivement associés par réciprocité de Frobenius compacte aux éléments g, de mdls (w=)

définis comme suit :

— ’élément Yy a pour support Issols et vaut 1 en sq;

— ’élément Y1 a pour support IgsiIg et vaut 1 en sq.
1l existe alors un unique morphisme de Fp-algébres qui envoie fo sur Ty et fi sur T*, et il
induit un isomorphisme de Fy-algébres :

. 1Gg, =1 *
Ende[Gs](deS (w2)) =Hs .

Détermination du centre de H}

La structure des résultats démontrés dans ce paragraphe et de leurs preuves sont les mémes
que celles qui permettent d’obtenir les énoncés analogues pour ’algébre de Hecke-Iwahori Hg.
Les simplifications par rapport au cas traité ci-avant proviennent du fait que les opérateurs 7;*
et 7" sont de carré nul, ce qui n’est pas le cas des opérateurs 7Ty et 7T;.

Théoréme 6.3.42. Le centre de l'algebre HY est égal a la sous—Fp—algébre des polyndémes en
Vopérateur (Tg — T%)%.

Démonstration. Commencons par remarquer que 'égalité — (75— T*)? = T T + T T assure
que (75 — T;)? est effectivement un élément central de H puisque 'on a

{ TET ~ T = ~Te 75 = (g — Ti)°Ts
TETS — T = ~TA 3T = (Tg — T Ty

Pour démontrer que, réciproquement, tout élément du centre de H§ est un polynome en I'opé-
rateur (75" — 7;°)2, nous reprenons 'argument développé dans la preuve du Théoréme 6.3.9 et
raisonnons par récurrence descendante sur le degré homogéne maximal d’un élément du centre
en traitant tout d’abord le cas des éléments centraux de degré homogéne maximal égal a 1 ou
a 2.

Dire que Z := o7 + BT + 7 est un élément central de H¥ (avec , 3,7 € F,) équivaut & dire
que Z commute avec 7§ et avec T7*, ce qui signifie que I'on dispose des égalités suivantes :

BT T = BTy
aTi T = oI5 T

et implique donc que a = =0, i.e. que Z = y est une homothétie.

Supposons maintenant que Z = o7, T+ BT Ty +~77Ty + 07" + € soit de degré homogéne maxi-
mal égal a 2 (avec «, 3,7,0,€ € Fp). Les relations de commutation avec 75 et 7;* fournissent
cette fois les égalités suivantes :

5’76*’7]-*76*+57'0*71*:a%*ﬂ*%*+671* 0*’
aﬂ*%*']’i*_'_,yﬂ*T*:ﬁﬂ*%*ﬂ*_f_,y%*ﬂ*‘
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On en déduit que l'on doit avoir v = § = 0 et a« = F, ce qui prouve que Z est égal &
a(TyTF +2T1*76*) +e=—a(Ty —T)? + € et est donc effectivement un polynéme en I'opérateur
(7o = T)"

Traitons enfin le cas général d’un élément central Z de degré homogéne maximal d > 2 en
distinguant selon la parité de d.
- Si d = 2n est pair, on peut écrire Z sous la forme Z = (T T)" + B(TXTH)"™ + Z1
avec Zy € F,[Ty, T;*] de degré homogéne maximal strictement inférieur & d. La relation
ZTy =Ty Z se réduit alors a

BT (TITS)" + 75 %1 = oI5 (TTT5)" + 2075

avec Ty Z1 et Z1 T, tous deux de degré homogéne maximal strictement inférieur & 2n 41,
ce qui implique que I'on doit avoir @« = B et Z; qui commute avec 7. Ceci permet
d’écrire Z sous la forme Z = (T3 — T7)?" + Z, avec Z; de degré homogéne maximal
strictement inférieur & d. On conclut alors en remarquant que Z; = Z — (T —T)?" est
encore un élément central de H%, et est donc un polynoéme en (7 — 7;*)? par hypothése
de récurrence.

- Sid = 2n+1 est impair, on peut écrire Z sous la forme a7 T)" T+ B(TTo)" T + Z2
avec Zz € F,[Ty, T*] de degré homogeéne maximal strictement inférieur & d. La relation
ToZ = Z7T§ se réduit alors a

BTGTE)™ 4 T 2a = ST TS )™ 4 2T

ce qui implique que 3 = 0 et que Z5 commute avec 7. De méme, la relation 7*Z = Z7T*
nécessite que 'on aie @ = 0 et Z3 qui commute avec 7;*, ce qui montre finalement que
Z = Zj est un élément central de Hy de degré homogéne maximal strictement inférieur
a d, et est donc un polynéme en (75 — 77*)? par hypothése de récurrence. O

6.3.9 Modules simples sur la troisiéme algébre de Hecke-Iwahori de Gg

Nous allons maintenant classifier les Hg-modules simples (a droite) de dimension finie sur
[F,,, et obtenir ainsi des énoncés qui ne seront pas sans rappeler leurs analogues relatifs aux
Hs-modules simples.

[F)-caractéres et ’Hg-modules standard

Un Fp-caractére de HE est entiérement caractérisé par ses valeurs en 75 et en 77%, qui
doivent étre de carré nul & cause des relations quadratiques vérifiées par 7; et par 7;*. On en
conclut donc qu’il existe un et un seul H%-module (simple) de dimension 1 sur F,, a savoir le
F)-caractére M (0) qui envoie 75 et T;* sur 0.

N

Penchons-nous & présent sur la structure des Hg-modules de dimension 2 sur EJ. Pour
tout scalaire A € Fp, on note M3(\) le Hg-module Fpx @ Fpy muni des actions de 7" et T
respectivement définies par les matrices suivantes dans la base {x,y} :

(Vo) (50)

On appelle alors H§-module standard de paramétre X le Hg-module M3 (A).

Remarque 6.3.43. Un calcul immédiat permet de vérifier que ’élément central — (7" — T7)?
agit sur le H§-module standard M3 (\) par le scalaire A. Par conséquent, deux Hg-modules
standard de paramétres distincts ne peuvent pas étre isomorphes.
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Le prochain énoncé établit les propriétés d’irréductibilité et d’indécomposabilité de ces
modules standard.

Théoréme 6.3.44. Soit A € F,,.
1. Le Hg-module standard M3 () est irréductible si et seulement si A # 0.

2. Le H§-module standard M35 (0) est indécomposable de longueur 2. Autrement dit, c’est
une extension non scindée du caractére M7 (0) par lui-méme.

Démonstration. Supposons que M3 () soit un Hg-module réductible et choisissons un vecteur
non nul v = azx +by € M3 (A) (avec a,b € F,,) qui engendre un sous-H%-module de dimension 1
sur IF),. D’apreés ce que 'on a vu sur les [F)-caractéres de Hy, il existe un et un seul F)-caractére
de HY et il envoie 7§ et T7* sur 0. Par suite, on a forcément 7f|v = 0 et 7;*|v = 0. La premiére
égalité implique que l'on doit avoir a = 0, et la non-nullité de v nécessite alors que b soit non
nul. Puisque I'égalité 7;*|v = 0 impose quant a elle que Ab = 0, on en conclut qu'il faut que A
soit nul pour que v puisse exister, ce qui prouve que les Hg-modules standard de parameétre
non nul sont irréductibles.

Réciproquement, le Hg-module M3 (0) n’est pas irréductible puisque le sous-H§-module en-
gendré par le vecteur y est égal & M7 (0). Il est toutefois indécomposable car engendré par le
vecteur z, dont I'image modulo y est un générateur du quotient M3 (0)/M7(0) ~ M7 (0). O

Classification des H(-modules simples de dimension finie

Théoréme 6.3.45. Tout Hg-module simple de dimension 2 sur ﬁp est isomorphe a un (unique)
s-module standard de parameétre non nul.

Démonstration. Soit M un Hg-module simple de dimension 2 sur F,. Comme M est un espace
vectoriel de dimension finie sur le corps algébriquement clos ﬁp, I’élément central — (75 — T7%)?
doit agir sur M par un scalaire A. Par ailleurs, la simplicité du Hg-module M assure que
l'opérateur 7;* n’agit pas par homothétie sur M : si c’était le cas, tout vecteur propre de 7*
engendrerait un sous-Hg-module de dimension 1 sur F,, ce qui contredirait la simplicité de M.
La relation (77%)% = 0 prouve alors que le noyau de 77* est non trivial, ce qui nous permet de
choisir un vecteur non nul v € M tel que v|7;* = 0. La simplicité du H§-module M implique
cette fois que la famille {v,v|7;} doit étre lindairement indépendante sur F,, et qu’elle fournit
donc une base de M sur F, dans laquelle les actions de 7 et de T* sont respectivement
données par les matrices suivantes :

00 0 A
1 0/7\0 0 )"
Autrement dit, le Hg-module engendré par {v,v|7;} est égal au Hg-module standard de pa-

ramétre A\. Comme M est simple, on doit forcément avoir M = MJ(\), ce qui implique en
particulier que A doit étre non nul grace au Théoréme 6.3.44 et termine la démonstration. [

La preuve du Théoréme 6.3.45 permet en fait de démontrer le résultat suivant de classifi-
cation des Hg-modules simples de dimension finie sur IF,,.

Corollaire 6.3.46. Le caractére M7 (0) et les Hg-modules standard M3 (X) avec A € ﬁ;
forment un systeme_de représentants des classes d’isomorphisme des Hg-modules simples de
dimension finie sur I,
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6.3.10 Structure de H}-module des espaces de vecteurs Ig(1)-invariants

On commence par réécrire ’énoncé du Lemme 6.3.1 sous une forme plus directement ex-
ploitable pour le calcul des modules simples sur la pro-p-algébre de Hecke-Iwahori.

Corollaire 6.3.47. La factorisation du Lemme 6.5.1 induit un isomorphisme de F-algebres :

Hs~HsoMHsd P Hslr) . (6.5)

g—1
I<r<i5=

Démonstration. Comme nous ’avons expliqué au début de la Section 6.3.5, I'algébre de Hecke-

Iwahori Hg est isomorphe a l'algébre Hg(0). Le Théoréme 6.3.41 assure que la F,-algébre
1 -1

Hs (L]2> est isomorphe a HE, et lorsque r est différent de 0 ou de qT’ la F)-algebre

Hg(r) est par définition égale & Hg(r), ce qui termine la démonstration. O

Définition 6.3.48. Soit r € {0,..., [‘%1]} Un H}-module (a droite) simple est dit :
— posé sur la composante k = 0 lorsque la composante non nulle qui le définit dans la
factorisation (6.5) est donnée par un Hg-module simple;
— posé sur la composante k = qg—l lorsque la composante non nulle qui le définit dans la
factorisation (6.5) est donnée par un H§-module simple ;
— posé sur la composante k = r (avec r ¢ {0, ‘%1}) lorsque la composante non nulle qui le

définit dans la factorisation (6.5) est donnée par un Hg(r)-module simple.

Cas Iwahori : modules provenant de ’algébre de Hecke-Iwahori Hg

Le Théoréme 6.3.25 permet de déduire les deux énoncés suivants a partir des résultats démon-
trés dans les Sections 3.4.3 et 3.6.1 du Chapitre 3.

Proposition 6.3.49. 1. Le H}-module 175 est isomorphe au caracteére MP(0) posé sur
la composante k = 0.

2. Le H-module (Sts)Is() est isomorphe au caractére MY (—1) posé sur la composante
k=0.
3. Pour tout scalaire A € ﬁ;, le Hk-module (Indgg(;@\))lsu) est isomorphe au module

standard MQS()\*l) posé sur la composante k = 0. Ce module est simple lorsque X # 1 (et
est indécomposable de longueur 2 lorsque A = 1).

Proposition 6.3.50. Supposons que F' = Q,,.

1. Le ’H}g—module 77(1)5(1) est isomorphe au caractére supersingulier Mls(—l,O) posé sur la
composante k = 0.

2. Le ’H}g-module W;i(ll) est isomorphe au caractére supersingulier Mls(O, —1) posé sur la

composante k = 0.

Cas régulier : modules provenant de la deuxiéme algébre de Hecke-Iwahori

Supposons que g # 2 et fixons un paramétre r € {1,..., [q;—l}} avec r # Q;zl si p est impair.
Le Lemme 3.4.13 assure que pour tout scalaire A € F; , le F,[Gg]-module Indgg (uaw") admet
exactement deux composantes Ig-isotypiques non nulles, qui sont celles associées aux caractéres
w" et w9177, Elles sont toutes deux de dimension 1 sur ?p et sont respectivement engendrées
par la fonction Ig(1)-invariante ayant pour support Bglg(1) (resp. BgsiIs(1)) et valant 1 en
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I (resp. A en s1). L’espace des vecteurs Ig(1)-invariants de Indgi (aw™) est donc muni d’une
structure de Hg(r)-module, et un calcul direct 27 permet alors de démontrer le résultat suivant.

qg—1

Proposition 6.3.51. Soient \ € F; etred{l,..., [q;—l]} avec r # st p est impair.

1. Le Hi-module (Indgi (quT))IS(l) est isomorphe au Hg(r)-module simple Mya(A~1) posé
sur la composante k = r.
1 G o\ Is@) , ~ , _1
2. Le Hg-module <IndB§ (aw? ’")) est isomorphe au Hs(r)-module simple Moy (A7)

posé sur la composante k = r.

Supposons maintenant que F' = Q, et intéressons-nous a la structure de H}g—module des espaces
de vecteurs Ig(1)-invariants des représentations supersinguliéres 7, et m,—1_, de SL2(Q)).

D’aprés le premier point de la Proposition 3.6.11, ces deux espaces sont de dimension 1 sur I,
et sont respectivement munis d’une structure naturelle de module & droite sur Endﬁp[GS](wr)

et Ende[GS] (wP~1="), qui est donnée dans chaque cas par le F,-caractére supersingulier. On
obtient donc directement le résultat suivant.

Proposition 6.3.52. Supposons que F' = Q,, et fixzons un parameétre r € {1,..., [%]} avec

r# p%l st p est impair.

1. Le Hk-module s est isomorphe au Hg(r)-module supersingulier M (0) posé sur la
composante k = r.

2. Le H-module W]Iﬁ(llzr est isomorphe au Hg(r)-module supersingulier My (0) posé sur la
composante k = r.

Cas exceptionnel : modules provenant de la troisiéme algébre de Hecke-Iwahori

Les résultats énoncés dans ce paragraphe n’ont un sens que si l’'on suppose que p est impair.
On peut alors identifier les ”H}g—modules qui «manquent» dans les classifications précédentes
grace aux deux propositions suivantes, la seconde ne traitant que du cas F' = Q,.

Proposition 6.3.53. On suppose que p est impair.
— -1
Pour tout scalaire \ € IF;, le Hi-module (Indgg (aw ™= )W) est isomorphe au Hg-module

standard M (A\~1) posé sur la composante k = qT

Proposition 6.3.54. Supposons que F' = Q) avec p impair.

Le ”H}g-module 775,5,(11) est isomorphe au caractére supersingulier M7(0) de H§ posé sur la com-

2
p-1
—

posante k =

Correspondance via le foncteur des Ig(1)-invariants

En comparant les énoncés obtenus dans cette derniére section avec les résultats de clas-
sification des Fp-représentations lisses irréductibles (admissibles) de SLa(F) obtenus dans le
Chapitre 3 fournit directement ’énoncé suivant, qui est de bon augure dans la recherche d’une
équivalence de catégories analogue a celle construire par Ollivier dans le cadre des représenta-
tions modulo p de GL2(Q)) [O3, Théoréme 1.1].

27. Donné dans I’Appendice 7.6 par souci de complétude.
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Corollaire 6.3.55. L’application qui envoie une E,—Teprésentation lisse de SLa(F) sur [’espace
de vecteurs Ig(1)-invariants induit une bijection entre :

i) l’ensemble des classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles non su-
percuspidales de SLo(F) et celui des classes d’isomorphisme des Hé—modules a droite
simples non supersinguliers & coefficients dans F, ;

i) lensemble des classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles de

SLy(Qp) et celui des classes d’isomorphisme des Hg-modules a droite simples a coef-
ficients dans F,.



Chapitre 7

Appendices

Nous regroupons ici les appendices des différents chapitres de cette thése. Nous commengons
par présenter une autre preuve de certains résultats démontrés dans la Section 3.4.3, puis
nous donnons une construction (due a Hijikata) des sous-groupes compacts maximaux K et
K; du groupe unitaire U(2,1) qui est au coeur du Chapitre 4. Les appendices suivants sont
consacrés a des calculs repoussés ici pour ne pas polluer ledit chapitre : on calcule tout d’abord
le normalisateur du tore diagonal T dans (G, puis 'on étudie les intersections de la forme
KtgKU N T(O5)tg" avec K valant Ko ou K; pour démontrer les assertions formulées dans la
Remarque 4.2.13, et 'on calcule enfin une formule explicite donnant l’isomorphisme A qui
apparait dans la Section 4.5. Le dernier appendice contient la preuve de la Proposition 6.3.51,
qui donne la structure de module sur la pro-p-algébre de Hecke-Iwahori des espaces de vecteurs
Is(1)-invariants des représentations de la série principale provenant du cas régulier.

7.1 Une autre preuve des résultats de la Section 3.4.3

Ce premier appendice présente une seconde preuve du Corollaire 3.4.16, directement inspi-
rée des travaux de Barthel-Livné dans le cas de GLy (|[BL94, Section 6] et [BL95, Section 3]).
Elle est certes plus longue, mais ne nécessite pas de connaitre 'irréductibilité de la représenta-
tion de Steinberg, dont elle fournit en fait une nouvelle preuve (voir Remarque 7.1.5).

Cette démonstration est basée sur une autre description de la représentation Indgg (n)
reposant sur la décomposition de Bruhat raffinée Gg = Bg LI BgwoU. Notons j 'application
définie sur Indgg (n) par la formule suivante :

VaeF, j(f)(x):= flwou(z)) .

En remarquant que l’on a, pour tout z € F’*,

woul() = ( ‘”01 ! ) ( L > , (7.1)

on déduit de la lissité de f que j(f) est elle aussi localement constante et que, pour z assez
grand (i.e. vp(x) trés négative), on a

J(f)(@) = ez,

ot I'on a posé ¢y := f(I3). L’application j est donc a valeurs dans ’ensemble 7 (n) des fonctions
lisses ¢ : F — F, pour lesquelles il existe une constante cy telle que ¢(z) = cyn(z~!) pour

202
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tout x assez grand. De méme que dans [BL94, Sectlon 6.1], on vérifie que j établit en fait
un isomorphisme de Fp-espaces vectoriels entre Ind 5(n) et J(n), ce qui permet de munir ce

dernier espace d’une structure de F »|Gs]-module (par transport de la structure existant sur
Indgg (n)) satisfaisant aux propriétés suivantes.

Lemme 7.1.1. Soit ¢ un élément de J(n). Soient x, y € F. Alors :
1 u(y)o(z) = oz +y);
2. aog(x) = n(wp)d(w@p's) ;
3. a5 6(a) = n(wr)o(ha).
Démonstration. Ce résultat est 'analogue de |[BL95, Lemma 17| et se prouve par un calcul

direct. Soient ¢ un élément de J(n) et f son antécédent par Papplication j. Pour vérifier le
premier point, il suffit d’écrire que 'on a

u(y)(x) := u(y) f(wou(x)) = flwou(z)u(y)) = f(woulr +y)) = ¢(z +y) .

Les deux derniers points sont quant & eux des cas particuliers du calcul plus général suivant
(avec A € F* arbitraire) :

(52 )e = s (5 0 )

O

On souhaite montrer que la famille {¢;,,¢>,} engendre le F,[Gg]-module Indgg (n), ce

qui équivaut a prouver que la famille {j(¢1,),7(¢2,,)} engendre le F)[Gs]-module 7 (n). Nous
commencons donc par expliciter cette seconde famille de fonctions.

Lemme 7.1.2. Soit x € F'. Alors :

™Y sivp(x ;
L)@ ={ g e

2. j(lay)(z) = n(wr)log(z) .

Démonstration. Soit x un élément de F. Grace a 'égalité (7.1), on sait que toute fonction
fe Indg*; (n) vérifie

i@ = s ] ) =n@ ) (7.2

la seconde égalité venant de la factorisation wy = ag 13, rappelée au début du Chapitre 3.
Nous allons conclure en distinguant selon le signe de vp(x) :
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1

— si vp(x) < 0, la matrice ( . appartient & Ig(1) et la premiére égalité de (7.2)

0

1
montre alors que j(¢1,)(z) = n(z™1) et que j(f2,)(z) =0;

— si vp(x) > 0, la matrice u(z) est un élément de Ig(1) et la seconde égalité montre alors
que j(41,)(x) = 0 tandis que j(¢2,)(x) = n(wr), ce qui termine la démonstration. O

Pour achever notre tache, nous aurons besoin du lemme technique suivant.

Lemme 7.1.3. On a lidentité suivante dans J(n) :

wE x
(% ah )= 1e0,

r€kp

Démonstration. Pour tout élément y € F', on a

%;F ( o zﬂ[?l )1oF(y) = n(wFl);c;@ ( o w[?l )j(ezm)(y)

o' o (et (5 1)

rEkR

— (! 1 wp'fe] + wply
n(@p )x;kF@,n (50< 1 >)
= n(wp') Z Loy (wp ' [2] + wp’y)
r€kp
= (@) > 12 0, (@r[z] +y) -

€k

Notons que la quatriéme égalité provient du Lemme 7.1.1. Il apparait alors trois possibilités.

— Ou bien vp(y) < 0, auquel cas vp(wr[z] +y) = vr(y) < 0 pour tout = € kp, ce qui
assure que la somme apparaissant dans le dernier membre de droite est nulle, tout comme
Vest 15,05 (y).

— Ou bien vp(y) > 2, auquel cas 'on a vp(wrlzr] +y) = 1 si x est non nul tandis que
vp(wrlz] +y) = vp(y) si ¢ = 0. La somme apparaissant dans le dernier membre de
droite est donc dans ce cas égale & 1 = 14,0, (y).

~ Ou bien vp(y) = 1 et il existe alors un unique o € kp vérifiant y + wplzg] = 0 [wh].
Par suite, on a vp(wp(r]+y) =2 si © = xg et vp(wr|z]+y) = 1 si z # xg, ce qui assure
que la somme qui apparait dans le dernier membre de droite est égale & 1 = 15,0, (y).

Dans tous les cas, on a bien I'égalité demandée, ce qui prouve le résultat. O

Corollaire 7.1.4. La famille {{1,02} engendre la représentation de Gg portée par Indgg (n).

Démonstration. Remarquons que I'on peut aussi écrire j(¢ ;) sous la forme

i) = 77_1(1 —1loy) -

On peut donc déduire directement des Lemmes 7.1.1, 7.1.2 et 7.1.3 que la famille
{j(t1,),7(l2y)} engendre le F,[Ggl-module [J(n), ce qui équivaut a dire que {¢1,,¢2,} en-
gendre le F,[Gg]-module Indgi (n). O

Remarque 7.1.5. Ce résultat permet d’obtenir une autre démonstration de l'irréductibilité
de la représentation de Steinberg, que nous présentons maintenant et dont l'intérét est de
ne pas utiliser la structure de F,[Bg]-module de Indgg(l). Supposons que 7 soit une sous-
représentation non nulle de Stg. D’aprés le Lemme 2.1.9, I'espace des vecteurs Ig(1)-invariants
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de 7 est non nul, donc est égal & (StS)IS(l) d’aprés la Proposition 3.4.15. Si II désigne un
relévement de 7 dans Indgg (1), on déduit de la suite exacte (3.15) que I'on doit avoir

dimg T8 =1 4 dimg 751 = 2 = dimg (Ind§S (n))"sV

Is(1)
ce qui assure que l'on a ITfs() = (Ind%?(l)) * 1 suffit alors d’appliquer le Corollaire 7.1.4

pour obtenir que II est égale & Indgg (1), et donc que m = Stg.
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7.2 Sous-groupes compacts maximaux de U(2, 1)

Nous présentons ici une méthode de calcul des classes de conjugaison des sous-groupes
compacts maximaux de G = U(2,1)(E/F) directement issue des travaux de Hijikata [Hij| que
nous commengons par rappeler.

7.2.1 Cadre général de travail - Notations

Soit F' le corps des fractions d’'un anneau de valuation discréte complet de rang 1. On
considére une algébre a division F sur F et 'on désigne par O son ordre maximal. On munit
E d’un anti-automorphisme involutif [¢ +— £], on fixe un élément e appartenant au centre de
E et vérifiant ee = 1, et I'on définit sur F opérateur T : € — € + e€.

On désigne par (V,®) un espace e-hermitien [Hij, page 5| de dimension n sur E. On note
G(V, ®) son groupe d’automorphismes auto-adjoints, ce qui signifie que 1’on pose

GV,®):={oc € End(V) | oo™ = Id}

ou o* est 'adjoint de o par rapport & ®. On suppose que le groupe G(V, ®) vérifie les deux
conditions suivantes :

VeeV, 3EeB| dea) = To(E) ; (7.3)
pour tout idéal fractionnaire q de E, q N {®(z,z) ; z € V} C Te(q) - (7.4)

C’est par exemple le cas lorsque E est une extension quadratique séparable non ramifiée d’un
corps local non archimédien F' complet pour une valuation discréte, de caractéristique résiduelle
p impaire et de corps résiduel fini, que l'on prend e = 1 et que G(V,®) est alors le groupe
unitaire considéré dans le Chapitre 4.

On introduit les deux définitions suivantes [Hij, page 11].

Définition 7.2.1. Soit q un idéal fractionnaire de E. Un O-réseau M de V est dit q-intégral
s'il satisfait aux deux conditions suivantes :

a) V (z,y) € M x M, ®(z,y) € q;
b) Vee M, 3(cq| P(z,x) =Te(§).

Il est dit g-intégral maxzimal lorsqu’il est maximal parmi les réseaux ¢-intégraux de V', c’est-a-
dire qu’il vérifie la condition supplémentaire suivante :

¢) Si M est contenu dans un réseau g-intégral M’, alors M = M.

Remarque 7.2.2. Mentionnons ici que grace a ’hypothése (7.4), on sait exhiber des réseaux
g-intégraux maximaux de V' [Hij, Lemma 3.5].

Par abus de notation, on dira par ailleurs qu’un ordre A de End(V') est auto-dual lorsque
son dual A* est inclus dans A. Notons qu’on ne demande pas nécessairement qu’il y ait égalité.
On dira que A est auto-dual mazimal lorsqu’il est maximal (pour I'inclusion) parmi les ordres
auto-duaux.

On dispose alors d’un premier résultat [Hij, Corollary 5.6] qui permet de classifier les ordres
auto-duaux maximaux de End(V').

Théoréme 7.2.3. On se place dans le cadre des hypothéses effectuées jusqu’a présent. On note
¢ Uindice de Witt de l’espace (V, ®) et l'on fize un générateur w de l'idéal mazimal de O.
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Soient L un réseau O-intégral mazimal de (V,®) et (e1,...,e,) une base de V adaptée® a L.
Pour tout entier 0 < s < £, on note 75 l’endomorphisme de V' défini par :

. €; st1<i<n-—s,
<1< ) =
V0<i<n, 7ie) {eiw sin—s+1<i<n,
et l’on pose As := End(7sL) N End(75L)*.
Pour tout ordre auto-dual mazimal A de End(V'), il existe un élément o € G(V, ®) et un unique
entier 0 < s < £ tels que

oAt =A, .

En particulier, I’ensemble des ordres auto-duaux maximauz de End(V') se partitionne en £ + 1
classes de conjugaison sous l'action de G(V, ®) par automorphismes intérieurs, et {Ao, ..., A¢}
en est un systéme de représentants.

Notons G(!) la composante Zariski-connexe de G(V,®) : c’est un groupe algébrique pour
lequel on peut déterminer les classes de conjugaison de ses sous-groupes compacts maximaux
a l'aide du théoréme suivant [Hij, Corollary 5.7|.

Théoréme 7.2.4. On garde les hypothéses et les notations du Théoréeme 7.2.3. Tout sous-
groupe compact mazimal de GV est alors conjugué (par automorphisme intérieur) a 'un des
(+1 groupes deuz & deuz non isomorphes définis par Ug := GH NA,, 0< s < L.

Remarque 7.2.5. Sil’on ne suppose plus que la condition (7.4) est vérifiée, on peut seulement
dire qu’il existe au moins ¢ 4 1 sous-groupes compacts maximaux deux & deux non isomorphes
dans G| donnés par les groupes U, de I’énoncé ci-dessus.

7.2.2 Nombre de classes de conjugaison de sous-groupes compacts maxi-
maux de U(2,1)

On considére & présent la situation suivante : F' est un corps local non archimédien complet
pour une valuation discréte, de caractéristique résiduelle p et de corps résiduel fini, et E est une
extension quadratique séparable non ramifiée de F' dont on note O 'anneau des entiers, pg
I'idéal maximal, et dont on fixe une uniformisante wg € pr. On note T I'image d’un élément
x de E sous l'action de I’élément non trivial du groupe de Galois Gal(E/F') et 'on définit ®
comme la forme hermitienne sur V = E% dont la matrice dans la base canonique (e1, ez, e3) est
donnée par

0 0 1
p:=0 -1 0
1 0 0

Le groupe G = G(V, ®) est alors égal au groupe des matrices M € GL3(FE) telles que ‘M¢pM =
¢, soit donc au groupe unitaire en trois variables G = U (2, 1)(E/F') qui fait 'objet du Chapitre
4. C’est en particulier un groupe Zariski-connexe, ce qui implique que l'on a G =@.

D’aprés le Théoréme 7.2.4, le nombre de classes de conjugaison de sous-groupes compacts
maximaux de G est égal & I'indice de Witt ¢ de espace (E3, ®) augmenté de 1. Pour calculer
£, on part de I'égalité suivante :

3 =dimg(E3) =d+2¢,

1. On renvoie a [Hij, Proposition 4.3] pour le rappel de la définition.
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otl d désigne la dimension du sous-espace anisotrope maximal de (E3, ®). Par ailleurs, le vecteur
x
Y € E7” est un vecteur isotrope pour @ si et seulement si ses coordonnées vérifient
z

Tz + Tz =Yy .
1 0
Ceci assure en particulier que les vecteurs 0 et 0 sont tous deux isotropes pour
0 1

®. Comme ils sont linéairement indépendants, on doit avoir 3 — d > 2, ce qui revient a dire
que ¢ > 1. Cependant, nous travaillons dans un espace de dimension 3 sur F, et ® n’est pas
identiquement nulle puisque 1’on a

( 1 1
ol o |,[0])=2;
1 1
0 0
ol 1], 1 H=-1
0 0

On en conclut finalement que ¢ est nécessairement égal & 1, ce qui fournit le résultat suivant.

Proposition 7.2.6. Il existe deux classes de conjugaison de sous-groupes compacts mazrimaus
dans le groupe U(2,1)(E/F).

7.2.3 Calcul des sous-groupes compacts maximaux U, et U;
Description des ordres auto-duaux maximaux Ag et Aj

Le réseau L = O ® Op ® O est un réseau Op-intégral maximal 2 de (E3, ®) pour lequel
la base canonique est une base adaptée : on en déduit donc que I'application 7y est égale a
I'identité. L’application 71 agit quant & elle comme suit sur les vecteurs de la base canonique :

el — e
T1: ey > €9
e3 +— TwWEges

On obtient donc la description suivante des ordres auto-duaux maximaux Ag et A; donnés par
le Théoréme 7.2.3 :

Ao = End(L) NEnd(L)* = M3(Og) ;

A =End(Op ® O @ pp) NEnd(O & Op @ pE)* .

Nous allons donner une description plus explicite de A; & I'aide d’un calcul direct. Pour alléger
les notations, on pose W := End(Op ® Op ® pg), et 'on commence par déterminer 'allure des

a b c
éléments de W. Une matrice M := | d e [ | appartient & W si et seulement si elle vérifie
g h i

les conditions suivantes pour toutes valeurs de «, 5, v dans Op :

ac+bB + wgey € O
da+ef+wpfvy e O ;
ga+ hB + wgiy € pp .

2. 1l est méme Og-modulaire au sens de [Hij, Lemma 3.5].
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En regardant le cas (o, 8,7) = (0, 1,0), puis (o, 8,7) = (1,0,0) et enfin (o, 5,v) = (0,0,1), on
obtient respectivement que :

— h appartient & pp tandis que b et e appartiennent & Op ;

— g appartient & pg tandis que a et d appartiennent a O ;

— 4 appartient & Og tandis que ¢ et f appartiennent a wEl(’)E.
On en déduit donc la description suivante de W :

a b wglc
W: d e wElf ; a7b7c7d7e7f7g7h7i€OE
wpg wgh 1

Supposons maintenant que M soit contenu a la fois dans W et dans W*, ce qui signifie que M
et M* := ¢'M ¢ appartiennent toutes les deux a W. Ce qui précéde assure que I’on peut écrire

M sous la forme .

a b wgC
M = d e wglf
wEyg wEh 1

avec a, b, ¢, d, e, f, g, h, i € Og. Un calcul direct montre que I'on a alors

. i —wg f ngc
M = _WEh E _b )
WEJ —d a

de sorte que la condition d’appartenance & W pour M* équivaut & demander que wgl f soit
un élément de Op, i.e. que f appartienne a pg, et que d soit un élément de pp. On obtient
ainsi la description suivante de Aj :

a b wglc
A= wrd e f s a,bye,dye, fg,hi €Oy . (7.5)

wgpg wgh 1

Expression de Uy et de U;

Il nous suffit maintenant d’appliquer le Théoréme 7.2.4 pour obtenir des représentants des
classes de conjugaison des sous-groupes compacts maximaux de G. On dispose donc de la des-
cription suivante des sous-groupes compacts maximaux Uy et Uy, respectivement notés Ky et
K; dans le Chapitre 4 :

-~ Uy =GN Ms3(Op) =GN GL3(Og) est le sous-groupe compact maximal standard formé
des éléments de G a coeflicients entiers ;

— Uy =GN Aj ou A; est explicité par la formule (7.5).

7.2.4 Intersection et conjugaison

On termine cet appendice par quelques remarques sur Uy et U7. Signalons tout d’abord que
I'intersection de Uy et de U; est égale a

Or O Og
UnNnU; =Gn PE Or Og )
pe pe Og
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soit donc exactement au sous-groupe d’Iwahori standard I de G.
Remarquons ensuite que si 'ordre Ay correspond & un sous-groupe compact maximal de
GL3(FE), a savoir GL3(OF), ce n'est pas le cas de A; qui est « strictement plus petit » au

1 0 0
sens suivant : si 'on pose P:=| 0 1 0 , le sous-groupe compact maximal de GL3(FE)
0 0 w E

défini par
Or Opg ZDEIOE
PANP'=| Op Op @w,'Op
PE PE Og

contient strictement Aj. Cependant, la maximalité de K; parmi les sous-groupes compacts de
G assure que 'on a tout de méme PAgP~'NG =K; = A1 NG.

a 0 0
On dispose plus généralement des identités suivantes : si@ = 0 [ 0 | est une matrice
0 0 ~n
diagonale quelconque, on a alors
( Op  af™'0p ay'Op

QAQ = apOg Ok By t0g | ;
a0 B0, Og

Og aﬁ‘loE a(wE’y)_loE
QMO = | a'Bpg Og By tOg
alype  BlypE Og
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7.3 Calcul du normalisateur du tore T dans G

Cet appendice fournit un calcul direct du normalisateur Ng(T) du tore diagonal T de G,
dont on rappelle qu’il est défini par

Ng(T):={M G | MTM ' =T} .

a b ¢
Supposons que M := | d e f | € G soit un élément de Ng(T). Il existe donc, pour toute
g h i
paire de scalaires (a,€) € E* X EW  une paire (B,v) € E* X EW telle que 'on ait
a 0 0 6 0 0
M| 0 ¢ O =1 0 v 0 M .
00 al 00 "
Cette égalité s’écrit, aprés calcul des deux membres, sous la forme
aa eb ale Ba 8b Be
ad e a 'f | = vd ve vf ’
ag eh ali Eilg Bilh ﬁ’li
et est donc équivalente au systéme suivant d’équations :
(a—pBa = 0; (7.6)
(e—B)b = 0; (7.7)
@' - B = 0; (7.8)
(a—v)d = 0; (7.9)
(e—v)e = 0; (7.10)
@' -v)f = 0; (7.11)
(a=p g = 0; (7.12)
(e—B Hh = 0; (7.13)
@'-B" = 0. (7.14)

Nous distinguons alors les deux cas suivants.

ler cas : Il existe une valeur de a pour laquelle a # (5, ce qui implique que M n’est
pas un élément du sous-groupe fixant T point par point.
La condition (7.6) implique alors que a = 0 tandis que la condition (7.14) implique que
i = 0. Comme M est contenue dans G, elle satisfait la condition (4.1), qui implique que
d = 0, ainsi que la condition (4.3), qui implique quant a elle que f = 0. L’inversibilité
de la matrice M nécessite alors que g et c¢ soient tous deux non nuls, de sorte que les
conditions (4.4), (4.5) et (4.6) impliquent respectivement que b= 0, h =0et c =g !, ce
qui prouve finalement que M doit étre de la forme suivante :

0 0 ¢ c 0 0 ¢zl 0 0
M = 0 e 0 ]l=[0 - 0 p=0¢| 0 —e 0
! 0 0 0 0 ¢t 0 0 ¢

avec ¢ € EX et e € EM par la condition (4.2). Réciproquement, une telle matrice est
bien contenue dans Ng(T) puisque l'on a

0 0 ¢ a 0 0 0 0 ¢ al 00
0 e O 0 ¢ 0 0 e 0 | = 0 ¢ 0 |eT.
1 00 0 0 @'t el 00 0 0 «
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2nd cas : Pour toute valeur de a, on a a = 5.
Le systéme d’équations (7.6) — (7.14) se réduit alors au systéme suivant :

(e—a)b = 0; (7.15)
@'—a)e = 0; (7.16)
(a—v)d = 0; (7.17)
(e—v)e = 0; (7.18)
@'-nf = 0 (7.19)
(a—alyg = 0; (7.20)
(e—a Hh = 0 (7.21)

Choisissons a € E* tel que o # @ !, ce qui signifie simplement que « n’est pas un élément
de EM et qu’il est donc en particulier distinct de € et de v (qui sont, eux, contenus dans
EM). Les conditions (7.15), (7.16), (7.17), (7.19), (7.20) et (7.21) impliquent alors que
Pon doit avoir b=c=d = f = g = h = 0. Autrement dit, M est déja une matrice de T.
Comme T est évidemment contenu dans son normalisateur, on a ainsi achevé de prouver
le résultat suivant.

Lemme 7.3.1. Le normalisateur de T dans G admet la décomposition en doubles classes
disjointes suivante :

Ng(T) =TUTé =TuUeT .

En particulier, le groupe de Weyl fini Wy de G s’identifie naturellement au groupe {I3, ¢}
engendré par ¢.
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7.4 Calcul des paires (m,n) telles que ¢JU NKt{K # ()

Cet appendice a pour objectif démontrer I'affirmation de la Remarque 4.2.13 dont nous rappe-
lons I’énoncé ci-dessous.

Lemme 7.4.1. Soient n € N et m € Z*. Supposons que ty* appartienne a KtgKU. Alors n est
non nul et l'on est dans l'un des deux cas suivants :

i) m >0, et alorsm < n;

i) m <0, et alors —m < n.

Démonstration. Supposons qu’il existe u € U et ky = (k}j)1§i7j§3, ko = (k:l-zj)1§¢7j§3 € K tels
que 'on ait tj'u = kitgks. Un calcul explicite montre que kitgks est alors donné par la matrice

—npl 1.2 122 | =npl 1.2 ——npl 1.2 12 172 ——npl 1.2 1.2 2
W k1 k) + kloks + Tpkisks @5 ki kly + kloksy + Tpkiskis @5 ki ki3 + klok3s + Thkiskis
—npl 1.2 122 | =npl 1.2 ——npl 1.2 12 172 ——npl 1.2 1.2 1,2
@ kg kiy + kaoksy + Tpkasksy gk kia + Kook + Whkasksy @5 ka1 ks + kaokds + Tpkagkss
—npl 1.2 122 | =ngl 1.2 ——npl 1.2 1,2 172 ——npl 1.2 1.2 1,2
@ kg ki1 + k3oksy + @pkssksy g k3 ks + kgoksy + Whkaskiy @ ks ks + k3akas + Tpkaskss

de sorte que I'égalité ¢;'u = kit{jk2 implique que I'on a en particulier

" = W'k kl + kiok3; + @hkisk3, en regardant le coefficient (1,1) ;
(7.22)
o = wWg ki kls + ki k3, + Thkisk3s en regardant le coefficient (3,3) .

Remarquons tout de suite qu’étant donné que kq et ko sont des éléments de K, les produits
de coefficients ki k31, kiok3y, kisk3,, kijk?s, kik3s et kisk3; appartiennent tous & Op. Par
suite, si n = 0, la premiére égalité de (7.22) implique que @™ doit appartenir a Og, donc
que m est négatif, tandis que la seconde égalité de (7.22) implique que w’ doit appartenir &
Opg, donc que m est positif. La seule possibilité est donc que m = 0, ce qui contredit notre
hypothése et prouve que 'on doit avoir n strictement positif. Dans ce cas, nous allons conclure
en distinguant selon le signe de m.

— Supposons tout d’abord m > 0. Dans ce cas, on multiplie la premiére égalité de (7.22)

par @y, ce qui donne

1 =g "k ki) + Thkks) + T kiskd - (7.23)

Comme m et m~+n sont tous deux strictement positifs, 'élément ki k3, +h R kisk3,
est contenu dans pg et la seule possibilité pour que l'identité (7.23) soit vraie est donc
que 'on ait m —n <0, i.e. m < n.

— Supposons maintenant que m < 0. Dans ce cas, on multiplie la seconde égalité de (7.22)
par wy"", ce qui donne

1= E;J(Wrm)kélk%:s + wgmk§2k§3 + ﬁ%wimk§3k§3 . (7.24)

Comme —m et n — m sont tous deux strictement positifs, 1'élément wr ki k35 +
Thwy " kisk3s appartient a pg. Par suite, la seule possibilité pour que I'identité (7.24)
soit vraie est que 'on ait —(m+n) < 0, i.e. —m < n, ce qui achéve de prouver le résultat
annonceé. ]
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7.5 Calcul explicite de Iisomorphisme A

Nous donnons dans cet appendice le calcul explicite de I'isomorphisme A et vérifions qu’il
est bien égal a I’application envoyant un homomorphisme f € Homg(V, Ind]%’(n)) sur ’élément
f()(I3) € HomT(Og)(VKmU,n).

Par définition, on a A = Ago Ay 0 Ay 0 Az o Ay o Ay, ol les isomorphismes A; sont définis
comme suit.

— L’isomorphisme A; : Homg (V,Ind$ (1)) — Homg (ind%(V), Ind$ (1)) est celui qui pro-

vient de la réciprocité de Frobenius compacte, de sorte que 'on a :

Ar:fsF=p— Y flo@)(z ).

z€K\G

— L’isomorphisme Ay : Homg (ind% (V), Ind§ (7)) — Homg(ind%(V),7n) est celui qui pro-
vient de la réciprocité de Frobenius lisse, de sorte que l'on a :

Ag: F fo=[¢p—= F(o)(I3)] -

— L’isomorphisme Az : Homp(ind%(V),n) — Homg(indsx(V),n) est induit par I'iso-
morphisme ind% (V)| ~ indE & (V) donné par la décomposition de Mackey, et est donc
simplement égal a application de restriction a indg - (V).

— L’isomorphisme Ay : Homg(indZ 5 (V),7) — Homprx (V,7) est celui qui provient de la
réciprocité de Frobenius compacte, de sorte que l'on a :

A4 : fo — [U — fo([lg,v])] .

— L’isomorphisme Ag o As : Homprg (V, ) — HomT(Oé)(VKmU, n) est quant & lui simple-

ment égal & application de restriction a VUK,
On en déduit donc que si f est un élément de Homg (V, Ind§ (1)), on a alors :

A(f) = (A6OA5OA4OA30AQOA1)(f)
= (AgoAs0A40030 M) ([ Y fle(a)(ah)])

z€K\G

= (AgolsoAgo ;)oY (o))

zeK\G
= (Dsolsolg)(fom Y f(d@)h)]) .

f
2€(KNB)\B

Arrétons-nous un instant pour remarquer que si x est un élément de B, alors on a
flo(@))(z™Y) = n(x=1) f(o(x))(1), ce qui permet donc d’écrire que

A(f) = (Bsolsol)([b— D na")f(¢(x)I3)])

z€(BNK)\B

= (Bgols)([ormr DY ™) f([Is,0](@)(I3)])

z€(KNB)\B
= (AgoAs)([v— f(v)(I3)])

= o= f(0)(I)]lyunx

et prouve le résultat annoncé.
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7.6 Structure de module des espaces de vecteurs [g(1)-invariants
des séries principales : le cas régulier

7.6.1 Structure du Hg(r)-module a droite (Indg;q (MAWT))IS(U

Fixons un paramétre r € {1..., [%]} distinct de q;21 lorsque p est impair, un scalaire non

nul A € F; et considérons la représentation m := Indgg (paw™). Les résultats de la Section 3.4
du Chapitre 3 assurent en particulier que 'espace des vecteurs Ig(1)-invariants de 7 est de
dimension 2 sur F,, et qu’il admet pour base la famille {1 ,,f2,} caractérisée par les égalités
suivantes :

1
l,(51) =0 5 la,(s1) =

Remarquons que 'on a notamment sq - {1, = (—1)"la, et s1 - by, = (—1)7"_16177”.
Rappelons maintenant que, d’apreés la formule (2.5) du Chapitre 2 (Section 2.3.3), I'action d’un
opérateur de Hecke T' € ’Hé sur un élément f € wls (1) est donnée par

fIT = (@0 T)([I2,1]) , (7.25)

ou ®y : indgil)(l) — Indgg (paw™) est I'unique morphisme de F,[Gg]-modules envoyant la
fonction standard [I,1] sur f. Ceci assure en particulier que la structure de H}-module &
droite de /(1) est donnée par un module & droite sur 'algébre de Hecke-Iwahori ﬁg(r) via la
factorisation du Corollaire 6.3.47.

Grace aux résultats démontrés dans les Sections 6.3.6 et 6.3.7 du Chapitre 6, il nous suffit donc
de comprendre I'action des opérateurs 7)., S,, Sy et ST sur £1, pour déterminer la structure
du Hi-module a droite als(),

Lemme 7.6.1. Soient A € F; etr€{l,....[55 ]} avec r # L5t sip est impair.
Le Hi-module a droite (Indgg (aw™)) M) est canoniquement isomorphe au Hg(r)-module o
droite irréductible Mio(A™Y) posé sur la composante k = r.

Démonstration. Commengons par calculer ¢1,|T, et ¢1,|S,. D’aprés la formule (7.25), on a

tout d’abord
T, = E (u(wpz)ag) - L1y -
T€As

gl,r

On a donc en particulier

(T (1) = Y b (u(wre)ao)

le passage de la deuxiéme a la troisiéme égalité venant du fait que ﬂ(w}lx) n’appartient pas
a BglIg(1) lorsque x est un élément non nul de Ay. On a aussi

(l1r|Tr)(51) = Z {1 (s1U(wrT) o)
T€EA9
= Z El’r(u(wax)aalsl)

r€As
=0



STRUCTURE DE MODULE DES ESPACES DE VECTEURS [g(1)-INVARIANTS DES SERIES PRINCIPALES : LE CAS
216 REGULIER

car le support de ¢1 , est égal & BgIg(1), et est donc disjoint de BgsiIs(1). Nous avons ainsi
déja prouvé que l1 |1, = A1,
Par ailleurs, nous avons

lalS = ) (u(=x)op ") - by

TC€As

ce qui donne d’une part

(S () = > bip(u(—z)ag")
T€As
= Card(A2)l1,(agt)
=0

et d’autre part

(LelSe)(s1) = ) bip(siu(—z)ogh)
T€As
= l1.(s100) + Z 0 (s105  u(—w 7))
x€A2\{0}
= Z 0 (apsiu(—w )
z€Ax\{0}
= Z A_lél,r(ﬂ(w;%)sl)
z€A2\{0}
-1 2 1 w;2l’ 1
= Z ANy | u(wpe )8t 0 wlo! 51
z€Ax\{0}

—1
o -1 —2 X O —1 0
(3 ) ()

z€A2\{0}

—1
Comme < 9 1
WHE -1
de Ig agissent via leur image dans le tore fini Tg(kp) ~ Ig/Ig(1), on obtient finalement, aprés
décomposition des éléments non nuls de As sous la forme xg + wpxi avec xg,x1 € Ay non

simultanéments nuls, que

(belS)(s) = A D g”(( x(;l 2’))

> appartient & Ig(1) pour toute valeur z € A3\{0} et que les éléments

z€Az\{0}
_ )\2( Z )+ A Z Card(A1)zy
z1€A1\{0} zo€A1\{0}

= 0.

Nous avons ainsi démontré que le sous-A,-module engendré par ¢;, dans 7ls(D) est égal au
caractére pfj (A71).
Passons maintenant au calcul de ¢; ,[Sj. En appliquant de nouveau la formule (7.25), on a

(D Y (ul@)sy) - by
T€EA]
= (DT Y u() - Loy
TE€AL
= (~1)7'Card(A;)ls,
= 0,

0,55

ol le passage de la deuxiéme égalité a la troisiéme provient de I'invariance de f5 ; sous l'action
de I5(1), donc en particulier sous 'action de u(x) € Is(1) pour tout x € Ay. Ceci prouve donc
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que /1 ,|S§ est nul. Il nous reste a calculer 41 ,|S7, ce que nous faisons en appliquant une fois
encore la formule (7.25) :

0,18 = (D)7 (u(wra)ags:) - by

T€A

= (1)1 (u(wrz)ag) - Lo, -

TEA
Nous avons donc en particulier

(Lrr|ST)(T2) = )N s (U(wpr)ag)

TEA

= (D1 Y fay (u(wle_1)81<wg$ wgll L >a0>

€A1 \{0}

e E (5 )

€A1 \{0}

= (DTN Y @)eaa(s)

£ekp\{0}
= 0

car nous avons supposé que 1 < r < g — 2. La méme méthode de calcul montre que 'on a

(1aST)(s1) = (=171 by (s1ti(wpa)an)

T€EAL

e T £2T<sl<$ i >)

z€A1\{0}
= (~1)" Mo, (agts)
= (_1)q—1/\ )
ot le passage de la deuxiéme égalité a la troisiéme est possible car le support de £, ne contient
aucun élément de Bg (et car s? = —I5). Nous avons ainsi prouvé que €~17T|S’1ﬂ = (=1)7 1\,
ce qui termine la démonstration en choisissant pour base adaptée du Hg(r)-module 7!s @) 1la
famille {my = £1,; mg = (—1)7" ' \ly, }. O
~ . Is(1
7.6.2 Structure du Hs(r)-module a droite (Ind S(awt7T)) st
Considérons a présent la représentation 7’ := Indgg (paw?=1="). De nouveau grace aux

résultats de la Section 3.4 du Chapitre 3, on sait que l'espace des vecteurs Ig(1)-invariants de
7’ est de dimension 2 sur F » et qu'il admet pour base la famille {¢; 41—, 2 4—1_,} caractérisée
par les égalités suivantes :

{ El,q—l—r(I2) =1 ) EQ,q 1— r( ) 0 )
Ugo1—(51)=0 5 log_1(s1)=1

I1 faut cependant noter que c’est cette fois la fonction f3 ;_1_, qui appartient a la composante
(Is,w")-isotypique de 7', ce qui va mener a U'inversion des roles joués par les indices i et j.
Plus prosaiquement, on peut reprendre ligne a ligne les calculs développés dans la preuve du
Lemme 7.6.1 pour obtenir directement I’énoncé suivant.

Lemme 7.6.2. Soient A € ?X etr€{1,...,[%5 ]} avec r # 5L sip est impair.
Le H}-module a droite (Ind S(paw?” 1=r))Is() est canoniquement isomorphe au Hg(r)-module
a droite irréductible Moy (A~ ) posé sur la composante k = r.
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