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CLASSIFICATION DES REPRESENTATIONS
MODULO p DE SL(2, F)

PAR RAMLA ABDELLATIF

REsuME. — Nous étudions les représentations lisses irréductibles modulo p de
SL(2,F), ou F est un corps local complet non archimédien de caractéristique
résiduelle p et de corps résiduel fini. En particulier, nous relions ces objets aux
représentations modulo p de GL(2, F) étudiées par Barthel-Livné et Breuil. Lorsque
F = Qp, nous décrivons complétement les représentations dites supersinguliéres,
qui apparaissent par paquets de taille 1 ou 2, et définissons une correspondance de
Langlands modulo p pour SL(2,Qp) qui différe légérement mais sensiblement de la
correspondance construite par Breuil pour GL(2, Qp).

ABsTRACT (Classification of mod p representations of SL(2, F))

We study mod p irreducible smooth representations of SL(2, F') for F' a complete
non-archimedean local field of residual characteristic p and with finite residue field. In
particular, we link these objects to the mod p representations of GL(2, F') studied by
Barthel-Livné and Breuil. When F' = Q,, we give an explicit description of the so-
called supersingular representations, that do appear by packets of size 1 or 2, and we
define a mod p Langlands correspondence for SL(2,Q,) that slightly but significantly
differs from the correspondence built by Breuil for GL(2,Qp).

Soient p un entier premier et F' un corps local non archimédien complet pour
une valuation discréte, de caractéristique résiduelle p, d’anneau des entiers O
et de corps résiduel fini. Dans les années 90, Barthel et Livné [2, 3] ont classifié
les représentations modulo p de GLo(F). Ils font ainsi apparaitre une nouvelle
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538 R. ABDELLATIF

famille de représentations, qu’ils ont appelées représentations supersinguliéres
et qui restent en général complétement inconnues. Le seul cas bien compris
jusqu’alors est celui de GL2(Q,), o les travaux de Breuil fournissent une des-
cription explicite des représentations supersinguliéres de GL2(Q,) [5, théoréme
1.1] qui ménent & une correspondance de Langlands locale semi-simple modulo
p |5, définition 4.2.4].

Cet article porte sur les représentations modulo p de SLy(F'), pour lesquelles
nous démontrons des résultats de classification semblables & ceux existants
pour GLo(F). Cependant, nous verrons qu’apparaissent déja des différences
significatives au niveau de la structure des représentations supersinguliéres, ce
qui isole un peu plus GL2(Q)) dans la théorie des représentations modulo p des
groupes réductifs p-adiques.

Présentation des principaux résultats. — On fixe une cloture algébrique F,, du
corps résiduel kp, un plongement ¢ : kr — F, et une uniformisante wr de F.
Nous commencgons par donner une description exhaustive des représentations
non supercuspidales de SLy(F') sur Fp. On rappelle qu’une représentation lisse
irréductible est dite supercuspidale lorsqu’elle n’est pas isomorphe & un sous-

quotient d’une représentation IndSBLSQ(F) (n) obtenue par induction parabolique

d’un caractére lisse  : Bg — F: du sous-groupe de Borel Bg des matrices
triangulaires supérieures de SLo(F').

THEOREME 0.1. — Soitn: Bg — F; un caractere lisse.

1. Le F,[Bs]-module Ind%L;(F)(n) est de longueur 2. Il est totalement dé-

composé si =1 est le caractére trivial, indécomposable sinon.

2. Le Fp[SLa(F)]-module IndSBL:(F)(n) est réductible si et seulement sin = 1.
Dans ce cas, c’est un module indécomposable de longueur 2 admettant
le caractére trivial comme sous-objet et la représentation de Steinberg
comme quotient.

3. Il n’existe pas d’isomorphisme entre sous-quotients d’induites paraboliques

provenant de caractéres distincts de Bg.

Nous obtenons en particulier une relation forte entre les représentations lisses
irréductibles non supercuspidales de GL3(F') et de SLo(F'), qui reste valable
pour les représentations non irréductibles obtenues par induction parabolique.

THEOREME 0.2. — Soit V une E,-représentation lisse irréductible non su-
percuspidale de SLy(F). A torsion par un F,-caractére lisse de GLg(F) prés,
il existe une unique représentation lisse irréductible non supercuspidale de
GLy(F) sur F, dont la restriction a SLy(F) est isomorphe a V.
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REPRESENTATIONS MODULO p DE SL(2, F) 539

Pour attraper les autres représentations lisses irréductibles de SLo(F'), nous
suivons les idées développées dans [2] et étudions donc tout d’abord la structure
des algébres de Hecke attachées aux Fp—représentations lisses irréductibles d’un
sous-groupe ouvert compact maximal de SLo(F'). L’action par conjugaison de
SLo(F) sur ensemble de ses sous-groupes ouverts compacts maximaux posséde

deux orbites respectivement représentées par le sous-groupe Ky := SLa(OF)
10
des points @Op-rationnels de SLy et par K; = aKpa™!, ol o = 0
wF

est un élément de GLy(F') n’appartenant pas a SLy(F'). Nous verrons dans
la section 3.5 que choisir I'un ou 'autre de ces sous-groupes ne modifie pas
les résultats que I'on obtient, ce qui permet de se limiter & 1’étude des objets
associés a Kj.

Nous démontrons alors le résultat suivant, qui affirme que ces algébres de
Hecke sphériques sont des algébres de polynomes en une indéterminée (donc
sont en particulier commutatives) et que leur action est compatible avec celle
des algébres de Hecke attachées & GLo(F) (). Rappelons ici que, par abus de
notation, on note encore o la F,-représentation lisse irréductible de GLa(6r)

7 =2
obtenue par inflation de la représentation Sym"(IF,) du groupe fini GLy(kr),
puis étendue & GLo(0F)Z en faisant agir trivialement 1’élément central wpls.

THEOREME 0.3. — Soient K un sous-groupe ouvert compact mazximal de
SLy(F) et o une représentation lisse irréductible de K sur F,.

1. L’algébre de Hecke attachée au triplet (SLo(F'), K, o) est une algébre de
polynémes en un opérateur de Hecke T explicitement déterminé.

2. Supposons que K = K et que 0 = o soit la représentation lisse irréduc-
tible de Ko sur Fp obtenue par inflation de la représentation SymF(Fi)
du groupe fini SLa(kp). Notons Tr € ﬂFP(GLQ(F), GL2(OF)Z, 07) lopé-
rateur de Hecke donné dans |2, proposition 8|. L’action de l’opérateur T
introduit dans le point précédent est donnée par le carré de l'opérateur

T :
Y g € SLy(F), Y v € or, 7([g,v]) = T2([g,]).
Nous pouvons ainsi définir des représentations conoyaux indexées par les
paires de paramétres (7, \) € {0,...,p — 1} x F, en posant :
Vi€ {0,1}, m(7A) := Coker(7: — \) ,
ol T} est Popérateur de Hecke 7 fourni par le théoréme 0.3 pour K = K; et

o = 0;3‘1. On obtient alors une nouvelle description des représentations non
supercuspiales de SLo(F') qui est de plus compatible - aprés application du

(1) Le sens précis donné & cette derniére assertion est défini dans la section 3.3.
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540 R. ABDELLATIF

foncteur de restriction - avec celle donnée par [2, Theorems 30 & 33] pour les
représentations non supercuspidales de GLo(F'). Dans le prochain énoncé, on

note encore ¢ : @; — E): I’application obtenue par composition de ¢ avec la
projection O —» kj définie par la réduction modulo wp et py : F* — F:

. R o =X
désigne le caractére non ramifié envoyant wp sur A € F, .

THEOREME 0.4. — Soit (7,\) € {0,...,p— 1} xF, une paire de paramétres.
1. La conjugaison par a induit un isomorphisme de F,[SLy(F)]-modules :
w1 (7, A) =~ (o (T, A))%.

2. Si X est non nul et si (7,\) # (0,1), alors mo(7, \) et Indgg (ur-1tP~177)
sont des représentations isomorphes de SLo(F). En particulier,
mo(7,A) est wune représentation irréductible de SLo(F) lorsque

R — —_—
(Taé) g {(0? 1)) (p - 1) 1)}'_,

3. Le Fp[SLy(F)]-module (0, 1) est une extension non scindée du caractére

trivial par la représentation de Steinberg.

On déduit directement de cet énoncé qu’une représentation lisse irréductible
supersinguliére relativement a K;, i.e. isomorphe & un quotient d’une représen-
tation de la forme m;(,0) avec 7 € {0,...,p — 1}/, est nécessairement super-
cuspidale. La relation entre supersingularité et supercuspidalité est en réalité
bien plus profonde, comme en atteste le résultat suivant.

THEOREME 0.5. — Soit i € {0,1} et soit m une représentation lisse irréduc-
tible de SLo(F') sur Fp. Si F' est de caractéristique 2, on suppose de plus que ™
est admissible. Les assertions suivantes sont alors équivalentes :

i) 7 est supercuspidale ;
ii) 7 est supersinguliére relativement a K;.

La notion de supersingularité ne nécessite donc pas de préciser un choix de
sous-groupe ouvert compact maximal. On obtient ainsi I’énoncé de classification
suivant, qui est ’exact pendant de [2, Theorem 33 & Corollary 36].

THEOREME 0.6. — 1. Les classes d’isomorphisme des représentations
lisses irréductibles admissibles de SLo(F) sur F, se partitionnent en
quatre familles :

(a) le caractére trivial 1 ;

(b) la représentation de Steinberg Stg ;

(c) les représentations de la série principale, i.e. paraboliquement in-
duites a partir d’un Fp-camctére lisse non trivial de Bg ;

(d) les représentations supersinguliéres.
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REPRESENTATIONS MODULO p DE SL(2, F) 541

2. Cette classification est compatible avec la classification de Barthel-Livné
pour les Fp-représentations lisses irréductibles & caractére central de
GLy(F) : si W est une F,-représentation lisse irréductible & caractére
central de GL2(F') qui contient une représentation lisse wrréductible V' de
SLo(F), alors V' appartient & une famille de la classification ci-dessus si
et seulement si W appartient a la méme famille dans la classification de
Barthel-Livné.

3. Si F n’est pas de caractéristique 2, on peut supprimer [’hypothése d’ad-
massibilité.

Supposons désormais que ' = Q,. Nous disposons alors d’une description
explicite des représentations supersinguliéres de SL2(Q,) qui repose sur celle
donnée par Breuil pour les représentations supersinguliéres de GL2(Q,) [5]®.

THEOREME 0.7. — 1. A isomorphisme preés, il existe p représentations su-
persinguliéres de SLa(Q)) notées mg, ..., Tp—1.
2. Pour tout parametre v € {0,...,p — 1}, Uespace des vecteurs Is(1)-inva-
riants de m, est de dimension 1 sur Fp et l’on a ) >~ Tp_1_p.
3. La restriction a SL2(Q,) d’une représentation supersinguliére de GL2(Qp)
est un Fp[SL2(Q,)]-module de longueur 2 totalement décomposé. Plus pré-
cisément :

Vre{0,...,p—1}, 7(r,0,1)|sL,,) = Tr ® Tp—1-r-

On peut ainsi définir pour SL(Q,) un analogue de la correspondance de Lan-
glands locale semi-simple modulo p définie par Breuil pour GL2(Q,) qui lui soit
compatible par restriction & SL2(Qy). Il met en bijection les classes d’isomor-
phisme des représentations projectives de dimension 2 sur F, de Gal(@p /Qp)

avec certaines familles de classes d’isomorphisme de F,-représentations lisses
semi-simples de SLa(Q)).

DEFINITION 0.8. — On appelle correspondance de Langlands locale semi-
simple modulo p pour SL2(Q)) la bijection entre les classes d’isomorphisme des
représentations projectives de dimension 2 sur F, de Gal(@p /Qp) et certaines
familles de classes d’isomorphisme de Fp—représenta,tions lisses semi-simples de
SL3(Q,) définie par les fléches suivantes :

— pour tout entier r € {0, ..., %}, on pose®
. +1 ) .
proj o ind(w;™") «— {mp 5 mp_1r};

(2) Dont on reprend les notations dans le prochain énoncé.

2

(3) L’ensemble qui apparait & droite lorsque » = 21 est réduit 4 I’élément {71'1;71 } C’est
2
le seul cas ou 'on obtient un singleton, les autres paquets étant tous de taille 2.
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542 R. ABDELLATIF

— pour toute paire de paramétres (r,\) € {0,...,r — 1} x F:, on pose

r+1 0
proj o (6 OM/\,UJ ) <—>71'0(7“,)\)58@ﬂ'g([p—S—r],)fl)ss.
A—1

Plan de P’article. — La section 1 est constituée de quelques rappels techniques.
Nous consacrons la section 2 & I’étude des représentations non supercuspidales
de SLy(F'). Dans la section 3, qui est le coeur de cet article, nous établissons
une classification des représentations lisses irréductibles de SLo(F) sur F, et
approfondissons les liens existants avec la théorie des représentations lisses
irréductibles & caractére central de GLo(F) sur F. La section 4 traite enfin des
spécificités du cas F' = Q.

Remerciements. — Nous remercions chaleureusement Guy Henniart pour son
intérét constant et pour ses divers commentaires sur une version préliminaire
de cet article. Nous tenons aussi & remercier le rapporteur pour ses remarques
précises.

1. Préliminaires

1.1. Notations générales. — On fixe un entier premier p et un corps local non
archimédien F' complet pour une valuation discréte, de caractéristique résiduelle
p et de corps résiduel fini. On désigne par @) lanneau des entiers de F', par
pr son idéal maximal et par ¢ = pf le cardinal de kr = Op/pr. On fixe une
uniformisante wr € pr, une cloture algébrique F, de kr et un plongement
t : kp — F,. On note vp : F — Z U {oo} la valuation wp-adique de F
normalisée par vp(wpr) = 1 et red : O — kp Papplication de réduction
modulo wp.

On note k%N) I’ensemble des suites de longueur finie d’éléments de kr. On
définit alors lapplication A : k}N) — @Op par la formule suivante : pour tout
entier n € N et toute famille A = (\;)?, d’éléments de kp, on pose

AN =) @[N] € Op
i=0
o [] : kp — O désigne I’application de Teichmiiller.

Pour tout scalaire non nul A € F., on note ux : F* — ﬁ: le caractére

p b)
. e . o e X .

lisse non ramifié (i.e. trivial sur @) valant A en wp. Pour tout entier r €

=X . .. .
{0,...,¢g — 1}, on note " : F* — ¥ le caractére trivial sur wr dont I'action
X 4 . oL .
sur O est définie par la composition suivante :
x red ; x x Lt =X
Op — kp — kp —F, ,
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REPRESENTATIONS MODULO p DE SL(2, F) 543

la fléeche du milieu étant donnée par 1’élévation & la puissance r. Pour tout
f-uplet d’entiers 7 = (rg,...,75-1) € {0,...,p — 1}¥, on pose '™ := ", oil
r =170 pir; est bien un élément de {0,...,q — 1}.

On note G := GLy(F'), dont K := GLo(OF) est & conjugaison prés l'unique
sous-groupe ouvert compact maximal. On note I le sous-groupe d’Iwahori stan-
dard de K et I(1) le pro-p-radical de I. Rappelons que I est formé des éléments
de K dont la réduction modulo wr est une matrice triangulaire supérieure du
groupe fini GLy(kr) tandis que I(1) est le sous-groupe des éléments de I dont
I'image par l'application de réduction modulo wpg est unipotente. On note
Z = F*I5 le centre de G (ou Iz est 1’élément neutre de G), B le sous-groupe
de Borel formé des matrices triangulaires supérieures de G, T le tore maximal
déployé des matrices diagonales de G, U = {u(z) := ({¥), = € F'} le radical
unipotent de B et U = {u(z) := (1 9), € F}. On introduit aussi les éléments
suivants de G, dont le role dans I’étude des représentations modulo p de G est
important [2, 5] :

(10) (01) (m)
o= , B = , W= ,
OwF wFO 10

et wy = <O 1 ) avec \ € k%N) arbitraire.
1-A()\)

Cet article étudie les représentations du groupe spécial linéaire Gg :=
SLo(F), dont les sous-groupes ouverts compacts maximaux sont partitionnés
en deux classes de conjugaison représentées par les sous-groupes Ko := SLy(OF)
et K1 := aKoa~!. Le centre de Gg est réduit a ’ensemble {I5, —I>} qui est
contenu dans Ko N K;. On note Bg = B N Gg le sous-groupe de Borel de
Gs consitué des matrices triangulaires supérieures et Ts = T N Gg le tore
maximal déployé des matrices diagonales. Le sous-groupe d’Iwahori standard
de K est noté Is et est égal & I N Gg ; son pro-p-radical Ig(1) est quant & lui
égal a I(1) N Gs. On note I'g le noyau de lapplication Ky — SLa(kr) induite
par la réduction modulo wg, qui n’est autre que le premier sous-groupe de
congruence de Gg. On introduit enfin les éléments suivants de Gg :

wp' 0 0-1 0 —wp'
Qp = F , Wo = 5 ,80 = F .
0 wE 10 wr 0

On vérifie facilement que 'on a By = agwy ainsi que les relations suivantes :
(1.1) VneZ, woadwy ' =ay™ =wy agw ;

(1.2) Ve F, wu(r) =u(—z)w.

La relation (1.2) montre en particulier que Uwy = woU.
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544 R. ABDELLATIF

1.2. Actions de groupes sur ’arbre de Bruhat-Tits de SLy(F'). — Nous renvoyons
le lecteur a [10] pour la définition et les propriétés de larbre de Bruhat-Tits
X de Gg. Rappelons toutefois que G agit transitivement sur I’ensemble des
sommets de X tandis que ’action de Gg posséde deux orbites : celle du sommet
standard® vy, que l'on note @pair, et celle de son voisin vy := awg, que l'on
note @impair- Pour tout indice ¢ € {0, 1}, le stabilisateur de v; sous l'action de
Gy est égal a K, et le stabilisateur de vy sous I'action de G est égal & K Z.

L’arbre X est par ailleurs muni d’une distance pour laquelle G agit par iso-
métries. Pour tout entier n > 0, on appelle cercle de rayon n ’ensemble des

sommets de X situés a distance n du sommet standard vy. D’apreés [5, page 5],
le cercle de rayon n est donné par la réunion disjointe

(1.3) {gnavo, A€k} U{gn 1,0, p€RE},

ol les éléments g2 | et g, \ sont définis comme suit : gg o = I2, g5 = @,

wp A(A 1 0
G = ) et g = mt1 | -
0 1 wrpA\) wh

Puisque 'action de Z fixe chaque sommet de ’arbre, on obtient la description
suivante des cercles de X a 'aide de I’action de Gg sur X.

PRrROPOSITION 1.1. — Soit n € N.

1. Une partition du cercle Sa,, de rayon 2n dans X est donnée par

1AM\ _ 2 1 0 2n—1
Sop = ", A€kt p U bvo, W€ k7' .
2 {<o ! ) K } {<wFA<u>1>“°”° o

2. Une partition du cercle Sapy1 de rayon 2n + 1 dans X est donnée par
1 A(X) —(n+1) 2n41 1 0
Sont1 = o v, A€ KT allvy, p € k.
2n+1 {(0 1 ) 0 1 F wFA(,u)l oV1, U F

(4) Défini comme le sommet donné par la classe d’homothétie du réseau standard O @ O
de F & F.
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Démonstration. — 1l suffit de remarquer que l'on a, pour tous A\ € k2 et
p €kttt

o= 1A()\)> <w;z 0 )(w% 0 > .
’ 01 0 wp" 0 wh
LA \ (= 0
0 1 )( 0 w;(”“’) <OwF> ( 0 wF>
o) (75 ) 6a) (7 2)
wrAN) 1 0 wp) \0wr 0 wh)’
—(n+1 n+1
9%n+1,u = ( ) 0) (w}?( | r?+1> <WF+ 7?+1) )
{ wrpA(p) 1 0 wh 0 wg

puis d’intégrer ces relations matricielles dans la description (1.3) du cercle S,
en distinguant selon la parité de n. O

Ces considérations permettent donc d’identifier :

— le quotient G/KZ a l’ensemble des sommets de X par l'application
[9KZ — gvo;

— le quotient Gg/Ky & lorbite @pair par Papplication [gKo — gvo);

— le quotient Gg/K; & l'orbite @impair par I'application [gK; +— gv1].
Nous pouvons alors définir le support dans ’arbre d’un élément f de indIG< 7(0)
(resp. indiﬁ (0); indif (o)) lorsque o est une F,-représentation lisse irréductible
de KZ (resp. de Ky; de K7) : on dit qu’un sommet v appartient aw support
de f §'il est de la forme gvy (resp. gsvo; gsv1) avec g € G (resp. gs € Gg)
élément du support de f. Le support de f dans X sera donc une partie finie de
lensemble des sommets de X (resp. de l'orbite @iy ; de I'orbite @impair).

1.3. Décompositions en doubles classes. — Nous rappelons sans démonstration
quelques décompositions en doubles classes de Gg. On commence par les dé-
compositions d’Iwasawa de Gg par rapport & Ky et & K7 [1, lemme 3.2.2].

LEMME 1.2. — Pour tout i € {0,1}, on a : Gs = BsK; = K;Bg.

Enongons maintenant la décomposition de Bruhat pour Gg [4, théoréme
11.4.(ii)] ainsi qu’un raffinement provenant de la factorisation Bg = TsU [12,
section 3.7].

LEMME 1.3 (Décomposition de Bruhat). — Le groupe Gs admet les décompo-
sitions en doubles classes disjointes suivantes :

Gs = Bs LU BswgBgs = Bg LI BgwgU.

De plus, Décriture d’un élément de Gg dans la seconde décomposition est
unique.
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546 R. ABDELLATIF

REMARQUE 1.4. — La double classe BswoU est une partie ouverte dense de
Gg. Par ailleurs, I'égalité By = agwg avec ay € Bg permet d’écrire les décom-
positions du lemme 1.3 sous la forme

(1.4) Gs = Bs U BgfoBs = Bs U BsfoU,
ce qui simplifiera I’étude des espaces de vecteurs Ig(1)-invariants des représen-
tations obtenues par induction parabolique.
REMARQUE 1.5. — Il existe de méme une décomposition de Bruhat et une
version raffinée pour le groupe fini SLo(kp) :

SLQ(}{:F) = Bs(k‘p) L Bs(kF)’LU()Bs(kF) = Bs(k‘F) (] Bs(kp)wOU(kF) s
avec unicité de la factorisation dans la seconde décomposition.

Nous rappelons a présent la décomposition de Cartan de Gg par rapport & Ky
et K1 [1, lemme 3.2.6].

LEMME 1.6 (Décomposition de Cartan). — Le groupe Gs admet les décompo-
sitions en doubles classes disjointes suivantes :

GS = |_| K(]OlanKo = |_| KlaE"Kl.
neN neN

Nous décomposons enfin Gg en classes modulo Bg a droite et Ig (ou Ig(1)) a
gauche.

LEMME 1.7. — Le groupe Gg admet les décompositions en doubles classes dis-
jointes sutvantes :

Gs = Bsls U BsByls = BsIs(1) U Bsfols(1).

Démonstration. — Ces décompositions s’obtiennent par un calcul explicite ef-
fectué dans [1, lemme 3.2.8]. O
1.4. Unlemme clé de théorie des représentations. — Nous terminons cette section

de préliminaires par un résultat fondamental de la théorie des représentations
modulo p [2, Lemma 3].

PROPOSITION 1.8. — Soient P un pro-p-groupe et V une représentation lisse
non nulle de P sur F,. Alors V' contient un vecteur non nul invariant sous
Paction de P.
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2. Induction parabolique et représentations de la série principale

Cette section étudie les représentations de (Gg obtenues par induction pa-
rabolique d’un Fp-caractére lisse de Bg, et contient notamment une preuve
du théoréme 0.1. Cet énoncé repose sur la compréhension de la structure de
F,[Bs]-module portée par Indgg (1), qui contient suffisamment d’informations
pour déterminer entiérement sa structure de F,[G s]-module.

3.1. Caractéres de Gs et de Bg. — Rappelons tout d’abord la structure des
F,-caractéres de Gg et de son sous-groupe de Borel Bg [1, section 3.3].

ProroOsSITION 2.1. — 1. Le seul Fp-camctére lisse de Gg est le caractére
trivial.

2. L’ensemble des Fp—camctéres lisses de Bg est en bijection avec l’ensemble

des Fp—camctéres lisses de F'*. Plus précisément, tout Fp—camctére lisse

de Bg est de la forme
a b
— x(a
(0 a_1> x(a)

=X . . . . .
avec x : F* — F un caractére lisse uniquement déterminé.

Par abus de notation, on note de la méme maniére un Fp—caractére lisse de F'*
et le Fp—caractére lisse de Bg qu’il définit & ’aide de la bijection ci-dessus.
L’argument qui prouve la proposition 2.1 permet aussi de démontrer que tout
caractére lisse de B sur E, s’obtient par inflation & partir de deux caractéres
lisses n1,mg @ F* — F: . On note 71 ® ny le Fp-caractére de B ainsi obtenu et
I’on remarque que 'on a en particulier :

e .
(2.1) Voune: FX —>F,, (m®n)les =mn; .

2.2. Structure de Fp [Bs]|-module. — Les arguments développés dans cette sous-
section sont inspirés des méthodes utilisées pour 1’étude des représentations
. 3 . o =X
complexes [6, section 9]. On fixe désormais un caractére lisse n : Bg — F, et
I’on considére la représentation Indgg (1) obtenue par induction parabolique de

ce caractére. L’application d’évaluation en Is définit un morphisme surjectif de
F,[Bs]-modules

G
(2.2) ¢ :IndZS(n) —»n
dont le noyau V;, est égal, par décomposition de Bruhat raffinée, au sous-espace
des fonctions de Indgg (n) a support dans BgwoU. La lissité de ces fonctions
fournit alors la caractérisation suivante des éléments de V,, [6, section 9.3, lemme
page 64].
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LEMME 2.2. — Un élément f € Indgi (n) appartient & V,, si et seulement s’il
eziste un sous-groupe ouvert compact Uy de U tel que le support de f soit
contenu dans BswyUy.

Ce résultat permet de démontrer la proposition suivante, qui constitue le
point-clé de cette sous-section.

PROPOSITION 2.3. — V;, est une représentation lisse irréductible de Bg.

Démonstration. — La preuve consiste & donner un modéle de V; pour le-
quel lirréductibilité provient directement d’arguments topologiques. L’espace
Cg°(U) des fonctions lisses U — E, 4 support compact est muni de ’action
lisse de Bg définie par

(2.3 (gai) 6= fu(y) = ¢ (u (L))

L’application [f — [u — f(wou)]] induit alors un isomorphisme de F,[Bg]-mo-
dules

(2.4) UV, ~C®U)@n!

dont l'inverse est, grace au lemme 2.2, la fonction envoyant un élément ¢ €
C(U) sur la fonction f € V;, définie par f(bwou) = n(b)¢(u) pour tous u € U
et b € Bg. L’opérateur ¥ et son inverse sont tous deux Bg-équivariants : on a
en effet, pour tout élément a € F* et toute paire (z,2) € F x F,

) a T a0 (a‘lz—l—x)
wou(z = wou | ——— |
0 0a?! 0 a 0 a

ce qui implique que l'on a, pour tout triplet (b, f,y) € Bs x V;; x F,
(b f)(uly) =nd~1)(0-¥(f))(uy)).

Puisque la torsion par un caractére ne modifie pas la longueur, il nous suffit de
prouver l'irréductibilité du F,,[Bgs]-module C2°(U) pour conclure. Commencons
par rappeler que U est réunion de ses sous-groupes ouverts compacts et que
tout f € C°(U) est, par lissité, a support dans un sous-groupe ouvert compact
de U. Si Uy est un tel sous-groupe, on note C°(Uy) V'espace des fonctions
de C*(U) a support dans Up. On vérifie alors facilement que ’espace des
vecteurs Up-invariants de C2°(Up) est de dimension 1 sur F, et de base la
fonction indicatrice 1y, : en effet, si f est un élément Up-invariant de C°(Uyp),
Papplication de la formule (2.3) pour a = 1 montre que ’on doit avoir, pour
tout z € F,
F(u(@)) = (u(@) - £)(I2) = [(I2).

ce qui prouve que f est constante et donc colinéaire & 1y, .
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Comme U est un pro-p-groupe, le lemme 1.8 assure que toute sous-
représentation non nulle de C°(Up) contient 1y,. Pour conclure, il nous
suffit de prouver que pour tout choix de sous-groupe ouvert compact Uy, sa
fonction indicatrice engendre le F,,[Bg]-module C°(U). Pour cela, on remarque
que la famille de sous-groupes ouverts U, := agjUpcy " (n € N) est un systéme
fondamental de voisinages de I dans U et que l'action de U sur la fonction
1y, permet de construire toutes les fonctions indicatrices translatées 1y, ,, avec
u € U. En écrivant par ailleurs que Uy = oy "Upaf avec ag € Tg, on voit que
Paction de Bg = TsU sur 1y, permet de construire tout élément de l’espace
C*(U), ce qui termine la démonstration. O

COROLLAIRE 2.4. — Indgg (n) est un Fp[Bg]|-module de longueur 2.

Démonstration. — C’est une reformulation de la proposition 2.3 a partir de la
définition de V,, comme noyau de la surjection (2.2). O

REMARQUE 2.5. — La proposition 2.3 assure en particulier que les seuls sous-
quotients irréductibles du F,[Bg]-module Indg: (n) sont le caractére n et le
sous-F,[Bs]-module V;;, qui sont tous deux de multiplicité 1.

Etudions maintenant la décomposabilité du F,,[Bgs]-module Indgg (7). Autre-
ment dit, cherchons sous quelles conditions la suite exacte courte de F,[Bg]-mo-

dules
(2.5) 0—V,— Indg‘; n)—n—0

peut admettre un scindage, ce qui revient a déterminer les cas ou 7 est iso-

morphe & un sous-F,[Bg]-module de Inﬂgg (n). Supposons donc qu’il existe

une fonction lisse non nulle f : Gg — F, telle que b - f = n(b)f pour tout
élément b € Bg, i.e. telle que :

(2.6) Vb€ Bs, VgeGs, f(gb)=nb)f(g) = f(bg).
La droite engendrée par f est alors stable sous ’action de Bg et f est fixe sous
Iaction de U. Comme f est lisse, on sait qu’il existe aussi un entier N > 0 tel

que f soit fixe sous 'action du sous-groupe Uy := (wgl Op (1)) Un calcul direct

montre que l'on a %(z) = afu(zwi)ag”® pour tout x € FX et tout k € Z,
ce qui permet de déduire de la relation (2.6) que f est fixe sous 'action du
groupe U des matrices unipotentes inférieures. Il suffit alors de remarquer que
wo = u(—1)u(1)u(—1) pour obtenir 'invariance de f sous l'action de wy, puis
d’utiliser la décomposition de Bruhat pour conclure que la droite engendrée
par f est stable sous l'action de Gg. Elle définit donc un F,[Gs]-module de
dimension 1, qui est nécessairement le caractére trivial d’aprés le premier point
de la proposition 2.1. Le caractére 7, qui est par construction égal a la restriction
a Bg du F,[Gg]-module engendré par f, est donc lui aussi trivial.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



550 R. ABDELLATIF

Réciproquement, la fonction constante égale a 1 engendre un sous-F,[Bg]-mo-
dule de Indgg(l) qui est canoniquement isomorphe au caractére trivial. La
proposition 2.3 assure de plus que ce sous-module est d’intersection nulle avec
le noyau V; de la surjection (2.2), ce qui prouve grace au corollaire 2.4 que
Indgi(l) est somme directe de ses deux sous-quotients irréductibles. Nous
avons donc démontré le résultat suivant, qui n’est autre que la seconde partie
de la premiére assertion du théoréme 0.1.

PROPOSITION 2.6. — Le F,[Bs]-module Indgz (n) est décomposable si et seule-
ment si n est le caractére trivial. Dans ce cas, il est totalement décomposé.

2.3. Structure de F,[G s]-module. — Les résultats qui précédent vont nous per-
mettre de déterminer la structure des représentations de Gg obtenues par in-
duction parabolique. En particulier, nous obtiendrons un critére simple d’irré-
ductibilité.

. =X R .
PROPOSITION 2.7. — Soitn: Bs — F,, un caractére lisse.

1. Sin est non trivial, alors Indgg (n) est une représentation irréductible de
Gs.

2. Le F,[Gg]-module Indgg(l) est indécomposable de longueur 2, avec le
caracteére trivial comme sous-objet et la représentation de Steinberg Stg :=
Indgg(l)

) comme quotient.

Démonstration. — Si Indg;g (n) est un F,[Gs]-module réductible, le corol-
laire 2.4 et la remarque 2.5 impliquent que c’est un objet de longueur 2
admettant un sous-quotient de dimension 1. La proposition 2.1 implique donc
que 1 est sous-quotient du F,[Bg]-module Indgg (n), ce qui prouve que n =1
grace a la remarque 2.5.

Réciproquement, la fonction constante égale & 1 engendre un sous-F,[G g]-mo-
dule de Indgi(l) isomorphe au caractére trivial. On déduit donc du corol-
laire 2.4 que le F,[Gs]-module Indgg (1) est de longueur 2 avec pour quotient

. : . Ind5 (1) .
irréductible la représentation Stg := n% Ce module est cependant indé-

composable : dans le cas contraire, la remarque 2.5 impliquerait que le sous-
espace des fonctions de Indgz (1) a support dans BswoU, qui n’est autre que
I’espace V; introduit dans la section 2.2, soit stable sous ’action de Gg. Ceci
est faux puisque pour tout sous-groupe ouvert compact Uy de U, 'image de la
fonction indicatrice de 'ouvert BgwoUy sous ’action de wq est égale a la fonc-
tion indicatrice du fermé BgUy, ot Uy := woUpwp est un sous-groupe ouvert
compact de U, et n’est donc pas & support dans BgwoU. O]
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Une conséquence immeédiate de ce résultat concerne le comportement des re-
présentations non supercuspidales vis-a-vis de la conjugaison par «. Elle sera
utile dans la section 3.5, ot nous devrons nous préoccuper de 'influence de
certains choix sur nos résultats.

PRrROPOSITION 2.8. — Toute Fp—représentation lisse irréductible non supercus-

. : A . : o 10
pidale de Gg est isomorphe a sa représentation a-conjuguée, ot o := 0 .
wF

Démonstration. — Si V est une représentation lisse irréductible non supercus-
pidale de Gg, la proposition 2.7 assure qu’elle vérifie 'un des trois cas suivants :

— V est le caractére trivial ;

-V Indgz (n) avec n : Bg — F; caractére lisse non trivial;

— V est isomorphe & la représentation de Steinberg Stg.
Si V est le caractére trivial, il n’y a rien & démontrer. S’il existe un caractére
lissen: Bg — E): tel que V' ~ Indgg (1), on vérifie directement® que I’applica-
tion qui envoie f € V sur la fonction [z — f(a~'za)] établit un isomorphisme
de V¢ sur V. Enfin, si V est isomorphe & la représentation de Steinberg, la
proposition 2.7 assure que V est I'unique quotient irréductible du F,[Gs]-mo-
dule Indgz(l). Par suite, V est un quotient irréductible du F,[Gs]-module

(Indgi(l))a o~ Indgg(l), et est donc elle aussi isomorphe & Stg. O

2.4. Espaces de vecteurs invariants sous Is(1). — Le lemme 1.7 assure que tout
élément Is(1)-invariant de IndCB’E (n) est entiérement déterminé par ses valeurs
en Iy et en By, ce qui prouve directement le résultat suivant.

PROPOSITION 2.9. — L’espace des vecteurs Is(1)-invariants de Indgg (n) est

de dimension 2 sur Fp et admet pour base la famille de fonctions Ig(1)-inva-
riantes {{1,, l2n} satisfaisant aux égalités suivantes :

lin(l2) =15 Ly y(12) =0 ;
£1,7(Bo) =05 £2,1(Bo) = 1.
Etudions P’action du sous-groupe d’Iwahori I sur ces fonctions. Un élément

1 € Ig peut étre écrit sous la forme ¢ = ti; avec t € Tg(@;) et iy € Ig(1). On
a alors :

@7 Vfe(mdF(m)” , VzeGs, (i f)@)=(t f)x)=f(xt).

Le lemme 1.7 permet de distinguer deux possibilités pour I’élément = € Gg.

)15(1)

(%) Comme cela est fait dans [1, proposition 2.2.5].
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- Six = b avec b € Bg et £ € Ig(1), alors on a zt = bt(t~1&t). Comme
t € Ts(0y) normalise I5(1) et comme f est invariante sous I'action de
I5(1), on obtient :

(2.8) (- f)(@) = n(bt) (1) = n(t)f(b) = n(t)f(z).
— Siz=bB€ avec b € Bg et £ € Is(1), on a xt = b(BotBy 1) Bo(t™1Et) avec
t=l¢t € Is(1) et BotBy ' € Ts(Of). On en déduit donc que 'on a :

(2.9)  (t- f)(x) =ndBotBy ") f(Bo) = n(BotBy ") f(bBo) = n(BotBy ') f(z).

Notons 7T et 7~ les F,-caractéres lisses de Is respectivement obtenus par

inflation de la restriction & Ts(05) des caractéres 7 et 7™ := n(wp.wy ') : nous
avons alors démontré le résultat suivant.
LEMME 2.10. — Le sous-groupe d’[wahori Is agit respectivement sur les fonc-

tions £y, et la, par les caracteres n et n~. Autrement dit, on a :

- — (i )
v ’L E IS, Z gl,n 77 (’11)'61,77 )
i loy =1 (1)l

En particulier, les seules composantes Ig-isotypiques non nulles de Indgg (n)
sont celles associées a n* et a n~. Un calcul direct reposant sur 1’égalité w2 = I
montre par ailleurs que 7 = 1 si et seulement si n est un caractére non ramifié
de F'*, ce qui fournit directement le résultat suivant.

COROLLAIRE 2.11. — Soit n: Bg — E); un caractere lisse.

1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) Indgz (n) admet des vecteurs Ig-invariants non nuls;
ii) nt =1;
i) n~ =1;
iv) n est non ramifié.
2. Pour tout caractére lisse non ramifié n: Bg — E);, on a

(ndGs(n) ° = (d§s (n))

Passons & 1’étude des vecteurs Ig(1)-invariants de la représentation de Stein-
berg.

Is Is(1)

PROPOSITION 2.12. — L’espace des vecteurs Is(1)-invariants du F,[Gs]-mo-
dule Stg est de dimension 1 sur Fp. Plus précisément, on dispose de la suite
ezacte courte suivante de Fp,-espaces vectoriels :

(2.10) 0— 1 — (Ind§3(1))"s® — (Stg)*M — 0.
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Démonstration. — En appliquant le foncteur des Is(1)-invariants, qui est exact
a gauche, a la suite exacte courte de Fj,[Gs]-modules

0—1 —>Indg§(1) — Stg — 0

définissant la représentation de Steinberg, on obtient la suite exacte suivante
de F,-espaces vectoriels :

(2.11) 0 — Fplay — Fplrg @ Fplyq — (Sts)*M.

Nous cherchons donc & prouver la surjectivité de la fléche de droite dans la
suite exacte (2.11). Soit f € (Stg)Is(l) et f € Indgg(l) un relévement de f.
L’invariance de f sous 'action de I(1) se traduit alors de la maniére suivante
pour f :

(2.12) VielIg(l), 3ING) eF, |i-f—Ff=\i)lgs.

Il nous suffit donc de démontrer la nullité de la fonction A : Is(1) — F, pour

conclure. Pour cela, rappelons tout d’abord que la définition des éléments de
Indgg (1) assure que nous disposons des identités suivantes :

(i f = )bx) = f(zi) - f(e) ;
(i f = f)bwoz) = f(wozi) — f(woz).
Remarquons ensuite que A est un homomorphisme de groupes puisqu’il vérifie :

Vou,veIs(l), Nuw)lgs =u-(v-f)—u-f+u-f—f

=u- (f+Av)las) —u- [+ A(u)les

= (A(w) + A(v)1es
la derniére égalité provenant de I'invariance de la fonction 1¢, sous I'action de
Is(1). -
Sachant d’une part que Ig(1) est engendré par U(Or), U(pr) et Ts(1 + pr),
et d’autre part que la relation (2.12) implique que A(u) = (u - f — f)(I2) pour
tout u € Ig(1), on termine la démonstration comme suit : 'appartenance de f
a Indgg(l) implique que pour tout élément u de U(OF) ou de Ts(1 + pF), on
a AM(u) = 0. Par ailleurs, si u = wy 'vwy € U(pr) avec v € U(pr), la seconde
relation de (2.13) assure que l'on a

(2.13) Vbe Bg, Vx,ieIs(l), {

A(w) = Nwy owp) = f(vw) — flwe) =0
car v appartient & Bg. L’homomorphisme ) est donc identiquement nul puisque

nul sur un systéme générateur de Ig(1), et f est bien invariant sous ’action de
Is(1). O

COROLLAIRE 2.13. — Pour tout caractére lisse n : Bg — F;, le F,[Gs]-mo-
dule porté par Indgz (n) est engendré par ses vecteurs Is(1)-invariants.
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Démonstration. — Si i est non trivial, la proposition 2.7 assure que la re-
présentation Indgg (n) est irréductible et le résultat découle immédiatement
du lemme 1.8. Considérons & présent un élément F de Indgi (1). Comme Stg
est une représentation irréductible de Gg, elle est engendrée par ses vecteurs
Is(1)-invariants. L’image de F dans ce quotient est donc de la forme > jes9ifi
avec J ensemble fini d’indices et, pour tout j € J, g; € Gs et f; € (Stg)Ts(M),
La suite exacte courte (2.10) assure que chaque f; se reléve en un élément

Is(1) . ~ .
F; € (Indgg(l)) > et que la différence F — > jes 9; - Fj appartient au ca-
racteére trivial, et est donc une fonction constante ¢. Nous avons ainsi écrit F
sous la forme £+ 3 ; g; - Fj avec £ et les fonctions F; qui sont des éléments
Is(1)-invariants de Indgz (1), ce qui termine la démonstration. O

2.5. Absence d’isomorphismes non triviaux. — Le caractére trivial est le seul
Fp [Gg]-module de dimension finie apparaissant parmi les représentations non
supercuspidales de Gg, donc n’est pas isomorphe & une représentation parabo-
liquement induite ou & la représentation de Steinberg, qui sont de dimension
infinie sur Fp.

Puisque les Fp—espaces vectoriels formés par les vecteurs Ig(1)-invariants de
deux F,[Gs]-modules isomorphes sont isomorphes, donc de méme dimension sur
E,, les propositions 2.9 et 2.12 excluent toute possibilité d’isomorphisme entre
la représentation de Steinberg et une représentation de la forme Indgz (n)®.
Reste donc & étudier la possibilité d’'un isomorphisme entre deux représenta-
tions obtenues par induction parabolique. Si 7 et x sont deux Fp-caractéres
lisses de Bg, la réciprocité de Frobenius lisse assure que

Homg, (Ind%? (1), Indg? (x)) = Homp, (Ind%? ()| 55, x)-

Par conséquent, l'existence d’un isomorphisme de E)[G’S]—modules entre
Indgi (n) et Indgg (x) nécessite que x soit un quotient du F,[Bgs]-module
Indgg (n), donc que x = n d’aprés la remarque 2.5. Cette méme remarque
assure que x est quotient de multiplicité 1 pour Indgg (x), donc que V’espace

Endg, (Indgg (x)) = Homp, (Indgg (x),x) est de dimension 1 sur F,. Nous
avons ainsi démontré le résultat suivant.

PROPOSITION 2.14. — Deux représentations lisses irréductibles non supercus-
pidales 7, et my de Gg sur I, sont isomorphes si et seulement s’il existe un
Fp-caractére lisse n de Bg tel que m1 ~ mp =~ Indgz (n). Dans ce cas, ’espace

d’entrelacements associé€ est de dimension 1 sur IF,.

(6) On peut aussi remarquer que le corollaire 2.4 implique que la restriction & Bg de la repré-
sentation de Steinberg est irréductible, tandis que la restriction & Bg d’une représentation
paraboliquement induite est de longueur 2.
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2.6. Lien avec les représentations non supercuspidales de GLo(F). — On rappelle
tout d’abord la structure des F,[G]-modules obtenus, & torsion par un F,-ca-
ractére lisse de G et isomorphisme prés, par induction parabolique d’un E,—ca—
ractére lisse de B [2, Theorem 30].

THEOREME 2.15. — Soitn: F* — F; un caractére lisse.

1. Si n est non trivial, la représentation de G portée par Indg(n ® 1) est
irréductible.

2. Le F,[G]-module Ind$ (1) est indécomposable de longueur 2 avec la repré-
sentation triviale comme sous-objet et la représentation de Steinberg St
comme quotient.

Le prochain résultat établit un lien trés fort entre représentations non super-
cuspidales de SLy(F') et de GLy(F).

THEOREME 2.16. — Pour tout E,—camctére lisse n de F*, Uapplication de
restriction & Gg induit un isomorphisme de F,[Gs]-modules entre Indg(n ®
1)|gg et Indgg (n), ainsi qu’un isomorphisme de F,[Gg]-modules entre St|g,
et Stg.

Démonstration. — Puisque G = BGg, la décomposition de Mackey pour les
induites lisses [13, section I.5.5] assure l’existence de l’isomorphisme annoncé
entre les F,[G's]-modules portés par Ind$ (n®1)|g et Indgz (). En particulier,
il existe donc un isomorphisme de F,[Gs]-modules Ind%(1)|gs ~ Indgg (1) qui
induit un morphisme injectif de F,,[Gs]-modules

Ind$(1)/1 — Ind%5(1)/1.

Le membre de droite (resp. de gauche) de cette application est par définition
égal a Stg (resp. & St|gg), ce qui permet de conclure par irréductibilité de ces
représentations St|g, ~ Stg et termine la démonstration. L]

REMARQUE 2.17. — Grace au théoréme 2.16, on déduit immédiatement
Pénoncé suivant des résultats de la section 2.4, de [2, Lemma 28 & Corollary
36(1)] et de [3, Lemma 27| : si W est une représentation lisse de G sur F,
isomorphe & un sous-quotient d’une représentation de la forme Indg(n) avec
n:B — F; caractére lisse, et si V désigne la restriction ¢ Gg de W, alors
wli) — yis),
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3. Classification des représentations lisses irréductibles de SLo(F')

3.1. Représentations lisses irréductibles des sous-groupes ouverts compacts maxi-

—2
maux de Gs. — Pour tout entier r € {0,...,p—1}, on note Sym" (F,)) la repré-
T
sentation du groupe fini SLy(kr) ayant pour espace sous-jacent @prr—iyi
i=0

sur lequel un élément (2 %) € SLy(kr) agit par :

S ((a b)) (z"~"y") := (ax + cy)" " (ba + dy)".

Pour tout f-uplet d’entiers 7 :=(ro,...,7s_1) de {0,...,p — 1}/, on définit
=2

Sym"(FF,) comme la représentation de SLy(kr) ayant pour espace vectoriel

sous-jacent

Vz:= Sym" (Fi) ®§p Sym™ (FIZ)) ®§p s ®ﬁp Sym"#-1 (Fﬁ),

sur lequel un élément (‘; g) € SLy(kr) agit par

([abd Il . a?’ b’
Sym cd (Vo ® -+ -vp_1) ::®Sym i &g (vy).
j=0

Toute représentation irréductible de SLy(kr) sur F, est isomorphe & une re-
présentation de la forme SymF(Ff,) pour un unique ¥ € {0,...,p — 1}/ [7,
section 1]. On obtient alors la description suivante des [F,-représentations lisses
irréductibles” de K.

LEMME 3.1. — Soit m une représentation lisse irréductible de Ko sur Fp. Il
existe un unique f-uplet ¥ € {0,...,p — l}f tel que m soit isomorphe a la
représentation de Kq obtenue par inflation de la représentation SymF(Fi). On
note o cette représentation.

Démonstration. — Soit 7 une représentation lisse irréductible de Ky sur E,.
D’aprés le lemme 1.8, elle contient un vecteur non nul invariant sous l'action de
I's. Comme I'g est un sous-groupe distingué de K, l'irréductibilité de 7 assure
que laction de Ky sur 7 se factorise a travers le quotient Ko/T's ~ SLo(kp),
d’out le résultat. O

(7) De telles représentations sont parfois appelées poids de Serre dans la littérature. Vignéras
nous a cependant signalé I’étrangeté de cette terminologie étant donné que Serre n’avait rien
& voir avec I’étude de ces objets. C’est pourquoi nous n’utilisons pas cette appellation ici.
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COROLLAIRE 3.2. — Pour toute représentation lisse irréductible m de K1 sur
F,, il existe un unique paramétre ¥ € {0,...,p — 1} tel que 7 soit isomorphe
a la représentation o .

Démonstration. — Si 7 est une Fp—représentation lisse irréductible de K, alors

-1 . . . , . _ =
m* * est une représentation lisse irréductible de a !Kja = Ky sur F,. Le

o i . -1 . . .

lemme 3.1 implique donc que la représentation 7  est isomorphe a une unique
. L . -1

représentation de la forme oz, donc que la représentation 7 = (7* )% est

isomorphe & og avec unicité du paramétre . O

REMARQUE 3.3. — Dans [2, proposition 4], Barthel et Livné prouvent que
toute représentation lisse irréductible de KZ sur Fp a caractére central tri-
vial sur wp est isomorphe & oy, = o7 ® det™ avec 7 € {0,...,p — 1}/ et
m € {0,...,p — 2} uniques.

Nous terminons cette premiére sous-section en introduisant une notation déja

présente dans les travaux de Barthel-Livné [2, 3| et de Breuil [5] : pour tout
f-1

7 = (ro,...,7f—1), on pose Uz := ®Ur,- € Endﬁp(ap), ou Uy, € Endﬁp(am)
=0

est défini par U, (y™) = y™ et :

Vijie{0,...,r; — 1}, U (2" 7y7) = 0.

3.2. Algebres de Hecke associées a K

3.2.1. Rappels sur les algébres de Hecke. — Soit H un sous-groupe ouvert d’un
groupe topologique localement profini I' et (o, V) une F,-représentation lisse
de H. On appelle algébre de Hecke associée au triplet (I'yH, o) la Fp—algébre
H(T, H, ) des endomorphismes du F,[[']-module ind}; (o) obtenu par induction
compacte :

H (T, H,0) := Endg_py (ind; ().

Nous utiliserons volontiers une autre description de cette algébre lorsque nous
voudrons faire des calculs explicites [2, proposition 5].

PROPOSITION 3.4. — La réciprocité de Frobenius compacte induit un isomor-
phisme d’algébres entre l’algébre de Hecke 3¢ (T', H, o) et l’algébre de convolution
H(T', H,o) formée des fonctions f : ' — Endg (V) telles que :

i) pour tout v € V, Uapplication [g — f(g)(v)] est lisse et a support compact
modulo H (a gauche);
ii) Vhi,h, e H VYV g € r, f(hlghz) = G‘(hl)f(g)a'(hg).
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La structure d’algébre de H(T', H,o) est donnée par le produit de convolution
défini par la formule suivante :

V fi, fa e HIT, Hy0), Vg €T, (fixf2)(9) = DY fil@)fa(z™'g).

ze€l'/H

REMARQUE 3.5. — Lorsque V est de dimension finie sur Fp, I’'espace
H(T, H, o) est celui des fonctions f : I' — Endﬁp (V) lisses a support compact
modulo H qui vérifient la condition (ii) ci-dessus.

Désignons par Ty € # (T, H, o) 'opérateur de Hecke associé¢ a f € H(T', H,0)
par l'isomorphisme de la proposition 3.4. Lorsque le support de f est réduit &
une seule double classe HggH, on dispose d’une formule explicite assez simple
permettant de calculer Ty sur les fonctions standard [2, Equation (9)]. Rappe-
lons que pour toute paire (g,v) € I’ x &, on note [g,v] € ind% (o) la fonction
standard définie par

o(zg)(v) siz € Hg™ !,

0 sinon.

Vzel, [g,v](z) = {

Si {kigo 1}1‘@ 7 est un systéme de représentants des classes & gauche modulo H
de Hgo_lH, i.e. si Hgo_lH = |_| kigo_lH, alors on a :

il
(3.1) VgeTl, VoeV, Ty(lg,v]) =D lgkigy ", f(go)o (ki )],

il

Terminons par un énoncé utile concernant le comportement de ces algébres
vis-a-vis de Paction par conjugaison [1, corollaire 2.3.6]. On rappelle que 1'on
pose HY := yH~y~ 1.

PROPOSITION 3.6. — Pour tout élément v € T', Uapplication identité induit
un isomorphisme de Fy,-algébres :

H (T, H,o)~IH((T,H", 7).

3.2.2. Définition de l’opérateur 7. — Fixons une Fp—représentation lisse ir-
réductible o7 de Kj et intéressons-nous & la structure de l'algébre de Hecke
j”[ﬁp (Gs, Ko, 07), soit donc a celle de ’algébre de convolution Hﬁp (Gs, Ko, 07).
La décomposition de Cartan de Gg relative & Ky permet de reprendre la preuve
de [2, Lemma 7], qui ne repose que sur l'action des éléments de U, pour obtenir
I’énoncé suivant.

LEMME 3.7. — L’espace vectoriel Hg (Gs, Ko, 07) admet pour base sur E, la
famille {¢,, n > 0} définie comme suit :

i) le support de ¢, est égal & la double classe Kooy " Ko ;
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ii) sin est strictement positif, ¢n(ag") = Ur;

iii) ¢o(I2) = Id.

Pour tout entier n > 0, on note 7, € H#5 (Gs, Ko, o) I'opérateur de Hecke
P
correspondant & la fonction ¢, € Hﬁp (Gs, Ko,07) par réciprocité de Fro-

benius compacte®. La famille {7,, n > 0} est donc une base sur F, de
H F, (Gs, Ko, 0r), et elle satisfait de plus aux relations suivantes.

PROPOSITION 3.8. — Pour toutn € N, on a
()"t siF#0;
Tntl = R
Tl ) = (4 ) si =0

Démonstration. — 1l suffit de remarquer que ’égalité suivante est vérifiée dans

n 10 wp"' 0 wp" 0 n
ao:<0w2n> < g w">:< g w”>a2 ’
F F F

—n
avec (WF 0_n> élément central de G, de sorte que la double classe
Wrg
Koay ™K est contenue dans la double classe KZa~2"K. Comme ¢, (ag") est
égal a la valeur en a~2" de la 2n-iéme fonction définissant la base sur F, de
lalgébre de convolution associée au triplet (G, K Z,0r) donnée par [2, Lemma
7], on peut conclure en reprenant les calculs de [2, proposition 8] qui lient les
opérateurs Ty, € ﬂﬁp (G,KZ,0) entre eux. On obtient ainsi que

o T siT#0;
n — . N
=0
ce qui prouve le résultat annoncé. O]

COROLLAIRE 3.9. — La F,-algébre ﬂ?p(GS,K0,0’F) est égale & l'algébre de

polynémes Fplr7], oti l'on a posé

(3.2) e {7‘1 siF#0 ;

3

n+1 siF=0.

REMARQUE 3.10. — Il suffirait de prendre 77 = 71 pour obtenir la structure
polynomiale de J- 7, (Gs, Ko, 0r). Le choix effectué ici pour définir 77 provient
d’un souci de compatibilité avec la théorie développée pour GLo(F'), et sera
notamment justifié par la proposition 3.14 ci-aprés.

(®) i.e. par I'isomorphisme de la proposition 3.4.
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3.2.3. Action de 17 sur les fonctions standard. — Nous avons précédemment
rappelé pourquoi le quotient G/ Ky est en bijection avec ’ensemble des som-
mets de ’arbre de Bruhat-Tits X situés & distance paire du sommet standard
vg. Cette remarque permet d’obtenir une description assez simple des doubles
classes modulo Ky de Gg en termes de classes & gauche modulo Kj.

PROPOSITION 3.11. — Pour tout entier n > 0, la double classe Koag Ko pos-
séde la décomposition suivante en classes & gauche disjointes :

A(A) -1 1 0
soagiio= (L (0 e Ju U (L, ) ek
)\ek%n /‘ek?rn_l wF (/‘l')

Démonstration. — Comme Gg agit par isométries sur I’ensemble des sommets
de X, Paction de Ky = Stabg, (vg) sur ces sommets ne modifie pas la distance
a vg. Tout élément de Kopag Ko envoie donc vy sur un sommet du cercle Sy,
et la proposition 1.1 implique alors que la double classe Koo Ky est contenue
dans la réunion de classes disjointes

| | 1AM | 1
0 1 0 wpA(p) 1 0
A€k pek F

Cette réunion est égale au membre de droite de I’égalité figurant dans ’énoncé
puisque l'on dispose de l'identité suivante, valable pour tout élément A\ € kg\l) :

1A . [(14aW) (o-1\ , (01

o1 )% “\o 1 10 )%\ 10
(AN -1\ (01
L1 o0 )™\ 10/

Comme la fonction A(.) est par définition & valeurs dans O, l'inclusion réci-

proque est évidente et ’égalité annoncée est ainsi démontrée. O

Ce dernier énoncé permet d’expliciter la formule (3.1) lorsque Ty = 77 est
Popérateur qui apparait dans la proposition 3.8.

COROLLAIRE 3.12. — Pour tout élément g € Gg et tout vecteur v € oz, on a
lidentité suivante :

AQ) -1 0 1
Tl([ ”U]) - l ( > : ’ UFUF << )) v]
g A;kz I\1 o) ~1 A

0
+ Z [ (wFA () 1 )ao, Usv

nekr

TOME 142 — 2014 — N° 3



REPRESENTATIONS MODULO p DE SL(2, F) 561

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer la formule (3.1) en prenant pour sys-
téme de représentants des classes & gauche modulo K de Koao_lKo = KooKy
celui donné par la proposition 3.11, puis de remarquer que 'on a, pour tout

1 0 P
oF ((—wFA(u) 1)) = Sym"(I3) = Id. O

3.3. Lien avec les algébres de Hecke associées a GLy(F). — Pour toute représen-
tation lisse irréductible & caractére central o5, de KZ sur I,,, Barthel et Livné
exhibent un opérateur Ty, € #5 (G, KZ,05,,) tel que

p

élément p € kg),

(3.3) ﬂﬁp (G, KZ,07m) = Fp[T7,m).

Comme la restriction & G's de oy, ne dépend pas de la valeur de m, on peut
imposer m = 0 et considérer o7. La valeur de I'opérateur Tr := Trg sur les
fonctions standard de ind$ , (o) est alors donnée par la formule suivante [5,

équation (4)] :

(34) Vge G, Vveop TF([Q,’U]) = [ga, UFU] + Z [gg?,AaUF(w)UFUF(w/\)U]'
AEkFR

Elle montre notamment que l'image par Ty d’une fonction f € ind%,(o7) &
support inclus dans @pai, (resp. : dans Gimpair) est de support contenu dans
Gimpair (resp. : dans @pair). Remarquons maintenant que l'on dispose d’un
morphisme injectif de F,[Gs]-modules
ind%)g (07) — ind$ ,(07) ,
lg,0] = lg,7]
dont I'image est I'ensemble des éléments de ind% , (o) & support dans K ZGyg,
i.e. de support dans l'arbre inclus dans @p.;,. De méme, application définie
par
ind§? (o) — indF 5 (o7)
l9,0]  — [ga,]
est un morphisme injectif de F,[Gs]-modules d’image I’ensemble des éléments

de ind%’; z (o) de support dans l’arbre inclus dans @impair- Nous obtenons ainsi
un premier résultat qui s’énonce comme suit.

PROPOSITION 3.13. — Pour toute représentation lisse irréductible or de Ky
sur IFy,, l’application

D indf(i (o7) @ ind?{f (o2) — ind€ ,(o7)
([g91,v1], [92,v1])  + [g1,v1] + [g2cv, 2]
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est un isomorphisme de E,[Gg]—modules. De plus, Uaction de l’opérateur de

Hecke T € Hy (G, KZ,0r) échange les deux facteurs directs apparaissant dans
P

le membre de gauche.

L’opérateur Trg induit donc un endomorphisme Gg-équivariant du facteur
indIGd)g (o7), i.e. un élément de lalgébre de Hecke #(Gg, Kg,07). Le théoréme
3.9 légitime alors I'interrogation suivante : quel polynéme en 77 décrit 'action
de T2 sur indf(i (o7)? La réponse est trés simple et conforme & l'intuition,
comme en atteste le prochain énoncé.

PROPOSITION 3.14. — Soit o7 une représentation lisse irréductible de Ko sur
Fy,. Pour tout élément g € Gg et tout vecteur v € o, on a

TZ(lg, v]) = 7=([g, v])-

Démonstration. — Par Gg-équivariance et Fp—linéarité des opérateurs Tr et
Tr, il suffit de vérifier que notre énoncé est vrai pour g = I5. Le corollaire 3.12
assure d’une part que

AN -1 0 1
mi([I2,v]) = l( )a , Uroi << )) v]
A%;% 1 0 )" —1A()\)

1 0
> Kw&(m 1) U]

soit donc que

] 0 Wit A(N) —wp o 0 1 v
1([1,v]) AEZW K ozl 0 )vUr ’"<<—1A()\)>> ]

w;l 0 »
> KA(M) wF>’ v

nekr

Puisque o agit via la réduction modulo wp des éléments de Ky et puisque le
support de lopérateur Uy est égal & la droite engendrée par 3", on peut écrire
que

0 1 10 =
UFO'F ((_1 A(A))) v = UT-:O'F <<O _1>> O-F(CL)/\O)’U = (—1) U;a;(w,\o)(v) ,
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en considérant & présent o~ comme une représentation de K Z. On obtient ainsi
que :

w A(N) -1 wrt 0 -
71 ([L2,v]) = [( d )( >< " _1>7 (—1)"Uror(w o)(v)]
gk:% 0 1 10 0 =g *
1 0 wp! 0
(e (7 ) o

D’autre part, les calculs effectués par Breuil [5, Equations (4) & (8)] montrent
que :

w2
T2 (L) = 3 K F A(A)>, o,w(w)Ufof(wM)o(w)UFkoAo)(v)]

AEk? 0 1
+ Z l( 0 ) Uroz(w,w)Uzv
el wpA(p) ws Wt
+ Iz, Z Uror(w)Uror(wy,)(v)] + [I2, or(w)Uror(w)Upv]
nekr

_ @i AR )( ‘1> (wFl 0 ) (=1 Uslrors(w )(v)]
A;k? K 10 0 wz! R

0
+ EE: [<1UF/1 ) %¥)7 U%LGW

nEkp

+ 1, Y Upor(w)Urop(w,) (0)] + [T, 0(w)Usos(w) Uro].
nekr

Comme le support et 'image de Uz sont tous deux égaux a la droite engendrée
par y’r, on sait que :

0 "
Va,de O, Vce Op, 0;<<ad>> U = d"Usv.
c
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L’égalité UzUr = Uz permet finalement d’obtenir l’expression suivante de

Ti([I3,v])
wi AN\ (0-1) [wz! 0 =
( oF 1 ) (1 0 ) ( 0 w?)’ (1 rorlwra)0)

T2([L]) = Y
AekZ,
0
B U,—:U
f2 KwA( >w%) ]

+L, Y Uror(w)Upor(wy) (v)] + [z, 07(w)Uror(w) Upv].

HEkR

11 suffit alors de rappeler [2, page 271] que Urox(w)Us est nul si 7 # 0 tandis
que Ugog(w)Us est Papplication identité pour obtenir, par nullité de Card(kr)
dans F,

L2, > Usor(w)Uror(w,)(v)] + [z, 07(w)Usor(w)Upv] =

nekr

Nous avons ainsi démontré que

I _ T1 IQ, si ’f_"?é 6
a0 (11 +1) Ig,v]) siF=0
= 125 ]) par (32) )
ce qui prouve le résultat annoncé. [
3.4. Autre description des représentations non supercuspidales de Gs. — Nous al-

lons & présent donner une autre description des représentations non supercuspi-
dales de G5 a I’aide des induites compactes des représentations o et 0. Pour
cela, nous utiliserons certains résultats de Barthel-Livné que nous rappelons
maintenant.

3.4.1. Rappels concernant GLy(F'). — Pour toute paire de paramétres (7, \) €
{0,..., p— 1}/ x F,, on note 7(7, \) la représentation de G portée par le co-
noyau de 'opérateur T7 — X :

ind% , (o7)
FoA) = — K2 T
w7 A) =
On dispose alors de 1’énoncé suivant, qui reprend une partie des résultats de
[2, Theorem 30 & Theorem 33].

THEOREME 3.15. — 1. Toute représentation lisse irréductible & caractére
central de G sur IF,, est quotient d’une représentation w(7, A) ® (x o det)

N =X \ . z s . z
o x : F* — F, est un caractére lisse modérément ramifié.
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2. Lorsque A # 0 et (7,\) # (0,%1), la représentation (7, \) est iso-
morphe & nd$ (x—1 @ uat”), et est irréductible si et seulement si (7, \) #
(p—1,+1).

3. La représentation 7r(6,:l:1) est une extension non triviale du caractere
p+1 o det par la représentation (pi1 o det) ® St.

Si m est une représentation lisse irréductible & caractére central de G sur [Fp,
nous dirons que :

— (¥, A, x) est une paramétrisation de 7 lorsqu’il existe un morphisme sur-

jectif de F,[G]-modules 7(7, A) ® (x o det) — 7 ;
— 7 est supersinguliére lorsqu’elle admet une paramétrisation de la forme
(7,0,%)-
On dispose alors du résultat suivant [2, Theorem 34].

THEOREME 3.16. — Soient m une représentation lisse irréductible & caractére
central de G sur Fy, et (¥, X, x) une paramétrisation de w. On est nécessairement
dans l'un des quatre cas suivants :

1. 7 est un caractére n o det, et l’on a alors (F, A\, x) = (6, +1, nusq);
2. 7 est de la forme Ind$G(x1 ® x2), et la paire (7, \) vérifie alors Xalgx =
F
LFX1|@>< et \2 = (x1x5 ") (wr). En outre, on a forcément X # 0, x = x1/ix
F
et, dans le cas ot 7 € {6, p—1}, on a de plus A # 1.
—_—
3. 7 est de la forme (nodet) ® St, et U'on a alors (F, A\, x) = (p— 1, £1, nu41).

4. 7 est supersinguliére, et l’on a alors forcément A = 0.

3.4.2. Conséquences pour SLy(F). — Pour toute paire de paramétres (7, \) €

{0,..., p— 1} x F,, on note my(7, \) le conoyau de 'opérateur 77 — A :
ind%s (07)
FA) = o T
7"'0(705 ) (TF_ )\)

On définit ainsi des représentations lisses de G g sur Fp qui vérifient la propriété
suivante.

PROPOSITION 3.17. — Soit (¥, A) une paire de paramétres telle que A # 0. La
restriction & Gg du Fp[G]-module 7(7, ) est alors isomorphe @ mo (7, A\?).

Démonstration. — La proposition 3.13 assure que ’application identité induit
une injection de F,[Gs]-modules ind?{;g (07) — ind% ,(0#). Par composition &
gauche avec ’application de réduction modulo 77— A, on obtient un morphisme
non nul® de F,[Gs]-modules :

(3.5) ind s (07) — m (7 \).

(9) Par exemple car I’élément [I2,z"] est clairement d’image non nulle dans (7, \).
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Grace & la proposition 3.14, l'égalité T2 — A* = (Tr — X\)(Tr + \) permet de
factoriser le morphisme (3.5) en un morphisme non nul de F,[Gs]-modules

(3.6) 7o (7, A2) — (7, ).

Démontrons tout d’abord l'injectivité de 1’application (3.6). Soit f € (7, A?)
et soit f € ind%)g (o) un relévement de f. Dire que f est dans le noyau du mor-
phisme (3.6) signifie qu'il existe des fonctions g € ind% (o7 et h € indgj (o7)
telles que

(3.7) F=(Tr = N)(9) = (T = 3)(h).

Utilisons la proposition 3.13 pour décomposer la fonction g en g = go + g1 avec
gi élément de indf(f (02"). Lidentité (3.7) peut alors étre réécrite sous la forme

(3.8) f=Tr(91) + Ago — (TF — A*)(h) = Tr(go) — A1

Cette égalité n’est toutefois possible que lorsque ses deux membres sont nuls : en
effet, le terme de gauche est & support dans orbite @i, de l'action de Gg sur
les sommets de X tandis que le membre de droite est a support dans l'orbite
@impair- On obtient donc que Tr(go) = Agi1, ou encore que g1 = A~ Tx(go)
puisque A est non nul, puis que

f=Txg1) = Ago + (T7F = A*)(h) = A™H(TF — A*)(go + Ah)

avec go + Ah € indf(i (o). La proposition 3.14 assure alors que f appartient
a l'image de 77 — A2, ce qui montre que f = 0 et que le morphisme (3.6) est
injectif.

D’aprés les propositions 3.13 et 3.14, prouver la surjectivité du morphisme (3.6)
revient & montrer que pour toute paire (z,y) € ind%)g (o7) x indif (02), il existe

des éléments 2, g, T1 € indgi (o) et 21 € indf(f (02) tels que
(z+y) + (Tr = M) (20 + 21) = 2o + (TF = X?)(21).

L’étude du support dans X de chaque terme montre que cette égalité est équi-
valente au systéme suivant :

(3.9) x4+ Tr(z1) — Azo = x0 + (Trg —A2)(z1) ;

y+ Tr(20) — Az1 = 0.
Posons 2z := A1y et 2o = x + Tr(A"'y), ce qui a un sens car \ est supposé
non nul. Ce sont respectivement des éléments de indif (02) et ind%)g (o) qui
vérifient

z+Tr(z1) = x + Tr(A'y) = 20 ;
y+T7(0) —Ae1 =y —y=0.
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Le quadruplet (29,0, 1,21) = (0, \" Yy, z + T=(A"1y),0) est donc solution du
systéme (3.9), ce qui prouve la surjectivité du morphisme (3.6) et termine la
démonstration. O

Ce résultat permet en particulier d’obtenir une nouvelle description des repré-
sentations non supercuspidales de Gg.

THEOREME 3.18. — Soit (", \) € {0,...,p—1}f XF; une paire de paramétres.
1. Supposons que (7,\) # (0,1), le F,[Gg]-module (7, \) est isomorphe &
dSs (pa-17~ 7).
2. La représentation 7['0(6, 1) est une extension non triviale du caractére tri-
vial 1 par la représentation de Steinberg Stg.

Démonstration. — Soit (¥, A) une paire de paramétres vérifiant A # 0 et
(7, A) # (0,1). Puisque (7,VA~1) # (0,%1), le second point du théoréme 3.15
assure l’existence d’un isomorphisme de F,[G]-modules de la forme

(3.10) (7, VA~L) ~ Indg(uﬁ ® [L\/FLF).

Comme Ind% (/5 ® u\/FLF) est isomorphe a Ind% (uat? 1" @ 1) ® (5=t o det),
I'isomorphisme (3.10) induit un isomorphisme de F,[Gs]-modules

(3.11) (7 VA |as ~ IndG(uaP 1" @ 1)| g,

Le premier point du théoréme 2.16 permet de réécrire cet isomorphisme sous
la forme

(7, \/F)k;s ~ Indgz (/L)\Lm) ,
ce qui achéve de montrer que (7, A\~1) est isomorphe & Indggg (x p1or ) grace
a la proposition 3.17. Remarquons que le choix de la racine VA1 n’a pas
d’influence sur le résultat.

Pour démontrer le second point, on rappelle d’abord que le théoréme 3.15
fournit une suite exacte courte non scindée de F,[G]-modules de la forme :

(3.12) 0 — St — 7(0,1) — 1 — 0.

La proposition 3.13 assure par ailleurs que la restriction & my(0,1) de la sur-
jection 7r(6, 1) — 1 reste surjective. Comme le théoréme 2.16 affirme que la
restriction & Gg de St est isomorphe a Stg, on déduit de la suite exacte (3.12)
l'existence d’'une suite exacte courte de F,[Gs]-modules de la forme

0 — (Stg Nme(0,1)) — m(0,1) — 1 — 0.

Puisque 7r0((_f, 1) est de dimension infinie sur Fp, elle n’est pas isomorphe au
caractére trivial et il faut donc que l'intersection Stg N 7To(6, 1) soit non nulle.
L’irréductibilité du F,[Gs]-module Stg implique alors que StsNmo(0,1) = Stg,

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



568 R. ABDELLATIF

ce qui prouve que l’on dispose de la suite exacte courte suivante de Fp [Gs]-mo-
dules :

(3.13) 0 — Stg — m(0,1) — 1 — 0.

Cette extension de F,[Gs]-modules n’est pas scindée car chaque terme de (3.12)
est le F[G]-module engendré par le terme lui correspondant dans la suite exacte
(3.13). Un scindage de (3.13) fournirait donc un scindage de (3.12), ce qui
contredirait la troisiéme assertion du théoréme 3.15. O

COROLLAIRE 3.19. — Soit (7,\) € {0,...,p — 1}f x F; une paire de para-
metres.

1. La représentation mo(7, \) admet un unique quotient irréductible. Ce quo-
tient est non supercuspidal et n’est isomorphe & aucune autre représen-
tation de Gg qui s’obtient comme quotient de w(8,p) avec u # 0 et
(7, A) # (8, ).

2. L’isomorphisme (3.11) induit des isomorphismes de F,[Gg]-modules :
7['(7_", ﬂ:)\)|GS ~ 7T()(’f_", )\2)

Démonstration. — Le premier point est conséquence directe du théoréme 3.18
combiné au théoréme 2.7 (pour 'unicité du quotient irréductible) et a la pro-
position 2.14 (pour I’absence d’isomorphismes). Le second point découle quant
& lui directement de la proposition 3.17. O]

Par analogie avec la théorie des représentations modulo p de GLy(F'), nous
dirons qu’une F,-représentation lisse irréductible V' de G :

— admet la paire (7, \) comme paramétrisation par rapport & Koy lorsque V
est un quotient du F,[Gg]-module 7o (7, \) ;

— est supersinguliére par rapport a Ky lorsqu’elle admet une paramétrisation
par rapport & Ky de la forme (7,0).

PROPOSITION 3.20. — La notion de supersingularité par rapport a Ky est bien
définie : si V. admet une paramétrisation par rapport o Ky de la forme (7,0),
alors toute paramétrisation de V' par rapport & Ky est de cette forme.

Démonstration. — Supposons par ’absurde que V ait une paramétrisation par
rapport & Ky de la forme (g, A) avec A # 0. Le corollaire 3.19 et le théoréme 2.16
assurent alors qu’il existe une représentation lisse irréductible non supercuspi-
dale W de G sur Fp & caractére central trivial sur wpg et de restriction & Gg
isomorphe & V. D’aprés le théoréme 3.16, toute paramétrisation du Fp [G]-mo-
dule W est de la forme (8, 1) avec u non nul, tandis que la remarque 2.17 assure
que le foncteur de restriction & Gg établit un isomorphisme d’espaces vectoriels
entre WD) et VIs(1)
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Rappelons maintenant que V' est supersinguliére par rapport & Ky, ce qui si-
gnifie qu'il existe un morphisme de F,[Gg]-modules ¢ : indf(i (o) > V tel que
¢otr = 0. Par réciprocité de Frobenius compacte, ¢ correspond & un morphisme
non nul de F,[Ko]-modules f : o < V qui est injectif par irréductibilité de
o7 Comme I'élément I(1)-invariant z” € o7 engendre le F,[K Z]-module o,
son image par f doit étre un élément non nul de V/s() et s’identifie donc & un
éléement non nul w € W) ~ yls(),

Notons alors f : o7 < W le morphisme K Z-équivariant qui envoie z” sur w
et ¢ : ind% , (o) — W le morphisme de F,[G]-modules qui lui correspond par
réciprocité de Frobenius compacte. La formule permettant de construire v a
partir de f et ¢ a partir de f montre(® que 9 (v) = ¢(v) pour tout élément
v E ind?{z (07) vu comme un élément de ind% ,(o7) grace a la proposition 3.13.
La proposition 3.14 permet d’en déduire que :

Vv eoar ($oT7)([I,v]) = (¢o17)([z,0]) =0,

ce qui prouve la nullité de ¢ o T2 par G-équivariance de 9 et de Tr. L’image
de T} est donc contenue dans le noyau de ’application v o T, ce qui permet de
factoriser 9 o T en un morphisme G-équivariant (7, 0) — W. Puisque la paire
(7,0) n’est pas une paramétrisation de W, il faut que ¥ o T = 0, donc que ¥ se
factorise & travers (7, 0). Le méme argument montre que ¢ doit étre nulle, ce
qui est absurde car ’application surjective ¢ serait alors identiquement nulle
tandis que V est non nul. O

COROLLAIRE 3.21. — Toute représentation supersinguliére par rapport ¢ Kq
est supercuspidale.

Démonstration. — Les théorémes 2.7 et 3.18 assurent que toute représentation
non supercuspidale admet une paramétrisation relative a K¢ de la forme (7, \)
avec A # 0. Une telle représentation ne peut étre supersinguliére d’apreés la
proposition 3.20, ce qui prouve le résultat annoncé par contraposition. O

3.5. De Pinutilité relative de ;. — Contrairement & GL2(F), qui admet une
unique classe de conjugaison de sous-groupes ouverts compacts maximaux,
SLy(F') posséde deux classes de sous-groupes ouverts compacts maximaux re-
présentées par Ky et K;. N’ayant aucune raison de privilégier Ky par rapport a
K, nous devons vérifier si les objets associés & K7 (algeébres de Hecke, représen-
tations conoyaux) ne fournissent pas de nouvelles représentations de SLy(F),
ou des paramétrisations différentes de représentations déja obtenues. Comme
Ky et K sont conjugués dans GLy(F), dont SLo(F) est un sous-groupe distin-
gué fermé, nous allons pouvoir déduire des propriétés de compatibilité existant

(19) C’est immeédiat sur les fonctions de la forme [I2,v] avec v € oy, et 'on conclut par
G s-équivariance des fonctions 1 et ¢.
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entre induction compacte et conjugaison des représentations que toute 1’infor-
mation fournie par K, est équivalente a celle fournie par Kj.

Si o2 est une Fp—représentation lisse irréductible de K, la proposition 3.6
fournit un isomorphisme de F,-algébres

(314) ﬂFP(GS,Kl,O'?) :ﬂﬁp(GS’;K(NU’F)'

Si ’on note Trl I’image de 'opérateur de Hecke 77 par cet isomorphisme, nous
pouvons directement déduire du corollaire 3.9 et de I'isomorphisme (3.14) le
résultat suivant.

PROPOSITION 3.22. — ﬂFP(GS,Kl,og‘) est l’algebre de polynomes Fp[rl].

. Ggs a
1ndK1 (oF

Pour toute paire (7, A) € {0,...,p — 1} x F,,, on pose (7, \) := 1) ) et
I'on dit qu’une représentation lisse irréductible de Gg sur Fp :

— admet (7, \) comme paramétrisation par rapport & K; lorsqu’elle est quo-
tient du F,[G g]-module 7y (7, \) ;

— est supersinguliére par rapport a K7 lorsqu’elle admet une paramétrisation
par rapport & K; de la forme (7,0).

PROPOSITION 3.23. — Pour toute paire de paramétres (7, \), la conjugaison
par o induit un isomorphisme de F,[Gs]|-modules entre m (7, \) et (mo (7, A))<.

Démonstration. — Un calcul immédiat montre que ’application envoyant un
@
élément f € (indiﬁ (O',:')) sur la fonction [z — f(a~lza)] établit un isomor-
phisme de F,[Gg]-modules :
i 1G i 1G «
(3.15) indz?(03) ~ (deﬁ (0’,:‘))

La définition de l'opérateur TTE assure l’équivariance de cet isomorphisme

sous l'action des algébres de Hecke associées au paramétre 7, & savoir
ﬂﬁp (Gg, K1,02) sur le membre de gauche et ﬂFp (Gs, Koy, o) sur le membre
de droite, d’ou le résultat. O]

COROLLAIRE 3.24. — Soit (F,A) € {0,...,p — 1}/ x F, avec X # 0 et soit V
une représentation lisse irréductible de Gg sur Fp.

1. Le F,[Gs]-module 71 (7, \) admet un unique quotient irréductible, et les
quotients associés o deux telles paramétrisations distinctes ne sont pas
isomorphes.

2. Si (7, \) est une paramétrisation de V par rapport o K, alors V n’est
pas supercuspidale.

3. La notion de supersingularité par rapport & K est bien définie, et toute
représentation supersinguliére par rapport a K1 est supercuspidale.
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Démonstration. — Les deux premiers points découlent directement du corol-
laire 3.19 une fois que l'on a remarqué que V est un quotient de m (7, A) si et
seulement si V' est un quotient de mo(7, A), et que ’on a rappelé que toute
représentation non supercuspidale est isomorphe & sa représentation a-conju-
guée par la proposition 2.8. Le troisiéme énoncé provient de la combinaison des
propositions 3.20 et 3.23 avec le corollaire 3.21. O]

3.6. Décomposition des conoyaux associés a G et a Gg.— La décomposition du
F,[Gg]-module ind%z(a;) issue de la proposition 3.13 induit par passage au
quotient un isomorphisme de F,[Gg]-modules

(3.16) (7, 0) = indic, (07) indie} (o)
’ Tr(ind%S (02)) ~ Tr(ind%S (o%))

L’isomorphisme (3.15) permet par ailleurs de réécrire l'isomorphisme donné par
la proposition 3.13 sous la forme :

ind§  (07)|as ~ ind§s (o7) & (ind§s (07))

Ces deux remarques vont permettre une analyse partielle de la structure des
F,[Gs]-modules portés par 7(7,0), mo(7,0) et 71 (7, 0). Nous utiliserons pour ce
faire la proposition suivante, dont la preuve consiste & vérifier) que I’applica-

tion envoyant f € ind%)g (o) sur la fonction [g — f(ag'g)] € indifKoag1 (02°)
1

est bien définie et fournit I'isomorphisme demandé par appartenance de aay
aZz.

_ a?
PROPOSITION 3.25. — Les Fp[Gg]-modules (ind?(i (a;)) et indf(i (o7) sont
isomorphes.

e
deg (o7)

Posons 77 := ——4-——. On dispose alors du résultat de structure suivant.
T;»(lndK1 (Ug))
COROLLAIRE 3.26. — 1. L’somorphisme (3.16) peut étre réécrit sous la
forme :

7(7,0)|gs =~ Tr @ TS,
2. Les F,[Gs]-modules (m(7,0))* et m(7,0) sont isomorphes.
3. L’opérateur T induit les suites exactes courtes non scindées suivantes de
F,[Gs]-modules :

g (0}

0 — 7% — mo(7,0) — 7 — 0 ;
0 — 7 — m(r,0) — =

7 —0.

(11) Comme cela est fait dans [1, proposition 3.5.25].
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Dans chaque suite, la premiére fleche est définie par l'opérateur Tr et la
seconde fleche est donnée par la projection induite par l’isomorphisme du
premier point.

Démonstration. — Les deux premiéres assertions découlent de la proposi-
tion 3.25, qui implique notamment que ﬂ?z ~ 7z, et de la G-équivariance de
l'opérateur Tr. Nous allons montrer ’existence de la premiére suite exacte
donnée dans la troisiéme assertion, la seconde suite exacte s’en déduisant par
a-conjugaison. Par définition de mo(7,0) et de mz, lapplication identité de
indf(i (07) induit un morphisme surjectif de F,[Gg]-modules mo(7,0) — 77
TF(indgf(o;"))
T2(ind S (o))
a limage de m% par l'opérateur G-équivariant Tr. Par injectivité de Ty [2,
Lemma 20], on obtient bien la suite exacte courte annoncée. Il reste a vérifier
qu’elle n’est pas scindée, ce qui se prouve par I’absurde : notons j la surjection
définie par la fléche de droite de la suite exacte et supposons qu’il existe un
morphisme de F,[Gs]-modules F : mz — (7, 0) tel que F o j soit 'application
identité. D’aprés la proposition 3.14, nous devrions alors avoir :

V f € ind§ (o), F(f mod Tr) = (F o j)(f mod T2) = f mod TZ.

dont le noyau est égal au quotient , donc naturellement isomorphe

Appliquons cette égalité a I’élément Tr([I,z"]) : on obtient ainsi que
T+([Iz,2"]) mod T2 = F(Tx([I2,z"]) mod Tr) =0 ,

ce qui signifie que TH[I5, "] appartient & Tg(indgi (o). C’est absurde : 1’éga-

lité (3.4) implique en effet que le support dans X de Ty([I2,z"]) est inclus

dans le cercle Sp, tandis que la proposition 3.14 assure qu’un élément de
Tﬁ(indf(i (or) = T;‘(indgi (o)) est toujours de support dans X inclus dans

ﬁpair = |_| S2n- O
neN
3.7. Introduction de I’hypothése d’admissibilité. — Pour poursuivre le paralléle

avec I’étude de Barthel-Livné, il nous faudrait un analogue du résultat suivant
[2, proposition 32 & Theorem 33].

THEOREME 3.27. — Soit V' une représentation lisse irréductible & caractére
central de G sur F,,. Il existe une paire de paramétres (7, \) € {0,...,p—1} xF,
et un caractére lisse x : F'* — F; tels que V' soit quotient de la représentation
(7, A) ® (x o det).

La preuve de ce théoréme repose sur une bonne connaissance de ’action de 17
sur Despace des vecteurs I(1)-invariants de ind% , (o) et sur ’énoncé de finitude
suivant, donné par [3, proposition 16| lorsque o7 = 1 et par [2, proposition 18]
sinon.
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PROPOSITION 3.28. — Soit ¥ € {0,...,p — 1}/ un paramétre et soit n un
Fp-caractére lisse de I1Z. Tout sous-Hz (G,1Z,n)-module non nul de la com-
P

posante (I1Z,n)-isotypique de ind$,(07) est de codimension finie dans ladite
composante isotypique.

Une adaptation directe des arguments de Barthel-Livné nécessiterait donc de
disposer d’analogues de ces énoncés pour les F,-représentations lisses irréduc-
tibles de Gg. Nous allons expliquer pourquoi on ne peut en espérer autant
en construisant un contre—exeﬂple a Dassertion de finitude demandée dans la

_ p—1

proposition 3.28 lorsque 7 5

REMARQUE 3.29. — Ceci ne signifie pas qu’il est impossible d’obtenir un
énoncé comparable a celui du théoréme 3.27 pour SLy(F)! C’est simplement
que la méthode utilisée par Barthel-Livné n’est pas celle qu’il convient d’utili-
ser dans notre cas. Comme nous le verrons ci-aprés (théorémes 3.35 et 3.36),
nous savons démontrer l’existence d’une paramétrisation par rapport & un
sous-groupe ouvert compact fixé pour D’essentiel des représentations lisses
irréductibles considérées?.

3.7.1. Structure des algebres de Hecke-Twahori attachées a SLo(F). — D’apreés
le lemme 1.8, un F,-caractére lisse x de Is provient par inflation d’un [Fp-ca-
ractére du groupe fini Is/Is(1) ~ kj, et il existe donc un paramétre 7 €

{0,...,p— 1}/ tel que :
Vzeky, x =z =u'(z).

En particulier, on a x? = 1 si et seulement si E — P17 , ce qui signifie que
7 prend 'une des trois valeurs suivantes : 0, % ou ;;)————i

Par ailleurs, les doubles classes de Gg modulo Ig sont paramétrées par le groupe
de Weyl(® Wg de Gg, dont un systéme de représentants dans Gg est donné
par {af, woag; n € Z}. Notons ¢, la fonction de support Isay " Ig qui vaut 1
en o ", et ¥, la fonction de support égal & Iswoay "Is qui vaut 1 en wooy " :
on dispose alors du résultat suivant.

PROPOSITION 3.30. — L’algébre H(Gg, Is,x) est un espace vectoriel sur T,
de base :

(12) Trés précisément, nous verrons que seul le cas ot F' est de caractéristique 2 nécessite
effectivement une hypothése supplémentaire.

(13) Bien entendu, nous ne parlons pas ici du groupe de Weyl fini Wy ~ Z/2Z de SLo(F'), mais
du groupe de Weyl Wg ~ Wy x Z qui peut é&tre défini comme le quotient Ng g (Ts)/Ts(OF)
du normalisateur du tore diagonal T's dans SLa(F') par le sous-groupe T's(O ) des éléments
de Ts a coefficients entiers. Il est parfois appelé groupe d’Iwahori- Weyl dans la littérature [9].
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— la famille {¢,, n € Z} si x> #1;
— la famille {¢n,Yn; n € Z} si x*? = 1.

Démonstration. — Tout élément de H(Gs, I, x) est & support dans un nombre
fini de doubles classes modulo Ig, et est donc combinaison linéaire finie d’élé-
ments & support dans une seule double classe. Supposons que f € H(Gg, Is, x)
soit & support dans une unique double classe modulo Ig.

— Si f est & support dans Igag"Ig, il est entiérement déterminé par sa
valeur en a; ", celle-ci devant vérifier la condition suivante : pour tous
11,19 € Ig tels que ilaa" = aanig,

(3.17) x(i1)f (™) = x(é2) f(ag ™)
Un calcul direct montre alors que deux tels éléments 41,ip vérifient ¢175 Le
Is(1), donc x(i1) = x(i2), de sorte que ’égalité (3.17) est toujours vérifiée.
— Si f est & support dans Iswoag "Ig, il est entiérement déterminé par sa
valeur en woag ", qui doit satisfaire a la condition suivante : pour tous
éléments iq,1i2 € Ig tels que wo_lilwoao_" = ag "2,

x(i1) f(woeg ™) = x(i2) f(woag ™).
L’égalité wy 1i1w00z0_ " = ag™ip implique que x doit prendre la méme
valeur en w, Liywg et en i5. On doit donc en particulier avoir :

x [z] 0 _ [z]=1 0
V“’““*((o m*))"‘(( 0 m)) |

ce qui revient & demander que x2 = 1 et termine la démonstration. [

Pour tout n € Z, notons T, € #(Gg, Is, x) Popérateur de Hecke correspondant
a la fonction ¢, et S, celui qui correspond a la fonction v, lorsqu’elle existe. De
méme, on dispose pour GLy(F) d’opérateurs T}, p+1, €t Tpt1,, définis comme
suit ([2, Lemma 9] et [3, Notation page 8]) : pour tout caractére lisse ¥ :
1Z — F; et tout entier n € Z, on note T), p+1 (resp. Thi1,, lorsqu’il existe)
Popérateur de Hecke correspondant a la fonction de H(G,IZ, %) de support
égal & IZa™ "I (resp. IZBa~"I) et de valeur 1 en ™" (resp. Sa™™).
Remarquons que si x est un Fp—caractére lisse de IZ, la décomposition de G
sous la forme G = IZGg U IZaGgs permet d’obtenir par décomposition de
Mackey une écriture du F,[G s]-module ind$, (%) sous la forme

. 1G [~ . 4G G

ind7z(X)les = ind 7 (x) @ ind7a* (x*) ,
ou x désigne la restriction & Is de x et o x® désigne le caractére lisse de
Ig = alsa™! obtenu par a-conjugaison du caractére x. Un calcul direct & partir

des formules de convolution montre alors que I'action des opérateurs T, 2n+1
et Top, 2,1 associés au caractére X laisse stable le facteur indIGSS (x), puis que les
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endormorphismes de ind?ss (x) ainsi définis correspondent aux éléments suivants

de ﬂ(GS)ISaX)'

ProrosiTION 3.31. — Si X est un Fp—camctére lisse de IZ prolongeant x,
alors on a, pour tout élément f € ind?ss (x) C ind%, (%) et tout entier n € Z :

T2n,2n+1(f) = Tn(f)

Lorsque cela a un sens, i.e. lorsque X se factorise par le déterminant (et alors
x=1), on a aussi :

VneZ, T2n+2,2n+1(f) = Su(f).

3.7.2. Etude des composantes (Is,x)-isotypiques de indIG(-E)g (o7)

PROPOSITION 3.32. — Le groupe Ggs admet la décomposition suivante en
doubles classes disjointes :

Gs = | | Koog™Is(1).
nez

Démonstration. — On part de la décomposition suivante de G [2, proposi-
tion 14] :
G=||Kza"1(1),
neZ

qui assure déja que les doubles classes de notre énoncé sont deux & deux dis-
jointes puisque Koag "Is(1) est contenue dans K Za~2"I(1). Si g est un élément
de Gg, il existe alors des éléments k € K, z € Z et i € I(1) ainsi qu’un entier
n € Z tels que g = kza~™i. Le calcul du déterminant de g montre que 1'on
doit avoir det(k) det(z)wy" det(i) = 1. En écrivant det(z) sous la forme uw%
avec u € @;, on obtient d’abord que n = 2z, puis que det(k)udet(:) = 1. La
commutativité du tore diagonal T' permet de conclure en écrivant g = kyo 41,
ol k1 € Ky et i1 € Ig(1) sont définis par les formules suivantes :

det(i)u 0 det(i)~1 0
ki:=k et(i)u ;i = et(7) 7. O
0 1 0 1

Fixons un entier n € Z. Un élément Ig(1)-invariant f € indf(i (o7) ayant pour
support Kooy "Is(1) est alors entiérement déterminé par sa valeur en o ", qui
doit vérifier la condition suivante : pour tout k € Ky tel que afkay ™ appartient
a Ig(1), on a

(3.18) o7(k) frlag™) = faleg™).

Si n > 1, l'égalite (3.18) appliquée a k = u(x) avec 2 € €, montre que
f(ag™) € o est invariant sous I’action de U(kr) et est donc colinéaire & y™ par
[2, Lemma 2]. Si n < 0, Papplication de I’égalité (3.18) a k = u(z) avec z € O},
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montre que f(ay™) est invariant sous 'action de U(kr) et donc colinéaire a =™
par [2, Lemma 2].

Par conséquent, si f,, désigne 1’élément Ig(1)- mvarlant de 1ndGS (o) ayant pour
support Kooy "Is(1) et dont la valeur en ay™ est z” lorsque n < 0 (resp. y”
lorsque n > 1), nous obtenons I’énoncé suivant, ot le second point découle d’un
calcul direct.

PROPOSITION 3.33. — 1. L’espace vectoriel des éléments Is(1)-invariants
de indgg (07) admet pour base sur F, la famille {f,, n € Z}. )
2. L’action de Ig sur la fonction f, est donnée par le caractére w” (resp.
W) sin <0 (resp. sin>1).

COROLLAIRE 3.34. — Si x est un Fp—camctére lisse de Is pour lequel la com-
posante (Is, x)-isotypique de indf(‘s (07) est non nulle, alors x = w™ oux = w™".
Démonstration. — Si f est un élément non nul de la composante (Ig, x)-isoty-
pique de indlc(ﬁ (o), il appartient en particulier & ’espace des vecteurs Ig(1)-in-

variants de indf(i (07) et peut donc étre écrit sous la forme 3, ; \; f; avec J
ensemble fini d’indices. On dispose alors des égalités suivantes pour tout i € Ig :

Y Nx@fi=x@f =i-f=3 NG f;) =D Ne@)fi
jeJ jeJ jeJ
ol €; vaut w™ lorsque j < 0 et w™" lorsque j > 1. On doit donc avoir

D Xi(x(@) — € (8))f; = 0.

jeJ

Les supports des fonctions f, étant deux a deux disjoints, on en déduit que :
Viels, Vjed, X(x() —e¢ii))=0.

Comme f est non nulle, il existe un indice j tel que A; # 0, donc tel que

X = €j- O
. . N —1
3.7.3. Construction du contre-exemple annoncé. — Supposons que 7 = &=

avec p impair. On a tout d’abord w™ = w™7, et la proposition 3.33 assure donc
que la composante (I, w")-isotypique de 1nd 5 (o) est égale & @nez pfn. Par
ailleurs, la non-trivialité du caractére w” 1mphque qu'un F,-caractére lisse x de
17 prolongeant le caractére w”™ ne se factorise pas a travers le déterminant. La
proposition 3.31 et [2, second point de Lemma 9] impliquent donc que chaque
élément de 1’algébre de Hecke % (Gs, Is,wr) agit comme un polynéme en des
opérateurs Ty, 2n,+1. La description de I’action de ces opérateurs fournie par |2,
Lemma 12 & proposition 16] assure alors que le # (G, I's, wr)-module engendré
par la fonction f; est égal & @@,,>1 F, fn et est donc de codimension infinie dans
la composante (Ig,w")-isotypique de indgi (o7).
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Nous avons ainsi mis en défaut la possibilité d’une adaptation incondition-
nelle de la proposition 3.28 au cas de Gg. Ceci explique que nous soyons ame-
née a nous limiter aux représentations lisses irréductibles de Gg sur Fp qui
admettent une paramétrisation par rapport a Kj. Cette hypothése n’est en fait
guére contraignante, puisque nous allons prouver qu’elle est vérifiée :

— par toute E,—représentation lisse irréductible admissible de Gg;
— par toute F,-représentation lisse irréductible de Gg lorsque le corps F
n’est pas de caractéristique 2.

En particulier, les résultats démontrés dans la suite seront valables pour toute
[F,-représentation lisse irréductible de SLy(F') lorsque F' est une extension finie

de Q.

3.7.4. Cas des représentations lisses irréductibles admissibles

THEOREME 3.35. — Toute représentation lisse irréductible admissible de Gg
sur F, admet une paramétrisation par rapport o K.

Démonstration. — Soit V' une représentation lisse irréductible admissible de
Gs sur F,. Comme I'g est un pro-p-sous-groupe distingué de Ky, le lemme 1.8
et Padmissibilité de V' assurent que V'S est une représentation de dimension
finie de SLo(kp) sur Fp, de sorte qu’elle contient une Fp—représentation lisse
irréductible o7 de K. La réciprocité de Frobenius compacte implique alors
Homg ) (indf(i (o), V) est un espace vectoriel non nul de dimension finie sur

Fp. Par suite, il contient un vecteur propre sous ’action de 1’algébre commu-
tative #(Gs, Ko,07) = F,[77], ce qui signifie qu’il existe un scalaire A € F,
et un homomorphisme non nul @ : indf(i (07) = V tels que ® o 77 = AD. Au-
ind (S (o)
(rr=)(ind 5 (o))
un homomorphisme non nul 7¢(7,\) — V, qui est surjectif par irréductibilité

de V. O

trement dit, ® se factorise a travers le quotient = mo(7, \) en

3.7.5. Cas ou F n’est pas de caractéristigue 2. — Nous allons montrer que
toute représentation lisse irréductible de Gg admet une paramétrisation par
rapport & Ky lorsque F n’est pas de caractéristique 2. Pour ce faire, nous
utilisons le résultat du théoréme 3.27 et un argument de filtration par le socle
qui utilise de maniére cruciale la finitude du quotient G/GgZ, celle-ci étant
mise en défaut si F' est de caractéristique 2.

THEOREME 3.36. — Soit o une F,-représentation lisse irréductible de Gg.

1. Il existe une représentation de G sur E, qus est lisse irréductible a carac-
tére central prolongeant celui de o et dont la restriction & Gg contient .

2. Il existe une représentation de G sur E, qui est lisse irréductible a carac-
tere central et dont la restriction 6 Gg admet o comme quotient.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



578 R. ABDELLATIF

3. Le Fp[GS]—module o admet une paramétrisation par rapport ¢ Ky. De
plus, cette paramétrisation est unique si o n’est pas supersinguliére par
rapport a Ky.

Démonstration. — Pour prouver la premiére assertion, on étend o en une re-
présentation lisse irréductible a caractére central de GgZ sur F, que I’on note
encore 0. Comme F' n’est pas de caractéristique 2, GgZ est un sous-groupe
normal d’indice fini dans G et le F,[G]-module Ind$ <z(0) est donc de longueur
finie. Par suite, il posséde une filtration finie par des F,[G]-modules

{0} =1L, CII,,_; C---CII; CIlp = Indgsz(a)

tels que pour tout entier ¢ € {0,...,m — 1}, le quotient m; := II;/II;,; est une
représentation lisse irréductible de G sur Fp. Notons alors r le plus grand entier
i € {0,...,m — 1} tel que Vintersection II; N ¢ soit non nulle. L’irréductibilité
du F,[Gs]-module o assure que o est inclus dans II, tandis que la maximalité
de r assure que II,,; No = {0}. Par conséquent, o peut étre vu comme un
sous—Fp [Gs]-module de 7., ce qui prouve le premier point de I’énoncé.

La seconde assertion se démontre par un argument analogue : la finitude du quo-
tient G/GgZ assure que Pinduite lisse Ind§ <z (0) est égale & 'induite compacte
ind$ .z(0), dont o est un F,[Gg]-module quotient par réciprocité compacte de
Frobenius.

On montre alors la troisiéme assertion comme suit : choisissons I une repré-
sentation lisse, irréductible et & caractére central de G sur F, dont la res-
triction & Gg admet o comme quotient. Le premier point du théoréme 3.15
assure ’existence d’un caractére lisse x : F'* — E); , d’'une paire de paramétres
(7,A) € {0,...,p — 1} x F, et d’un morphisme surjectif de F,[G]-modules

(7, A) ® (x o det) — IL
Par suite, il existe un morphisme surjectif de F,[G]-modules
¥ :ind$,(07) @ (x o det) — II

vérifiant ¢ o T = A1), ainsi que ¢ o TF2 = A2¢. La proposition 3.13 implique
alors que ce morphisme induit un morphisme non nul de F,[Gs]-modules

g : indgi (or) ® indf(f (0f) > 0o
qui induit lui-méme deux morphismes de F,[Gs]-modules
¥s,0: indgi (o7) = o et gy : indif (o2) — 0.

L’un de ces deux morphismes est non nul, donc surjectif par irréductibilité de
0. S8ig,o est non nul, la proposition 3.14 implique que I'on a g o077 = )\2¢S,0,
donc que g o se factorise & travers le quotient o (7, A?) : ainsi, (7, \?) est une
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paramétrisation de o par rapport & Ky. Si 15, est identiquement nul, la propo-
sition 3.23 permet de déduire du morphisme g ; I'existence d’un morphisme
non nul de F,[Gg]-modules (7 A2) — ¢ '. On distingue alors deux cas :
si A # 0, la proposition 2.8 et le corollaire 3.19 impliquent que les représen-
tations 0@ et o sont isomorphes, ce qui prouve que la paire (7, \?) est une
paramétrisation de o par rapport & Ky. Si A = 0, la preuve de la proposi-
tion 3.25 assure que la composition & droite du morphisme g par la conjugai-
son des représentations par « définit un morphisme surjectif de R,[Gs]—modules
Pg indf(f (o2)® indf(i (07) - 0. L’homomorphisme 9§, : indf(i (o7) — o ob-
tenu par projection de 9§ est alors égal & la composée & droite du morphisme
non nul ¢ 51 par la conjugaison par . Par suite, 93 , est non nul, donc surjecti,
ce qui prouve que (7,0) est une paramétrisation de ¢ par rapport a Kjy.

L’unicité de la paramétrisation par rapport & Ky dans le cas non-supersingulier
est une conséquence directe du corollaire 3.19. O

REMARQUE 3.37. — Lorsque F' est de caractéristique nulle*¥, on peut dé-
montrer [8, Lemma 2.4] que la restriction & Gg d’une Fp—représenta,tion lisse
irréductible admissible de G est une somme directe finie de F,-représentations
lisses irréductibles admissibles de Gg.

Notons que la preuve du théoréme 3.36 démontre aussi le résultat suivant sans
hypothése sur la caractéristique du corps F.

COROLLAIRE 3.38. — Soit 0 une Fp—représentation lisse irréductible de Gg.
Supposons qu’il existe une Fp-représentation lisse irréductible & caractére cen-
tral II de G dont la restriction & Gg contient o. Alors o est supersinguliére par
rapport a Ko si et seulement si I est supersinguliére.

Démonstration. — La preuve du théoréme 3.36 montre que si (7, \) est une
paramétrisation de II, alors (7, A\?) est une paramétrisation par rapport a Ko
de o. Ceci assure déja que si II est une représentation supersinguliére de G,
alors o est supersinguliére par rapport & K. L’implication réciproque se déduit
tout aussi directement de cette assertion gréice a la proposition 3.20. O

3.8. Equivalence entre supersingularité et supercuspidalité. — Nous commencons
par vérifier que les roles de K et K7 sont encore parfaitement symétriques.

PROPOSITION 3.39. — Soit o une représentation lisse irréductible de Gg sur
F,. Si F est de caractéristique 2, on suppose de plus que o est admissible.

1. La représentation o admet une paramétrisation par rapport & K. Celle-ci
est unique si o n’est pas supersinguliére par rapport ¢ K.

(14) Et, plus généralement, lorsque le quotient G/GgZ est fini.
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2. Supposons que Il soit une représentation lisse, irréductible, a caractére
central de G sur F, dont la restriction & Gg contient o. Alors o est
supersinguliére par rapport & K; si et seulement si Il est supersinguliére.

Démonstration. — 11 suffit d’échanger les roles tenus par Ky et K; dans les
preuves des théorémes 3.35, 3.36 et du corollaire 3.38. C’est possible grace a la
définition de I'opérateur 7}, dont 'action coincide avec celle de 'opérateur TFz,
ainsi qu’a la proposition 3.13, qui implique que le F,[G]-module indf( z(oF) est
isomorphe & sa représentation a-conjuguée pour tout choix du paramétre 7, et
au corollaire 3.24. O

Nous prouvons maintenant que le choix du sous-groupe ouvert compact maxi-
mal n’a pas d’influence sur les informations obtenues pour une représentation
donnée.

THEOREME 3.40. — Soit o une représentation lisse irréductible de Gg sur F,,.
On suppose que F' est de caractéristique différente de 2 ou que o est admissible.

1. Si A #0, la paire (7, \) est une paramétrisation de o par rapport & Koy si
et seulement si c’en est une par rapport a K.

2. La notion de supersingularité ne dépend pas du choiz du sous-groupe ou-
vert compact mazximal.

Démonstration. — Supposons que (7, A) soit une paramétrisation de o par rap-
port & K avec A # 0. Il existe donc un morphisme surjectif de F,[G s]-modules
mo(7,A) — o qui induit, d’aprés la proposition 3.23, un morphisme surjectif
de F,[Gs]-modules 71 (7, A\) - o®. Comme A est non nul, le second point du
corollaire 3.24 implique que oc® n’est pas supercuspidale, donc isomorphe & o
d’aprés la proposition 2.8. On obtient ainsi un morphisme surjectif 71 (7, \) — o
qui montre que (7, \) est une paramétrisation de o par rapport a Kj.

Prouvons maintenant que si o est supersinguliére par rapport a K3, alors elle
Pest par rapport & K. Supposons par ’absurde que ¢ admette une paramé-
trisation par rapport & Ky de la forme (7, A) avec A # 0. Le point précédent
implique que (7, A) est une paramétrisation de o relative a K, ce qui contredit
le corollaire 3.24.

Pour chaque assertion, I’implication réciproque s’obtient en échangeant les roles
de K et de K7 dans 'argument développé ci-dessus, ce qui est possible grace
aux propositions 3.20 et 3.39 ainsi qu’aux corollaires 3.21 et 3.24. O

Nous pouvons désormais parler de représentation supersinguliére sans préciser
de choix de sous-groupe ouvert compact maximal. Nous obtenons ainsi I’énoncé
suivant.

TOME 142 — 2014 — N° 3



REPRESENTATIONS MODULO p DE SL(2, F) 581

COROLLAIRE 3.41. — Soit 0 une représentation lisse irréductible de Gg sur
Fp, que l'on suppose de plus admissible si F' est de caractéristique 2. Les as-
sertions suivantes sont équivalentes :

1. o est supersinguliére ;
2. o est supercuspidale.

Démonstration. — Les corollaires 3.21 et 3.24 assurent déja que la supersin-
gularité implique la supercuspidalité. Réciproquement, si o est une représen-
tation supercuspidale et si (7, A) en est une paramétrisation par rapport a Ky,
le corollaire 3.19 implique que 'on doit avoir A = 0, ce qui signifie que o est
supersinguliére par rapport & K et termine la démonstration grace au dernier
point du théoréme 3.40. [

3.9. Classification des représentations lisses irréductibles de G ¢

THEOREME 3.42. — 1. Les classes d’isomorphisme des représentations
lisses irréductibles admissibles de SLo(F) sur F, se partitionnent en
quatre familles :

(a) le caractére trivial 1 ;

(b) la représentation de Steinberg Stg ;

(c) les représentations paraboliquement induites Indgg (n) avec n un
Fp—camctére lisse non trivial de Bg ;

(d) les représentations supersinguliéres.

2. Cette classification est compatible avec la classification de Barthel-Livné
pour les représentations lisses irréductibles a caractére central de GLo(F')
sur F, : si W est une représentation lisse irréductible & caractére central
de G sur F, dont la restriction & Gg contient une représentation lisse
irréductible admissible V', alors V' appartient a une famille de la classifi-
cation ci-dessus si et seulement si W appartient a la méme famille dans
la classification de Barthel-Livné.

3. §i F n’est pas de caractéristique 2, on peut supprimer [’hypothése d’ad-
missibilité dans les assertions précédentes.

Démonstration. — Soit V' une Fp—représentation lisse irréductible admissible
de Gg. Grace au théoréme 3.35, elle admet une paramétrisation par rapport a
K, de la forme (7, \) € {0,...,p— 1}/ x F,. Si X est non nul, le corollaire 3.19
assure que V appartient & 'une des trois premiéres familles. Si A = 0, alors V'
appartient & la quatriéme famille par définition de la supersingularité.

Les familles de I’énoncé sont deux & deux disjointes : le corollaire 3.41 prouve
que la quatriéme famille est disjointe des trois premiéres tandis que la dis-
jonction entre deux quelconques des trois premiéres familles provient de la
proposition 2.14.
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La compatibilité de notre classification avec celle de Barthel-Livné découle
quant a elle directement du théoréme 2.16 et du corollaire 3.38. Ces argu-
ments restent valables pour toute représentation lisse irréductible de Gg sur
F, lorsque F n’est pas de caractéristique 2 car le théoréme 3.36 assure dans ce
cas 'existence d’une paramétrisation par rapport a Kj. O]

4. Lecas F =Q,

Nous supposons désormais que F' = @, ce qui permet de choisir wr = p
comme uniformisante. Le corps résiduel IF,, contient p éléments, de sorte que
f =1 : nous écrirons donc r au lieu de 7 pour alléger les notations.

Cette derniére section s’organise comme suit : nous donnons d’abord une
description explicite des représentations supersinguliéres de SL2(Q,) & partir
des résultats de Breuil pour GL2(Q,) [5]. Nous définissons ensuite une cor-
respondance de Langlands locale semi-simple pour SL2(Q,) compatible & celle
définie par Breuil pour les représentations modulo p de GL3(Q,) [5, définition
4.2.4].

4.1. Représentations supersinguliéres de SL2(Q,). La description des repré-
sentations supersinguliéres de GL2(Q,) est due & Breuil, qui a notamment
démontré le théoréme suivant [5, corollaires 4.1.1, 4.1.3, 4.1.4 et 4.1.5]. On dé-
signe par f € 7(r,0) I'image modulo Ty d’un élément f € indgz(or), et par €
le caractére cyclotomique modulo p vu comme caractére de Q, grace a 'iso-
morphisme de réciprocité faisant correspondre les uniformisantes aux Frobenius
géométriques.

THEOREME 4.1. — 1. Pour tout parameétre r € {0,...,p — 1}, la représen-
tation m(r,0) est irréductible.
2. Il exziste un unique isomorphisme de I, [G]-modules

w(r,0) ~7(p—1—1r,0)® (¢" o det)

envoyant [I2,z"] sur [a, y"].
3. Les seules représentations de la forme w(s,0) ® x avec x : G — F,

P
caractere lisse qui sont isomorphes a w(r,0) sont les suivantes :
m(r,0) ; 7(r,0) ® (u-1odet) ; m(p—1—r,0)® (" odet) ;
7(p—1—7,0)® (p_1€" o det).
Fixons un paramétre r € {0,...,p— 1}. La compréhension du F,[G]-module

m(r,0) repose complétement sur la structure de l’espace de ses vecteurs I(1)-in-
variants, donnée par le résultat suivant [5, théoréme 3.2.4 et remarque 3.2.5].
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THEOREME 4.2. — L’espace des vecteurs I(1)-invariants de w(r,0) est égal a
(4.1) m(r,0)'® = Fy[Iy,27] © Fyla, y7].

La preuve de cet énoncé démontre en fait que 'espace des vecteurs de m(r,0)
invariants sous ’action du groupe engendré par U et U, qui est encore un sous-
groupe de Gg, est contenu dans le membre de droite de (4.1). Breuil conclut
en vérifiant que les vecteurs [I3,z7] et [a,y"] sont fixes sous laction de I(1).
En particulier, ils sont fixes sous l'action de Ig(1), ce qui fournit le résultat
suivant.

THEOREME 4.3. — L’espace des vecteurs Ig(1)-invariants de w(r,0) est égal
a

W(Ta 0)15(1) = FP[I% xr] D FP[O‘) yr] = 77-(713 O)I(l)'

Cet énoncé justifie Uintroduction des deux sous-F,[Gs|-modules de 7 (r,0)|g,

suivants : celui engendré par le vecteur v, o := [I2,2"], que 'on note 7, o, €t

celui engendré par le vecteur v, := [, y"], que l'on note m, ¢. La proposition
suivante atteste que ces représentations définissent bien des objets distincts.

PROPOSITION 4.4. — Les sous-Fp|Ggs]-modules m, « et m.o de m(r,0)|gs sont
d’intersection nulle :

Tr,0 N Tr00 = {0}.

Démonstration. — Notons que le vecteur v, o, appartient au FP[GS]—module
indis (or)
0
T, (ind S (02))

a fortiori la représentation 7, .. De méme, la proposition 3.13 assure que le

T, = défini avant le corollaire 3.26. Par conséquent, m, contient

F,[Gs]-module 7& contient la représentation .. On conclut alors grace au
corollaire 3.26 qui implique en particulier que I'intersection 7, N7 est réduite

a {0}. O

Ceci permet de considérer la représentation en somme directe 7, o ® 7,0, qui
est naturellement munie d’une structure de sous-F,[Gg]-module de 7 (r,0)|g,-

PROPOSITION 4.5. — L’inclusion de T, o €t o dans w(r,0) induit un iso-
morphisme de F,[Gs]-modules 7(r,0)|ggs =~ Trco ® Tr0-

Démonstration. — Seule la surjectivité de 'application définie par I'inclusion
du Fp [Gs]-module 7, o & 7, o dans m(r,0) reste & vérifier. Comme v, o, appar-
tient au F,[G]-module irréductible 7 (r, 0), c’en est en particulier un générateur.
Tout élément de 7(r,0) est donc une combinaison linéaire finie & coefficients
dans F,, d’éléments de la forme g - [I2,7"] avec g € G. Remarquons maintenant
que tout g € G s’écrit sous la forme g;a’k avec g; € Gs,j € {0,1} et k € KZ.

La définition de o assurant que (p: p,?,u) -z” = 2" pour tout entier m € Z et
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tout élément u € Z,, on en conclut que l'on a g - [I3,2"] = g; - [a?, 27], ce qui

prouve que g - [I, "] appartient & 7, o lorsque j = 0 (resp. m, o lorsque j = 1)

et termine la démonstration. O
COROLLAIRE 4.6. — Les F,[Gs]-modules (7, ) et w0 sont isomorphes.
Démonstration. — La comparaison de la proposition 4.5 au second point du

corollaire 3.26 montre que 7T, o ® mr0 = 7 & 7. Comme 7, o, est contenue
dans 7, tandis que 7, est contenue dans 7, cette égalité n’est possible que
Si Moo = T €t o = 7y, ce qui termine la démonstration. O

Intéressons-nous a présent aux propriétés de réductibilité des représentations
Tr00 €6 Ty 0, ainsi qu’a leurs entrelacements éventuels. Pour cela, nous étudions
leurs espaces de vecteurs Is(1)-invariants, qui sont 'objet de la proposition
suivante.

PROPOSITION 4.7. — L’espace des Is(1)-invariants de 7, (resp. mro) est de
dimension 1 sur Fp et admet pour base v, o (TESP. Vr o).

Démonstration. — Traitons le cas de 7, o, celui de 7, ¢ s’obtenant de la méme

maniére. Grace au théoréme 4.3, la droite var,oo est incluse dans wii,g”. Ré-
ciproquement, si f est un élément non nul de wii,E}), il appartient a fortiori a
7(r,0)s(1) et le théoréme 4.3 assure alors I'existence de coefficients a,b € F,
non simultanément nuls tels que f = av, oo + bv,o. Comme f appartient au
E, [Gs]-module 7, o, engendré par v, o, il peut aussi étre écrit sous la forme
[ = icr AisiVr00c avec \; € Fp et s; € Gg pour tout ¢ € I. La comparaison
des deux expressions de f obtenues montre que ’on doit alors avoir

bUT,U = —0VUr 0o + Z Aisivr,oo € Tr,0 N Tr00-
iel
Grace a la proposition 4.4, on en conclut que b = 0 et que f = av, o appartient
a Fpup oo O

COROLLAIRE 4.8. — Les représentations m,o et T, o sont des représentations
lisses irréductibles supersinguliéres de Gg.

Démonstration. — Si © est un souS—Fp [Gs]-module non nul de g, le
lemme 1.8 assure que 7/5(1) est non nul. Comme c’est un sous-espace vectoriel
de 7r£’50(1) = F,v,.0, on a forcément 7s() = Wff)(l), donc 7 = m, ¢ puisque v,
engendre le R,[Gs]—module 0. Le méme argument démontre I'irréductibilité
de 7, o0, ce qui termine la démonstration car le corollaire 3.38 assure la

supersingularité de ces deux objets. O
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COROLLAIRE 4.9. — Le F,[Gg]-module 7(r,0)|cs est totalement décomposé
de longueur 2, avec pour sous-quotients irréductibles 7, o et Ty oo .

Démonstration. — C’est une reformulation de la proposition 4.5 & la lumiére
du corollaire 4.8. O

Etudions & présent les éventuels entrelacements entre représentations su-
persinguliéres de Gg. On commence par remarquer que le second point du
théoréme 4.1 fournit des isomorphismes de F,[Gs]-modules entre m,_1_, « €t
Tr,0, Ce qui permet de se limiter & I’étude des entrelacements entre 7, o et Ts oo
Un tel entrelacement est alors entiérement déterminé par sa valeur en v, o, qui
doit appartenir a Ws{fo(c}) par Gg-équivariance. La proposition 4.7 fournit donc
directement le fait suivant.

COROLLAIRE 4.10. — Pour tous entiers (r,s) € {0,...,p—1}%, on a

dimﬁp Homﬁp[cs](wr,m,ﬂs,m) S 1.

Pour déterminer les cas ou cet espace est non nul, nous allons calculer la repré-
sentation de Is portée par I’espace des vecteurs Is(1)-invariants. L’application
de réduction modulo p permet d’identifier le quotient Is/Is(1) au tore fini
Ts(F,) ~ F)’ des matrices diagonales de SLy(IF,), de sorte que la représenta-
tion que nous voulons calculer est simplement un Fp—caractére de IF;.

PROPOSITION 4.11. — Soient r,s € {0,...,p— 1}.

1. Le E) [Is]-module porté par w,{?oi}) est isomorphe au caractére 1”.

2. Les FP[GS]-modules Troo €0 Tsoo SONL isomorphes si et seulement si
s=r.

Démonstration. — Le premier point s’obtient en calculant directement ’action
de Ts(F,) = Is/Is(1) sur le vecteur vy o :

% A0 _— A0 L r .
VieF,, <0>\—1) [IQ,x]_[Iz,a,(<O/\_1>)(x )] = ALz, z"].

Si 7y 00 €t 500 sont deux représentations isomorphes de Gg, leurs espaces
de vecteurs Ig(1)-invariants doivent porter le méme caractére de Ig. On doit
donc avoir " = +*, ce qui signifie que p — 1 divise r — s et ne laisse que trois
possibilités :

— ou bien 7 — s = —(p — 1), ce qui équivaut a dire que (r,s) = (0,p — 1) ;
— ou bien r — s = 0, ce qui équivaut & dire que r = s;
— ou bien 7 — s = p — 1, ce qui équivaut a dire que (r,s) = (p — 1,0).
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Reste donc a vérifier que les représentations mp o, €t mp—1,00 D€ sont pas iso-
morphes. Pour cela, on remarque que deux représentations isomorphes de Gg
ont des espaces de vecteurs Ky-invariants de méme dimension sur Fp. L’iso-
morphisme 7,_1 o =~ 7,0 assure donc qu’il nous suffit de vérifier que vg o n’est
pas Ky-invariant tandis que vg o I’est pour conclure. L’invariance de vy, sous
Paction de Ky est immédiate puisque o est égal au caractére trivial :

VEkeKy k- [12,1] = [IQ,O‘Q(}C)(I)] = [Iz, 1]

Par ailleurs, le calcul direct de ( > [, 1] — [, 1] suivi d’une comparaison

avec la formule (3.4) montre que cette différence ne définit pas un élément de
I'image de l'opérateur Tp. Autrement dit, le vecteur vy n’est pas fixe sous

11
l'action de 1’élément ( O) € Ky, ce qui termine la démonstration. O]

4.2. Correspondance de Langlands locale semi-simple. — Pour tout paramétre
r €{0,...,p—1}, on pose 7, := 7, «, ce qui est compatible avec les notations
du corollaire 3.26. Nous récapitulons les principaux résultats de la sous-section
précédente.

THEOREME 4.12. — 1. Il existe p classes d’isomorphisme de représenta-
tions supersinguliéres de SL2(Qp), et mo,...,Tp_1 en est un systéme de
représentants.

2. La restriction ¢ SLo(Qp) d’une représentation supersinguliére de GLa(Qp)
est un Fp[SL2(Q,)]-module totalement décomposé de longueur 2. Plus pré-
cisément :

Vre{0,....,p—1}, n(r,0)|qg = 7 & Tp_1—r.

3. Pour tout r € {0,...,p— 1}, Uespace des vecteurs Ig(1)-invariants de m,
est de dimension 1 sur I, et Uon a (7,)* >~ mp_1_,.

Grace a ce théoréme, nous allons déduire des travaux de Breuil une correspon-
dance de Langlands locale semi-simple modulo p pour SL2(Q)). On reprend les
notations de [5, section 4.2] : on désigne par Gg, := Gal(Q,/Q,) le groupe de
Galois absolu de @, par wy le caractére fondamental de Serre de niveau 2 et
par ind(wgﬂ) I'unique représentation irréductible de G, de dimension 2 sur
Fp dont le déterminant est "' et dont la restriction au sous-groupe d’inertie
de G, est witt @ wg(rﬂ).

Dans [5, définition 4.2.4], Breuil établit une correspondance de Langlands lo-
cale semi-simple modulo p entre les classes d’isomorphisme des représentations

semi-simples de G, de dimension 2 sur [}, et certaines classes d’isomorphisme
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de représentations lisses semi-simples de GL2(Q,) sur F, que nous rappelons
maintenant.

DEFINITION 4.13. — Pour tout entier r € {0,...,p — 1}, on note [p — 3 — 7]
Punique entier de {0,...,p — 2} congru & p — 3 — r modulo p — 1. On note 7**
la semi-simplifiée d’une représentation lisse 7 et ’on rappelle que 'injection
Qy — G(‘& de la théorie du corps de classes local normalisée pour envoyer les
uniformisantes sur les Frobenius géométriques permet d’identifier un caractére
lisse de Q' & un caractére fini de G, .

On appelle correspondance de Langlands locale semi-simple modulo p pour
GL2(Qp) la bijection entre ’ensemble des classes d’isomorphisme des représen-
tations semi-simples de Gg, de dimension 2 sur F,, et un ensemble de classes
d’isomorphisme de représentations lisses semi-simples de GL2(Q,) sur F,, défi-
nie comme suit :

— pour tout caractére lisse x : Q) — F;, tout entier r € {0,...,p — 1} et

tout scalaire A € F; ,

(EH " >®X o (m(r, ) @ (xodet)) @ (r([p—3—r], \71)**®(xodet)) ;
0 px

— pour tout entier r € {0,...,p — 1} et tout caractére lisse  : Q; — ?;7

ind(ws ™) ® x « 7(r,0) ® (x o det).

Regardons ce qu’il advient lorsque l'on tente d’établir une relation ana-
logue entre représentations galoisiennes et représentations supersinguliéres
de SL2(Qp) qui soit en outre compatible & la correspondance de Breuil. Le
second point du théoréme 4.12 implique que chaque représentation galoisienne

ind(wQH) correspond & une famille de représentations supersinguliéres de

SL2(Qp) :

ind(w£+1) — {mp; Tp_1-r}-

Cette famille est de taille 2 si 7 # % et réduite a un élément si r = %. De
plus, les ensembles correspondant & r et & p—1—r sont les mémes, ce qui se tra-
duit du coté galoisien par ’isomorphie des représentations projectives induites
par ind(w5 ™) et ind(wg_l_(rﬂ)). Une autre différence notable avec le cas de
GL2(Qp) est que 'on ne distingue plus une représentation galoisienne de sa
tordue par un caractére non trivial. En effet, la restriction & SL2(Q,,) de la cor-
respondance obtenue par Breuil montre que pour tout caractére x : F'* — F: et
pour tout entier 7 € {0,...,p—1}, les représentations galoisiennes ind(w’zurl) et
ind(w§+1)®x correspondent au méme paquet {7TT;7Tp_1_T} de représentations
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supersinguliéres de SLy(Q,). Il nous faut donc considérer la correspondance
suivante pour les représentations supersinguliéres(5) :
p— 1 P r4+1
vre{o,..., T} , projoind(wy ™) «— {mp; mp_1-1}.

Elle met en bijection I’ensemble des paquets de représentations supersingu-
lieres de SL2(Q,) avec celui des classes d’isomorphismes de représentations
galoisiennes projectives irréductibles de dimension 2 sur Fp.

Intéressons-nous maintenant au devenir des représentations galoisiennes
scindées de dimension 2 dans une telle correspondance. Le second point du
corollaire 3.19 assure que pour toute paire de paramétres (r, A) avec A # 0, on
dispose d’isomorphismes de F,[Gs]-modules :

'/T(Tv >‘)|Gs = ”TO(Ta )‘2) = "T(Tv _)\)|GS'

L’interprétation galoisienne de ces isomorphismes est donnée par les égalités
suivantes :

eun 0\ (e unepn 00\ (e uiap 0
N 0 P2 0 pox-ipioy )

Pour que notre correspondance soit compatible aprés restriction a SLo(Q,) &
celle existant pour GL2(Q,), il nous faut définir la correspondance suivante
pour les paires (r,\) avec A # 0 et r € {0,...,p—1}:

r+1 O
prove ( 0 ) s mo(r, )** @ mollp— 3 — 7], A1)
A-1

ce qui établit une bijection entre ’ensemble des classes d’isomorphisme des re-
présentations galoisiennes projectives scindées de dimension 2 sur Fp et une fa-
mille de classes d’isomorphisme de représentations modulo p lisses semi-simples
de SL(Q,) construites & partir de représentations non supersinguliéres.

REMARQUE 4.14. — En décomposant F; comme somme des Qg/Z; avec £ # p
premier et en travaillant sur chaque composante /-primaire, on peut reprendre
Pargument développé par Serre dans le cas complexe [11, section 6, cas local du
théoréme 4| pour prouver la nullité de H Q(G@p,ﬁ: ), ot G, agit trivialement

=X , . . . . . . =

sur F, . Toute représentation projective de Gg, de dimension finie sur F, se
reléve donc en une représentation linéaire de G, de méme dimension sur Fp,
ce qui atteste de ’exhaustivité des représentations considérées du coté galoisien

de notre correspondance.

(1%) On note proj la projection canonique de GLa(...) vers PGLa(...).
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