V. Constructions contemporaines

des ensembles de nombres
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|_es entlers naturels

[’ensemble des entiers naturels est noté IN
IN={0,1,2,34,....... !
sa définition restera ici intuitive, ¢’est la donnée de base.

C’est la notion de nombre la plus simple.
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|_es entlers naturels

Il existe sur I’ensemble des entiers naturels deux opérations
« naturelles » I’addition + et la multiplication *,

Leurs principales propriétes sont

Pour I’addition : si a,b et ¢ sont des entiers naturels

atb =Db+a I’addition est commutative
a+(b+c)= (at+b)+c I’addition est associative
O+a= a+0=a 0 est neutre pour 1’addition
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|_es entlers naturels

Pour la multiplication : si a,b et ¢ sont des entiers naturels

a*b = b*a la multiplication est commutative
a*(b*c)= (a*b)*c la multiplication est associative
1*a=a*1=a 1 est neutre pour la multiplication
O0*a=a*0=0 0 est absorbant pour la multiplication
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|_es entlers naturels

Enfin une propriété mixte : si a,b et ¢ sont des entiers naturels

a*(b+c)=a*b +a*c  La multiplication est distributive par rapport

a I’addition

Noter qu’une priorité est donnée a la multiplication ce qui permet
d’éviter de trop nombreuses parentheses.
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Le principe contemporain d’écriture est I'écriture positionnelle en
« base » N :

. On choisit N symboles qui représenteront les N premiers entiers
Cp,C1,.Cosennnn ,Cn.g - Cesont les chiffres.

. Nous utilisons couramment les chiffres 0,1,2,3,4,5,6,7,8 et 9 (base 10
ou systeme decimal)

. Eninformatigue on utilise 0 et 1 (base 2 ou systeme binaire).

. La notation C.Cqee...Cy
Ou C,...C; sontdes chiffres, désigne le nombre entier

C, *Nk+C, *NKki+....+C,

C'est le développement en base N
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Propriété de I'ecriture positionnelle en « base » N :

Tout entier naturel admet exactement un developpement en base N

Cette propriéte semble tout a fait anodine, mais on verra que pour
d’autres types de nombre elle ne 1’est pas.

18/03/2015



| es nombres rationnels

La division est une opération mathematique qui apparait dans de
nombreux problemes concrets :

Elle consiste a partager en quantités egales une quantité donnée.

Nous partirons du point de vue d'une personne qui ne connaitrait
que ’univers formé par

Les nombres entiers naturels 0,1,2.3,....... Ainsi que I’addition et
la multiplication
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| es nombres rationnels

En terme d’équation :
Il s’agit de la résolution de
b*x=a

a et b sont des entiers donnés et on cherche un entier naturel x (
¢’est-a-dire un membre de I'univers connus) rendant 1’égalité vraie

Les problemes étant 1’existence et la valeur de x

S1 on s’intéresse a ce probleme en appliquant un procedé¢ dialectique
(these , antithese, synthese). On obtient la situation suivante :
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| es nombres rationnels

. These : Dans certains cas un tel partage est possible :

Antithese : Dans d’autre cas ce partage ne peut étre exact :

Une collection de 17 objets ne peut étre partagée en 3

collections égales

On tente de fabriquer un nouvel univers numérique
contenant l'univers des entiers naturels dans lequel un
partage égal est toujours possible

. Synthese :
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|_es nombres rationnels

On veut que toute les équations b*x=a se comportent de la méme
facon

On remarque

1) Comme 0 est absorbant si b=0 on a une situation un peu spéciale :
st a=0 n’1mporte quel x est une solution et si a#0 1’équation est sans
solution.

2) Alors que si b est non nul il y a ou bien une unique solution ou
bien pas du tout.

On exclu les équations de la forme 0*x=a de la famille de
problemes étudies.
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On deécide que chaque équation b*x=a admet une unique solution

La « solution » sera notée a/b

Notez bien que pour l'instant ce résultat n'est pas toujours un
¢lément de [’ «univers connu ».

L'ensemble des '“solutions" est noté Q*
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Premiere remarque :

Chaque entier naturel est la solution d’une des équations :
L’entier a etant solution de 1*x=a

Autrement dit a= a/1.

Si on identifie complétement a/1 , ¢’est-a-dire un élement de Q*

a a, alors Q* contient IN.

18/03/2015



Deuxieme remarque :

Parmi les équations b*x=a certaines donnent le méme
résultat : 3*x=15 (' solution 5) ; 4*x= 20 ( solution 5); etc

Il est donc possible que deux equations distinctes aient la
méme solution.

[’entier 5 s’identifie donc non seulement a 5/1 mais aussi a

10/2, 15/3, 20/4.....
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Deuxieme remarque :

Precisement, si a/b et a’/b’ sont les solutions égales de deux
¢quations et s’identifient a des entiers naturels, alors

a'b=b'a
On considérera donc que deux solutions, a/b et a’/b’,

méme dans le cas ou elles ne représentent pas un entier,
représentent le méme élément de Q* lorsque

a'b=b’a.

Chague nombre rationnel admet donc plusieurs écritures
sous la forme a/b.
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Troisieme remarque :

. Dans I’ensemble des entiers on connait 1’addition et la
multiplication, est-il possible de donner un sens a 1’addition
et a la multiplication dans I’ensemble des rationnels?
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Troisieme remarque :

- L'addition :

Soit a/b et c/d deux nombres rationnels,
d’aprés la remarque 2 ona  a/b= (a*d)/(b*d) et c/d=(c*b)/(d*b)

On a donc
a/b+ c/d = (a*d)/(b*d)+ (c*b)/(b*d)

Toute addition se ramene donc a 1’addition de rationnels ayant
méme "dénominateur".
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.Troisieme remarque :

- L'addition :

Dans le cas ou les rationnels a/b et ¢/b sont des entiers,
le résultat est bien connu :

Si on divise en b parts la quantité a, que 1’on divise en b parts la
quantité c et que I’on additionne les deux résultats, on obtient le
méme résultat que si I’on commence par additionner les quantités a
et ¢ puis qu’on divise ce résultat en b parts : on a donc

a/b+c/b= (a+c)/b

On étend cette formule au cas ou a/b ou c/b ne sont pas des entiers.
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.Troisieme remarque :

- L'addition :
Pour deux nombres rationnels a/b et ¢c/d on pose
a/b+ c/d = (a*d)/(b*d)+ (c*b)/(b*d)= (a*d+c*b)/(b*d)

On vérifie que les propriétés initiales de I’addition des entiers
naturels sont conservees

a/b+ c/d= (a*d+c*b)/(b*d)= (c*b+a*d)/(d*b)= c/d+a/b
(a/b+c/d)+e/f = alb+(c/d+elf)
O+a/b= 0/1+a/b= (0*b+a*1)/1*b= a/b
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.Troisieme remarque :
- La multiplication

Le cas de la multiplication se traite de la méme maniere, on obtient
pour deux nombres rationnels a/b et c/d

(a/b)*(c/d)= (a*c)/(b*d)

La vérification que les propriétés de cette multiplication sont les
mémes que celle de la multiplication des entiers naturels est
egalement facile
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. Quatrieme remarque

Soit (a/b)*x= (c/d) une equation ou les nombres rationnels a/b et c/d
sont donneés avec a/b non nul :

Le rationnel x= (c*b)/(d*a) est solution.

Noter que son existence ne pose pas de probleme : a et d sont non
nuls.
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Reste a donner un véritable statut de "nombre" aux nombres
rationnels. En particulier a les écrire grace a un systeme de
numeration.
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Développement en base N :
Ajout du symbole « , » au systeme de numeération

On ajoute un symbole au systeme de numeération : la "virgule" qui
marque le chiffre des "unites".

Les chiffres inscrits "aprés” la virgule notant successivement les Niemes,
les N'émes de N'eme etc, .,

Ainsi
CCys---C1 D4D,...D
Note le nombre
X= C N*+C, N1+, +C,, D;(1/N)+D,(1/N?)+...+D (1/N9).
C'est le développement en base N de X
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Par exemple

- En base 10 :
854,62 est le développement du nombre
X=8*102+5*10'+4+6*101+2*102

- En base 60
<<|l I, <<<IIl note le nombre
22*601+3+33*60

- En base 2

100101,1101 note le nombre
1*25+1%22+1+1*2 141 %2241 *24
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Cette amelioration du systeme de numération n'est en fait pas suffisante
pour écrire tous les nombres rationnels ( et ceci quelle que soit la base) :

Aussi bien dans le systeme décimal moderne, que dans le systeme
sexagesimal, 1l est possible d’€crire 1’inverse de certains nombres
entiers alors que cela n’est pas possible pour d’autres (les inverses
d'entiers sont bien sur des rationnels).

L’explication de ce phénomene est assez simple :

Soit n un entier naturel : Les nombres 1 et n sont toujours des
diviseurs de n

Certains entiers ont des diviseurs strictement compris entre 1 et n
d’autres n'en ont pas.

Par exemple 12 admet pour diviseurs en outre de 1 et 12 également
2,3,4 et 6. Alors que 13 n’a pour diviseur que 1 et 13.
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Lorsque n est un entier naturel qui n’a pas d’autres diviseur que 1 et n
on dit que ¢’est un nombre premier

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41...

sont des nombres premiers.
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Propriéte : Tout nombre entier est un produit de nombre premier.

C'est une evidence : Soit n un entier alors,

si n n’est pas premier, il admet un diviseur d satisfaisant
1<d<n

Donc il existe un entier k tel que n=dk

Si d et k sont des nombres premiers on a obtenu n comme un
produit de deux nombres premiers.

Sinon, d ou k n’est pas un nombre premier donc s’écrit comme le
produit de deux nombres qui lui sont inférieurs, tout en étant
strictement plus grand que 1. On réitére le raisonnement jusqu’a
obtention de n sous la forme

n : oo o0
18/03/2015 P1P2P3...-P,



Supposons que le développement en base N de I’inverse du nombre
entier X existe (cela signifie que X peut étre représenté par une suite
finie de chiffres et éventuellement une virgule).

Le développement de 1/X est donc de la forme 0,D,D,...D,
autrement dit

1/X=D,*N1+D,*N-2+....+D *Nk

= D,/N+D,/N?+....+D,/NK

Si on multiplie 1/X par Nk on obtient donc un nombre entier

NK/X= D, *NK1+D,*Nk2+,.. +D *N
Cela signifie donc que tous les facteurs premiers présents dans
X se "simplifient" avec des facteurs premiers presents dans
Nk donc avec des facteurs premiers de N.
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Les nombres entiers dont l'inverse admet un développement dans le
systeme décimal sont ceux qui n’ont comme facteurs premiers que
les facteurs premiers de 10, ¢’est-a-dire 2 ou 5.

On retrouve ainsi les entiers 2,4,5 et 8....

Par suite, les rationnels dont le déenominateur n’admet que les
facteurs premiers 2 ou/et 5 possedent un developpement en base 10.
Ces rationnels sont appelés les nombres décimaux. Il y a bien sar
des rationnels non décimaux par exemple 1/3.

Les nombres entiers dont I'inverse admet un développement
sexagesimal sont ceux qui n’ont comme facteurs premiers que les
facteurs premiers de 60, ¢’est-a-dire 2 ,3 ou 5.....

On retrouve ainsi les entiers 2,3,4,5,6,8,9,10,12,15,16,.... (Les
entiers 7,11,13,14,17,.. ont des inverse qui n‘admettent pas
développement sexagésimal )
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Développements illimités

( A partir de maintenant on ne parle plus que de déeveloppements
en base 10)

|l s'agit d'une nouvelle geneéralisation du systeme numérique.

Les développements vu jusqu’ici sont finis : 1l s’agit d’une
succession finie de symboles , les chiffres et éventuellement une
virgule.

Un développement illimité est une suite (non finie) de chiffres
Cka_lcl, DlDZDS .........

Cela note le "nombre"

X= C N*+C, N¥1+, +C,, D;(1/N)+D,(1/N?)+...+D (1/N®)+.......
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Développements illimités
Les rationnels non décimaux admettent
- Un développement illimité
- Pas de développement (fini)
Les rationnels decimaux admettent
- Un développement

- Deux développements illimites.
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Développements illimités propres

Tout nombre decimal possede 2 developpements illimites de base
10 :

Par exemple le nombre 1 peut s’écrire
1,0000000...... mais aussi 0,99999.....

Pour éviter ce probleme on considerera que les développements
finissant par une suite infinie de 9 sont "impropres".

Parmi ces deux déeveloppements on privilégie 1,000.... que I'on note
en pratique simplement 1 et qui "s'identifie” au developpement
Hlimité.

Dans toute la suite tous les nombres décimaux seront notes par leur
déeveloppement décimal propre c'est-a-dire le déeveloppement FINI.
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Les nombres rationnels non décimaux n'admettent pas de
déeveloppement mais admettent un (unique) developpement illimite,
et celui-ci n'est pas "fini" et ne finit pas par une suite infinie de 9.

Comment obtenir ce développement illimite?
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Soit g = a/b un nombre rationnel (a et b sont des entiers avec b non
nul). Pour obtenir le développement illimite de q on effectue la
division en "continuant” apres la virgule :

A chaque étape le "reste" est inférieur a b : il vaut 0,1,2,3.... ou b-1.

Deux cas se présentent :
- On obtient apres un certain nombre d’€tape un reste ¢gal a 0 : alors le
développement décimal de g est fini et g est décimal.

- On n’obtient jamais un reste nul mais comme les restes sont dans un
ensemble fini il y a au bout d’un certain nombre d’itération une
répétition d'un reste déja apparu, le développement décimal de g
devient donc "ultimement périodique".
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Exemples :

327 | 25
- 25 13,08
77
-75
20
-00
200
-200

327/ 25 =13.08
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46 | 7
- 42 16,5714285....
0
-35
50
-49
10
-7
30
-28
20
14
60
-56

et  46/7=6.571428571428




Réciproquement, supposons qu’un nombre X ait un développement
decimal fini ou ultimement périodique alors

. Si le développement décimal de x est fini, en multipliant x par une
puissance de 10 suffisamment grande on obtient un entier A donc
X =A/10"

. Sl le développement décimal de x est périodique : x s’écrit
X=A, didy...d;p1PsP3 Pk P1PoecccPeeeeen

A est la partie avant la virgule : ¢’est un entier.
d;,d,..d;sont les premieres decimales.

P.P,...p, est le motif de décimales qui réapparait indefiniment en
fin de developpement.
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En multipliant x par 10! on obtient

100X = B, pyPop- PP 1PoseecDieesesns
= B + (P/ 10%)+(P/10%%)+(P/10%K)+....

Ou B est le nombre entier qu’on obtient en faisant suivre la
représentation décimale de A par les premieres décimales d;,d,...,d; de
X, P est I’entier ayant pour représentation décimale p,p,...p, .

On montre que la somme infinie

(1/ 104)+(1/102)+(21/103K)+. . . .= -===mmmmmmmmmmem-
1- (1/10%)
c’est donc un rationnel, notons le C.
Finalement, x =( 1/ 10") ( B + PC) donc x est rationnel.
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En réesumé, un nombre est rationnel si et seulemnt si il admet un
développement déecimal illimité fini ou périodique.

[l existe bien entendu des développement illimités qui ne sont ni finis
ni périodiques, ces développements représentent des "nombres” dit
Irrationnels.
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Un exemple de nombre irrationnel : v2

Si x est un nombre rationnel, i1l s’écrit comme le résultat d’une
division d’un nombre entier a par un autre

x= (a/b)

On peut supposer que la fraction (a/b) n’est pas simplifiable.

18/03/2015



Alors, si X est une racine de 2, comme on a

2= x?= (a/b)?= (a?/b?)
Ona a’= 2b>
Donc a’ est pair donc _a est pair :

[l existe un entier a’ tel que a= 2a’ Donc
2= (2a’/b)*= (4a’*Ib?)

On a alors b*=2a’? : donc b est aussi pair !

La fraction (a/b) est donc simplifiable : Le nombre x ne peut s'écrire
comme une fraction d'entier. Les nombres rationnels ne sont pas
suffisants pour comprendre x !
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Résumeé et notation

Ensemble initial : N={0,1,2,34,....... 1

Ensemble des rationnels positifs :

C'est I’ensemble des résultats des divisions a/b ou a et b sont des
entiers naturels (avec b différent de 0).

Il est noté Q*

Les rationnels positifs admettent un développement décimal illimité
propre fini ou ultimement périodique.

Ceux qui admettent un développement fini sont appelés les nombres
décimaux positifs, leur ensemble est noté D*

Les decimaux positifs sont les quotients dont le dénominateur est un
entier qui n’a comme facteurs premiers que 2 oU 5.
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|_es nombres entiers relatifs

Comme la division, la soustraction est une opération mathématique
qui apparait dans de nombreux problemes concrets :

Elle consiste a retrancher une guantité donnée a une quantité fixée.

Encore une fois nous partirons du point de vue de quelqu’un qui ne
"connait" que le nombres entiers naturels 0,1,2,3........
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_es nombres entiers relatifs

En terme d’équation :
Il s’agit de la résolution de
a+x=Db

a et b sont des entiers donnés et on cherche un entier naturel x (
¢’est-a-dire un membre de I'univers connus) rendant 1’égalité vraie

Les problemes étant 1’existence et la valeur de x

S1 on s’intéresse a ce probleme en appliquant un procedé¢ dialectique
(these , antithese, synthese). On obtient la situation suivante :
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. These : Dans certains cas il est possible de trouver une solution :

. Antithese : Dans d’autre cas cela n'est pas possible :

Une quantité de 17 ne peut étre retranchée de 11

. Syntheése : ontente de fabriquer un nouvel univers numérique

contenant l'univers des entiers naturels et dans lequel les
équations de la forme a+x=b ont toujours une unique solution
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|_es nombres entiers relatifs

On veut que toute les équations a+x=b se comportent de la méme
facon.

On notera b-a la solution de ce probléme I’ensemble des solutions
sera noté Z
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Premiere remarque :

Tous les entiers sont solution d’un tel probléme :
L’entier a est solution des problemes
0+x=a, 1+x=a+1,....

Donc I’entier a vaut a-0 mais aussi (a+1)-1, .......
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Deuxieme remarque :

Un méme nombre entier naturel étre résultat de soustractions distinctes.
Precisément, si a-b et a’-b’sont des soustractions donnant un méme
resultat dans N alors

a’+b=b’+a

On considérera donc que, méme s’ils ne représentent pas un entier
naturel, a-b et de a’-b’ sont égaux lorsque
a’+b=b’+a.

Chaque entier relatif admet donc plusieurs écritures sous la forme a-b.
Mais parmi toute les maniéres d’écrire un entier relatif A sous la forme
a-b 1l y en a ou bien

- Une de la forme a-0 (dans ce cas A s’identifie a I’entier naturel a )

- Une de la forme 0-a (alors A n'est pas un entier naturel on notera
A= -a et on ditqu’il est négatif, c'est 'opposé de a.)
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Troisieme remarque : Est-il possible de donner un sens a 1’addition et a
la multiplication pour des entiers relatifs?

L’addition se prolonge facilement on pose
(a-b)+(c-d)= (a+c)-(b+d)

On verifie facilement que cela coincide avec 1’addition des entiers
naturels, que I’on continue d’avoir commutativité, associativité et que 0
est elément neutre. entiers relatifs ne pose pas de problemes particuliers.
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Troisieme remarque : Est-il possible de donner un sens a 1’addition et a
la multiplication pour des entiers relatifs?

Pour tout entier naturel a, betcon a
a*(b+c)=a*b+a*c
a*0=0

De plus, b-b=0 donc si on veut conserver la distributivité :
a*(b+(-b))= a*b+a*(-b)=0.
On doit donc avoir a*b=(-a)*(-b).

D’ou le fameuse « regle des signes » :
- Le produit de deux nombres de méme signe est positif.
- Le produit de deux nombres de signes difféerents est negatif.

18/03/2015



Quatrieme remarque :

Soit A et B deux entiers relatifs I’équation A+x=B

Admet toujours une unigue solution si

A= a-a’ et B=b-b’

la solution est I’entier relatif  (b+a’)-(b’+a)
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En réesume on a accompli le programme fixé :

Z contient IN et est muni d’une addition et
d’une multiplication qui prolongent celles des
entiers naturels.

Et chaque équation a+x=b avec a et b des
entiers relatifs admet une unique solution
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Deéveloppement en base N : ajout du symbole *'-

La création des entiers relatifs ne pose pas de probleme de notation
aussi compligue que celle des nombres rationnels, I'adjonction d'un
nouveau symbole au systeme de numeration, le signe "moins" — est
suffisant pour pouvoir les écrire.

Si a-b n'est pas un entier naturel (c'est donc un nombre "négatif") on
utilise le développement de son opposeé précede du signe "moins”,
par exemple 12- 15 sera note -3.
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Le méme processus de construction peut étre appliqué a Q+

On obtient alors I’ensemble des rationnels Q.
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Résumeé et notation

[’ensemble des entiers relatifs (ou entiers signés ) est not¢ Z .
On a Z ={....,-2-1,0,1,2,....}

On construit de la méme maniere I'ensemble des nombres rationnels
Q, a partir de I'ensemble des rationnels positifs.
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es nombres réels

Nous avons laissé de coté les "nombres" représentés par des
developpement illimités non périodiques, qui ne representent des
nombres ni entiers, ni rationnels.

Définition : Un developpement illimité propre (c'est-a-dire ne finissant
pas par une suite infinie de "9") représente un nombre "réel".

Parmi les nombres réels on trouve donc non seulement les nombres
rationnels qu'on identifie aux développements illimités propres
finissant par une suite infinie de "0" ( qu'on qualifie de
developpements finis) ou aux développements illimités ultimement
péeriodiques mais aussi les developpements non périodique.
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La "construction” de I'ensemble des nombres réels tels que nous
I'avons donneé n'est pas vraiment tres pratique.

En effet, ne serait-ce que definir I'addition de deux réels (c'est-a-dire
I'addition de deux developpements illimités) est relativement long. Il
faut attendre le X1X siecle pour gue soit donnée une définition et une
construction axiomatique de I'ensemble des réels a partir de
I'ensemble des rationnels (H. Dedekind).
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Les developpements en fractions
continues fini (DFCfini)

Soit a, ¢,,C,, ... ,C, Une suite finie d'entiers (attention il ne s'agit plus
de chiffre mais bien de nombre)

est le developpement fini en "fraction continues" d’un nombre X

On notera X=[a; ¢4,C,,Cs,...C,]
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[l est immeédiat que les nombres admettant un DFC fini sont tous des
nombres rationnels.

Une question assez naturelle est : Tous les nombres rationnels
admettent-ils un DFC fini ?
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Observons les deux exemples :

1 1
327/ 25 = 13+ ------mmmmmmm , 329/12 = 27+
1 1
12 + -—---- y 2 S
2 1
2+ —mmmmme-

On remargue gue ces deux nombres sont tous deux rationnels, I'un
est décimal ( 327/25) et I’autre non (329/12).

lIs admettent tous les deux des DFC finis. Ce phénomene est général

Tous les nombres rationnels admettent un DFC fini.
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En effet, soit Q le quotient des entiers aetb (b non nul) .

Si on effectue la division euclidienne de a par b, il vient une relation
de la forme : a=bqg,tr,

ou q, est le quotient de a par b et r, est le reste ( r, est un nombre
parmi 0,1,2,.... et b-1)

Donc le rationnel Q = a/b vaut Q= q,+ r,/b.

-SI r;=0o0na Q=q, et le DFC s’"arréte"

- Sinon, comme 1< r, <D la fraction r,/ b est plus petite que 1.
Si on effectue la division euclidienne de b par r,

Il vientb =r; g,+r,,donc (b/ r))=q,+(r,/ry)

(r, est parmi 0,1,2,.... ,r;-1).
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Si on réinjecte cela dans I’expression de Q, il vient

(b/ry) q+(ry/ 1)

On reitere le processus. Comme les restes successifs
sont positifs ou nuls et diminuent strictement, apres un certain

nombre d’itérations le processus s’arréte et Q admet donc un
DFC fini.
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En résumé :

Les entiers naturels (et les entiers relatifs si on adjoint le symbole -)
peuvent étre ecrits grace a un développement en base n.

Les rationnels peuvent étre écrits grace a un developpement illimité
propre, mais ce developpement est dans certain cas infini, il est
malgré tout toujours ultimement périodigue.

Les rationnels peuvent étre ecrits grace a developpement en fraction
continue fini.
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Deéveloppements en fraction continue (DFC)

Comme nous l'avons fait pour les développements decimaux nous
allons maintenant generaliser les DFC au cas infini.

Le développement en "fraction continue" (DFC) d'un nombre x
consiste a l'ecrire sous la forme :

Nous noterons dans la suite x= [a; C4,C,,Cs,...] 0U &, Cy, Cy.... SONt

des entiers.
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Nous savons déja gu'un nombre ayant un DFC infini ne peut pas étre
rationnel.

Nous admettrons que tous les nombres réels admettent un DFC. La
question naturelle qui se pose est d'identifier les reels admettant un
DFC périodique. On se contentera de quelques observations, les
démonstrations sont difficiles et nécéssitent des connaissances qui
depasse le niveau de ce cours.
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Observons ce qui arrive a V 2 par exemple :

On a 1
V 2= 1 e =[1; 2,2,2,..]
24+ o :_L ______________
1
R S —
1
X —
En effet, posonsy= (1/2+(1/(2+...... ))=1[0; 2,2,2,...]

On a y=1/ (2+y).

Donc y(2+y)=1, c'est-a-dire y>+2y-1=0.

Sion pose x=1+y alors y=x-1.

Donc on a (x-1)2+2(x-1)-1=0 c'est-a-dire x2-2=0. Donc x=2 2.
comme x>0 on a finalement x=v 2

Le DFC de V 2 est donc infini périodique
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Il a été démontré que, en revanche © n'admet pas un DFC
périodique.

Un autre résultat est que les réels admettant un DFC fini ou
périodique sont des nombres "algébriques”.

Les nombres qui admettent un DFC infini non périodique sont dits
transcendants, les exemples de nombres transcendants que vous
connaissez sont e et . En fait les nombres transcendants sont tres

nombreux.
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Les nombres algebriques

Définition : Un nombre A est un nombre algébrique s’il apparait

directement ou indirectement dans un probleme « algebrigue », c’est-
a-dire dans un probleme ne faisant intervenir que des nombres entiers ,
I’addition, la soustraction, la multiplication ou la division.

Autrement dit tous les nombres qui sont résultat d’opérations entre
entier est algébrique.

Par exemple les rationnels sont algebriques : ce sont les nombres qui
apparaissent « directement ».

Les nombres qui apparaissent indirectement sont ceux qui, par

exemple, sont solution d’€quation comme :
3X2+ (1/X)=0 ou  X?=2

Si A est solution de 3X?+ (1/X)=0 ou de X?=2 alors A est

gebn ue.
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un exemple : D e nombre d'or

L’histoire du nombre d’or est tres ancienne. Il est accorde au nombre
d’or une valeur esthétique qui a traversé les siecles et les cultures.La
notation usuelle de ce nombre, ¢, est une référence au sculpteur Phidias
qui décora le Parthénon, on retrouve ce nombre dans les proportions
des pyramides égyptiennes, le célebre "homme de Vitruve', de Léonard
Da Vinci, contient aussi des proportions liées a ¢ (le rapport entre la
taille et la distance sol-nombril, par exemple vaut o.
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S1 on 1gnore son aspect culturel le nombre ¢ est de peu d’intérét
mathématique, sa definition telle qu’on la trouve dans les ¢léments
d’Euclide (encore) est la suivante

Un segment est partagé suivant la section "d'or" ou "dans la
proportion divine" si les rapports du petit morceaux sur le grand et
du grand morceaux sur le tout sont égaux.

Notons x la longueur du segment et y la longueur du "grand"
morceaux. Le "petit" morceaux a pour longueur x-y, la section est
dorée lorsque (x-y)/y= y/x, autrement dit lorsque (x/y)-1=y/x. Si on
note ¢ le rapport x/y on a donc ¢-1=1/¢

Ce qui signifie que ¢ satisfait I’équation

b%b-1=0.

e nombre d'or est donc solution d'un probleme algébrique, c'est un

nombre algébrigue.
18/03/2015 gennq



EN RESUME

Concernant le developpement illimite déecimal :

. Les nombres rationnels ont un développement décimal fini ou
périodigue.

Les rationnels admettant un développement décimal fini sont dit
'‘décimaux’.

Le fait d'étre décimal est au fond assez épiphénomenal il s'agit en effet
d'une propriéte liée a la maniere dont on ecrit les nombres et non d’une
propriété fondamentale du nombre lui-méme : si on change de base les
nombres particularisés changent.

. Les nombres irrationnels sont les nombres qui admettent un
développement décimal infini non périodique.

Etre rationnel ou irrationnel est une "vraie" proprieté.
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EN RESUME

Concernant le développement en fraction continue :

LLes nombres rationnels admettent un DFC fini.

Les nombres irrationnels admettent un DFC Infini.

Parmi les irrationnels :

- Ceux qui sont algebrigues admettent un DFC périodigue.

- Ceux qui sont transcendants admettent un DFC infini non
périodique.
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Notes historiques

Bien que la nature des problemes faisant apparaitre des entiers
négatifs soit simples et que les difficultés conceptuelles soient
apparemment moindre que dans le cas des nombres rationnels,
aucune des civilisations antiques n'utiliserent la notion de nombres
négatifs.

Les premiers documents ou on peut reconnaitre cette notion date du
VIeme siecle, ce sont des documents indiens, les nombres représentent
dans ces documents soit des recettes (nombres positifs) soit des dettes
(nombres négatifs).

Cette notion diffuse ensuite tres lentement vers I'occident sans étre
vraiment d'usage courant jusqu'au XVIII ieme siecle. La regle des
signe par exemple n'apparait qu'au XVI ieme siecle (Simon Stevin).
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Rationnel/lrrationnel

Les notions de rationalité et d'irrationalité apparaissent en Grece au
alentour du VIeme sjecle AJ avec I'école pythagoricienne. Ces notions
apparaissent sous forme de la commensurabilité ou
Incommensurabilité, deux grandeurs sont commensurables si on peut
trouver une unité qui permet de donner une valeur entiere a chacune
d'elles. Le probleme d'Euclide n'est pas étranger a ce probleme. La
commensurabilité en terme moderne revient a montrer qu‘'un nombre
est le rapport de deux entiers autrement dit gu'un nombre est

rationnel. La démonstration de I'irrationalité de V2 remonte au \ieme

siecle AJ, elle s'appuie sur le principe de « descente infinie » qui est
une forme de ce que 1’on appele aujourd’hui un raisonement par
I’absurde.
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Les mathématiciens de I'antiquité grecque ne connaissaient pas le
systeme numeérique positionnel, aussi la "notion" de nombre réel que
nous avons atteint grace a des generalisations successives de la notion
de développement positionnel : développement fini, developpement
Illimité ne leur étaient pas accessible. Les "notions de nombres"
accessibles étaient celle d'entiers, et de rationnels c'est-a-dire les
nombres que I'on construit a partir des entiers et des opérations
"arithmeétiques". L'école pythagoricienne en particulier considérait que
le monde devait pouvoir se décrire en terme d'entier et d'opérations
arithmétiques. Le paradigme des nombres ne pouvant étre obtenus
comme résultat du quotient de deux entiers, comme V2, leur était
connu. Une tentative de resolution a été d'obtenir ces nombres comme
résultat de "plusieurs" divisions successives "emboitées". C’est la
source historique des developpement en fractions continues
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Nombres premiers

[’existence des nombres premiers ainsi que le fait qu'un nombre entier
est toujours le produit d'une famille de nombres premiers était connu
des grecs bien avant I'éepoque d'Euclide. Eratosthene, né a Cyrene en -
276, mort a Alexandrie -194 donne d'ailleurs une méthode de
détermination des entiers premiers par elimination : Le « crible
d'Eratosthene »

L'idee directrice du crible est une lapalissade : si p est un nombre
premier aucun de ses multiples ne l'est
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Dans la liste des entiers naturels a partir de 2 le premier est 2 on
raye les entiers de 2 en deux .

234567891011121314151617 1819202122 23 24 252627 282930313233343536
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Dans la liste des entiers naturels a partir de 2 le premier est 2 on
raye les entiers de 2 en deux .

234567891011121314151617 1819202122 23 24 252627 282930313233343536

23456789101112131415161718192021222324252627282930313233343536
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Dans la liste des entiers naturels a partir de 2 le premier est 2 on
raye les entiers de 2 en deux .

234567891011121314151617 1819202122 23 24 252627 282930313233343536

23456789101112131415161718192021222324252627282930313233343536

Le premier nombre non rayé 3 est premier et on raye ensuite les
entiers suivants de 3 en 3 :

23456789101112131415161718192021222324252627282930313233343536

2345678910111213141516171819202122232425262728-2930313233343536
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Le premier nombre non rayé est 5 il est premier, on raye les
nombres suivant de 5 en 5:

23456789101112131415161718192021222324252627282930313233343536

23456789101112131415161718192021222324252627282930313233343536

Le premier nombre non rayé est 7 il est premier, on raye ensuite les
nombres suivantsde 7 en 7

2345678910111213141516 17 18 1920 21 22 23 24 2526 27 28 2930313233 343536
(sur ce debut de liste aucun nouveau nombre n’est raye)

On continue ainsi de suite. ..

18/03/2015



FIN
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