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III. Mathématiques dans la Grèce 

Antique : Études d'exemples 
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Extraits commentés 

Du palimpseste dôArchim¯de 
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La source : Le palimpseste dôArchim¯de. 
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La source : Le palimpseste dôArchim¯de. 

Un palimpseste est un parchemin dont le texte a été gratté pour être 

réutilisé. 

En 1906 on a découvert un palimpseste dont le texte initial était 

encore  lisible. Ce texte est une copie du Xième si¯cle dôune îuvre 

dôArchim¯de de Syracuse, gratt® vers la fin du XIIième  siècle. 

Nous étudierons une petite partie du texte 

                 ɼˏˁ˂ˇˎ ˃ʷˍˊʹˋʽˌ    : de la mesure du cercle 
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Lôauteur : On sait peu de chose de la vie dôArchim¯de il serait n® ¨ 

Syracuse en Sicile en 287 et mort en 212 toujours a Syracuse. Il 

aurait ®tudi® ¨ lô®cole dôAlexandrie. La majeure partie de ses travaux 

ont disparus soit quôils nôont jamais ®t® r®dig®s, soit perdus. Côest par 

des tiers quôils nous sont connus. 

 

Une traduction en français du texte grec est disponible sur 

http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k210245h/f164.image 

Et suivantes 

http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k210245h/f164.image
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Le texte est composé de trois propriétés 

Propriété 1 : L'aire de n'importe quel disque est égal à celle d'un 

triangle rectangle dont un des cotés issus de l'angle droit vaut le 

rayon et l'autre vaut la circonférence du cercle. 

Propriété 2 : Un cercle est au carré construit sur son diamètre est,  

à très peu de chose près, comme 11 et à 14. 

Propriété 3 : La circonférence d'un cercle quelconque est égale au 

triple du diamètre réuni à une certaine portion du diamètre, qui est 

plus petite que le septième de ce diamètre, et plus grande que les 

10/71 de ce même diamètre 
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Le thème général est le cercle 

   La circonférence, C,  d'un cercle est proportionnel à son rayon, R, 

et  sa surface,  S, est proportionnelle au carré de son  rayon.   

Il a été vu que dès la plus haute antiquité, les babyloniens ou les 

®gyptiens lôavaient remarqu®,  mais aucune ''preuve'' de cela n'a ®t® 

donnée à cette époque. 

On donnait simplement des ''recettes'' pour le calcul, autrement dit 

pour utiliser un langage moderne les relations de proportionnalités 

sont empiriques les valeurs des rapports de proportionnalité 

également. 
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Les mathématiciens grecs furent les premiers  à sôinteresser de près 

à ces relations de proportionnalité 

                           C= ŬR       et               S =ɓ R2 

et à proposer une méthode non empirique  d'estimation des 

constantes de proportionnalité Ŭ et  ɓ. 
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Propriété 1 : L'aire de n'importe quel disque est égal à celle d'un 

triangle rectangle dont un des cotés issus de l'angle droit vaut le rayon 

et l'autre vaut la circonférence du cercle. 

( On a donc avec les notations précédentes S= ½ RC) 
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Archimède opère en deux temps : 

I. L'aire du disque ne peut pas être plus grande que celle du triangle. 

II. L'aire du disque ne peut pas être plus petite que celle du triangle. 
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I . Si l'aire  est plus grande que celle K du rectangle : 

Inscrivons un carré A,B,C,D, coupons en deux parties égales les arcs 

de cercle AB, BC, CD et DA, et coupons encore ces moités en deux 

parties égales, si cela est nécéssaire on continue ainsi jusqu'à ce que 

le polygone inscrit dont les sommets sont les points obtenus par la 

subdivision précédente ait une aire plus grande que K. Soit AE l'un 

des cotés de ce polygône et ON la perpendiculaire depuis le centre 

O, ON vaut moins que le rayon donc moins que l'un des cotés du 

triangle issu de l'angle droit. Le périmètre du polygône est plus petit 

que la circonférence donc plus petit que l'autre coté. C'est pourquoi 

l'aire du polygône est plus petite que l'aire du triangle ce qui est 

inconsistant avec l'hypothèse faite. 
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Si l'aire est plus grande que celle K du rectangle : 

Inscrivons un carré A,B,C,D, coupons en deux parties égales les arcs de 

cercle AB, BC, CD et DA, 
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si cela est nécéssaire on continue ainsi jusqu'à ce que le polygone 

inscrit dont les sommets sont les points obtenus par la subdivision 

précédente ait une aire plus grande que K. 
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Soit AE l'un des cotés de ce polygone et ON la perpendiculaire depuis 

le centre O, ON vaut moins que le rayon donc moins que l'un des cotés 

du triangle issu de l'angle droit. 
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Soit AE l'un des cotés de ce polygone et ON la perpendiculaire depuis 

le centre O, ON vaut moins que le rayon donc moins que l'un des cotés 

du triangle issu de l'angle droit. 
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Le périmètre du polygône est plus petit que la circonférence donc plus 

petit que l'autre coté. C'est pourquoi l'aire du polygône est plus petite 

que l'aire du triangle ce qui est inconsistant avec l'hypothèse faite. 
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Le périmètre du polygône est plus petit que la circonférence donc plus 

petit que l'autre coté. C'est pourquoi l'aire du polygône est plus petite 

que l'aire du triangle ce qui est inconsistant avec l'hypothèse faite. 

                                                            lôinconsistance provient du fait                                                                                                 

s                                                        suivant : lôaire du triangle 

bababa                                              rectangle OEN vaut 

                                                                   (ON)*(NE)/2 
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En effet, lôaire jaune vaut (ON)*(NE)/2   
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En effet, lôaire jaune vaut (ON)*(NE)/2 donc celle de (EOA) vaut 

(ON)*(NE)    



17/02/2015 

En effet, lôaire jaune vaut (ON)*(NE)/2 donc celle de (EOA) vaut 

(ON)*(NE) , le polygône est constitué de 16 triangles de même aire, 

son aire vaut   16 (ON)*(NE)                                                                   
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En effet, lôaire jaune vaut (ON)*(NE)/2 donc celle de (EOA) vaut 

(ON)*(NE) , celle du polyg¹ne vaut   16 (ON)*(NE)  qui est lôaire 

dôun triangle rectangle dont les cot®s issus de lôangle droit sont 

(ON) et 32(NE)                                                                
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(ON)  est plus petit que le rayon 

32(NE) est le périmètre du polygône  qui est plus petit que le 

p®rim¯tre du cercle donc lôaire du polyg¹ne est plus petit  que celle 

du triangle rectangle dont les cot®s issus de lôangle droit sont le 

rayon et le périmètre du cercle. 
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Archimède opère en deux temps : 

I. L'aire du disque ne peut pas être plus grande que celle du triangle. 

II. L'aire du disque ne peut pas être plus petite que celle du 

triangle. 
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II . Si l'aire  est plus petite que K :  

Circonscrivons un carré au cercle. Que deux cotés consécutifs touchent le 

cercle en  E et H et se rencontrent  en T, [ainsi T,E,O,H est un carré], 

coupons en deux parties égales l'arc de cercle entre E et H et traçons la 

tangente au point A de découpe, F le point de concours de cette 

tangente avec le coté où est situé E et G le point de concours de cette 

tangente avec le coté où est situé H, le triangle TAG est rectangle en A 

donc TG est plus grand que GA qui vaut GH. Il s'ensuit que le triangle 

FTG est plus grand que la moitié de TEAH. 

De la même manière si l'arc AH est coupé et que la tangente au point de 

coupure est dessinée cela enlevera de l'aire GAH moins que la moitié. 

En continuant ainsi nous obtiendrons un polygône tel que l'espace entre 

lui et le cercle est moins que l'excès sur K. L'aire du polygône sera plus 

petit que K. Maintenant comme la perpendiculaire depuis O à 

n'importe quel coté du polygône vaut le rayon tandis que le périmètre 

du polygône est plus grand que celui du cercle, il  s'ensuit que l'aire du 

polygône est plus grand que K, ce qui est impossible. 
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Circonscrivons un carré au cercle. Que deux cotés consécutifs touchent le 

cercle en  E et H et se rencontrent  en T, [ainsi T,E,O,H est un carré], 
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coupons en deux parties égales l'arc de cercle entre E et H et traçons la 

tangente au point A de découpe, 
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F le point de concours de cette tangente avec le coté où est situé E et G le 

point de concours de cette tangente avec le coté où est situé H, le 

triangle TAG est rectangle en A donc TG est plus grand que GA qui 

vaut GH. 

 

 

 

 

 

 

Archim¯de sait bien sur que le cot® le plus long dôun triangle rectangle est 

son hypothénuse 
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Il s'ensuit que le triangle FTG est plus grand que la moitié de TEAH. 

 

 

 

 

 

 

Les 2 triangles FTA et FAE sont isocèles avec leurs cotés égaux de même 

longueur et FTA est rectangle. 
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Il s'ensuit que le triangle FTG est plus grand que la moitié de TEAH. 

 

 

 

 

 

 

Les 2 triangles FTA et FAE sont isocèles avec leurs cotés égaux de même 

longueur et FTA est rectangle. 
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De la même manière si l'arc AH est coupé et que la tangente au point de coupure est 

dessinée cela enlevera de l'aire GAH moins que la moitié. En continuant ainsi nous 

obtiendrons un polygône tel que l'espace entre lui et le cercle est moins que l'excès 

sur K. L'aire du polygône sera plus petit que K. 
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Maintenant comme la perpendiculaire depuis O à n'importe quel coté du polygône vaut 

le rayon tandis que le périmètre du polygône est plus grand que celui du cercle il 

s'ensuit que l'aire du polygône est plus grand que K, ce qui est impossible. 
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Propriété 2 : Un cercle est au carré construit sur son diamètre est,  à très peu 

de chose près, comme 11 et à 14. 
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Démonstration  

 Soit le cercle dont le diamètre est AB. Circonscrivons à ce cercle le 

carré GDH ; que la droite DE soit double du coté GD et que EZ en 

soit la septième partie. Puisque le triangle AGE est au triangle AGD 

comme 21 est à 7; et que le triangle AGE est au triangle AEZ 

comme 7 et à 1 ; le triangle AGZ sera au triangle AGD comme 22 

est à 7. Mais le carré GH est quadruple du triangle AGD ; donc le 

triangle AGZ est au carré GH comme 22 est à 28, ou comme 11 est à 

14. Mais le triangle AGZ est égal au cercle AB, puisque la hauteur 

AG est égale au rayon et la base est égale à la circonférence. Cette 

circonférence est égale à peu de chose près au triple du diamètre 

r®uni au septi¯me de ce diam¯tre, ainsi quôil sera d®montrer; donc le 

cercle est au carré GH comme 11 est à 14 à très peu de chose près.  
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 Soit le cercle dont le diamètre est AB. Circonscrivons à ce cercle le 

carré GDH ;  
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Soit le cercle dont le diamètre est AB. Circonscrivons à ce cercle le 

carré GDH ; que la droite DE soit double du coté GD et que EZ en 

soit la septième partie.  
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Puisque le triangle AGE est au triangle AGD comme 21 est à 7; et 

que le triangle AGE est au triangle AEZ comme 7 et à 1 ; le triangle 

AGZ sera au triangle AGD comme 22 est à 7.  
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Mais le carré GH est quadruple du triangle AGD ; donc le triangle 

AGZ est au carré GH comme 22 est à 28, ou comme 11 est à 14.  
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Mais le triangle AGZ est égal au cercle AB, puisque la hauteur AG 

est égale au rayon et la base est égale à la circonférence. Cette 

circonférence est égale à peu de chose près au triple du diamètre 

r®uni au septi¯me de ce diam¯tre, ainsi quôil sera d®montr®; donc le 

cercle est au carré GH comme 11 est à 14 à très peu de chose près.  
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 Les relations quô®tudie Archim¯de sont dans un langage moderne 

                        C= ŬR       et               S =ɓ R2  

 

A été montré à la propriété 1 que S= ½ RC. 

La Propriété 2 : Un cercle est au carré construit sur son diamètre est,  à très 

peu de chose près, comme 11 et à 14. 

Nôest pas en soi une estimation de ɓ . Archimède montre en fait que C est 

proportionnel à R. 
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Dans la propriété 3  Archimède encadre le périmètre d'un cercle 

entre les périmètres de deux polygones réguliers, l'un inscrit l'autre 

exinscrit.  La démonstration d'Archimède est la suivante : 

1) Il est « facile » de construire les hexagones inscrits et exinscrits : 

l'hexagone inscrit a pour périmètre 6 R où R est le rayon du disque 

et l'hexagone exinscrit a pour périmètre (12/ã3)R donc 

                                         3 < ˊ <6/ã3 
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Construction de lôhexagone inscrit : 

 

 

 

 

 

 

 

On commence avec un cercle 
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Construction de lôhexagone inscrit : 

 

 

 

 

 

 

 

on trace un second cercle de même rayon centré en un point  A du 

cercle initial 
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Construction de lôhexagone inscrit : 

 

 

 

 

 

 

 

On obtient deux nouveaux points B et C sur le cercle 
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Construction de lôhexagone inscrit : 

 

 

 

 

 

 

 

Le milieu de OA est lôintersection avec BC. 
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Construction de lôhexagone inscrit : 

 

 

 

 

 

 

 

Car OBA est équilatéral 
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Construction de lôhexagone inscrit : 

 

 

 

 

 

 

 

On recommence la construction en partant du point diamétralement opposé à A, la 

distance EB vaut le rayon puisque côest le double de OI tous les cot®s sont ®gaux! 
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Construction de lôhexagone inscrit : 

Les 6 cot®s de lôhéxagone inscrit valent R sa circonférence vaut 6 R. 
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Construction de lôhexagone exinscrit : 

 

 

 

 

 

 

On trace les rayons d®finis par les sommets de lôhéxagone inscrit 

puis les droites orthogonales : les intersections sont les sommets de 

lôhéxagone exinscrit. 
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Construction de lôhexagone exinscrit : 

 

 

 

 

 

Le triangle OGH est équilatéral et sa hauteur vaut R, le triangle 

OAG est rectangle en A et le coté AG vaut la moitié de 

lôhypothénuse : on calcule lôhyopthénuse grâce à la relation de 

Pythagore OG 2= AG2+R2= OG2/4+R2 donc OG2=4/3 R2, Donc 

OG=(2ã3/3 ) R et le p®rim¯tre de lôhéxagone vaut (12ã3/3 ) R  
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les hexagones inscrits et exinscrits ont pour périmètre 6 R  et 

(12/ã3)R où R est le rayon du disque. La circonférence  du cercle 

est comprise entre ces deux valeurs dôo½ 

                                         3 < ˊ <6/ã3 
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2) Pour affiner l'encadrement Archimède double le nombre de cotés 

des polygones, il lui faut ensuite lier le périmètre d'un polygone dont 

le nombre de cotés a doublé au périmètre du polygone initial.              

Il obtient ainsi des encadrements de plus en plus fins par des 

périmètres de polygones réguliers à 12, 24, 48 et 96 cotés (il s'arrête 

là, mais le procédé pourrait être répété).   

                                         



17/02/2015 

Le calcul des périmètres des polygones s'appuie sur deux remarques 

1) Pour le doublement du nombre 

 de coté du polygone exinscrit : 

  c1 et c2 étant les demi cotés de                                                        

deux polygones successifs on a, en termes contemporains, si on note 

t l'angle au centre du cercle 

                         tg ( t) = c1/r     et    tg(t/2)=  c2/r 

mais comme tg( t) = 2 tg(t/2)/ 1-tg2 (t/2)  on obtient finalement que 

si r=1 alors c1=c2 /(1-c2
2) d'où   

c2= (1+ã1+4c1
2) / 2c1  ce qui permet d'obtenir les périmètres 

successifs des polygones exinscrits. 
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2)  Pour le doublement du nombre                                                             

de coté du polygone inscrit 

  

c1 et c2 étant les demi-cotés de                                                           

deux polygones successifs on a, en termes contemporains, si on note 

t l'angle au point A 

 sin (t) = c1/2r et sin(t/2)= c2/2r  

 mais comme sin (t) = 2 sin (t/2)cos (t/2)= sin (t/2) ã1- sin2(t/2) 

Donc c1/2r = 2 ( c2/2r)ã1-(c2
2/4r2) d'où l'expression de c2 en 

fonction de c1. 

Ce qui permet d'obtenir les périmètres successifs des polygones 

inscrits. 
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Archimède obtient finalement que la circonf®rence dôun cercle est 

®gale au triple de son diam¯tre augment® dôune portion de ce 

diamètre qui est plus petite que  un 7 ième  de ce diamètre mais plus 

grande  que les 10 71ième de ce même diamètre. 

(cela donne 3,1408 < ́<3,1428 ) 

 

Archimède utilise bien sur en cours de route des approximations de 

racine de 3 mais ne dis pas comment il les obtient. 
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Quelques mots sur la méthode de calcul 

Archimède utilise la méthode « dôexhaustion »,  

Dans le cas du calcul dôaire il sôagit de ç placer » la surface dont on 

cherche lôaire ç entre è deux surfaces dôaires connues  (côest dans le 

langage traditionnel une « quadrature ») 

Dans le cas du calcul dôune longueur dô approcher la ligne par une 

ligne brisée ( « rectification ») 

La méthode est habituellement attribuée à Eudoxe de Cnide  (IVème 

siècle AJC) et est restée seule en usage pour ce type de problème 

jusquôau 18ième si¯cle avec lôinvention du calcul infinit®simal.   
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Extraits commentés 

des ''Éléments d'Euclide'' 
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La source : Le papyrus dôOxyrhynque 
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La source : 

Le papyrus dôOxyrhynque : Ce papyrus a été trouvé à Oxyrhynque à 

60 km au sud du Caire parmi dôautre papyri, il date environ de lôan 

100 de notre ère et porte un extrait du livre II des  éléments 

dôEuclide. Ce papyrus est le ( ou lôun des) plus ancien t®moin des 

« éléments », connu à ce jour. 

Le texte intégral original ne nous est pas parvenu, mais dès 

lôantiquit® ont circul® de nombreuses copies. Ce qui fait que ce texte 

nôa jamais disparu.  
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Le texte  : 

Les « éléments » sont constitués de 13 livres. Ils sont une sorte 

compilation des connaissances géométriques et arithmétiques de 

lô®poque. 

  

 



18/02/2015 

Le texte  : 

Le plan  de chaque livre suit une construction déductive,  sont 

dôabord donn®es des d®finitions qui pr®cisent les objets ®tudi®s.     

Suit une liste de propriétés des objets définis en début de livre ainsi 

que leurs démonstrations. 
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Le texte  : 

Le plan général obéit à un regroupement par thème :  

Les livres I ¨ IV et le livre VI sont consacr®s ¨ lôétude dôobjets 

« plans » ( droites, triangle, parallélogrammes, cercles) 

Le livre V il nô®tudie pas les propri®t®s dôobjet particulier mais  la 

notion de proportionnalité entre objets géométriques. 

Les livres VII à IX sont consacrés aux nombres. 

Les livres X à XIII est consacrée à la géométrie « dans lôespace ». 
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Le Livre VII  
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Le septième livre des éléments d'Euclide est le premier d'une série de 

trois livres traitant par un biais géométrique ce qu'on considère 

aujourd'hui comme la théorie des nombres. 

Formellement il se compose de deux parties : 

- Une première partie consacrée à des définitions, 22 en tout. Les 

définitions sont celles utilisées dans l'ensemble du livre. Les plus 

importantes sont celles de  « parties » , de nombres « premiers », 

« premiers entre eux » et « multiples ». 

- La seconde partie est une suite de 41 propositions. Le résultat le 

plus saillant est la construction de ce qu'on appelle aujourd'hui 

l'algorithme d'Euclide permettant de calculer le plus grand 

commun diviseur de deux entiers. 
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La traduction Française de référence est celle de F. Gaillard datant 

de 1819.  C'est celle qui est ici présentée et partiellement 

commentée et retraduite dans un langage mathématique 

contemporain. 

Une autre traduction est disponible online : 

http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k110982q.image.r=les+%C3%A

9l%C3%A9ments+d%27Euclide.f5.langFR.pagination 

 

http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k110982q.image.r=les+%C3%A9l%C3%A9ments+d%27Euclide.f5.langFR.pagination
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k110982q.image.r=les+%C3%A9l%C3%A9ments+d%27Euclide.f5.langFR.pagination


17/02/2015 

DEFINITIONS.  

1. Lôunité est ce selon quoi chacune des choses existantes est dite 

une. 

2. Un nombre est un assemblage compos® dôunit®s. 
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DEFINITIONS.  

3. Un nombre est une partie dôun nombre, le plus petit du plus 

grand, lorsque le plus petit mesure le plus grand. 

4. Un nombre est parties dôun nombre, quand il ne le mesure pas. 

5. Un nombre est multiple dôun nombre, le plus grand du plus 

petit, quand il est mesuré par le plus petit. 

 
Commentaire :  Le cinquième livre traite de la théorie géométrique de la proportion, il 

permet d'éclairer le sens à donner à la définition 3 : ''le plus petit mesure le plus 

grand'' signifie que l'on peut l'utiliser comme unité pour la mesure du plus grand. 

Autrement dit que le plus grand est composé d'un ''assemblage'' d'unités égales au 

plus petit. Dans un langage contemporain cela signifie que si G et P désignent le 

plus petit et le plus grand respectivement, on a  :             G = P+...+P+P = kP donc 

que P est un diviseur de G. 
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DEFINITIONS.  

3. Un nombre est une partie dôun nombre, le plus petit du plus 

grand, lorsque le plus petit mesure le plus grand. 
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DEFINITIONS.  

 

6. Le nombre pair est celui qui peut se partager en deux parties égales. 

7. Le nombre impair  est celui qui ne peut pas se partager en deux 

parties ®gales, ou bien celui qui diff¯re dôune unit® du nombre pair. 

8. Le nombre pairement pair  est celui qui est mesuré par un nombre 

pair multiplié par un nombre pair. 

9. Le nombre pairement impair  est celui qui est mesuré par un nombre 

pair multiplié par un nombre impair. 

10. Le nombre impairement pair  est celui qui est mesuré par un 

nombre impair, multiplié par un nombre pair. 

11. Le nombre impairement impair  est celui qui est mesuré par un 

nombre impair multiplié par un nombre impair. 
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DEFINITIONS.  

 

 

12. Le nombre premier est celui qui est mesur® par lôunit® seule. 

13. Les nombres premiers entre eux sont ceux qui ont lôunit® seule 

pour commune mesure. 

 

Commentaire : Compte tenu du sens de la définition 5, la définition 12 signifie qu'un 

nombre est premier lorsque son seul diviseur est 1 (cela signifie donc que par ''plus 

petit'' Euclide entend strictement plus petit). La définition 13 signifie que deux 

nombres sont premiers entre eux si leur seul diviseur commun est 1. 
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DEFINITIONS.  

 

 

14. Le nombre composé est celui qui est mesuré par quelque 

nombre. 

15. Les nombres composés entre eux sont ceux qui ont quelque 

nombre pour commune mesure. 

16. Un nombre est dit multiplier un nombre, lorsque le multiplié 

est ajout® autant de fois quôil y a dôunit®s dans celui qui le 

multiplie, et quôun nombre est produit. 

 

Commentaire : Un nombre composé est donc un nombre qui admet des diviseurs non 

triviaux, deux nombres  sont composés entre eux s'ils ont un facteur commun. La 

définition 16 est juste la définition de la multiplication : Si a multiplie b on ajoute b à 

lui même autant de fois que a : 

                                         ab  =  b+...+b 

                                                    ( a fois) 
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DEFINITIONS.  
 

 

17. Lorsque deux nombres se multipliant font un nombre, celui qui est 

produit se nomme plan ; et les nombres qui se multiplient, se nomment 

les côtés de ce produit. 

18. Lorsque trois nombres se multipliant entre eux font un nombre, celui qui 

est produit est appelé solide ; et les nombres qui se multiplient, se 

nomment les côtés du produit. 

19. Le nombre quarré est celui qui est également égal, ou celui qui est 

contenu sous deux nombres égaux. 

20. Le nombre cube est celui qui est également égal également, ou bien 

celui qui est contenu sous trois nombres égaux. 
 

Commentaire : Les définitions 17 à 20 viennent compléter la définition 16 et donne un 

point de vue géométrique à la notion de produit. 
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DEFINITIONS.  
 

17. Lorsque deux nombres se multipliant font un nombre, celui qui est 

produit se nomme plan ; et les nombres qui se multiplient, se nomment 

les côtés de ce produit. 
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DEFINITIONS.  
 

21. Des nombres sont proportionnels, lorsque le premier est le même 

multiple du second que le troisi¯me lôest du quatri¯me, ou lorsque le 

premier est la même partie ou les mêmes parties du second que le 

troisi¯me lôest du quatri¯me. 
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DEFINITIONS.  

 
22. Les nombres plans et solides semblables sont ceux qui ont leurs côtés 

proportionnels. 

23. Le nombre parfait est celui qui est égal à ses parties. 
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LES PROPOSITIONS 

 

PROPOSITION I. Deux nombres inégaux étant proposés, le plus 

petit étant toujours retranché du plus grand, si le reste ne mesure 

celui qui est avant lui que lorsque lôon a pris lôunit®, les nombres 

proposés seront premiers entre eux. 

 

Commentaire: Cela signifie que si a et  b sont des entiers si a<b. 

Alors si on retranche a à b tant que cela est possible (c'est-à-dire 

tant que la soustraction a un résultat positif) puis  si on soustrait b 

à ce résultat tant que c'est possible et qu'on réitère cette 

manipulation, si le ''reste'' final  vaut 1 alors   a et b sont premiers 

entre eux. 

C'est exactement l'algorithme d'Euclide qui est décrit. 
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LES PROPOSITIONS 

Démonstration  : 

Soient les deux nombres inégaux AB, GD ; que le plus petit étant 

toujours retranché du plus grand, le nombre restant ne mesure 

celui qui est avant lui que lorsque lôon a pris lôunit® ; je dis que les 

nombres AB, GD sont premiers entre eux, côest-à-dire que lôunit® 

seule les mesure. 
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Car si les nombres AB, GD ne sont pas premiers entre eux, quelque nombre 

les mesurera. Que quelque nombre les mesure, et que ce soit E ;  
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Car si les nombres AB, GD ne sont pas premiers entre eux, quelque nombre 

les mesurera. Que quelque nombre les mesure, et que ce soit E ; que GD 

mesurant AB laisse AZ plus petit que lui-même ;  
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Car si les nombres AB, GD ne sont pas premiers entre eux, quelque nombre 

les mesurera. Que quelque nombre les mesure, et que ce soit E ; que GD 

mesurant AB laisse AZ plus petit que lui-même ; que AZ mesurant GD 

laisse GH plus petit que lui-même ;  
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Car si les nombres AB, GD ne sont pas premiers entre eux, quelque nombre 

les mesurera. Que quelque nombre les mesure, et que ce soit E ; que GD 

mesurant AB laisse 0ZA plus petit que lui-même ; que AZ mesurant GD 

laisse GH plus petit que lui-même ; quôenfin GH mesurant AZ laisse 

lôunit® AT.  
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Puisque E mesure GD, et que GD mesure ZB, le nombre E mesure ZB.              

Mais il mesure AB tout entier ; donc il mesurera le reste AZ.                          

Mais AZ mesure HD ; donc E mesurera HD.                                                    

Mais il mesure DG tout entier ; donc il mesurera le reste GH.                         

Mais GH mesure ZT ; donc E mesurera ZT.                                                          

Mais il mesure ZA tout entier ; donc un nombre mesurera lôunit® restante AT, ce 

qui est impossible (définition 3). Donc, aucun nombre ne mesurera les nombres 

AB, GD. Donc les nombres AB, GD sont premiers entre eux.  
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Commentaires : On remarquera que la ''démonstration '' suppose que le 

processus s'arrête en 2 coups autrement dit que le reste 1 apparaît après 

trois divisions itérées. 

Il est clair néanmoins que le raisonnement présenté pourrait être répété le 

nombre de fois voulu si le reste 1 apparaissait plus tard dans le 

processus. Ce ''défaut'' de rigueur est classique dans la littérature 

antique :  

1)Le raisonnement par récurrence que nous ferions  aujourd'hui n'est pas 

acceptable à l'époque d'Euclide, la notion dôinfini sous-jacente à toute 

démonstration par récurrence n'étant pas élucidée. Nous reviendrons sur 

ce point important lorsque nous aborderons la notion d'infini. 

   C'est la controverse sur l'infini ''effectif '' et l'infini ''potentiel''. 

  


