I1l. Mathématiques dans la Grece
Antique : Etudes d'exemples
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Extraits commentés

Du pali mpseste doATr
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Le pali mpseste doA

Sour ce

L a
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La source : Le pali mpseste doA

Un palimpseste est un parchemin dont le texte a éte gratté pour étr
reutiliseé.

En 1906 on a découvert un palimpseste dont le texte initial etait
encore lisible. Ce texte estune copie %6 i cl e d o un
d6Archim de de SyracFf¥eiecleegr at t

Nous étudierons une petite partie du texte

[ ¢ <7 >wndelarmesure du cercle

17/02/2015



Loauteur : On sait peu de chos
Syracuse en Sicile en 287 et mort en 212 toujours a Syracuse. |l
aurait ®tudi ® © | o®col e doAIl ex
ont disparus soit quoils noont
des tiers quodils nous sont <con

Une traduction en francais du texte grec est disponible sur

http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k210245h/f164.image

Et suivantes
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http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k210245h/f164.image

Le texte est compose de trois proprietés

Propriéte 1: L'aireden'importequeldisqueestégalacelled'un
triangle rectangléontun descotésissusdel'angledroit vautle
rayon ef'autrevautla circonférencelu cercle

Propriété 2 : Un cercle est au carré construit sur son diametre es
a tres peu de chose pres, comme 11 et a 14.

Propriéte 3: La circonférence d'un cercle quelconque est égale ¢
triple du diametre réuni a une certaine portion du diametre, qui e
plus petite que le septieme de ce diametre, et plus grande que I
10/71 de ce méme diametre
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Le theme général est le cercle

La circonférenceC, d'un cercle est proportionnel a son rayien,
et sa surfageS, est proportionnelle au carré de son rayon.

Il a été vu que des la plus haute antiquite, les babyloniens ou les
®gyptiens | 6avalent remar qua®,
donnée a cette époque.

On donnait simplement des "recettes" pour le calcul, autrement dit
pour utiliser un langage moderne les relations de proportionnalités
sont empiriques les valeurs des rapports de proportionnalité
également.
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Les mathématiciens grecs furent les premiessdéeressede pres
a cegelations de proportionnalité

C=UR et S=p R2

et a proposer une méthode non empirique d'estimation des
constantes de proportionnaliteet b.
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Propriété 1: L'aireden’'importequeldisqueestégalacelled'un
triangle rectangldontun descotésissusdel'angledroit vautle rayon
etl'autrevautla circonférencelu cercle

( On a donc avec les notations precédeded2 RQ
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Archimede opere en deux temps :
|. L'aire du disque ne peut pas étre plus grande gue celle du triangl

ll. L'aire du disque ne peut pas étre plus petite que celle du triangle
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|. Sil'aire estplus grande que celleK du rectangle :

Inscrivonsun carréA,B,C,D, coupons edeuxpartiesegaledes arcs
decercleAB, BC, CD et DA, et coupons encaresmoitesendeux
partiesegalessi celaestnécessairen continuainsijusqu'aceque
le polygoneinscritdontlessommetsontles pointsobtenugar la
subdivisionprécédentait uneaire plusgrandequeK. SoitAE 'un
descotésde cepolygbneet ON laperpendiculaireepuisle centre
O, ONvautmoinsquele rayondoncmoinsquel'un descotésdu
triangleissudel'angledroit. Le périmetredu polygdneestplus petit
guela circonférencaloncplus petitquel'autrecoté C'estpourquoi
I'aire du polygoneestplus petitequel'aire du trianglece qui est
Inconsistantivecl'hypothesdaite.
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Si l'aire est plus grande gque celle K du rectangle :

Inscrivons un carré A,B,C,D, coupons en deux parties égales les arcs
cercle AB, BC, CD et DA,

\

(
\
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Si cela est néceéssaire on continue ainsi jusqu'a ce que le polygone
Inscrit dont les sommets sont les points obtenus par la subdivision
précedente ait une aire plus grande que K.

E
D WA
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Soit AE l'un des cotés de ce polygone et ON la perpendiculaire depuis
le centre O, ON vaut moins que le rayon donc moins que l'un des coté
du triangle issu de l'angle droit.

E
D =N a

(i
\
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Soit AE l'un des cotés de ce polygone et ON la perpendiculaire depuis
le centre O, ON vaut moins que le rayon donc moins que l'un des coté
du triangle issu de l'angle droit.

A




Le périmetre du polygone est plus petit que la circonférence donc plus
petit que l'autre coté. C'est pourquoi I'aire du polygone est plus petite
gue l'aire du triangle ce qui est inconsistant avec I'hypothese faite.

17/02/2015



Le périmetre du polygone est plus petit que la circonférence donc plus
petit que l'autre coté. C'est pourquoi I'aire du polygone est plus petite
gue l'aire du triangle ce qui est inconsistant avec I'hypothese faite.

| i nconsi st amce

E
D WA
/ | rectangle OEN vaut
\ © (ON)*(NE)/2
C B
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En eff et

O al

r e

j aune
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Vaut

( C



En effet, | 6ai re Jaune vaut (C

(ON)*(NE)
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En effet, | 6ai re Jaune vaut (C
(ON)*(NE) , le polygoneest constitué de 16 triangles de méme aire,
son airevaut 16 (ON)*(NE)
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En effet, | 0al re Jaune vaut C

(
(ON)*(NE) , cell e du polyg?!ne
doun triangle rectangle dont |
(ON) et 32(NE)
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(ON) est plus petit que le rayon

32(NE) est le perimetre du polygone qui est plus petit que le
P®r i m tre du cercle donc | 6air
du triangle rectangle dont | es
rayon et le perimetre du cercle.

périmeétre du cercle perimetre Gu polygone 32(NE)



Archimede opere en deux temps :

|. L'aire du disque ne peut pas étre plus grande gue celle du triangl

ll. L'aire du disque ne peut pas étre plus petite que celle du
triangle.
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Il . Sil'aire estplus petitequeK :

Circonscrivonsun carreaucercle Quedeuxcotésconsécutifgouchente
cercleen E et H et seencontrenten T, finsiT,E,O,Hestun carrg,
coupons emeuxpartieségaled'arc decercleentre E et H efraconda
tangenteau point A dedécoupeF le point deeoncourgle cette
tangenteavec lecotéou estsituéE et G le point deoncoursiecette
tangenteavec lecotéou estsituéH, le triangle TAGestrectangle en A
doncTG estplus grandqueGA quivautGH. Il s'ensuiquele triangle
FTG estplus grandjuela moitie de TEAH.

De lamémemanieresi l'arc AH estcoupé eguela tangenteau point de
coupureestdessinéeelaenleveradel'aire GAH moinsquela moitié.
En continuantainsinousobtiendronsin polygonetel quel'espaceentre
lui et lecercleestmoinsquel’'excessurK. L'aire du polygbnesera plus
petitqueK. Maintenanttommela perpendiculair@epuisO a
n'importequelcotédu polygonevautle rayontandisquele périmetre
du polygbneestplus grandqueceluidu cercle il s'ensuiquel'aire du
polygbneestplus grandquekK, cequi estimpossible.
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Circonscrivonsun carreaucercle Quedeuxcotésconsécutifgouchente
cercleen E et H et seencontrenten T, pinsiT,E,O,Hestun carrg,
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coupons emeuxpartieségaled'arcdecercleentre E et H efraconda
tangenteau point A dedécoupe
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F le point deconcourgle cettetangenteavec lecotéou estsitueE et G le
point deconcourgle cettetangenteavec lecotéou estsitueH, le
triangle TAGestrectangle en AloncTG estplus grandqueGA qui
vautGH.

E T
A
G
H
0
Archim de sait bien sur gque | e

sonhypothénuse
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Il s'ensuiguele triangle FTGestplus grandquela moitie de TEAH.

E F T
A

G

H

Les 2 triangles FTA et FAE sont isoceles avec leurs cotés eégaux de mémi
longueur et FTA est rectangle.
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z 3 triangles 1socéles
dont un est rectangle
a
a
a
a a
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18/02/2015

Leurs aires sont la moitié
de celles des
parallélogrammes

qui sont des losanges




18/02/2015

en déplacant les traingles
jaunes l'aire d'un losange
non carré est celle d'un

rectangle

N
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Les segments verts sont plus
petits que a puisque ils sont un
coté d'un triangle rectangle dont

I'hypothénuse vaut a

N |



Les aires des losanges non
a a carré sont plus petites que
celle du carré

18/02/2015



Il s'ensuiguele triangle FTGestplus grandquela moitie de TEAH.

E F T
A

G

H

Les 2 triangles FTA et FAE sont isoceles avec leurs cotés eégaux de mémi
longueur et FTA est rectangle.
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De la méme maniére si lI'arc AH est coupé et que la tangente au point de coupure es
dessinée cela enlevera de I'aire GAH moins que la moitié. En continuant ainsi not
obtiendrons un polygone tel que I'espace entre lui et le cercle est moins que l'exc
sur K. L'aire du polygone sera plus petit que K.
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Maintenant comme la perpendiculaire depuis O a n'importe quel coté du polygdne va
le rayon tandis que le perimetre du polygbne est plus grand que celui du cercle |l
s'ensuit que l'aire du polygbne est plus grand que K, ce qui est impossible.
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Propriété 2 : Un cercle est au carré construit sur son diameétre est, a trés pe
de chose pres, comme 11 et a 14.
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Démonstration

Soit le cercle dont le diametre est AB. Circonscrivons a ce cercle le
carré GDH ; que la droite DE soit double du coté GD et que EZ en
soit la septieme partie. Puisque le triangle AGE est au triangle AGL
comme 21 est a 7; et que le triangle AGE est au triangle AEZ
comme 7 eta 1 ; le triangle AGZ sera au triangle AGD comme 22
est a 7. Mais le carré GH est quadruple du triangle AGD ; donc le
triangle AGZ est au carré GH comme 22 est a 28, ou comme 11 es
14. Mais le triangle AGZ est égal au cercle AB, puisque la hauteur
AG est egale au rayon et la base est égale a la circonference. Cett
circonférence est égale a peu de chose pres au triple du diametre
r®uni au septi me de ce diam t
cercle est au carré GH comme 11 est a 14 a tres peu de chose pre
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Soit le cercle dont le diametre est AB. Circonscrivons a ce cercle le
carré GDH :
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Soit le cercle dont le diametre est AB. Circonscrivons a ce cercle le
carré GDH ; que la droite DE soit double du coté GD et que EZ en
soit la septieme partie.

G

.
1N
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Puisqgue le triangle AGE est au triangle AGD comme 21 esta 7; et
gue le triangle AGE est au triangle AEZ comme 7 et a 1 ; le triangle
AGZ sera au triangle AGD comme 22 esta 7.

G D E Z
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Mais le carre GH est quadruple du triangle AGD ; donc le triangle
AGZ est au carré GH comme 22 est a 28, ou comme 11 est a 14.

18/02/2015



Mais le triangle AGZ est égal au cercle AB, puisque la hauteur AG
est égale au rayon et la base est egale a la circonférence. Cette
circonféerence est égale a peu de chose pres au triple du diametre
r®uni au septi me de ce diam t
cercle est au carré GH comme 11 est a 14 a tres peu de chose pre

G - -

L
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Les relations quo®tudi e Archir

C=UR et S=p R2

A éte montré a la propriété 1 g8e ¥2 RC.

La Propriété 2 Un cercle est au carré construit sur son diamétre est, a tres
peu de chose pres, comme 11 et a 14.

NOoest pas en s b.iArchinmede mendre en faiac@esi n d e
proportionnel &R.
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Dansla propriéte 3Archimede encadre le périmetre d'un cercle
entre les perimetres de degpalygones regulierd'un inscrit l'autre
exinscrit. La démonstration d'Archimede estuavante :

1) Il est« facile » de construire les hexagones inscrite)@hscrits:
I'hnexagone inscrit a pour périmetre 6 R ou R est le rayon du disque
et I'nexagone exinscrit a pour perimetre 8l3/) R d o nc

3 < °~ <6/ a3
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Construction de | 0hexagone 1 ns

On commence avec un cercle
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Construction de | 0hexagone 1 ns

on trace un second cercle de méme rayon centré en un point A du
cercle initial
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Construction de | 0hexagone 1 ns

On obtient deux nouveaux points B et C sur le cercle
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Construction de | 0hexagone 1 ns

A.%

Il{

|
\ I

ll

.H

Le mili eu de OA est | 61 nt er sec
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Construction de | 0hexagone 1 ns

A.%

e
!
o | I
|l
I||.
\
L
N
M
—_"//C\: -"'——_____-—_____-—""

Car OBA est équilatéral
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Construction de | 0hexagone 1 ns

E /_ \-‘!_f,_--—" =
B~
Val
/
'd
#'II"
|
I
D A
|
|l
I||.
\
%
2y
\\
F -
G eely  UE

On recommence la construction en partant du point diamétralement opposé a A, la
di stance EB vaut | e rayon puisgque co0es
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Construction de | 0hexagone 1 ns

Les 6 chexagomlensdievalénbR sa circonference vaut 6 R.
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Construction de | 0hexagone exi

E A\

B

F\\/C
On trace | es r ayons hdxajonenrsdris p a

puis les droites orthogonales : les intersections sont les sommets d
| h@@xagonexinscrit.
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Construction de | 0hexagone exi

D O«

\_\\\\
\ S

Le triangle OGH est equilatéral et sa hauteur vaut R, le triangle
OAG est rectangle en A et le coté AG vaut la moitié de

| hypothénuse o n chgopthénuseracd ada relation de
Pythagore OG= AG*+R?*= OG/4+R? donc OG=4/3 R, Donc
OG=(2a3/ 3 ) R déxagbnevaud @r2iam / t3r €
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leshexagones inscrits ekinscrits ont poupérimetre 6 Ret
(12/a 3 )olRR est le rayon ddisqgue. La circonference du cercle
est comprise entre ces deux Va

3 < °~ <6/ a3
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2) Pour affiner I'encadrement Archimede double le nombre de cotés
des polygones, il lui faut ensuite lier le périmetre d'un polygone dor
le nombre de cotés a doublé au péerimetre du polygone initial.

Il obtient ainsi des encadrements de plus en plus fins par des
périmetres de polygones réguliers a 12, 24, 48 et 96 @bsmrréte

la, mais le procédé pourrait étre répéte).
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Le calcul des périmetres des polygones s'appuie sur deux remarqu
1) Pourle doublement daombre

decoté du polygonexinscrit : ' dz

—— e
---- .\"-

C, etc, étant les demi cotes de
deuxpolygones successifs on a, en termes contemporains, Si on nc
t I'angle au centre du cercle

tg(t)=qglr et tg(t/2)= c,ir

mais commeg( t) = 2 tg(t/2)/ 1tg? (t/2) on obtienfiinalement que
sir=1 alorsc,=c,/(1-c,?) d'ou

c,= (1+a1+4¢?) / 2¢, ce qui permet d'obtenir les périmétres
successifs des polygones exinscrits.
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2) Pourle doublement du nombre )
de coté du polygoniascrit T

4 —— =
, . , 2 A
c, etc, etant les demcotés de
deux polygones successifs on a, en termes contemporains, si on
t I'angle au poinA

sin (t) = g/2r etsin(t/2)= c/2r
mais commesin (t) = 2 sin (t/2)cos (t/2)= sin (t/3 1sin%(t/2)

Doncc,/2r =2 (6l 2 r-{c,d4t?) d'ou I'expression de, en
fonction dec;.

Ce qui permet d'obtenir les périmetres successifs des polygones

INScrits.
17/02/2015



Archimedeo bt i ent f i nal ement que |
®gal e au triple de son diam t
diameétre qui est plus petite que UuA™? de ce diametre mais plus
grande que les 10 #T¢de ce méme diamétre.

(cela donne 3,1408 «3,1428)

Archimede utilise bien sur en cours de route des approximations
racine de 3 mais ne dis pas comment il les obtient.
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Quelques mots sur la méthode de calcul
Archimede utilise la méthodedkb e x ha»u st i on

Dans | e cas du c aplacew la suifaceadont en
cher cheentledadalex csurfaces dobai
langage traditionnel unequadrature»)

Dans | e cas du c approchdrla ldyadeypar ane |
ligne brisée ( «ectification»)

La methode est habituellement attribuée a Eudoxe de Cnide (IV
siecle AJC) et est restee seule en usage pour ce type de problen
jusqudsu r8 e avec | dinventior
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Extraits commentés

des "Eléments d'Euclide"
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«©

d

Oxythgnque a pyr us

Ssour ce :

L a

e
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La source :

L e p apQxyrhyrsjuedCe papyrus a éte trouvéxyrhynquea

60 km au sud du Caire parmi dbo
100 de notre ere et porte un extrait du livre Il des éléments
doEucl i de. Ce papyrus est | e (

« élements», connu a ce jour.

Le texte integral original ne nous est pas parvenu, mais des
I antiqguit® ont circul ® de non
noa Jamai s disparu.

O O
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Le texte :

Les «éléments» sont constitués de 13 livres. lls sont une sorte
compilation des connaissances geometriques et arithmétiques de
| O®poque.
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Le texte :

Le plan de chaque livre suit une construction déductive, sont
doabord donn®es des d®finition
Suit une liste de proprietés des objets définis en début de livre ains

qgue leurs demonstrations.
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Le texte :
Le plan genéral obéit a un regroupement par theme :

les livres | 7 1V etéludel idOrod |
« plans» ( droites, triangle, parallelogrammes, cercles)

Le | i vre V 1l nNoOo®t udi e pas | es
notion de proportionnalité entre objets geométriques.

Les livres VIl a IX sont consacrés aux nombres.

Les livres X a Xlll est consacrée alagéeométrteans I esp
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Le Livre VII
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Le septieme livre des elements d'Euclide est le premier d'une série
trois livres traitant par un biais géomeétrique ce gu'on considere
aujourd'hui comme la théorie des nombres.

Formellement il se compose de deux parties :

- Une premiere partie consacrée a des définitions, 22 en tout. Les
définitions sont celles utilisees dans I'ensemble du livre. Les plu
Importantes sont celles departies» , de nombres gremiers»,

« premiers entre eux et «multiples».

- La seconde partie est une suite de 41 propositions. Le résultat le
plus saillant est la construction de ce qu'on appelle aujourd'hui
I'algorithme d'Euclide permettant de calculer le plus grand
commun diviseur de deux entiers
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La traduction Francaise de référence est celle de F. Gaillard datan
de 1819. C'est celle qui est ici présentée et partiellement
commentée et retraduite dans un langage mathématique
contemporain

Une autre traduction est disponible online :

http://qgallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k110982qg.image.r=les+%C3%A
019%C3%A9ments+d%27Euclide.f5.langFR.pagination
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http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k110982q.image.r=les+%C3%A9l%C3%A9ments+d%27Euclide.f5.langFR.pagination
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k110982q.image.r=les+%C3%A9l%C3%A9ments+d%27Euclide.f5.langFR.pagination

DEFINITIONS.

1. L dnité est ce selon quoi chacune des choses existantes est dite
une.

2.Unnombreest un assemblage compo:

— U111

Assemblage de 6 unité : 6

L'unité

L]

Assemblages de 4

unité . 4
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DEFINITIONS.

d.Unnombre est une plapluspettdudpusi n
grand, lorsque le plus petit mesure le plus grand.

4.Unnombr e est par tquardsl nedemesurepas.m

5, Unnombre est mul t, leplisgrand duplis n o
petit, quand il est mesurée par le plus petit.

Commentaire : Le cinquieme livre traite de la théorie géométrique de la proportion, il
permet d'éclairer le sens a donner a la définition 3 : "le plus petit mesure le plus
grand" signifie que I'on peut l'utiliser comme unité pour la mesure du plus grand.
Autrement dit que le plus grand est composé d'un "assemblage" d'unités égales &
plus petit. Dans un langage contemporain cela signifie que si G et P désignent le
plus petit et le plus grand respectivement, on a : G = P+...+PkPdonc
gue P est un diviseur de G.
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DEFINITIONS.

d.Unnombre est une plapluspettdudpusi n
grand, lorsque le plus petit mesure le plus grand.

{ 2

2 mesure 6 : 2 est une "partie" de 6
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DEFINITIONS.

6. Le nombre pair est celui qui peut se partager en deux parties egale

7.Le nombre impair est celui qui ne peut pas se partager en deux
parties ®gales, ou bien cel ui

8. Le nombre pairement pair est celui qui est mesuré par un nombre
pair multiplié par un nombre pair.

9. Le nombre pairement impair est celui qui est mesuré par un nombre
pair multiplié par un nombre impair.

10.Le nombre impairement pair est celui qui est mesureé par un
nombre impair, multiplié par un nombre pair.

11.Le nombre impairement impair est celui qui est mesuré par un
nombre impair multiplié par un nombre impair.
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DEFINITIONS.

12. Lenombre premiere st cel ui qui est mes

13.Lesnombres premiersentreeuxss ont ceux qui oI
pour commune mesure

Commentaire : Compte tenu du sens de la définition 5, la définition 12 signifie qu'un
nombre est premier lorsque son seul diviseur est 1 (cela signifie donc que par "plt
petit" Euclide entend strictement plus petit). La définition 13 signifie que deux
nombres sont premiers entre eux si leur seul diviseur commun est 1.
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DEFINITIONS.

14. Le nombre composeest celui qui est mesuré par guelque
nombre.

15.Lesnombres composeés entre eusont ceux qui ont quelque
nombre pour commune mesure.

16.Un nombre est dit multiplier un nombre, lorsque le multiplié
est ajout® autant de fois qui
mul tiplie, et qgquoun nombre e:

Commentaire : Un nombre composé est donc un nombre qui admet des diviseurs no
triviaux, deux nombres sont composeés entre eux s'ils ont un facteur commun. La
définition 16 est juste la définition de la multiplication : Si a multiplie b on ajoute b
lui méme autant de fois que a :

ab = b+...+b
18/02/2015 ( a fois)



DEFINITIONS.

17. Lorsque deux nombres se multipliant font un nombre, celui qui est
produit se nommelan ; et les nombres qui se multiplient, se nomment
lescotésde ce produit.

18.Lorsque trois nombres se multipliant entre eux font un nombre, celui
est produit est appetbdlide; et les nombres qui se multiplient, se
nomment les6tesdu produit.

19.Le nombre quarré est celui qui est également égal, ou celui qui est
contenu sous deux nombres égaux.

20.Le nombre cubeest celui qui est eégalement egal également, ou bien
celui qui est contenu sous trois nombres égaux.

Commentaire Les définitionsl7 a20 viennent compléter la définition 16 et donne un
point de vue géométrigue a la notion de produit.
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DEFINITIONS.

17. Lorsque deux nombres se multipliant font un nombre, celui qui est
produit se nommelan ; et les nombres qui se multiplient, se nomment
lescotésde ce produit.

& est un

nombre plan
de cotés 2 et 4

— LUN1tE
2
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DEFINITIONS.

21. Desnombressontproportionnels, lorsque le premier est le méme

mul ti ple du second que | e trois
premiel . I que le
. — L UINite
troi ) " ) " ) e ne
i ©
y O
5
{ O

6 est le méme multiple de 2 que 9 l'est de 3

(6.2.9.3) sont proportionnels
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DEFINITIONS.

22. Lesnombres planset solidessemblablessont ceux qui ont leurs coteés
proportionnels.
23.Le nombre parfait est celui qui est eégal a ses patrties

L'unité

6 : nombre plan

L]

HEEE
[CICICOC] 24 - nombre plan
DDDB (4°6)

24 et 6 sont semblables car leurs

cotés (2,4,3,6) sont proportionnels
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LES PROPOSITIONS

PROPOSITIONI. Deux nombres inégaux étant proposes, le plus
petit étant toujours retranché du plus grand, si le reste ne mesul

celui qui est avant | ui que |
Proposeés seront premiers entre eux.

Commentaire: Cela signifie queaet b sont des entiers axb.
Alors si on retrancha a b tant que cela est possible (c'estlire
tant que la soustraction a un resultat positif) puis si on soudirait
a ce résultat tant que c'est possible et gu'on reitere cette

manipulation, si le "reste" final vadtalors aetb sont premiers
entre eux.

C'est exactement l'algorithme d'Euclide qui est décrit.
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LES PROPOSITIONS
Démonstration:

Soientles deux nombres inégaux ABD ; que le plus petit étant
toujours retranché du plus grand, le nombre restant ne mesure

celui qui est avant | ui que |
nombresABGDs ont premiersdiemére@ue
seule les mesure.
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Carsi les nombres ABGD ne sont pas premiers entre eux, quelque nombi
les mesurera. Que quelgue nombre les mesure, et que ce soit E ;

G D

17/02/2015



Carsi les nombres ABGD ne sont pas premiers entre eux, quelque nombi
les mesurera. Que quelgue nombre les mesure, et que ce soit &D que

mesurant AB laissAZ plus petit que luméme ;

—

A B
G D

A B
X ZG D
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Carsi les nombres ABGD ne sont pas premiers entre eux, quelque nombi
les mesurera. Que quelgue nombre les mesure, et que ce soit &D que
mesurant AB laissAZ plus petit que luméme ; qu&Z mesurantGD

laisseGH plus petit que luméme ;

—

A B

G D

A o B
7.6 D
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Carsi les nombres ABGD ne sont pas premiers entre eux, quelque nombi
les mesurera. Que quelgue nombre les mesure, et que ce soit &D que
mesurant AB laissBZA plus petit que luméme ; qué&dZ mesurantGD
laisseGH plus petit que luméme; g u 6 e GHfMesuranAZ laisse

| OUAll t ®

E
e

A B

G D
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A B
G D
Z B
7.6 D
G H D
A : Z
AT G H

M UTIE

PuisqueE mesuresD, et queGD mesure ZB, le nombre E mesure.ZB
Mais il mesure AB tout entier ; donc il mesurera le reste AZ.
MaisAZ mesureHD ; donc E mesureraD.

Mais il mesureDG tout entier ; donc il mesurera le re§él.

Mais GHmesureZT : donc E mesureraAT.
Mai s i | mesure ZA tout enti er AT cead o]

gui est impossibledgéfinition 3). Donc, aucun nombre ne mesurera les nombre:
AB, GD. Donc les nombres AB;D sontpremiers entre eux.
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Commentaires : On remarquera que la "démonstratisnppose que le
processus s'arréte en 2 coups autrement dit que le reste 1 apparait ap
trois divisions itérées.

Il est clair néanmoins que le raisonnement présenté pourrait étre repete |
nombre de fois voulu si le reste 1 apparaissait plus tard dans le
processus. Ce "défaut" de rigueast classique dans la littérature
antique :

1)Leraisonnement par récurrence que nous feri@gourd'hui n'est pas
acceptable a I'époque d'Euclide, la notidro i n f tjacanteadoota s
démonstration par récurrence n'etant pas elucidée. Nous reviendrons :
ce point important lorsque nous aborderons la notion d'infini.

C'est la controverse sur l'infini "effectif " et l'infini "potentiel
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