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Feuille d’exercice 4- Compléments

Racines de I’unité, polynémes cyclotomiques

Exercice 1 a) Soient a et 3 € C des racines primitives n-iémes de l'unité.

a) Montrez que a3 est une racine primitive 35-iéme de 'unité.

b) montrez que les polynémes cyclotomiques @5, ®7 et P35 sont les polyndomes minimaux sur Q respective-
ment de «, 0 et af.

c) Quels sont les degrés sur Q des extensions Q[«], Q[F] et QaF]?

d) Soit K = Q[a] N Q[A]. Que peut-on dire a priori de [K : Q]?

e) Montrez qu’il existe 7 et s € Z tels que (af)" = (et (af)® = 8. f)Comparez Q[a, 3]) et Q([a]), puis

calculez [Q(a, B) : Q]. g) Calculez [Q(a, ) : Q()].- g) Montrez que [Q(a, 3) : Q(a)] < [Q(B) : K]. h)
Montrez que [Q(f3) : K] = [Q(S) : Q]. Conclusion?

Corps finis
Exercice 2 Soit P(X) = X7 4+ X + 1 un polynome dans TFy[X] et a une racine de P dans une cloture

algébrique de Fo. Montrez que [Fo(a) : Fo] = min{i € N, o = a}. Déduisez-en que [Fa(a) : Fo] = 7 et que
P est irréductible sur Fs.



