
Université de Picardie Jules Verne 2009-2010

UFR Sciences Licence L3 S5 Intégration

Feuille 9 - Espaces Lp, p ≥ 1

Exercice 1 (Examen de Juin 2002) Soit f une fonction borélienne dans L2([0, 1]).

1. Montrer que, pour tout n ≥ 1, on a

∫ 1

0
xn|f(x)|dx ≤ 1√

2n+ 1
‖f‖2 .

2. Montrer que

∫ 1

0

∞∑
n=1

xn

n
|f(x)|dx <∞ .

3. En déduire que
∞∑

n=1

∫ 1

0

xn

n
f(x)dx =

∫ 1

0
f(x) log

1

1− x
dx .

Exercice 2 On pose Lp = Lp(X, T , µ). Soit p, q, r ≥ 1 tels que 1
r = 1

p + 1
q .

Montrer que si f ∈ Lp, et g ∈ Lq, alors fg ∈ Lr et ‖fg‖r ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Exercice 3 Soit (X, T , µ) un espace mesuré tel que µ(X) < ∞. Montrer que
pour 1 ≤ p < q <∞ on a L∞(X,µ) ⊂ Lq(X,µ) ⊂ Lp(X,µ) ⊂ L1(X,µ).

Exercice 4 Soit lp = Lp(N,P(N),m) où m est la mesure de comptage sur
(N,P(N)). On note x = (xn)n∈N un élément de lp, vu comme application de N
dans R ou C, dont la norme lp est finie.

1. Constater que x ∈ lp signifie
∑∞

n=0 |x(n)|p <∞.

2. Pour 1 ≤ p < q <∞, montrer que ‖x‖q ≤ ‖x‖p et l1 ⊂ lp ⊂ lq ⊂ l∞.

Exercice 5 Montrer que sur (R,B(R), λ), on a L1 \ L2 6= ∅, L2 \ L1 6= ∅ et
L2 ∩ L1 6= ∅.

Exercice 6 Soit λ la mesure de Lebesgue sur (R+,B(R+)) et p ≥ 1. Déterminer

l’ensemble des couples (a, b) ∈ R2 pour lesquels la fonction x 7→ xa

1 + xb
est dans

Lp(R+).

Exercice 7 Soit f : R∗+ → R la fonction définie par f(x) =
1

x(1 + | log x|)2 ,

1 ≤ p ≤ ∞.
Est-ce que f ∈ Lp([0, 1])? Lp([1,∞[)? Lp(R+)?

Exercice 8 Montrer que sur (R,B(R), λ), L1 ∩ L2 est dense dans L1 et dans
L2.

Exercice 9 Soit f ∈ Lp(R) avec 1 ≤ p < ∞. Pour tout h ∈ R on pose
fh(x) = f(x− h). Montrer que ||fh − f ||p → 0 quand h→ 0. (Indication : on
pourra d’abord considérer le cas où f est continue à support compact).
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Exercice 10 1. Soit f ∈ L2([0, 1],B([0, 1]), λ). Montrer que lim
x→0

(
1√
x

∫ x

0
f(t)dt

)
= 0.

Que se passe-t-il si f ∈ Lp([0, 1],B([0, 1]), λ), pour p > 1?

2. Soit g ∈ L2(R+,B(R+), λ). Montrer que lim
x→∞

(
1√
x

∫ x

0
g(t)dt

)
= 0.

Que se passe-t-il si g ∈ Lp([0, 1]) (p > 1)?

Exercice 11 Soit (X,T, µ) un espace mesuré tel que µ soit σ-finie. Soit f ∈
Lp ∩ Lq avec 1 ≤ p < q < +∞.

1. Montrer que pour tout r ∈ [p, q] on a |f |r ≤ |f |p + |f |q.

2. Montrer que la fonction N : r 7→ ||f ||r est continue sur [p, q].

Exercice 12 On travaille sur ([0, 1],B([0, 1]), λ). Trouver une suite de fonctions
(fn)n∈N qui converge dans Lp([0, 1]) pour tout p ≥ 1 mais telle que (fn(x))n∈N
ne converge pour aucun x ∈ [0, 1].
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