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Feuille d’exercices 4. Semaines des 25 octobre et 2 novembre 2004
Fonctions mesurables et mesures

Exercices supplémentaires sur les fonctions mesurables

Exercice 1 Les applications suivantes sont-elles boréliennes?

flx) = an[n,n+1[($) et h(z)= { 65 Zi i ;g

neL

Exercice 2 Soient a € R et (fy,)n>1 une suite de fonctions mesurables de (X, 7) dans (R, B(R)). Pour tout
x € X, définissons
k(z) =inf{p e N : f,(x) > a}

(avec la convention inf ) = 0). Montrer que k est mesurable.

Exercice 3 Soit f une fonction mesurable a valeurs dans R. Pour tout n € N, on définit la troncature f,
de f de niveau n par
n s flz)>n
fol@) = ¢ flz) st [f(z)|<n

-n si f(zr) < —n.

Faire un dessin, puis montrer que f, est mesurable et que lim f,(x) = f(z) pour tout = € R.
n—oo

Mesures

Exercice 4 Soit X un ensemble muni de la tribu P(X) (la famille des parties de X). Pour toute partie
A de X posons u(A) = 0 si A est dénombrable et p(A) = 400 sinon. Montrer que p définit une mesure
positive sur (X, P(X)).

Exercice 5 Soient f: X — Y une application et 7 une tribu sur X. Soit S la famille des parties A de Y
telles f~1(A) appartient & 7.
(a) Montrer que S est une tribu,
(b) Montrer que f est (7,S)-mesurable,
(c) Montrer que
v: § - R
A (LAY,

définit une mesure sur (Y,S), appelée mesure image de p par f et notée fi .
(d) Déterminer la mesure image v = f,u dans le cas ou u = J, est la mesure de Dirac au point a € X.
(e) Montrer que pour toute fonction g : Y — R, mesurable positive

/gdu:/gofd,u.
Y X

Exercice 6 Soient p une mesure sur (X,7) et (Ap)nen une suite décroissante d’ensembles mesurables.
Comparer pu(NpenAy) et limy 400 1(Ay). Montrer qu'il y a égalité lorsque p(X) est fini.



Exercice 7 Soient (X, 7, ) un espace mesuré et (A, )pen une suite d’éléments de 7.
1. Montrer que lim A,, et lim A,, appartiennent & 7.
2. Montrer que u(lim A,) < lim u(A,).
3. Montrer que si p(Upen Ay) est finie alors lim p(A,,) < p(lim A,).
4. En déduire que si lim,,_, 4o, A, existe (i.e lim A, = lim A4,,) alors lim,, ;oo p(An) = p(lim, 400 Ay).

Exercice 8 Soient F un espace métrique et p une mesure mesure finie définie sur B (I’ensemble des boréliens
de E). On appelle C la classe des C' € C tels que : pour £ > 0, il existe un ouvert O et un fermé F' tels que

FcCcO, u(O\F)<e
1. Montrer que C est stable par passage au complémentaire et contient les fermés.
2. Montrer que C est stable par les intersections finies.
3. Montrer que C est une tribu.
4. En déduire que p est réguliere, c’est-a-dire que pour tout C' € B,

u(C) = sup{p(F); F fermé et F' C C} = inf{p(0); O ouvert et C' C O}.

Exercice 9 Soit (E,7,m) un espace mesuré. Montrer que m est o-finie si et seulement si il existe une
partition dénombrable de E en parties mesurables de mesure finie.

Exercice 10 Soit (E,7,m) un espace mesuré. Soient (fp)nen, f : E — R des fonctions mesurables.
oo

Montrer que si pour tout € > 0, on a Zm(|fn — fl > €) < o0, alors f, tend m-presque-partout vers f
n=0
quand n — co. (Indication: on pourra s’inspirer du lemme de Borel Cantelli, démontré dans le devoir 2.)

Exercice 11 Soient (E,7,m) un espace mesuré et f : E — R, une fonction mesurable. On pose, pour
tout A €T, u(A /fdm

(a) Montrer que u est une mesure sur (F,7), notée p = f.m.
(b) Soit g : E — Ry mesurable. Montrer que g.u = (gf).m



