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Corrigé devoir 1 intégration pour le 8 octobre

Exercice 5 feuille 1 Dans chacun des exemples suivants, calculez les ensembles ∪n∈NAn, ∩n∈NAn, lim supn→∞An, lim infn→∞An,

et limn→∞An quand elle existe.

• A2n = F et A2n+1 = G, avec F, G deux sous-ensembles d’un ensemble E, • Bn = [0, 1
n+1

], n ≥ 0

• Cn = [x, y − 1
n
], n ≥ 1 • Dn = [x, y − 1

n
[ n ≥ 1, • En = [x + 1

n
, y] n ≥ 1 • Fn =]x− 1

n
, y] n ≥ 1

• Gn = B(O, 1
n+1

) ⊂ R2 • Hn = nZ
Corrigé On corrige ce qui n’a pas été fait en TD. Supposons x ≤ y − 1 pour simplifier. Alors ∪k≥nCk = [x, y[

d’où ∩n∈N∗ ∪k≥n Ck = lim supn→∞ Cn = [x, y[. De même ∩k≥nCk = Cn d’où lim infn→∞ Cn = ∪n∈N∗Cn = [x, y[. Et
∩n∈N∗Cn = [x, y − 1].

Le même raisonnement donne ∪n∈N∗Dn = [x, y[, ∩n∈N∗Dn = [x, y − 1[, et lim supn→∞Dn = lim infn→∞Dn = [x, y[.
On vérifie ensuite que ∪n∈N∗En =]x, y], ∩n∈N∗En = [x + 1, y], lim supn→∞En = lim infn→∞En =]x, y].
De même ∪n inN∗Fn =]x− 1, y], ∩n∈N∗Fn = [x, y] = lim supn→∞ Fn = lim infn→∞ Fn.
Dans R2, un raisonnement similaire donne ∪n∈NGn = B0 = B(0, 1), ∩n∈NBn = {0} = lim supn→∞Bn = lim infn→∞Bn.
On remarque que lorsque la suite est monotone croissante ou décroissante pour l’inclusion, la limite supérieure et la limite

inférieure cöıncident.
Soit Hn = nZ. Il est clair que ∪n∈NHn = Z, alors que ∩n∈NHn = {0} car aucun entier non nul n’est multiple de tous les

entiers.
Exercice 8 feuille 1 Soient A et B deux parties non vides et bornées de R.

(a) Si A ⊂ B, montrer que sup A ≤ sup B et inf A ≥ inf B . Donner des exemples où les inégalités sont strictes. Donner d’autres

exemples avec sup A = sup B ou inf A = inf B et A strictement inclus dans B.

(b) On ne suppose plus A ⊂ B. Montrer que A ∩B est borné, mais pas forcément non vide.

(c) Si A ∩B 6= ∅, montrer que max (inf A, inf B) ≤ inf A ∩B ≤ sup A ∩B ≤ min (sup A, sup B).

Donner un exemple dans lequel les inégalités sont strictes.

Corrigé Si A ⊂ B, alors supB majore B, donc A. Or supA est le plus petit des majorants, donc supB ≥ supA. De
même, infB minore B donc A, donc inf B ≤ inf A. Exemples avec inégalités strictes: A = [1, 2] et B = [0, 3]. Exemple avec
égalité A =]0, 1[∪]2, 3[ et B = [0, 3].
b) Si A et B sont born és non vide, alors A ∩B est borné aussi mais pas forcément non vide. Ex A = [0, 1] et B = [2, 3].
c) Si A ∩ B 6= ∅, alors en utilisant a), et A ∩ B ⊂ A, on a inf A ≤ inf(A ∩ B) ≤ sup(A ∩ B) ≤ supA. En utilisant le fait
que A ∩B ⊂ B, on a aussi inf B ≤ inf(A ∩B) ≤ sup(A ∩B) ≤ supB. D’où le résultat. Les inégalités sont toutes strictes si
A = [0, 1] ∪ [2, 3] ∪ [4, 5] et B =]1, 4[. On a

max(inf A, inf B) = 1 < inf(A ∩B) = 2 < sup(A ∩B) = 3 < min(sup A, supB) = 4

Exercice 15 feuille 1 Soient (an) et (bn) deux suites de R.

(a) Si pour tout n ≥ 0, an ≤ bn alors montrer que limn→∞ an ≤ limn→∞ bn et limn→∞ an ≤ limn→∞ bn.

(b) Montrer que limn→∞ an + limn→∞ bn ≤ limn→∞ (an + bn) ≤ limn→∞ (an + bn) ≤ limn→∞ an + limn→∞ bn.

Montrer par des exemples que ces inégalités peuvent être strictes.

(c) Si la suite (an)n∈N converge vers a ∈ R, alors limn→∞ (an + bn) = a + limn→∞bn et limn→∞ (an + bn) = a + limn→∞bn.

Corrigé
a) En utilisant l’hypothèse, on a pour tout n ∈ N supk≥n ak ≤ supk≥n bk d’où à la limite, lim supn→∞ an ≤ lim supn→∞ bn.
De même, on montre que lim infn→∞ an ≤ lim supn→∞ bn.
b) On a pour tout k ≥ n ak + bk ≤ supk≥n(ak) + bk ≤ supk≥n ak + supk≥n bk. En passant au sup à gauche de l’inégalité, on
trouve supk≥n(ak + bk) ≤ supk≥n ak + supk≥n bk. La démonstration pour l’inf se fait de même.
c) Soit ε > 0, et N ≥ 0 tq pour tout n ≥ N , |an − a| ≤ ε. On écrit alors pour n ≥ N ak + bk ≥ a − ε + bk. On en déduit
immédiatement supk≥n(ak+bk) ≥ a−ε+supk≥n bk, d et donc lim supn→∞(an+bn) ≥ a−ε+lim supk≥n bn = lim supn→∞ an+
lim supn→∞ bn − ε. En faisant tendre ε vers 0, on obtient lim supn→∞(an + bn) ≥ lim supn→∞ an + lim supn→∞ bn. L’autre
inégalité ayant déjà été démontrée, on a l’égalité voulue. Le raisonnement est identique pour les liminf.

Exercice 16 feuille 1 Soit (un)n∈N une suite de R et l ∈ R. Démontrer les propriétés suivantes

(a) limn→∞un ≤ limn→∞un.

(b) limn→∞(−un) = −limn→∞(un)

(c) Si l = limn→∞un (resp. l = limn→∞un), alors (un) admet une sous-suite qui converge vers l.

(d) La suite (un) converge vers l ∈ R si et seulement si limn→∞un = limn→∞un = l.

Corrigé a) On a infk≥n uk ≤ supk≥n uk, donc à la limite lim infn→∞ un ≤ lim supn→∞ un.
b) L’égalité voulue vient de supk≥n(−uk) = − infk≥n uk.
c-d) A été démontré en TD.

Exercice 13 feuille 2Déterminer la limite de la suite de terme général un = 1
n

n
p

(n + 1)(n + 2) . . . 2n.



Corrigé On étudie la suite vn = ln(un) = − lnn+ 1
n

∑n
k=0 ln(n+k) = 1

n

∑n
k=0 ln(1+k/n). C’est une somme de Riemann

qui converge quand n →∞ vers
∫ 1

0
ln(1 + x)dx = 2 ln 2− 1.

Exercice 14 feuille 2 Montrer que Sn est une somme de Riemann relativement à une fonction f que l’on précisera, puis déterminer

la limite de (Sn).

(a) Sn =
n

n2 + 1
+

n

n2 + 4
+ · · ·+ n

n2 + n2
(b) Sn =

1

n2 + 1
+

2

n2 + 4
+ · · ·+ n

n2 + n2

Corrigé a) Sn = 1
n

∑n
k=1

1
1+(k/n)2 →

∫ 1

0
1

1+x2 dx = [arctanx]10 = π
4 .

b) Sn =
∑n

k=1
k

n2+k = 1
n

∑n
k=1

k/n
1+(k/n)2 →

∫ 1

0
2x

1+x2 dx = ln 2
2

Exercice 15 feuille 2 (Intégrales de Wallis)Calculer pour tout n ∈ N l’intégrale In =
R π/2

0
(cos t)n dt.

Corrigé Par récurrence, à l’aide d’intégrations par parties, on vérifie que I0 = π
2 ; I1 = 1 et In = n−1

n In−2 pour n ≥ 2.

On en déduit que I2n = π
2

(2n)!
(2nn!)2 et I2n+1 = (2nn!)2

(2n+1)! .

Exercice 19 feuille 2 Soit fn(x) = xn. Calculer
R 1

0
fn(x) dx, puis limn→∞

R 1

0
fn(x) dx. Montrer que (fn)n∈N converge simplement,

mais pas uniformément vers la fonction définie par f(x) = 1{1}. Calculer
R 1

0
f(x) dx. Commenter.

Corrigé L’intégrale
∫ 1

0
fn(x) dx vaut 1

n+1 et converge vers 0. La suite (fn)n inN converge simplement et pas uniformément
vers 11. Pourtant on vérifie que l’intégrale de la limite des fn est égale à la limite des intégrales des fn.

Exercice 22 feuille 2 (La fonction Γ d’Euler)Posons Γ(x) :=

Z +∞

0

e−ttx−1 dt.

(a) Quel est son ensemble de définition ?

(b) Montrer qu’elle est continue, puis dérivable sur R∗+ (énoncer précisément les résultats utilisés).

(c) Montrer que Γ(x + 1) = xΓ(x) pour tout x > 0 et Γ(n + 1) = n! pour tout n ∈ N.

Corrigé a) La fonction t 7→ e−ttx−1 est continue, et intégrable sur [1,+∞[ pour tout x ∈ R car tx−1 = o+∞(et/2) par
exemple. Elle est intégrable au voisinage de 0 ssi x > 0 car e−ttx−1 ∼ tx−1 au voisinage de 0.
b) Voir vos cours de L1-L2 ou prépa. On fixe un intervalle du type [ε, A] dans R∗+. On utilise sur ce compact les théorèmes
de continuité et dérivabilité classiques de l’an dernier pour obtenir la continuité de Γ en x ∈ [ε, A], et donc pour x ∈ R∗+ vu
que ε et A sont arbitraires.
c) Une intégration par parties donne Γ(x + 1) = xΓ(x) pour tout x > 0. Un calcul élémentaire donne Γ(1) = 1, et donc
finalement s Γ(n + 1) = n! pour tout n ∈ N avec la convention 0! = 1. )

2


