
LICENCE L3 2008-2009/INTÉGRATION

Examen du Jeudi 3 septembre 2009

4 heures

Documents et calculatrices interdits. Le barème tiendra compte de la longueur

et de la difficulté de l’énoncé. L’ensemble des boréliens d’un intervalle de

Rn sera noté B et la mesure de Lebesgue sera notée λ ou dx.

1. Exercice 1

On considère la fonction 2π périodique définie par f(x) = 1 si x ∈]0, π[ et

f est impaire.

1) Calculer f̂(k) = 1
2π

∫ π
−π f(x)e−ikxdx pour k dans Z.

2) En déduire
∑+∞

k=0
1

(2k+1)2
= π2

8 .

3) En déduire la valeur de
∑+∞

k=1
1
k2 .

4) Calculer f̂(2k + 1) + f̂(−2k− 1). En déduire la limite dans L2(−π, π) de

Sn(f)(x) = 4
π

∑n
k=0

sin(2k+1)x
2k+1 .

5) La suite Sn(f) converge-t-elle uniformément sur [−π, π] ?

2. Exercice 2

Soit F (x) =
∫ +∞
0

sin(tx2)
1+t2

dt.

1) Démontrer que F est une fonction continue, bornée sur R.

2) Démontrer que F est de classe C1 sur R− {0}.

3) F est-elle dérivable en 0 ?

4) Démontrer que limx→+∞ F (x) = 0.

5) Déterminer un équivalent de F en +∞.
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3. Exercice 3

On considère (X,A, µ) un espace mesuré tel que µ(X) = 1.

On dit qu’une suite de fonction mesurables fn P-converge vers f si pour tout

ε > 0,

lim
n→+∞

µ{x ∈ X; |f(x)− fn(x)| ≥ ε} = 0.

On dit que la suite de fonction fn converge mollement vers f si pour toute

fonction g dans L∞(X) alors

lim
n→+∞

∫
X

(fn(x)− f(x))g(x)dµ(x) = 0.

1) Démontrer que si fn tend vers f dans L1(X) alors fn P-converge vers f .

2) Démontrer que si fn P-converge vers f alors fn converge mollement vers

f .

3) On choisit X = [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue. Etudier la con-

vergence éventuelle (dans L1(X), P-convergence, convergence molle) de la

suite de fonctions un(t) = sin(nπt).

4. Exercice 4

Soit pour t ≥ 0 et u une fonction continue et bornée sur [0,+∞[, la suite

de fonctions

TN (u)(t) =

(
+∞∑
m=0

(tN)m

m!
u(

m

N
)

)
e−tN .

1) Démontrer que TN (u) est une fonction bornée sur [0,+∞[.

2) Démontrer que TN (u) est une fonction continue sur [0,+∞[.

3) soit Xk : [0,∞[→ R, t 7→ tk. Calculer TN (X0), TN (X1), TN (X2).

4) Démontrer que

|TN (u)(t)− u(t)| ≤

(
+∞∑
m=0

(tN)m

m!
(u(

m

N
)− u(t))2

) 1
2

e−tN/2.
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5) On suppose de plus que u est une fonction lipschitzienne sur [0,∞[, i.e

qu’il existe L tel que |u(x)− u(y)| ≤ L|x− y|, pour tout x, y. Montrer que

TN (u) converge uniformément sur tout compact vers u.

5. Exercice 5

Pour x = (x1, ...., xn) dans Rn , on désigne par r = (x2
1 + .... + x2

n)
1
2 . On

munit Rn de la mesure de Lebesgue.

1) Montrer que F (x) = 1
(1+r)(1+| log r|)2 est mesurable.

2) Montrer que F est dans Lp(Rn) si et seulement si p ≥ n.


