Université de Picardie Jules Verne 2008-2009
Faculté de Sciences - Mathématiques et Informatique Licence S5 Intégration

Corrigé devoir 2

Exercice 17 feuille 3

Nous allons utiliser le critére suivant du cours: h est mesurable ssi pour tout o € R, h=1([ar, +00][) est mesurable.
Ici, si @ > 0, h™1([a, +oo\[) =]0,2] N (R \ Q) est borélien comme intersection de deux bordliens. Si o < 0,
A= ([a, +o0|) =QU (] — o0, 1] N (R \ Q)) U]0, 400 est également borélien.

On peut vérifier que si a ¢ Z, et a > 0, g7 (o, +00[) = [E() + 1, +00[\Z est un borélien. Si o < 0, a ¢ Z,
g (Ja,+00]) = [E(a) + 1,400] est borélien. Si a € Z~, g7 '([a,+o0[) = [@),+o0[ est borélien. Si o € Z%,
g (o, +00[) = @), +00[\Z est borélien.

Pour f, c’est encore plus simple: si a € Z, f~1([a, +00[) = [, +00] est borélien. Si a ¢ Z, f~ ([, +o0[) =
[E(a), +00[ est borélien.

Exercice 15 feuille 4

Lorsque E = [a,b] et 7 > 0, rE = [ra,rb] et A(rE) = r(b —a) = rA(E). (Idem pour un intervalle ouvert ou semi
ouvert). Lorsque r < 0, rE = [rb,ra] et A(rE) =r(a —b) = |r|(b—a) = |r|A\(E).

Si E est ouvert, il existe une famille au plus dénombrable d’intervalles ouverts disjoints I,,, n € N tels que
E = UpenI, et TE = Upenrl,. Les intervalles r1,, n € N sont encore deux a deux disjoints. On en déduit que
XIPE) = Yoen L) = en IFATL) = [PIAUnen = [rACE).

Remarquons que 7(A°) = (rA)°. On en déduit que pour tout fermé F, on a A(rF') = |r|\(F).

Si E est un ensemble Lebesgue-mesurable, alors d’apres le cours, pour tout € > 0, il existe F. C E C ). avec
A\ Fo) < e. On remarque que 7F, C 7E C rQ, rF; est fermé, et rQ) est ouvert. De plus A(rQ. \ rF.) < |r|e
d’apres ce qui précede. Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit que A(rE) = |r|A(E). Les boréliens étant tous
Lebesgue-mesurables, on en déduit le résultat voulu.

Exercice 16 feuille 4
Question 2: siz € A+unNA+wv,alorsz —ue€ Aet x —v € A. De plus, u,v € Q donc (x — u)R(x — v). Tout point
de R étant équivalent a un unique point de A, on en déduit que x —u =z — v, d’out u = v.
Question 3: Si A est mesurable, alors A + u aussi (image réciproque de A par Papplication continue z — z — u).
On en déduit que B est mesurable, et que B est I'union disjointe des A +u, u € QN [—1,1]. On a donc A(B) =
> ueon(—1,1 A(A + u). La mesure de Lebesgue est invariante par translation, donc A(A + u) = A(4). Donc A(B) =
#QN[-1,1] x A(A).
Question 4: Si A mesurable, on a forcément A(B) < 3, donc A(A) = 0. Mais A(B) > 1 implique A(A) > 0. Contradic-
tion!

Exercice 8 feuille 5
1) f est une fonction mesurable positive, donc d’apres la relation de Chasles:

J sm= [ fdu+/{f<n}fdu=/En i+ [ Vg S

Soit gn = flgr<ny, (gn)n est une suite croissante de fonctions mesurables positives qui converge vers f.
D’apres le théoreme de Beppo-Levi, lim / gndp = / fdp. Donc  lim / fdu=0.

n—-+oo X X n—-+4oo E,
Les F), sont deux a deux disjoints, d’apres la relation de Chasles :

+oo N
O IRLEID N LTSN L

Ul Fn
F,=E,NE,={reX,n<flx)<n+1}, U F, =0 {zeX/n<flz)<n+1}={0< f<N+1} =
EoﬁE]CVJrl.

2)Par 'inégalité de Markov, Vn > 0, u(E / fdu.

Dot 0 < nu(E,) < / fdp. On passe ensuite la limite et on utilise la premiere question pour obtenir:

lim nu(E,)=0.

n—-+oo



Comme précédemment, Vn > 0, nu(F, / fdu.

“+00
Zn,u( Z/ fz)du(x Z/ f(z)dp(x) < 400 d’apres la question 1).

Or Znﬂ' Z n(u(En) — p(Eny1) car p(Ey,) < +oo.

n=1

N
Z nu(F, Z — Nu(Epn+1), puis on utilise le résultat de la premiére question pour obtenir:
Z w(Ey) < +oo.

Exercice 21 geuﬂle 5

t
a)Soit a > 0, / le™"*sin(azx)|dx < / aze” " dx < a[
0 0

te—nt e—nt 1
+—+ }

—n —n2 "2l
+o0 .
/ le™"*sin(ax)|dz = hm / le™*sin(ax)|dx < < —. Or Z — < 400, donc / le™*sin(ax)|dx < +oo.
0 n=
+oo v
b)/ le™"* sin(ax)|dx :/ le™"* sin(ax)|d\(x).
0 [0,4-00[
Soit g(x Z le " sin(ax)|. g est une fonction mesurable (limite de fonctions mesurables), positive.

En appliquant le théoréme de Beppo-Levi, on montre que / gd\ < +00, donc g est intégrable sur [0, +o0].
[0,400[

Soit g ( Z e " sin(ax). |gn| < g et (gn)Nen est une suite de fonctions mesurables qui converge simplement sur

[0, 400[. D’apres le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, NliIE / gndA\ = / NliIE gndA. On intervertit
— 400 — 400

+o0 too
ensuite limite finie et intégrale pour obtenir: Z/ e " sin(ax)d\(z) = / Z e " sin(ax)dA(x).
[0,+00] (0,400 ,—1

= sin(ax)

Or/ e_msin(ax)d/\(x):/ dA(z).
[0,400] nz::l 10,400] €° — 1

Par une double intégration par parties, on obtient: / e " sin(ar)dA(z) = lim e " sin(ar)d\(z) = 55—
[0,4-00] t=to0 Jo n+a

a

Exercice 22 feuille 5

1) La fonction u — ue™™ est bornée par une constante M > 0 sur R;. On en déduit que %e’z/" < % x — M/x?
est intégrable sur [1,+o00[. Le théoréme de convergence dominée s’applique donc et donne lim,,_, o floo n—lwe—x/ "dx —
floo limn_,oo(ie_x/")dx =0.

2) La fonction x +— [sin(1/nz?)| est continue et bornée (par 1)sur ]0,1], elle est donc intégrable sur ]0,1[ Sur
[1,4+00[, notons que |sin(1/nz?)| < 1/(nz?) < 1/2% pour tout n > 1. La fonction z +— 1 si x € [0,1] et z +— 1/22
sur [1,4o0[ est intégrable. Le théoréme de convergence dominée s’applique donc et donne lim,,_, 5 f]R sin(mg )dx =

fR lim,, o sin(-1z)dz = 0. Bien sir, la méme chose est vraie sur R_ par parité de la fonction z — bln( L.



