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Corrigé du Devoir 2

Exercice 1 (Exo 1 feuille 3) Soit X : Q — N une variable aléatoire entiére, avec pour tout n € N, p,, = P(X =n) >

Si X suit une loi de Poisson de parameétre A > 0, alors pour tout n € N, p,, = )7\:' e, dou pour tout n € N* Pn

’ Pn—1
= 2 pour tout n > 1, alors une récurrence immeédiate donne p,, = 2:p, pour tout n > 1, et la
n n:

A

Réciproquement, si pi’—jl

condition ) -y p, = 1 implique pg = e~

Exercice 2 (exo 5 feuille 3) D’aprés une propriété vue en cours, la tribu o(X) est ’'ensemble des X ~!(B), avec B un
borélien de [0,1]. Comme X est constante égale a 1 sur 'intervalle [1/2, 1], la valeur 1 va jouer un role, suivant que 1 € B
ou pas.

Plus précisément, si B est un borélien inclus dans [0,1[, alors X ~!(B) = £ € F([0,1/2[). Si 1 € B, alors X 1(B) =
% U[1/2,1]. Ceci suffit a répondre a la question : la tribu engendrée par X est U'ensemble des boréliens d’une des deux
formes ci-dessus: soit un borélien de F([0,1/2[), soit un borélien de F([0, 1/2] contenant 1/2 auquel on a rajouté Uintervalle
[1/2,1].

Autrement dit, la tribu o(X) est I'union de la tribu F([0, 1/2]) et des ensembles de la forme BU[1/2,1], avec 1/2 € B,
et BeJ.

Exercice 3 (exo 6 feuille 3) Soit QO = {1,...,6}? I'espace des états, D; et Do les résultats des deux lancers, X =
max(D1, Dy) et Y = min(D;, D3). Remarquons que X > Y, ce qui laisse penser que X et Y ne sont pas indépendantes,
et qu’on démontrera ci-dessous. Donner la loi de (X,Y") c’est donner les valeurs P((X,Y) = (¢,7)) pour tous les couples
(1,j) € Q. Sii<j, P(X,)Y)=(4,4)) =0car X > Y. Sii=j, P(X,Y) = (4,4)) = P((D1 = Dy = i) = P(D; =
iet Dy = i) = P(Dy = i)P(Dy = i) car les deux lancers sont indépendants. Donc P((X,Y) = (i,1)) = 5. Sii > j,
P((X,Y) = (i,j)) = P(D1 =i et Dy =j) ou (Dy =jet Dy =1i) = P(Dy =i et Dy =j)+ P(Dy =j et Dy =) = 15.
X et Y ne sont pas indépendantes, car par exemple P(X = letY = 2) = 0 alors que P(X = 1)P(Y = 2) =

(X0, P(i,2)) = 14 £0.

Exercice 4 (exo 8 feuille 3) Soit QO = {1,...,6}? l'espace des états. X suit une loi uniforme sur {1,...,6}. Donc
P(X = i) = § pour tout i € {1,...,6}. Si X =4, Y suit une loi uniforme sur {1,...,i}. Autrement dit, P(Y =
kX =i) = 1§7<11~ Donc P(();Y) (i,k)) = i)1)$<161 Donc P( =k) = ZZ 5 Gf Un calcul donne P(Y = 1) = $T,
P(Y 2) 360 P( 3) 360 P(Y = 4) = 3607 P(Y 5) 360’ ( = 6)

Exercice 5 (exo 9 feuille 3) Ona f(z,y) = e~@*¥1g, (2)1g, (y). On en déduit que fx (z) =
De méme, en échangeant les roles de = et y, on obtient fy(y) = e Y1r,(y). Donc f(z,y)
(z,y) € R%. Donc (voir cours) X et Y sont indépendantes.

[z y)dy = e "1, (2).
fx(z)fy(y) pour tout

H;

Exercice 6 (exo 12 feuille 3) C’est un exo de calcul (a faire avec méthode). (min( ,Y) <i)=1-P(min(X,Y) > 9)
et Pmin(X,Y) >i)=P(X >i+1letY >i+1)=P(X >i+1)P(Y >i+1)=---= 4. Donc P(min(X,Y) < i) =
1-1/4.

PX=Y)=Y TPX=ietY =i)=---=1.

PY>X)=Y7" PY>iX= i)P(X Q)= 1P(Y >i)P(X=i)=---=1/3.

De méme, P(Y > kX)=> 7, P(Y > ki)P(X =i) =--- = ﬁ



