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Exercice 1.
I.1. Prenons par exemple a, = 1 — (—=1)", pour laquelle on a liminf, ,, a, = 0, limsup,,_,. a, = 1. Réponse & la
question subsidiaire: il existe des suites {b,}n>1 C R telles que pour tout nombre rationnel » € R, il existe une sous-suite
by, tendant vers r. Par exemple, soit Q = {ry,72, -+ , 7y, }. La suite suivante possede la propriété désirée:

r1371,72571,72,73;71,72,73,74571,72,73,T4,T5;5 "+~

Ou bien {ry,},>1 fait aussi l'affaire car les nombres rationnels sont denses dans R.
I.2. Prenons par exemple Ag, = 0 et As,11 = [0,1] pour laquelle on a liminf A,, =@, limsup A, = [0, 1].

I.3. On a Card N = Card 2N car n — 2n est une bijection de N sur 2N. On a Card ]0, 1] = Card R car z — tanw(z—1/2)
est une bijection de ]0, 1] sur R.
I.4. La tribu engendrée A est la famille des réunions de A = {a, b}, B = {c},C = {d}:

{0;A,B,C;AUB,AUC,BUC; X}
ie. {0;{a,b}, {c},{d};{a,b,c},{a,b,d}, {c,d}; X}. Le singleton {a} n’est pas dans la tribu .A. Sonon indicatrice 1;,} est

donc une fonction qui n’est pas A-mesurable.
I.5. Remarquons que f est mesurable par recollement. On voit d’abord que

g(z)|dx = / ndxr = =00,
/ | ‘ Z 1/(n+1) n +1

ce qui montre la non-intégrabilité de f. Le fait que f soit localement intégrable est évident car la restriction de f sur un
intervalle compact de ]0, 1] est étagée. Pour tout 0 < & < 1, soit N Dentier tel que 1/(N +1) <e < 1/N. Alors

1 N-1 .1/n 1/N
/g(x)dm / "+1ndx+/ (~1)NTINdz

n=1 /("+1
S EDT v
= ﬁ‘f’(-l) +(1—N€)
n=1
: = (1)
On en déduit que la limite liH(l) / g(x)dx = Z i1 existe car e N — 1 et la série alternée ci-dessus est convergente, ce
(g € el n

qui montre que l'intégrale impropre de f est bien définie.
I.6. Supposons que lim,, o f(x,) = L quelle que soit la suite x,, — b. Supposons que lim,_,; f(z) # L. Alors il existe
un g9 > 0 ayant la propriété suivante:

Vd > 0,3z = x(8) tel que |x(6) —b| <0, |f(z(d))— L| > eo.

Posons z,, = z(1/n). On x, — b car |z, —n| < 1/n. Or |f(z,) — L| > €o, ce qui contredit lim, o f(2,) = L. On montre
ainsi que lim,, . f(x,) = L implique limm_,oo f(x) = L. La réciproque est évidente par la définition.

Appliquons le résultat & f(T f[o 7] g(z)dA\(z) et utilisons le théoréme de convergence dominée pour obtenir la limite
voulue
/ g(x)d\(z) = lim g(z)dA(z).
[0.00] T=ooJiom)
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Exercice II.
IT.1. Observons que {z : h(z) = 00} = U {z : h(z) > n}. Par 'inégalité de Markov on a
n>1

[ h(x)dA(x)

n

: =00} < i : < -
Mz h(z) =00} < Tllgfl Mz :h(z) >n} < igfl 0.

I1.2. Comme f est continue, f est a la fois Riemann intégrable et Lebesgue intégrable sur tout intervalle compact et on a

n 1 1 yn
| ston@= [ seode D[ j@ie) =5 [ e
—n,n] -n 7 J[—vyn,yn] —yn
n yn
Or par le changement de variable y = vz on a flyz)de = = f(x)dx, d’ou
—n —yn

1
x)d\Nz) = — x)dM\(zx).
/[_nvn]f(v) @)= /{_Wn]ﬂ) ()



On passe alors a la limite pour obtenir le résultat final en utilisant le théoréeme de convergence dominée.
I1.3. On va appliquer IL. 1. & h(z) =Y, | f(ym2)|. D’apreés le théoreme de Beppo-Levi, on a

/h )d(z Z/an )|dA(z).

1

D’apres I1.2. et 'hypothese on a /h(:v)d)\( )= Z — < o00. Alors II. 1 implique h(z) < oo p.p., ce qu’on veut démontrer.
n=1 "

IL.4. Les fonctions g, (z) = (1 — n®|z — n?|)1j,2_,—2 p2n—2)(2) sont continues et de supports disjoints deux & deux0 (on

peut tracer leurs graphes). Donc g est continue. Si on intégre terme par terme, on a
[o@irxe) =3 [a@are = o= 0 <o
neN neN neN

d’ott I'intégrabilité de g. On a lim, g(n?) =1 # 0 car g,(n?) = 1 pour tout n € N.
IRV IR

Exercice III.
ITI.1. La fonction f(x) = %5 se prolonge continuement en x = 0. En tant que fonction continue, f est localement

intégrable sur [0,00[. En particulier, elle est intégrable sur [0,1]. D’autre part, il existe une constante ¢ > 0 telle que
f(x) < 5 sur ]1,00[, d’ot I'intégrabilité de f sur ]1,00[. En combinant ces résultats, on obtient l'intégrabilité de f sur
| sin(az)|

-1
I11.2. Ce point est une conséquence de

1 e ? =
_ 7a: § efna: _ § efnw'
er — 1 l—e®
n=1

[0, 0o[. Comme < |alf(x) et que f est intégrable, F'(a) est bien définie.

n=0
00 T
I11.3. D’apres I1.6. on a / e " sinardr = lim e~ """ sin axdx, ou 'intégrale de droite peut étre comprise comme
T—o0
0 0
une intégrale de Riemann. Intégrons par parties,
o0 — o0
e cosar]r=® n _
I:= / e "sinaxdr = [— } — f/ e~ "* cosaxdr
0 a =0 a Jo
1 n [ _
= - —— e~ " cos axdx
a a Jo
00 . T=00 0o
_ sin ax n o
/ e "cosardr = { } + — / e~ " sinaxdx
0 a  lz=0 aJo
o0
n o n
= - e "sinaxdr = —1.
a Jo a
2 N \
Donc I =+ — 2.7 d’ou I = —%—. Alors, d’apres II1.2. on a
a a ? x?+a ?
0o 00 00 ) 00 a
a) = / E e” " sinardr = E / e” " sinaxdr = E T
0 p=1 n=1"70 n=1 x a

Ici, pour la deuxieéme égalité (intégration terme par terme), on remarque que

oo 0 oo OO
/ Z fe_m” sin ax’ dr < / Z e "dx < o0o.
0 n=1 0 n=1

I11.4. D’apres la définition, on a
F'(0) = lim Fla) = F(O0) _ lim Mdm.

a—0 a a—0 Jy ale®* —1)

On peut prendre la limite sous le signe d’intégration en utilisant le théoréeme de convergence dominée car
sin(ax) x
ale® — 1)

(I. 6. est encore utile ). Les égalités suivantes s’obtiennent a 1’aide de la définition de dérivée et du théoréme de convergence

monotone de Beppo-Levi:
d i - 1. > 1 i 1
— —_— = lim — = .
da n2 + a2 a—0 n2 + a2 n?
n=1 a=0 n=1

n=1

sin ax

iL)IIlo . Se-I= f(z) quiest intégrable.

D’apres I11.3. et vu les deux dérivées calculées ci-dessus, on a

° d (& a =1
=’ _ = —.
/0 er — da: (0)= da <7; n2+a2> » ZnQ

n=1




