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Dans tout ce qui suit, nous appellerons mesure de Lebesgue sur R" la mesure produit A®...® A
ou A désigne la mesure de Lebesgue sur R.

Exercice 1. 1) Montrer que tout ouvert de R™ est une union au plus dénombrable de pavés de
la forme }2%, 2]“”4;11 [ avec k,n € Z.
2) Montrer que la tribu borélienne de R™ est la tribu engendrée par les pavés ouverts et bornés,

et donc

BR") = BR) @ ...® B(R).

Exercice 2. Soit (X,7) un espace mesurable. Soient x et v deux mesures finies,
définies sur 7 et ayant méme masse totale.
Montrer que M = {A € T;u(A) = v(A)} est une classe monotone.

Exercice 3. Montrer que si u est une mesure borélienne sur R invariante par translation,
et telle que u([0,1]) =1, alors u([a,b]) =b — a et u({a}) = 0 pour tout a,b € R avec a < b.
Exercice 4. Soit B = {(z,y,2) € R% (2® +¢*)(1+ 2?%) < 1}.

1) Montrer que B € B(R3).

2) Calculer pu(B) pour = dg ® dp @ dp, 0o @ Jg @\, g RAR A, AR AR A.

Exercice 5. Etudier I'intégrabilité des fonctions suivantes (o a € R) :

fi: R? — R fo: R? — R
(z,y) = 1pa(@)1lr(y) (z,y) — 1r(z)
f3: 10,12 — R fi: R? - R
(z,y)  — a¥ (w,y) - 2w
fs: 10,400 — R fe: 10,17 — R
(z,y) = m (x,y,2) = m
fr: 10,173 — R fe: 10,12 — R
(m,y,Z) = 1—1$yz (IB,y,Z) = ymj

Exercice 6. 1) Montrer que (x,y) — e ¥sin(2zy) est intégrable sur [0, 1] x [0, +o0].

2) En déduire la valeur de [, %e_ydy.

Exercice 7. Soit f la fonction définie sur R? par :

f(xay) = % s (m,y) 7& (an) et
£(0,0) = 0.

a) Montrer que l'on a

/ 11 ( / 11 f(:c,y)d:c) ay= | 11 ( / 11 f(%y)dy) o

b) Montrer que f n’est pas intégrable sur [0, 1] x [0, 1].



c) f est-elle intégrable sur [—1,1] x [-1,1] 7

Exercice 9. Montrer en utilisant le Théoréme de Tonelli que si (f,)nen est une suite de fonctions
positives mesurables sur (X, 7, 1), ol u est une mesure o-finie, alors

() (E6)o

n=1
Application. On considere la fonction définie sur R par :

= —nlz|

. sin(nz)e
frx— nzz:l i

1) Montrer que f est intégrable sur R.

2) Calculer la limite de f(z) quand x tend vers +oc.

Exercice 11. Soient a,b et L trois réels tels que 0 < a < b et L > 0. Etudier I'intégrabilité de
I'application f : R? — R définie par

f(z,y) = sin(@y) 10, 1)x[a,0) (T: Y):

puis montrer que

x b’
Exercice 12. 1) Etudier la continuité, la dérivabilité et le comportement & 1 ’infini de la fonction
F' définie pour tout x € R par
1 g—2?(1+t%)
F(x) = ——dt.
(@) /0 14 ¢

2) Vérifier que F' a la méme dérivée que la fonction G définie pour tout x € R par

Gz) = — </0 etht>2,

et en déduire la valeur de O+°° et dt.

/+°° cos(axr) — COS(bx)dx ln(a)
0

Pour tout réel ¢t > 0 et tout = = (z1,...,2,) € R" posons ||z||* = > I, 27 et

2
[l]]

filw) =t Fe

3) Calculer [g, fi(z)dz.

4) Remarquer que lim;_, 1 fi(z) = 0 et en déduire qu’il n’existe pas de fonction g intégrable sur
R™ telle que | fi(x)| < g(x) pour tout (¢, x) de 0, +oo[xR™.

Exercice 13. Soit (E,7) un espace mesurable et f : E — RT mesurable.

1) Montrer que F : E x Rt — R* x RT définie par F(z,y) = (f(z),y) est mesurable pour les
tribus produits.

2) En déduire que les ensembles G = {(z,y);y = f(x)} et I' = {(z,y); 0 <y < f(z)} sont dans la
tribu produit 7 ® B(R™).

3) Soient y une mesure o-finie sur (E,7) et A la mesure de Lebesgue de (RT, B(R™)). Montrer
que

/ fdu = ®A(T) = / w({f > y))dA).
E R+



