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Feuille d’exercices 10 - Convolution

Dans ce qui suit, contrairement a la convention du cours, on pose

Co(RY)={f:RY - C continue; lim f(z)=0}

|z —-+o0

Exercice 1. Soient f et g deux fonctions A-intégrables sur R.
1)Montrer que || f *g[lx < [[fll1[lg[lx-
2)Etudier la parité de f * g en fonction des parités de f et g.

Exercice 2. Soit f = 1y ;). Montrer que f * f est continue puis calculer explicitement f x f.
Meéme question pour f x f * f.

Exercice 3. Soient a et b dans |0, +o00[. Considérons les fonctions définies sur R par :

fa(®) = Lpqa(®) ot go(w) = eV

1)Montrer que f, * f, € Co(R) puis calculer explicitement f, * f;.
2)Montrer que g, * g5 € Co(R) () Mpep,+00 LF (R) puis calculer explicitement g * gp.

Exercice 4. Soit a > 0. Considérons les fonctions définies sur R par

1 a

T2 4 a?

fa(x) =

T —ia et ga(x) -
1)Montrer que f, € L*(R?).

2)Montrer que f, * f, € Co(R) pour tout (a,b) €]0, +o00[>.
3)Déterminer explicitement f, * f;.

4)Montrer que gq * g € Co(R) () Npep1, 00 LP(R).

5)En utilisant le calcul de f, * f, montrer que g, * gy = Garb-

Exercice 5. Soient f et g deux fonctions continues sur R, de classe C!, bornées, et dont
les dérivées sont bornées. On suppose que f et ¢’ sont dans L*(R).
Montrer que f * g est bien définie et qu’elle est de classe C2.

Exercice 6. Soit f € LP(R) ou p € [1,+o0[. On pose pour tout = € R
Fa)= [ 1w,
[z,x+1]

1)Montrer que F' est bien définie pour tout xz € R.
2)Trouver g telle que F' = f x g.

3)Montrer que si p > 1 alors F' € Cy(R) N LP(R).
4)Montrer que si p =1 alors F' € Cy(R) () Ngep, 400 LI (R).

Exercice 7. Le but de cet exercice est de montrer que L'(R™) est un anneau non unitaire,
c’est-a-dire qu'il n’y a pas d’élément neutre pour la loi *. Supposons qu’il en existe un, noté
u € L'(R™).

Soit w € L*(R") telle que fxu =ux* f = f \,-presque partout pour toute f € L'(R"). Nous
noterons B(r) la boule euclidienne de rayon r.

1)Montrer qu'il existe § > 0 tel que / luld\, < 1.
B(20)



2)Montrer que 1p4)(t) = / ud\,, pour \,-presque tout t € R™.
B(8)+t
3)Obtenir une contradiction et conclure qu'un tel u n’existe pas.

Exercice 8. Soit a € R, on note §, la masse de Dirac en a.
1)Montrer que 6, * 0 = 0gip-
2)Pour m > 1 un entier, et p € [0, 1], on considere la mesure (appelée loi binomiale)

m

B(m,p) =Y Crp*(1—p)" 4.

k=0

Montrer que B(m,p) = B(1,p) « B(1,p) * ...B(1, p).



