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Feuille d’exercices 3.
Mesures

Exercice 1 Soit X un ensemble non vide. Décrire toutes les mesures sur la tribu grossière {∅, X}?

Exercice 2 Soit X un ensemble muni de la tribu P(X) (la famille des parties de X). Pour toute partie A de X,
posons µ(A) = 0 si A est dénombrable et µ(A) = +∞ sinon. Montrer que µ définit une mesure positive sur (X,P(X)).

Exercice 3
a) Soit X un ensemble X muni de la tribu P(X). Pour toute partie A de X, posons µ(A) = Card(A) si A est un
ensemble fini et µ(A) = +∞ sinon. Vérifier que µ définit une mesure positive sur (X,P(X)), c’est la mesure de
décompte sur X.
b) Soit m : X → R+. On pose µ(A) =

∑
x∈A m(x) pour tout A ∈ P(X). Vérifier que c’est une mesure positive et que

la mesure de décompte sur X est la mesure discrète associée à la fonction définie par m(x) = 1 pour tout x ∈ X.

Exercice 4 Soit (X, T , µ) un espace mesuré où µ est une mesure positive telle que µ(X) = 1. On considère

S = {A ∈ T |µ(A) = 0 ou µ(A) = 1}.

Montrer que S est une tribu sur X.

Exercice 5 Soient (X,A, µ) un espace mesuré et f : X → Y une application.
a) On pose B := f∗A = {B ∈ Y |f−1(B) ∈ A}. Vérifier que B est une tribu et montrer que

ν : B → R
B 7→ µ(f−1(B)).

définit une mesure sur (Y,B), appelée mesure image de µ par f et notée f∗µ.
b) Déterminer la mesure image ν = f∗µ dans le cas où µ = δa est la mesure de Dirac au point a ∈ X.
c) Soit g : Y → Z une application. Montrer que

(g ◦ f)∗(µ) = g∗(f∗(µ)).

Exercice 6 Soient (X, T , µ) un espace mesuré fini (c’est-à-dire tel que µ(X) < ∞) et (An)n∈N une suite d’éléments
de T telle que, pour tout n ∈ N, µ(An) = µ(X). Montrer que µ(

⋂
n∈N An) = µ(X).

Exercice 7 Soient E un espace métrique et µ une mesure finie définie sur B (l’ensemble des boréliens de E). On
appelle C la classe des C ∈ B tels que : pour ε > 0, il existe un ouvert O et un fermé F tels que

F ⊂ C ⊂ O, µ(O \ F ) ≤ ε.

1. Montrer que C est stable par passage au complémentaire et contient les fermés.

2. Montrer que C est stable par les intersections finies.

3. Montrer que C est une tribu.

4. En déduire que µ est régulière, c’est-à-dire que pour tout C ∈ B,

µ(C) = sup{µ(F );F fermé et F ⊂ C} = inf{µ(O);O ouvert et C ⊂ O}.

Exercice 8 Soit X un ensemble, on considère la tribu P(X) sur X, et la mesure de Dirac δa en a ∈ X.
1. Déterminer la classe des parties δa-négligeables de X,
2. Expliciter à quelle condition une propriété est vraie δa-presque-partout.
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