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Feuille d’exercices 1. Opérations ensemblistes, limites inf et sup

Certains exercices sont des exercices d’entrainement a faire chez soi (ceci sera précisé en TD).

Opérations ensemblistes

Exercice 1 Soient E et F' deux ensembles, f : E — F une application, {A;};cs et {B;};cr deux familles de sous-
ensembles de respectivement E et F' indexées par deux ensembles I et J (éventuellement infinis).
Pour A (resp. B) une partie de E (resp. F'), on définit

fA)={f(x),ze A}, et [ H(B)={z€k, f(x) e B}

1) Montrer que l'on a

fJ4) = r4y), F()A) € ) £(4)).

jeJ jeJ jeJ jeJ

2) Montrer que

By = s, FTHOYB) =) £ (B,

i€l el i€l 1€l
fHBY) = fU(B)°, F(F1B)A) = B[ f(A).

3) Montrer que si f est bijective, alors elle préserve les opérations booléennes N, U, A, et complémentaire.

Exercice 2 Rappelons la définition

1A(m)

1 sized
0 sixe A°

de la fonction caractéristique d'une partie A d’'un ensemble X.

(a) Déterminer 1g et 1x.

(b) Quelles sont les images réciproques (14)~(Y) des parties de R?

(c) Soient A et B deux parties de X.

Exprimer les fonctions indicatrices des ensembles A, AU B, AN B, AAB en fonction de 14 et 15.

Exercice 3 Définitions de limites supérieures et inférieures d’ensembles.
Soit {A, }nen+ une famille indéxées par N* d’ensembles de parties de F, on définit la limite supérieure et la limite
inférieure de cette famille par :

+o0 +oo
lm, Ay = () J 4Ar, et lim, 4, = [ 4x-

n=1k>n n=1k>n

1) Déterminer lim,, A4, et lim,, A, lorsque :
a) ;G C E et Agp = F et Agpy1 =G, vV p € N*.
b) Ay = [k, 2+ 1], V k € N*
2) Montrer que
mn An - En Ana

lim, A5 = (lim, 4,)".
3) Montrer que lim,, A, est ensemble des points de E qui appartiennent & tous les A,, sauf peut-étre pour un nombre

fini de n.
Montrer que lim,, A4,, est ensemble des points de E qui appartiennent & une infinité de A,,.



Bornes inférieure et supérieure d’un ensemble

Exercice 4 Trouver les bornes supérieure et inférieure (dans R) des parties suivantes:

A = {n7' n>0}
B = {27A 4+ (—1)") +3"(1+ (-1)""), n >0}
C o= {274 ()M + 1371+ (~1)"), 0 > 0)

Exercice 5 Soient A et B deux parties non vides et bornées de R.

(a) Montrer que A N B est borné, mais pas forcément non vide.

(b) Si AN B # (0, montrer que max (inf A, inf B) <inf AN B <sup AN B < min (sup A, sup B).
Donner un exemple dans lequel les inégalités sont strictes.

Exercice 6 Soient A et B deux parties non vides et bornées de R.
Montrer que A U B est non vide et borné, et que

inf AUB =min (inf A, inf B) et sup AU B =max (sup A, sup B).
sup(—A) = —inf(A).

Exercice 7 Si A et B sont 2 parties de R, on pose A+ B={x+y; v € A, y € B}.
Donner un exemple tel que
A+ B+# AUB.

Montrer que sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

Limites inférieure et supérieure

Exercice 8 Soit (z,),>0 une suite de R.

1) Montrer que les suites s, = sup{xg, k > n} et i,, = inf{zy, k > n} sont respectivement décroissante et croissante.
2) En déduire qu’elles convergent.

La limite de la suite s,, est notée lim,, ,, ou lim,, sup z,, et est appelée limite supérieure de (z,,)n>0-

La limite de la suite ¢,, est notée lim, x,, ou lim,, inf z,, et est appelée limite inférieure de (z,)n>0.

Exercice 9 Calculer les limites supérieures et inférieures des suites définies par:
(a) an = (=1)"

(b) ap = (=1)"(1+ )

(c) azn = 1,a3,41 = 0,a3,42 = —1

(d) a, =1+ #)COS(RTF/?))

Exercice 10 Si (a,,) est une suite périodique, c’est-a-dire, s’il existe un entier k tel que a,, 4+ = a,, pour tout n; quelles
sont les limites inférieure et supérieure de la suite?

Exercice 11 Soit (an)n>1 une suite de nombre réels. Soit A, =] — 00, a,] pour tout n > 1. Déterminer lim A, et
lim A,.

Exercice 12 Soient (a,) et (b,) deux suites de R. Montrer la proposition suivante: si pour tout n > 0, on a a, < by,
alors lim a,, < limb,, et lima,, <limb,,.

Exercice 13 Soit (uy,)nen une suite de R et I € R. Démontrer les propriétés suivantes
(a) lim u,, < lim w,.

(b) Tim(—uy) = —lim(u,)

(c) Sil=1lim u, (resp. | = lim u,), alors (u,) admet une sous-suite qui converge vers [.

(d) La suite (u,) converge vers | € R ssi lim u,, = lim u,, = [.

Exercice 14 Soit (u,) la suite définie par u,, = vn+1— E(y/n), ot E(z) désigne la partie entiere de 2. Montrer
que lim(u,) = 0 et lim(u,) = 1.



