TD M1 STATISTIQUE Université Picardie Jules Verne

Exercice 1

On consideére le modele statistique construit sur un échantillon X = (Xy,..., X,,) de taille n ou les v.a.r.
X; sont i.i.d. de loi la loi normale NV'(m,o?) de moyenne m € R et de variance 0% € R} .

1) Mettre ce modele sous forme exponentiel.

2) A l'aide d’une reparamétrisation, écrire ce modele sous forme canonique.
Préciser son espace naturel des parametres et sa statistique naturelle.

3) En déduire

EQ(ZXE), Eg((ZXi)Q), Eg((ZXj)ZXZ?), Varg( ) Xi).

Exercice 2
1) Soit p une mesure de (R, B(R)). Montrer que si g est une fonction mesurable sur R, telle que

/ g(x)du(x) =0, pour tout intervalle [0, 6'],
[6,6"]

alors g est nulle.
2) Pour 0 € R, considérons un échantillon i.i.d. (X1,...,X,) de taille n et de loi Py de densité
T = e‘”*‘gl},o@g] (x) par rapport a la mesure de Lebesgue A sur R.

On considere la statistique X,y = [max X;
<i<n

a) Montrer que X (n) admet pour densité
y = ne”V 01 g(y).

b) Montrer que la statistique X,y est complete pour ¢
De méme, montrer que X, est complete lorsque Py est la loi uniforme sur 10,0] avec 0 € R .

Exercice 3
1) Soient Xi,...,X,, des v.a.r. i.i.d. de loi gamma de parametre a > 0. Déterminez une statistique
exhaustive pour le parametre a.
2) On suppose que les variables réelles X7, ..., X,, sont indépendentes. Pour i € {1,...,n} et € R, la
loi de X; est donnée par la densité fx,(.,0).
a) Dans le cas ou :
fxi(z, 0) = ewixl[ié?&oo[(x) vz e R.

Déterminez une statistique exhaustive pour 6
b) Faire de méme dans le cas ou 6 € R,

1
fx;(z,0) = ﬂl[—i(e—l),i(a-‘rl)[(z) Vz € R.



Exercice 4

On suppose que I'on dispose d'un échantillon i.i.d. de taille n de la loi gaussiennne N'(6,02) ou seule la
moyenne § € R est inconnue.

Montrer que la statistique moyenne empirique X : (z1,...,2,) — Y. i, ¥; est exhaustive. Est elle
complete 7

Exercice 5

On considere le modele statistique construit sur un échantillon X = (X1,...,X,,) de taille n ou les
v.a.r. X; sont i.i.d. de loi la loi normale N (m,o?) de moyenne m € R et de variance o2 € R;. Pour tout
x = (x1,...,2,) € R™, on note

N ' =2
T = n;azz et s —;(ZL‘Z z)“.
1) Montrer que la vraisemblance du modele, par rapport a la mesure de Lebesgue, s’écrit
2 1 RS 2 = 2
flx,m,o )zwemp(—w(;(xi—x) +n(x —m) ))

2) En déduire que la statistique ¢(z) = (7, s?) est exhaustive minimale pour le parametre (m, o?) dans
le modele gaussien.

Exercice 6
Pour tout # € R’ , considérons un échantillon de taille n de la loi de densité par rapport a la mesure de
Lebesgue de RT :
0 [% :
[E|_>{602—16r Sle[O,H}

sinon.

1) Calculer la vraisemblance de ce modele sur R’} par rapport a la mesure de Lebesgue sur R} .
n

2) Montrer que la statistique ¢ : (z1,...,2,) — ( sup  x, sz) est exhaustive pour le parametre
i=1,...,n :
7 i=1

unidimensionnel 6.

Exercice 7
Pour un parametre A > 0, et un réel k > 0, on considere la loi de Weibull P, admettant pour densité
par rapport a la mesure de Lebesgue la fonction

kxk—1 Tk
= —5=exp( = (3)") Lo, oo (@)-
A A
On suppose le parametre & connu.
1) Soit (X71,...,Xy) un échantillon indépendant de loi Py. Montrer que le modele associé est un modele

exponentiel.
3) Donner une statistique exhaustive minimale de ce modeéle.

4) Calculer Ex(3>1 XF) et Vary(3 o, XF)



