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CHAPITRE 1

Introduction

Les systemes dynamiques concernent 1’étude de 1’évolution d’un systeme.

Par exemple, si 'on considere une population de lapins et de renards. On s’intéressera
uniquement au nombre de lapin L(t) € R au temps ¢ et au nombre de renards R(t) € R.
Nous savons que plus il y a de renard et moins il y a de lapin et en conséquence il y aura
moins de renard. Ainsi les valeurs L(t) et R(t) influencent les futures valeures des nombres
de lapin et de renard. Au prix de quelques hypotheéses de nature non mathématique, on
peut modéliser cette population par une évolution discrete, c’est-a-dire par une loi de la
forme

R(t+1) = [f(L({), R(t))
Lt+1) = g(L(t), R(t))

ot f,g: R? — R sont deux fonctions.
On pourrait également modéliser cette population par une évolution continue (en temps)
de la forme

{‘“Zit) = f(L(t), R(t))
%l(f) = g(L(t), R(t))'

Ainsi si 'on considere le domaine X C R? de toutes les valeures possibles des populations
de lapins et de renards, la loi d’évolution nous amene a étudier, soit une application
F: X — X pour une évolution discrete, soit une équation différentielle dans le domaine
X.

Il existe de nombreux exemples ot I’'on ne peut pas résoudre explicitement les équations
différentielles ou discretes. Par exemple celles qui régissent le mouvement de 3 planetes
selon la mécanique Newtonnienne. On a donc intérét, d’apres le célebre scientifique Henri
Poincaré, a les étudier qualitativement.

Dans cette optique, on s’intéressera aux comportements asymptotiques (i.e. quand ¢ —
+00) qualitatifs des systeémes : vers quoi tend une solution ?

A part pour des exemples tres simples, il est difficile de répondre a cette question pour
toutes les orbites. Notre objectif sera d’apporter une réponse pour presque toutes les
orbites, grace aux théoremes ergodiques de Von Neumann et de Birkhoff. Nous regarderons
le comportement en moyenne et pour presque toutes les conditions initiales, des observables
au cours de I’évolution du systeme.



4 1. INTRODUCTION

Pour nous forger une intuiton, nous étudierons tout d’abord quelques exemples de dy-
namiques sur des espaces simple comme le cercle, le tore et sur ’ensemble des suites.
Puis nous nous intéresseorns aux systemes d’un point de vue mesuré. Nous étudierons les
phénomenes de récurrence et les théoremes ergodiques de Birkhoff et de Von Neumann. Fi-
nalement nous introduirons un indicateur appelé entropie qui nous permettera de mesurer
quantitiativement a quel point un systéeme dynamique est compliqué.

Pour ce faire, il sera nécessaire de s’aider grace aux livres suivants :

— ARNOL’D, Ergodic Problems of Classical Mechanics. Addison Wesley, 1989, 303 pp

— DEVANEY, An introduction to chaotic dynamical systems. The Benjamin/Cummings
Publishing Co., Inc., Menlo Park, CA, 1986. 320 pp.

— KATOK- HASSELBLATT, Introduction to the modern theory of dynamical systems. En-
cyclopedia of Mathematics and its Applications, 54. Cambridge University Press, Cam-
bridge, 1995. 802 pp.

— PETERSEN, K. FErgodic theory. Cambridge Studies in Advanced Mathematics, 2. Cam-
bridge University Press, Cambridge, 1983

— PorLicoTT, M. ; YURI, M. Dynamical systems and ergodic theory. London Mathema-
tical Society Student Texts, 40. Cambridge University Press, Cambridge, 1998.

— QUEFFELEC, M. Substitution dynamical systems — spectral analysis. Lecture Notes in
Mathematics, 1294. Springer-Verlag, Berlin, 1987.

— WALTERS, P. An introduction to ergodic theory. Graduate Texts in Mathematics, 79.
Springer-Verlag, New York-Berlin, 1982.

— ZINSMEISTER, M. Formalisme thermodynamique et systémes dynamiques holomorphes.
Panoramas et Syntheses , 4. Société Mathématique de France, Paris, 1996.

Bien entendu cette liste n’est pas exhaustive, Il y aura également d’autres références dans

les chapitres. Je vous conseille vivement d’enrichir cette liste par vous méme, selon votre

point de vue, gotits et intérets.



CHAPITRE 2
Dynamiques topologiques

1. Notions de base

Un systeme dynamique topologique (s.d.t.) est la donnée (X, f) ou X est un espace topo-
logique métrique et f: X — X un homéomorphisme (i.e. f est une bijection continue et
f~! est également continue).

Définition 1. Soit x € X. On appelle I'orbite du point x la suite
orb(a) = {f"(x), n € Z}

ot f" = fo...of désigne l'application f composée n fois.
On s’intéresse aux points d’accumulation de orb(x).
Ainsi 'ensemble des points d’accumulations pour les itérés positifs est appelé I’ensemble
w(z) omega limite. De fagon ensembliste, on a

w(x) = {y, Iy — +ootq f(z) =y}

0 N {F@, iz}
n>0

De la seconde égalité, on en déduit que cet ensemble est fermé et invariant par f, ie.
f(w(z)) = w(z).

De la méme fagon, I’ensemble des points d’accumulations pour les itérés négatifs est appelé
I'ensemble «(x) alpha limite. On a également

a(z) = {y, Ini - —oo tq f"(z) — y}
= (/@) iz}
n>0

L’ensemble a(x) est 'ensemble omega-limite pour 'application f~1.

1.1. Quelques comportements. Point fixe. le point x est dit point fize si f(z) =
x. ainsi orb(z) = {z}.
On notera par Fiz(f) 'ensemble des points fixes de f.
Point périodique. Un tel point est tel qu’il existe un entier n > 0 tel que f™(z) = x.
Dans ce cas

orb(z) = {z, f(x),..., ["(x)},

5
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oun =inf{n >0, f*(z) =z} est la période de x.
Point récurrent. Si x € w(z).
C’est le cas par exemple si  est un point périodique.

1.2. Comparaison de systémes. Si l'on étudie un systéeme physique avec une loi
d’évolution discrete, un changement d’unité, comme la conversion de metres en miles,
conduit a un changement de loi et d’espace. le nouveau systeme obtenu est alors équivalent
au premier selon le sens suivant.

Définition 2. Soient f: X — X et g: Y — Y deux homéomorphismes. f et g sont
conjugués ssi il existe un homéomorphisme h: X —'Y tel que le diagramme commute.
f

X ——
hl Lh
y 2
i.e. vériftant goh = ho f.
Si I'application h n’est pas inversible mais est surjective, on dira alors que le systeéme
(X, f) est semi-conjugué a (Y, g). ou que (Y, g) est un facteur de (X, f).
On remarque aisément que dans le cas de la conjugaison on a

g"=ho ffoh ! Vn € Z.
Pour x € X, soit y = h(z) €Y, on a
h(orbg(x)) = orbg(y)
hMw(, f) = wy9)
x est périodique pour f <= y est périodique pour g
x est récurrent pour f <= y est récurrent pour g.

La relation de conjugaison définie une relation d’équivalence sur la collection de tous les
systemes dynamiques.

On étudie donc les systemes a conjugaison présﬂ Parfois grace a une bonne conjugaison
les calculs se simplifient grandement.

2. Homéomorphismes de ’intervalle

Exemple fondamental. Considérons pour un parametre a € [—1, 1] application
fa(zx) = z(az + 1 —a).

On constate qu'on a f,(0) =0, fo(1) =1 et fq: [0,1] — [0,1] et f! >0 sur [0, 1].
fo=1d

Pour a €]0,1], on a f(z) < x Vz €]0, 1],

2. Malheureusement des exemples montrent que ’espace quotient n’est méme pas séparé. Ceci limite
les résultats tres généraux.
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et donc f*(z) < ... < f?(x) < f(z) < z. Ainsi w(x) = {0} si z # 1.

Pour a € [-1,0[, on a f(z) >z Vx €]0,1]
et donc f*(z) > ... > f2(x) > f(z) > z. Ainsi w(x) = {1} si z # 0.

On constate un changement brutal de comportement des orbites lorsque le parametre a
change de signe. Ceci arrive alors méme que les systéme s dépendent continuement (et
méme de facon lisse) de ce parametre. Ce phénomene est appelé bifurcation.

A Topposé, on constate que ces comportements ne dépendent pas du parametre si celui
ci ne change pas de signe. nous allons méme montrer plus, nous allons montrer que deux
tels systemes sont conjugués.

Considérons deux parametres a,b € [—1,0[, (le cas ]0,1] est similaire) et deux points
x,y €]0, 1].

Soit hg: [z, fa(x)] — [y, fo(y)] un homéomorphisme croissant comme par exemple une
transformation affine.

Proposition 3. hy s’étend de facon unique en un homéomorphisme croissant h: [0,1] —
[0,1] tel que
fy=ho fooh™

DEMONSTRATION. On note par I = [z, fo(z)] et J = [y, fp(y)]. On a
0.1={J 20 = .
nez nez

On a un découpage de intervalle ]0,1[, et on va définir h par morceaux sur ces sous
intervalles.

Soit hy 1 f2(I) — fi'(J) défini par
By = fl o hgo (f™)~1.

On définit alors h :)0,1[—]0, 1[ par h = hy, sur f2'(I).

L’application h est bien définie car les intervalles f7'(I) s’intersectent sur leur bords. h est
continue et croissante (Exercice). h est un homéomoprhisme et on peut le prolonger par
continuité en 0 et 1. O
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On peut remarquer que cette preuve est tres générale et n’utilise pas du tout le fait que les
applications f, sont des polynomes. En suivant cette preuve, on peut montrer le résulat
suivant :

Théoréme 4. Soient f,g deux homéomoprhismes croissants de [0,1]. Alors les deux af-
firmations suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe h : [0,1] — [0, 1] un homéomorphisme croissant tel que g = ho f o hl.

(2) II existe hg : [0,1] — [0, 1] un homéomorphisme croissant tel que

= ho(Fiz(f)) = Fiz(g)
— Pour toute composante connexe ¢ de [0,1]\ Fiz(f) , f—1Id surc et g—Id
sur ho(c) ont méme signe.

La preuve est laissée a titre d’exercice.

3. Rappels de topologie
3.1. Les tores. Le tore T* est le quotient de R* par Z* :

TF = Rk /7ZF.
En d’autres termes T* est I’ensemble des classes d’équivalence pour la relation = définie
par :
r=yedzeZr, r=y+2
Si 2 € R*, on note m(z) € T* sa classe d’équivalence pour =. On dit que 7 : R¥ — T* est
la projection canonique. On note T le tore T*.

Proposition 5. Pour tous z,y € R¥ la classe m(z + y) ne dépend que des classes m(x) et

m(y).
L’ensemble TF est un groupe abélien pour l’addition définie par

m(z) +w(y) = m(z +y).
L’élément neutre est w(0) et w(—x) est l'inverse de 7(x).

La preuve est laissée a tire d’exercice.
Comme dans tout groupe abélien noté additivement, on note par 0 I’élément neutre de
I’addition sur T* et par —t linverse pour ’addition de t € T,

Remarquons que si f : T¥ — X est une application de T* dans I’ensemble X, alors f o
est une application définie sur R* & valeurs dans X qui est ZF-périodique :
Vz e R*, Vz e ZF, for(x+2) = fon(z).

Exercice 1. Soit 6 : R¥ — X une application Zk—périodiqueid valeurs dans X. Montrer
qu’il existe une et une seule application 0 : TF — X telle que Om = 0.
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3.2. La topologie des tores. On munit T* de la topologie quotient. Cette topologie
peut étre définie de la maniere suivante. Soit ||.|| une norme sur R¥. On définit sur T* une
distance par :

d(s, t) = inf{||x — y||;z,y € R, m(z) = s,7(y) = t}.

La topologie quotient est alors la topologie définie par la distance d (exercice). Par
conséquent la topologie définie par d ne dépend pas de la norme choisie.

Lemme 6. La métrique d sur T* est invariante par les translations, ¢’est-a-dire :

Vs, t € T%, d(s,t) = d(s —t,0) = d(0,t — ).

De plus on a

Yo,y € R, 3z € ZF, d(n(z),7(y)) = ||z — y + z]|.

DEMONSTRATION. Pour la premiere partie du lemme, on remarque que l'on a :

{z —y;7(x) = s,m(y) =t} = {w;;m(w) = s —t}.
La seconde partie résulte du fait que si z,y € R, alors il n'y a qu'un nombre fini de 2z € Z*
tels que ||z — y + 2|| < ||z — y]|. O
Proposition 7. (1) L’addition sur T et Uapplication t — —t sont continues.
(2) L’application m est continue et ouverte.

(3) T* est compact.

DEMONSTRATION. Exercice. O

3.3. Les ensembles de Cantor.

Définition 8. Un espace topologique F' est appelé ensemble de Cantor si

— F est compact métrisable,

— F totalement discontinue, i.e. la composante connexe de tout point est un singleton,
— F n’a pas de point isolé.

Comme les composantes connexes des sous ensembles de R sont des intervalles et qu’ils
engendrent la topologie, nous avons la propriété suivante :

Proposition 9. Si F' est un compact de R. Alors

F est d’intéri id
F' est ensemble de Cantor < st amn erzeu.r vz. ¢ i
F n’a pas de point isolé.
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Pour construire un exemple d’ensemble de Cantor de R, c’est un peu plus technique, mais
tres classique. On peut de cette fagon construire I’ensemble triadique de Cantor.
On note par Ky = [0, 1] et on définit par récurrence une suite de compacts emboités

K=K\ U 1,
fini
ou les I; désignent des intervals ouverts disjoints de sorte que chaque composante connexe
de K; contienne en son intérieur au moins un intervalle I;.

I en résulte que 'ensemble Ko, = ();5o K; est un compact non vide d’intérieur vide, et
est donc un ensemble de Cantor.

Pour étre plus complet sur ce sujet, on peut démontrer, mais c’est plus long, que tous les
ensembles de Cantor sont homéomorphes entre eux. En particulier, on a :

Théoréme 10. Un ensemble topologique est un ensemble de Cantor si et seulement s’il
est homéomoprhe a K.

Nous admettrons la preuve de ce théoreme.

3.4. Une propriété générale des systémes dynamiques. Soient X un espace
métrique et f un homéomorphisme de X. Un ensemble fermé K est dit invariant par f si
F(K) = K.

Comme pour tout point z de X, son orbite orb(x) est un sous ensemble invariant par f,
sa fermeture est un fermé invariant par f.

Définition 11. Un ensemble fermé invariant K est dit minimal pour f s’il n’existe pas
de sous ensemble fermé de K invariant non vide différent de K.

Par exemple si z est un point périodique de f, son orbite est un ensemble minimal pour
f-

On obtient facilement la caractérisation suivante :

Un ensemble K est minimal pour f si et seulement si orb(z) = K, Vo € K.

L’intérét de cette notion réside dans la propriété suivante :
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Théoréme 12. 57 X est un espace métrique compact et f un homéomorphisme de X.
Alors il existe un compact minimal invariant par f.

DEMONSTRATION. Il suffit pour cela d’appliquer le lemme de Zorn, & la collection
des ensembles compacts non vide invariants par f pour la relation d’ordre donné par
Iinclusion. Cette collection n’est pas vide puisque X y appartient. Si 'on considere un
chaine, i.e. une famille dénombrable de compacts non vide emboités (pour l'inclusion). Leur
intersection est un compact non vide invariant par f, c’est donc un plus petit élément.
Par le lemme de Zorn, il existe un plus petit compact non vide invariant par f. O

Ainsi pour un espace compact X, pour un point z € X quelconque, I'ensemble w(x) est
un compact invariant qui contient un ensemble minimal invariant.

4. Exemples de dynamiques sur les tores

4.1. Homéomorphismes du cercle. On peut voir le cercle de deux fagons différentes.
Soit comme ’ensemble des nombres complexes de module 1. Dans cette facon géométrique
on le note S, il s’agit du cercle de longueure 2.

St = {e*™ t € [0,1]}.
Soit de facon algébrique par

R/Z = {t mod 1, t € [0,1]}.

Ces deux versions sont homéomorphes par la bijection h: t — 2™

quotient sur R/Z.

Ainsi un homéomorphisme sur R/Z définit par conjugaision via h un homeomorphisme
sur S! et inversement.

Dans la suite on se placera dans S' ou R/Z en fonction de la commodité des écritures.

, en mettant la topologie

On appelle le revétement universel du cercle 'application

p:R — S!

t —s 6217rt .

L’orientation de R induit, via cette application une orientation sur le cercle.

On dira qu’un homéomorphisme f: S' — S! préserve 'orientation s’il préserve celle ci :
i.e. si 'image par f d’un segment orienté est un segment avec la méme orientation que
celle induite par le cercle.

On remarquera que cette proposition est invariante par composition.

Exemple. La rotation d’angle oo € R
R,(t) :=t+a mod 1 t € R/Z.
Ce qui correspond sur S' & la rotation géométrique d’angle 27a radian :
hoRyoh Y(z) = ze*™,
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Exemple. Si F': R — R est un homémorphisme croissant tel que 1+ F(z) = F(z + 1)
Vo € R, alorsﬂ F induit un homéomorphisme préservant 1’orientation de R/Z.
Par exemple les applications F'(t) =t + a + @sin(2nt), définies pour t € R avec o € R et

1 1
B €l5rs 3l
4.2. Théoréme de Poincaré.

Théoréme 13 (Classification des homéomorphismes du cercle (Poincaré)). Soit f: S! —
S! un homéomoprhisme du cercle préservant Uoriantation. Alors on a lun de ces trois cas
exclusifs :

— Il existe une orbite finie.

~ Le systéeme (S!, f) est minimal.

— Il existe un unique ensemble K minimal invariant par f et K est un ensemble de Cantor.

Exercice. Donner un exemple illustrant chacun des cas.

DEMONSTRATION. Soit K un ensemble compact minimal non vide pour f.
Le bord 0K C K est un sous ensemble fermé invariant par f.
Si 0K = (), alors K est ouvert et fermé et par connexité du cercle K = S'. Ainsi le systeme
(S, f) est minimal.
Sinon 0K = K et K est d’intérieur vide. Notons par K’ I’ensemble des points d’accumu-
lations de K. C’est un ensemble fermé invariant par f. Si K’/ = alors K est discret et f a
une orbite finie.
Sinon K’ = K et K n’a pas de points isolé et d’intérieur vide. C’est un ensemble de
Cantor.
Il nous reste a montrer, dans le dernier cas, 'unicité de ’ensemble minimal.

Affirmation. Pour tout point z € S' \ K, w(z) = K.

Par la caractérisation des composantes connexes de R, on a S'\ K = | ]|ay,b,[ avec
an,bn, € K.

Soient x €lano, bpo|= Ino et y € K. Par minimalité de K, il existe une suite d’entiers
pi — +00 tq lim; fP(ano) = ¥.

Comme f(K)=K,ona f(S'\ K)=S'\ K.

Les intervalles (fPi(I)); sont deux & deux disjoints : sinon il existe deux entiers p # p/
tels que fP(In0) N fp/ (Ino) # 0. Ainsi Lo N fp/_p(Ino) # () et donc fp_p/(Ino) = Iy car f
préserve les composantes connexes de S'\ K. Comme f préserve l'orientation, les bords
sont envoyés sur les bords et a,g est un point fixe de f¥~?. Ce qui est absurde car K n’est
pas fini.

On a donc

Z |fpi(In0)| = ||_|fpz(In0)| < ‘Sl| = 2m.
Ainsi | fPi(1h0)| —imoo 0 et fPi(z) — y. Donc K C w(x).

3. Exercice!
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Réciproquement, si z € w(x) \ K alors z €|an1, bp1[= I,1 et pour une infinité d’entiers p,
on a fP(x) € Iy et donc fP(I,0)N 1,1 # 0 ce qui est impossible car sinon les bords seraient
fixés par des itérés de f. O

On peut dire beaucoup plus sur les homéomorphismes du cercle. A ce sujet, on consultera
GHYS, E. Groups acting on the circle. Enseign. Math. (2) 47 (2001), no. 3-4, 329407.

4.3. Homéomorphismes linéaires du tore. Considérons une application linéaire
A : RF — RF envoyant Z* dans lui-méme. L’application A induit une application de T*
dans lui-méme que nous noterons A. Elle vérifie Aom = 7o A.
On remarque que A(s 4 t) = A(s) + A(t) pour tout s,¢ dans T*. Pour cette raison nous
dirons que A est un homomorphisme linéaire du tore T*. Si A : TF — T est inversible,
nous dirons que ¢’est un automorphisme linéaire du tore T*.

Proposition 14. Soit A : R* — R* wune application linéaire telle que A(ZF) c 7ZF.
L’application A est surjective si et seulement si det A £ 0. FElle est injective si et seulement
si |det A| = 1; Dans ce cas elle est bijective.

DEMONSTRATION. Pour la premiere partie il suffit de montrer que A est surjective si
et seulement si A est surjective. Soit V' le sous-espace vectoriel A(RF). Si A est surjective,
on obtient que R¥ = U,czV + 2. Ceci implique que V = RF. En effet, si V' # R* alors
il existerait une forme linéaire non nulle [ : RF — R telle que ! v = 0. Ce qui donne
R = I[(RF) = [(U,ezV + 2) = {l(2); 2 € ZF}. C’est absurde car le membre de droite est
dénombrable.

Réciproquement, il est évident que si A est surjective alors A I'est également.

Si A est injective, on a nécessairement A~(Z*) C Z* car Aor(A~Y(ZF)) = noA(A~H(ZF)) =
7(ZF) = [0]; En particulier, 'application A est injective puisque son noyau est un sous-
espace vectoriel inclus dans ZF, c’est-a dire {0}. Dans ce cas A~! est bien définie et
induit une application de T qui est I'inverse de A. De A~Y(Z*) C ZF on a également que
det A = 1. O

Ainsi I'application S : R?/Z? — R?/Z? définie par
T 2 1| (x
s()=1 1 6):
est un homéomorphisme. Nous verrons sa dynamique en exercice.

5. Les décalages

Soit K = N ou Z. Munissons X = {2 = (2p)nex;zn € {0,1}} = {0,1}¥ de la topologie
produit infini des topologies discretes. Alors, X est un espace compact d’apres le théoréeme
de Tychonoff. De plus, il est métrique. En effet cette topologie est engendréeﬂ par la
distance définie pour tout (z,y) € X? par

4. Exercice
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5(l‘nayn)
d(z,y) = Z T ol
nekK
ot 0(xp, yn) = 0 si z, =y, et 1 sinon.

Exercice 2. Montrer, dans le cas ou K = N, que la topologie de X est engendrée par la
famille des ensembles de la forme

[uout . .. un] = {(zn)nen; zi = u;,0 < i < N}
Ces ensembles sont appelés cylindres. Par analogie, donner une famille d’ensembles en-
gendrant la topologie de X pour K = Z.
Remarquer que ces cylindres sont ouverts et fermés. En déduire que X est totalement
discontinu i.e. la composante conneze de tout point x est trivial {x}.
Montrer que contrairement aux ensembles discrets, aucun point n’est isolé

Un ensemble métrique compact, sans point isolé, totalement discontinu est appelé ensemble
de Cantor. On peut montrer que ces ensembles sont tous homéomorphes & {0, 1},

Pour tout x € K, définissons T" par

T(x) = (Tni1)nek -
Le couple (X,T) est un s.d.t. appelé le fullshift (le décalage complet). De plus, T est
bijective si et seulement si K = 7Z. Si K = N, T est surjective.
Plus généralement, nous appelons alphabet un ensemble fini dont les éléments sont appelés
lettres. Soit A un alphabet. Un mot sur A est une suite finie d’éléments de A. Soit x =
Zox1 -+ Tp—1 un mot, sa longueur et n et se note |x|. Si J = [i, j] est un intervalle de N
alors x s est le mot ;2,41 - - - ;. Le mot =y est appelé préfize de x si i = 0. Une occurrence
d’un mot u dans x est un entier ¢ tel que ;4 |y—1] = u-
Pour z € X nous définissons de fagon analogue la notion d’occurrence. L’ensemble des
mots ayant une occurrence dans x est le langage de x et se note L(x). Le langage de X est
L(X) = Ugex L(z). La fonction px : N — N définie par px(n) = #L(X) N A" est appelée
fonction de complezité de X (ou complerité) et sera utile lors des calculs d’entropie.
Soit Y le sous-ensemble de X constitué de suites n’ayant aucune occurrence du mot 11 :
Y ={x € X :11 ¢ L(z)}. Muni de la topologie induite ¥ est un espace compact et
(Y, Tyy) est un s.d.t. (Exercice).



CHAPITRE 3

Dynamiques mesurées

1. Notions de bases et exemples

Un systemes dynamiques mesurés (s.d.m.) est la donnée (X, B, u, T) ou
— (X, B, 1) est un espace de probabilité;

— T : X — X est une application mesurable;

— i est une mesure T-invariante : Pour tout B € B on a

W(TN(B)) = u(B).

Dans la plupart des situations nous supposerons que T est bijective et que 7! est mesu-
rable et continue respectivement.

Plus tard nous verrons que tout s.d.t. admet une mesure de probabilité T-invariante définie
sur les boréliens de X. Par conséquent on pourra voir ce s.d.t. comme un s.d.m..

De la méme fagon que pour les s.d.t., pour un s.d.m. et un point x € X, ['orbite de x est
I'ensemble des points orb, := {T"x, n € Z} ou T™ désigne 'application 7' composée n
foisTo...oT.

Exemple. Le tore T = R/Z peut se voir comme le segment [0, 1] dont on a identifié les
extrémités. Il peut donc se voir comme le cercle de périmetre 1. Munissons T de la mesure
de Lebesgue A restreinte a [0, 1], définie sur la tribu B des boréliens de T. Considérons
a € T, puis définissons R, : T — T par R, (z) = x + a. Le couple (T, R,) est un s.d.t. et
le quadruplet (T, B, m, R,) est un s.d.m..

1.1. Les isomorphismes. De méme que pour les s.d.t., nous dirons que deux s.d.m.
sont équivalents s’ils sont conjugués aux ensembles mesurable pres. Plus précisément, nous
dirons que (Y, A, v, S) est un facteur mesuré (ou en mesure) de (X, B, u,T) s'il existe une
application mesurable et surjective 7 : X C X —Y telle que

wX) = 1=wu(¥),
Tu = vet
Sow(z) = moT(x) pour tout z € X.
Si, de plus, 7 est une bijection et m~! est mesurable, nous dirons que (X,B,u,T) et
(Y, A, v, S) sont conjugués en mesure.

15
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Exercice. Considérons le full shift ({0, 1}, 7") défini en section 5 du chapitre précédent.
Soit a € [0,1]. Posons m(0) =1 —a et m(1) =1 — a. ce ci définit une mesure sur {0, 1}.
Notons p la mesure produit définie par m sur 'ensemble des boréliens B de X. Montrer
que cette mesure est T invariante et le quadruplet (X, B, u,T') est un s.d.m.

Soit S : [0,1[— [0, 1] définie par S(x) = 2x mod 1. Montrer que les s.d.m. ([0,1], A, \,S)
et (X, B, u,T) sont conjugués en mesure pour a = 1/2.

1.2. Mesures de Haar sur les tores.

Théoréme 15. Il y a une et une seule mesure borélienne sur le tore T* qui soit invariante
par les translations et de masse totale 1. On note cette mesure m et on ’appelle la mesure
de Haar sur T*. Si l’'on note \ la mesure de Lebesgue sur R¥, pour toute partie borélienne
A de TF, on a m(A) = \(m~1(A) N[0, 1]%).

DEMONSTRATION. La mesure m sur T* définie par m(A) = A(x~1(A4) N[0, 1]¥), pour
toute partie borélienne A de T*, est invariante par les translations (Exercice). Montrons
'unicité. Considérons la famille S des parties de T* de la forme

m([p1/2"%, (pr+ 1)/2"x - x [pe/2%, (pr. +1)/2"]),

ottn € Net (p1,...,pr) € N¥ avec 0 < p; < 2" — 1. La famille A formée par les réunions
disjointes finies d’éléments de S est une algebre qui engendre la o-algebre des boréliens de
T* (Exercice). Soit 1 une mesure sur T* invariante par translation et de masse totale 1.
Pour chaque entier n € N et chaque (p1,...,pi) € N* avec 0 < p; < 2" — 1, considérons le
cube :

Corrop = [P1/27 (p1 + 1) /275 X pe /27, (pr + 1) /2"

A n fixé, la famille des C';Ll,m;pk = n(Cyp, ... p,) forme une partition de T* par ensembles
boréliens deux a deux disjoints qui se déduisent 'un de ’autre par translation et de masse
totale 1. On en déduit que M(égl7---7pk) = 277 1l en résulte que u coincide avec m sur S
et donc aussi sur l'algebre A. Ainsi, d’apres le Théoreme de Carathéodory, p et m sont

égales. O

an

Exercice. Le couple (R?/Z?,S) défini section 4.2 est un s.d.t.. A-t-il une mesure inva-
riante 7

2. Existence d’une mesure invariante

Dans cette section (X, d) est un espace métrique compact. Nous noterons M (X) I’ensemble
des mesures de probabilité boréliennes définies sur X et M(X,T) le sous-ensemble de
M(X) constitué des mesures T-invariantes. Remarquons que M(X) et M(X,T) sont
convexes (Exercice).

Théoréme 16 (Krylov-Bogolioubov). Soit X un espace métrique compact.
Tout s.d.t. (X,T) admet une mesure T-invariante, i.e. M(X,T) # 0.



2. EXISTENCE D’UNE MESURE INVARIANTE 17

2.1. Rappels. Commengons par rappeler un résultat de topologie et un autre de
théorie de la mesure.

Théoreme 17. Soit X un espace compact séparé. Il y a équivalence entre les assertions
sutvantes.

(1) X est métrisable.
(2) X a une base de sa topologie qui est dénombrable.
(3) C(X) (Iespace des fonctions continues sur X a valeurs réelles) contient un sous-

ensemble dénombrable dense.

Théoréme 18. Soit X un espace métrique compact. Si m est une mesure de probabilité
définie sur les boréliens de X alors elle est réguliere : Pour tout borélien B et tout € > 0
il existe un ensemble ouvert U et un compact C' tels que

CCcBcCUetm(U\C)<e.
Grace a ce théoreme obtenir le résultat suivant tres utile pour la suite.

Théoreme 19. Soient m et . deux mesures de probabilité boréliennes sur X. Alors, m = p
si et seulement si fX fdm = fX fdu pour tout f € C(X).

DEMONSTRATION. D’apres le Théoréme il suffit de montrer que nous avons m(C') =
1(C) pour tous les compacts C X. Soient C' un compact et £ > 0. D’apres le Théoreme
il existe un ouvert U tel que C' C U et m(U \ C') < e. Définissons f : X — R par f(z) =0
siz U et

B dz, X\ U)
1@ = G X0+ dw.0)

Le dénominateur est toujours non-nulle, f est donc bien définie. De plus, f est continue,
vaut 0 sur X \ U, 1 sur C, et 0 < f(x) < 1 pour tout = € X. Par conséquent,

sinon.

u(C) < /X fdu = /dem <m(U) <m(C) +e.

D’ou u(C) < m(C) 4 € pour tout € > 0, puis u(C) < m(C). Par symétrie nous avons
également m(C) < u(C). O

Rappelons le théoreme de représentation intégrale de Riesz.

Théoréme 20. Soit X un espace métrique compact et J : C(X) — R une application
linéaire continue telle que si f > 0 alors J(f) > 0. Alors, il existe p € M(X) telle que

J(f) = [y fdp pour tout f € C(X).
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2.2. Topologie faible.

Définition 21. La topologie faible* sur M (X) est la moins fine des topologies rendant
continues les fonctions p — [y fdu (f € C(X)).

Une base de la topologie faible est donnée par la collection des ensembles de la forme

Vu(fl,...,fk;a):{meM(X); /fidm—/fid,u’ <€,1§i§k}
onpeM(X), k>1, fie C(X)ete>D0.

Dans le théoréme suivant nous allons prendre un sous-ensemble { f;;7 € N} dense de C'(X).
Ceci est toujours possible car C(X) est séparable d’apres le Théoreme

Théoréme 22. L’ensemble M(X) est métrisable pour la topologie faible*. Si {fi;i € N}
est un sous-ensemble dense de C(X) alors

N - ‘ffndm_ffnd:u}
Dlmo ) = 2 =5

est une distance sur M(X) définissant la topologie faible*.

DEMONSTRATION. On laisse le soin au lecteur de vérifier que D est une distance sur
M(X). Considérons l'espace métrique (M (X), D). Pour chaque i Vapplication u +— [ fidu
est continue sur (M(X),D) car | [ fidm — [ fidu| < 2Y|f;]|D(m,pn). Or {fi;i € N} est
dense dans C'(X) donc pour chaque f € C(X) l'application p — [ fdu est continue sur
(M(X), D). Par conséquent les ouverts pour la topologie faible* sont des ouverts pour D
(par définition de la topologie faible*).

Pour montrer la réciproque il suffit de montrer que les boules B(u, &) = {m € M(X); D(m,u) <
e} contiennent un ensemble V,(fi,..., fx;0) ou k > 1, g; € C(X) et 6 > 0. Fixons
p € M(X) et e > 0. Choisissons N tel que

=2 €
2 <y
Posons
e (& 1 o
’ 2(;2”%\!)
Ainsi V,,(f1, ..., fe:0) C B(u,¢). O

Le lemme suivant, bien qu’évident, est tres utile.

Lemme 23. Soit yu une mesure de probabilité borélienne sur X . L application de C°(X,R)
dans R qui a ¢ associe [ ¢du est linéaire et continue de norme 1.
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Faisons quelques remarques que nous utiliserons dans les preuves suivantes sans les rap-
peler.

(1) i, — p dans M(X) si et seulement si [ fdu, — [ fdp pour tout f € C(X) (Exer-
cice).

(2) L’application de X dans M(X) qui a x associe la mesure de Dirac J, est continue.
(3) Soient pip, u € M(X), n > 1. Les énoncés suivants sont équivalents :

(1) pn — p dans la topologie faible.

(2) Pour tout sous-ensemble fermé F' C X, limsup,,_, . pn(F) (F)

s p
(3) Pour tout sous-ensemble ouvert U C X, liminf, . pn(U) > p(U).
(4) Pour chaque A € B avec u(0A) =0, un(A) — u(A).

Montrons que (1) implique (2). Soit F' un fermé de X. Pour tout k > 1, définissons
Uy = {z € X;d(z,F) < 1/k}. Les ensembles Uy sont des ouverts décroissent vers F.
Par conséquent p(Uy) — p(F'). Procédons comme dans la preuve du Théoréeme [19| nous
pouvons construire des fonctions fi € C(X) telles que 0 < fi, <1, fry = 1sur F et fp =0
sur X \ Uy. Ainsi

lim sup g, (F) < 1imsup/fkdun = /fkdu < p(Uk)

d’ott limy, 00 sup pin (F) < p(F).

Supposons (2). Soit U un ouvert de X. Alors, lim sup,, i (X|U) < p(X|U) puis limy, o0 inf 1, (U) >
w(U) . D’ou (3).
Supposons (3). Soit A tel que u(9A) = 0. Alors pu(int(A)) = p(A) = u(A), limsup,,_, ., pn(A) <
W(A) = p(A) et Timinf, . pin(int(A)) > pu(int(4)) = p(A). Par conséquent jon(4) —
w(A). Dou (4).

Pour montrer que (4) donne (1) il suffit d’utiliser la densité des fonctions étagées dans
I'ensemble des fonctions intégrables (Exercice).

Théoréme 24. L’ensemble M(X) est compact pour la topologie faible*.

DEMONSTRATION. Nous écrirons p(f) a la place de [ fdu. Soit (uy,) une suite dans
M(X). D’apres le Théoreme [22]i] suffit d’en extraire une sous-suite convergente.
D’apres les théoremes [22] et existe un ensemble { f;;i € N} € C(X) qui est dense dans
C(X). Considérons la suite de réels (u,(f)). Elle est bornée par ||f1||. Donc on peut en

extraire une sous-suite convergente (,ug)( fl)) La suite (un ( fg)) est également bornée,

on en extrait une sous-suite convergente (u% ( fg)) Remarquons que <u£12)( fl)) converge

aussi. En procédant de cette fagon nous construisons, pour chaque ¢ > 1, une sous-suite
( S)) de (,uff”) telle que (,u,@(f)) converge pour f € {f1,..., fi}. Pour chaque i, la
suite <un ( f,)) converge. Par conséquent (,u%")( f)) converge pour tout f € C(X).
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Posons J(f) = limp—co uq(qn)( f). On vérifie sans difficulté que J : CX) — R est linéaire
et continue, puisque |J(f)| < |[f]|- De plus J(1) = 1 et J(f) > 0si f > 0. D’apres le
Théoreme il existe une mesure de probabilité définie sur les boréliens de X telle que
J(f) = [x fdp pour tout f € C(X), i.e

| saus — [ s

Ceci acheve la preuve. O

Par conséquent M (X)) est un espace convexe, compact et métrique.

2.3. Mesures invariantes pour les transformations continues. Notons T ’ap-

plication de M(X) dans M(X) définie par

pour tout B € B(X) et p € M(X).
Lemme 25. Pour tout f € C(X)

[ it = [ 1ot

DEMONSTRATION. Soit f € C(X). Par définition de T nous avons bien stir [ 15d(Tp) =
[1p o Tdp pour tout B € B(X). Donc nous aurons 'égalité pour toutes les fonctions

étagées. Nous étendons I’égalité aux fonctions continues par densité et limite croissante.
O

Théoreme 26. L’application T est continue.
DEMONSTRATION. Exercice. O
Remarquons que M(T) = {p € M(X); T = p}.

Théoreme 27. Si T est continue et p € M(X) alors, p € M(X,T) si et seulement si
[ foTdu= [ fdu pour tout f € C(X).

DEMONSTRATION. Exercice. O

Le théoreme suivant a pour corollaire immédiat le Théoreme de Krylov-Bogolioubov.

Théoréme 28. Soient T' : X — X continue et (0y,) une suite de M(X) Posons ji, =
(1/n) Z?:_ol T'o, alors toute valeur d’adhérence pu de (pin) est un élément de M(X,T).
(De telle p existe par compacité de M(X).)
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DEMONSTRATION. Soit (tn,) une sous-suite convergeant vers y. Soit f € C(X). Alors,

[ rorin= [ sanf = i | [ roran,, - [ rau,

n;—1
1 J ) .
—tim | [ S (et = o T,
(R —

J—o0

1
— i | [ foT™ P,
Uz

Jj—o0
2
< lim [EAI,
J—00 TL]'
Par conséquent u € M(X,T). O

Exemples, exercices : soit (X, T) un systéeme dynamique ayant un point € X d’orbite
finie (de cardinal N). Montrer que la mesure

1 N
N Z 6Tima
i=1

est une mesure invariante pour 7.
Donner un exemple de transformation de 'intervalle qui n’admet pas de mesure invariante.






CHAPITRE 4

Théoréemes ergodiques

Commengons par quelques questions sous forme d’exercice.
Exercice 3. Soient a € [0,1[\Q et B un Borélien de [0,1[. Que vaut

1 n
lim — ?
Jim Z 1p(z + ka)
k=1
Exercice 4. Pensez-vous que pour presque tout x € [0, 1] la fréquence de 1 dans l’écriture
de x en base 2 est 1/2 7

Exercice 5. Quelle est la fréquence du chiffre 7 dans la suite des premiers chiffres de 2",
n >0, en base 107

Question. Quand a-t-on
1
lim — ™ = du?
im0 @) | s

1. Théoréme de récurrence

Théoréme 29 (Théoreme de récurrence de Poincaré). Soient (X, B,T, ) et E € B avec
p(E) > 0. Alors, presque tout point de E retourne infiniment souvent dans E sous les
itérations positives de T : 1l existe FF C E avec u(F) = u(E) tel que pour tout x € F il
existe des entiers naturels ng < ny < ng < ... vérifiant T" (x) € F pour tout i € N.

DEMONSTRATION. Pour tout N > 0 posons Exy = U T "E. Alors, F = EN
(NF_gEnN) est 'ensemble des points de £ qui entrent dans F infiniment souvent sous les
itérations positive de T. En d’autres termes, x € E appartient a F' si et seulement s’il
existe une suite 0 < n; < ng < ... d’entiers naturels tel que 7" (z) € E pour tout ¢ € N.
Pour tout i € N nous avons T"i(z) € F car T™ " (T™(x)) € E pour tout j € N. Il reste
a montrer que u(F) = u(E).

Nous avons T 'Ex = Eny1, ainsi u(En) = u(Eny1) puis p(Ey) = u(Ep) pour tout N.
De plus, puisque -+ C Ey C Ey C Ep, nous avons pu(F) = pu(E N Ey). Ainsi, u(F) = p(E)
car £ C Ej. O

Corollaire 30. Soient (X,B,T,u) et B € B avec u(B) > 0. Alors, pour tout m € N il
existe n > m tel que
w(T~™(B)N B) > 0.

23
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Une petite question. Le théoréeme de récurrence de Poincaré est-il vrai lorsque la mesure
est infinie ?

2. Théoréme ergodique de Von Neumann

Théoréme 31 (Théoreme ergodique de Von Neumann). Soient H un espace de Hilbert
et U: H— H un opérateur contractant (||U(f)|| < ||f|| pour tout f € H ou ||.|| est la
norme de H). Soient M ={f € H;Uf = f} et P: H — M la projection orthogonale sur
M. Alors pour tout f € H nous avons

1 N—-1
¥ 2 UM) —v—oe P(F).
n=0

DEMONSTRATION. Remarquons tout d’abord que U* est également une contraction :

U f|I? EU*h U*f)

= (UU*h, f)
< [[UU*h|| - ||A]|
< [[U*R|l - IRl ,

pour tout h € H.Par conséquent nous avons bien ||{U*h|| < ||h].
Ensuite, nous avons 'inégalité suivante pour tout h € H :

|Uh—h|* = (Uh—h,Uh—h)
(Uh,UhY — (Uh, h) — (h,UR) + (h, h)

< [IB1* = (B, U*h) = (U*h, h) + |||

Par ces deux remarques nous concluons que

M ={h: Uh=h}={h: U'h = h}.
Observons a présent que H =M @& N ou N ={g—-Ug:9 € H}.
En effet, pour h € M et g € H, nous avons (h,g — Ug) = (h,g) — (h,Ug) = (h,g) —
(U*h,g) = (h,g) — (h,g) = 0. Puis par continuité du produit scalaire, nous avons que
Nc Mt
Pour h € Nt et pour tout g € H, nous avons (h,g — Ug) = 0. Nous en déduisons que
(h,g) = (U*h, g) pour tout g € H, et donc que h = U*h et par la remarque précédente
he M. Ainsi H=M& N .
Prouvons le théoreme pour tout f = g — Ug, g € H. Remarquons que P(f) = 0 car
Nt =M.
Nous avons

s

| = [F o wng - v
= [[(UYg—9)||

IN
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qui tend vers 0 quand N tend vers l'infini. Ceci prouve le théoréeme pour ce f.
Si f € N alors par continuité on en déduit que :

| Nl

N2 U
n=0

Finalement, si f € H alors f = P(f) + fo, fo € N et donc

| % =N oy = pr| =4 2= 1U”(f—Pf)H
LN o,

ce qui tend vers 0 puisque fy € N. O

—Nooo 0.

Avant de donner une interprétation en termes de s.d.m. du théoreéme précédent, faisons
quelques rappels sur 'espérance conditionnelle. Pour plus de détails voir [Wi.

Théoréme 32. Soient (X, B, 1) un espace de probabilité, f € L'(X,B, ) et A une sous-
o-algébre de B. Alors, il existe une fonction g vérifiant :

(1) g est A-mesurable,
(2) g€ LN(X,B,p) et
(3) pour tout A € A nous avons

/ gdp = / fdp  pour tout A € A.
A A

De plus, si h est une autre fonction ayant ces propriétés alors g = h p-p.p.. Nous dirons que
g est une version de l’espérance conditionnelle de f par rapport a A ou plus simplement,
lorsqu’aucune ambiguité n’est possible, que c’est l’espérance conditionnelle de f par rapport

a A. On la note E(f|A).

Proposition 33. Soient (X,B,u) un espace de probabilité, f € LY(X,B,u) et A une
sous-o-algébre de B

(1) JLE(flA)du = [, fdu pour tout A € A.
2) B(I{0, X)) = [y fap.
3) [y B A)du = [y fdu.
4) Si f est A-mesurable alors E(f|A) = f p-p.p..
5) f— E(f|A) est linéaire.
6) Si f >0 alors E(f|.A) > 0.
7)

~~ Y~ ~~

On a les analogues du théoréme de convergence monotone, du lemme de Fatou et
du théoréme de la convergence dominée pour l’espérance conditionnelle.



26 4. THEOREMES ERGODIQUES

(8) Sic:R — R est convexe et [y |co fldu < oo alors
E(co flA) = c(E(f|A)).
(9) SiC est une sous-o-algébre de A alors
E[E(fA)IC] = E(f[C)-
(10) Si g est A-mesurable et bornée alors

E(fglA) = gE(f]A).

Théoréme 34. Soient (X,B,u,T) un s.d.m., f € L?> (X,B,p) et
I={BeB:u(T""(B)AB) =0}
(qui est une o-algebre d’ensemble T-invariant). Alors,

n—oo 0

ZfoT" E (f[Z)

2

DEMONSTRATION. Traduisons le théoréme précédent :
1) H = L*(X,B, )
2)U: L*(X,B,u) — L?(X,B, ), défini par U(f) = f o T. De plus, p étant T-invariante

nous avons
Jurtdn= [ 1roT dp.

3) HUfH2 = / |f o T)?dp = / |f|2dp = ||f|]2, et donc U est une contraction.

Soit M = {f € L*(X,B,p) : Uf = foT = f}. Montrons que P =E (- | 7).

La fonction P(f) est T invariante (P(f) o T = P(f) presque partout). Elle est donc
Z-mesurable.

11 suffit donc montrer que pour tout f € L? (X, B, 1) et tout B € T on a

/ Pfdu = / fd.

Soit f = P(f) + fo ou fo € N (nous utilisons les notations du théoréme précédent). Nous

avons
/P )it = /fdu—/foduz/deu—/Xfo-leuz/deu,

ot 13 € M (exercice), fo € N et N+ = M. O
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3. Théoréme ergodique ponctuelle ou Théoréme de Birkhoff

Théoréme 35 (Théoreme ergodique de Birkhoff). Soient (X,B,u,T) un s.d.m. et f €
LY (X, B, ). Alors,

(1) imy— 400 % ZN_l oT™ = f existe p-presque partout ;
(2) foT = f u-presque partout ;
(3) fe L1<X B, ) et [|F]l, <1/l
(4) NZ oT" —N_yoo [ dans LY (X, B, p) ;
(5) SiZ = {A € B; u(AAT1 (A)) = 0}, alors f =E(f|Z) .
DEMONSTRATION. Nous supposons L(X, B, i) réel.
Pour commencer, nous aurons besoin du théoreme technique suivant :

Théoréme 36 (Théoreme Maximal). Soit (X, B, u,T) un s.d.m., ot f € LY(X, ). Pour
tout x € X et n € N, notons

sn(x) = f(x) + f(Tx) + ...+ f(T"x),

et A={x : sup, sy(z) >0}. Alors [, fdu > 0.
DEMONSTRATION. Notons Sy, (z) = max{so(z),...,s e
Nous avons S, (Tz) + f(x) = max{0,so(Tx),...,s,(Tz)} + f(z)

= max{f(z),s1(2),...,snt1(2)} = Sn41(2).
Soit A, ={z : S,(x) > 0}, nous avons

| tfdn = [ Sua-siotd
An An

> / Sp — S oTdu car la suite 5, est croissante

= / St — ST oTdu car S, = S sur A,

= / Stdu — / S oTdu car le support de S, est A,

> /S:—S;onu car S;F >0

X

= 0 car la mesure p est 1" invariante.
Puisque A = |J,, A, on obtient le théoreme. O
Corollaire 37. Soit a € R. Alors

/ fdu > o p{zr € X; sup 5n(7) > al.
{z€X; sup, S:j(i) >a} n n+1
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DEMONSTRATION. 11 suffit de prendre ¢ = f — « et de montrer que {x € X

sup, (sn(z) — (n+ 1)a) > 0} = {z € X; sup, 8774(?1) > al. O

Le théoréme ergodique. Notons

|
—

sno1(x) 1%

an(z) = — == =_) f(T'z).

)

Il
=)

Supposons au contraire que a,(z) ne converge pas presque partout. Il existe donc un
ensemble E de mesure strictment positive tel que

E = {z; limsupa,(x) > o > > liminf a,(x)}, pour deux réels «, 5 (Exercice).
L’ensemble E est invariant par 7' ( T(E) C E). En appliquant le corollaire précédent a f
restreint a £, nous en déduisons :

/ fdp > ap(E).
E

Par ailleurs, en appliquant ce résultat & —f, et comme F = {z; limsup —a,(z) > -3 >
—a > —liminf —a,(z)}, nous obtenons également

[ fin < ou(e)
E

Par conséquent ap(F) < fu(E) avec a > [3, ce qui n’est possible que lorsque p(E) = 0.
Contradiction.

(2) Exercice.

(3) D’apres le lemme de Fatou nous avons

N-1 N-1
1 1
lim — ™ < liminf — ™
Jolim, e 3 7o @) o) < [ it 325107 0)d 0
1 N-1
< liminf /X y 2 1o T (0)du )

- / Fldu (z) < +o0.
X

(4) Soient f > 0 et g mesurables et bornées telles que 0 < g < f. Alors,
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1Nfl 1Nfl 1N71
N foT =F| S| F 2 foll—5 2 goT"
n=0 1 n= n=0 1
1N—l . B
|y 2 90T 3| + 7 -l
n=0 1
1N—l
<2/ =gl + |5 Y goT"~7
n=0 1
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On conclut en prenant || f — g||; petit et en utilisant le théoreme de convergence dominée
pour le deuxiéme terme :

ool

N—oo
1

e B
N foT =
n=0

(5) Par la relation (2) la fonction f est Z-mesurable. Il suffit alors de montrer que | qJdp =
[ fdp pour tout A € T.
Appliquons (1) a la fonction f.14 : la suite % Zév "L foT™ 14 0T converge presque
strement vers une fonction intégrable f.1 4.
Puisque A € 7, 1 40T = 14 pu-preque partout. Ainsi presque stirement nous avons f.14 =

f14.

Par le point (1) et le théoréme de convergence dominée, nous en déduisons que

N-1
s FEE : 1 n n
/Afdu:/flAdu = h]{,nﬁ 50 /foT 1a0T"dp

N-1
1
= li]{fn N ; / f 1adp puisque T préserve la mesure

= [ fan

Pour finir, si f est & valeurs dans C, il suffit de décomposer f en f = f1 +ify ou f1 et fo
sont a valeurs réelles.

Faisons deux remarques importantes pour la suite.
SiZ={X,¢}alorsE (f|1)= [y fdpu.

Il est clair que dans le théoreme précédent nous avons que (1) implique (2). Supposons
que (2) implique (1). Prenons A € Z, alors

O
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1 = 1 =
NZlA(T” _NZ z) =14 (z) NSooht (A) p—p.s.
= n=
ce qui implique que px(A) = 0 ou u( ) = 1. Ceci signifie, dans ce cas, que les ensembles

T-invariants sont de mesure 0 ou 1 .



CHAPITRE 5
Mélange et ergodicité

1. Systémes ergodiques

Définition 38. Nous dirons que s.d.m. (X,B,u,T) est ergodique si
I={AeB:pu(T ' (A)AA) =0}
est trivial, c¢’est-a-dire : si A € T alors p(A) =0 ou p(A) = 1.
Lemme 39. Les.d.m. (X,B,1,T) est ergodique si et seulement siE (f | ) = [y fdu pour
toute f € L.
DEMONSTRATION. Exercice. O

Théoréme 40. Soit (X,B,u,T) un s.d.m.. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) (X,B,u,T) est ergodique ;
(2) Toute fonction mesurable f : X — C telle que f = foT u p. p. est constante
p-p-p- ;
(3) Pour toute f € L' (X, B, 1) nous avons

N L) /. san

DEMONSTRATION. Posons Z = {A € B; u(AAT ! (A)) = 0}. Montrons que (1) im-
plique (2). Soient f une fonction mesurable telle que f = foT et f =E(f | I).
D’apres le théoreme de Birkhoff nous avons f = f p-p.p.. De plus, le s.d.m. étant ergodique
nous avons f =E(f | Z) = [y fdu d’aprés le lemme précédent.
Montrons que (2) implique (3). Soit f € L' (X, B, ). D’apres le théoréeme ergodique de
Birkhoff nous avons %22[:_01 (T (7)) —N—-oo f = E(f|Z) et f est T-invariante.
Donc f est constante et [y fdu = f. Or nous avons [y E(f|Z)du = [y fdu (propriété de
I'espérance conditionnelle).
Montrons que (3) implique (1). Soit A € Z. Soit f = 14. Ainsi, d’apreés le théoréeme de
Birkhoff et 'hypothese nous avons p(A) = E(f|Z) puis

u(A) = [ fan= [ BT = ).
Ainsi p1(A) =0 ou 1 et le s.d.m. est ergodique. O

31
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Le corollaire suivant est une conséquence du théoréme de Birkhoff et donne une version
quantitative du théoreme de récurrence de Poincaré.

Corollaire 41. Soit (X,B,u,T) un s.d.m. ergodique.
La proportion de temps passée par presque tous les points dans un ensemble B € B est
donné par la mesure pu(B), i.e.

1
lim —Card{l0<n<N-1: T'z € B} = pu(B)
N—oco N
pour | presque tous les points v € X.

Ainsi si u(B) > 0 presque tous les points de X passent une infinité de fois dans B.

DEMONSTRATION. La limite s’obtient en appliquant le théoréme de Birkhoff & la fonc-
tion indicatrice de B.
La seconde partie découle de la premiere : la limite du terme de gauche pour un point
dont l'orbite passe un nombre fini de fois dans B est nulle. Ceci est faux pour p presque
tous les points de X si u(B) > 0. O

Question. Existe -t-il toujours des mesures invariantes ergodiques ?

Lemme 42. Soient X un espace métrique compact, B sa tribu borélienne, T : X — X
une application mesurable et M ’ensemble des mesures de probabilité invariantes par T .
Alors M est un ensemble conveze, compact dont les points extrémaux sont ergodiques
(i.e. 1 € M est ergodique si : pour tout pi, 2 € M, et a €]0,1[, si p = apr + (1 — a)pe
alors py = pa).

La réciproque est également vraie, mais nous n’en avons pas besoin.

DEMONSTRATION. Si 1 € M n’est pas ergodique, il existe B € B tel que T7'B = B
et 0 < pu(B) < 1. Tout ensemble A € B sécrit A = (AN B)U (AN B°) et ainsi

nw(A) = p(ANDB)+pu(ANB°)

n(ANB) e MAN B°)
(B BT B

= o (4) + (1= a)ua(A),

o o = pu(B) et n(4) = “Tar, pa(4) = KT

Ceci montre que g = ap + (1 — a)us. O

= w(B)

Nous allons montrer a présent I’existence de points extrémaux.

Proposition 43. (Ezxistence de mesures ergodiques) Soient X un espace métrique com-
pact, B sa tribu borélienne, T : X — X wune application mesurable. Alors il existe une
mesure de probabilité ergodique T-invariante.
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DEMONSTRATION. Soit {¢k}x une famille de fonctions continues, dense dans C(X).
Puisque l'application p — [ @odpu est continue pour la topologie faible*, par compacité de
M, il existe v € M telle que [ podv = sup,e g [ wodu. Notons

Moz{ueM; /gpgdi/: sup/g@od,u}.
HEM

L’ensemble My est non vide fermé. Par induction et de fagon similaire, définissons pour

tout entier k
M1 = {l/ eM; /(podi/ = sup /gokd,u}.
HEM

Les ensembles M, C ... C M; C My C M sont des ensembles non vides compacts et
emboités. Leur intersection et donc non vide, et soit u € Ng>oMj. Montrons a présent
que p est un point extrémal de M.

Soient 1, ug et a €]0, 1] tels que p = aug + (1 — &) ua. Alors pour toute fonction continue
¢, [edp=a [edu + (1 —a) [ pdus. Puisque € Mo, a [ poduy + (1 — a) [ odpz >
max{ [ @odpu1, [ podps}. Nous en déduisons que [ podur = [ podps.

Par récurrence sur k, nous montrons que [ ¢rdps = [ prdus pour tout k£ > 0. Ainsi par
densité des fonctions {¢y}i, nous avons [ pdu; = [ @dug pour tout ¢ € C(X). D’apres
I'unicité du théoreme de représentation de Riesz, nous obtenons p; = ps. g

2. Théorie spectrale
Dans ce qui suit Up : L2 (X, B, ) — L? (X, B, 1) est I'opérateur défini par Upf = foT.
Théoréme 44. Soit (X,B,u,T) un s.d.m. ergodique.
(1) Si Up = Xf, f € L* non-nulle, alors |\| =1 et | f| est constante u-p.p.;

(2) Les fonctions propres correspondant a des valeurs propres différentes sont ortho-
gonales;

(3) Si f et g sont deux fonctions propres associées a la méme valeur propre, alors il
existe ¢c € R tel que f = cg u-p.p.

(4) L’ensemble des valeurs propres de Up forment un sous-groupe dénombrable de
T={zeC:|z|=1}.

(5) Si G C C est un sous-groupe dénombrable de T alors il existe un s.d.m. ergodique
(X, B, 1, T) tel que G est son sous-groupe de valeurs propres.

DEMONSTRATION. Posons L? = L*(X, B, ).
1) Soit f € L? non-nulle telle que Uy = Af. Nous avons ||f o T|| = ||f]| car u est T-
invariante. Par conséquent ||f|| = |A|.||f]| et [\ = 1. Ainsi, [foT| = |Ur(f)| = |M|f| = |f]
et 'ergodicité implique que |f| est constante p-p.p..
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2) Supposons A # v non nulles, Up(f) = Af et Ur(g) = vg. Alors, u étant T-invariante,
nous avons

(f,9) = {Ur(f),Ur(9)) = A\f,vg) = X(f. 9)
d’ou (f,g) =0.

3) Soient \ une valeur propre de Uz et f, g € L? deux fonctions propres non-nulles associées
a A. La fonction |g| est non-nulle et constante p-p.p. d’apres 1) donc g # 0 p-p.p.. Ainsi
f/g est une fonction T-invariante et donc constante u-p.p..

4) Exercice.
5) Admis. O

Corollaire 45. Un s.d.m. (X,B,u,T) est ergodique si et seulement si toutes les valeurs
propres de lopérateur U : L? (X, B, p) — L? (X, B, ) défini par Upf = foT sont simples.

Proposition 46. Un s.d.m. (X, B, u,T) est ergodique si et seulement si pour toutes f, g €
L?(X,B, i) nous avons

ngnooNZ@Tf, )= (£.1)- (Lg).

DEMONSTRATION. Posons L? = L?(X, B, u).
Supposons le s.d.m. ergodique. Soient f et g dans L%. D’apres le théoreme ergodique de
von Neumann nous avons

= =
~ O (Utf.9) = <N > U%f,g> — N (E(f1T),9)
n=0 n=0
Or, le s.d.m. étant ergodique, nous avons E (f | Z) =< f,1 >. Ainsi,

Réciproquement, soit A € Z. Prenons f et g dans L?. D’apreés le théoreme ergodique
de von Neumann la suite (3 erj:_ol UZf; N € N) converge vers E (f | Z) dans L% Donc
<J{, Zn 0 ‘U f,g > converge vers (E(f|Z),g) dans L? pour tout g € L?. En prenant
g = 14 nous obtenons fA (fID)dp = fA (fX fd,u) dp. Puis en prenant f = 14 on obtient
pu(A) = u(A)?. O
Proposition 47. Un s.d.m. (X, B, u,T) est ergodique si et seulement si pour tout A, B € B
nous avons

N-1

lim %ZM(T_”AQB) =u(A) p(B).

N
Tt n=0

DEMONSTRATION. Exercice. O
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3. Systemes mélangeants.

Soit (X, B, u,T) un s.d.m.. Nous avons vu que l'ergodicité est équivalente a ce que pour
tout A, B € B nous ayons

1 N-1
~ 2 1 (T"ANB) Nl (A) u(B).
=0

n
Clest-a-dire, |+ Zﬁ:ol w(T"ANDB)—p(A) - u (B)’ — N—oo 0. Or, nous avons

(T"AN B) - 1 (A) u(B)

T"ANB) - u(4)u(B))].

I MH : MZ

N
Dong, si |p(T7"ANB) —p(A ) i (B)| converge vers 0 alors le systeme est ergodique. Ceci

motive les deux deﬁmtlons suivantes.

Définition 48. Soit (X,B,u,T) un s.d.m..
(1) (X,B,u,T) est faiblement mélangeant si pour tout A, B € B nous avons

1 _
N 2 (T AN B) = j(4) - 1 (B)] —n-io0 0.
(2) (X,B,u,T) est fortement mélangeant si pour tout A, B € B nous avons

p(T"ANB) —n—too i (A) p(B).

Evidemment, le mélange fort implique le mélange faible qui lui implique I'ergodicité.
Il existe des exemples sophistiqué de s.d. qui montrent que ces notions sont toutes dis-
tinctes.

Théoréme 49. Soit (X,B,u,T) un s.d.m.. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(1) (X,B,u,T) est faiblement mélangeant ;
(2) (X xX,BxB,uxpuTxT) est ergodique ;
(3) Pour tout A, B € B il existe E C N de densité nulle tel que

li T"ANB) = u(A) u(B
naﬁo?n@“( ) =1 (A) 1 (B)

ol

<3<
A(B)= lim ENOST S0y

n—-4oo n
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est la densité de E ;
(4) Pour tout f,g € L? (X, B, 1) nous avons

Jim fZ| Ut f.g) — (£, 1) (1,9)| = 0;

5) Les uniques fonctions propres de Ur sont les constantes (et ainsi 1 est ['unique
( q prop q
valeur propre de U ).

Afin de prouver ce théoréme nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 50. Si f : R — R est une fonction positive ou nulle et bornée alors les assertions
suivantes sont équivalentes.

(1) & a0 [ () —N—x 0
(2) Il existe E C N de densité nulle tel que lim,, oo nepe f(n) = 0.

DEMONSTRATION. Il existe K € R tel que sup,cp f(z) < K.
Supposons qu’il existe £ C N de densité nulle tel que lim,,—, 4 oo nepe f(n) = 0. Alors,

N-1
1 1 1
D IO SR RS- SR ()
n=0 n<N—-1nek n<N—1,n€E‘C
|E N{n <N — 1}\
<K i Z fn
n<N 1
neEC¢
D’ou le résultat.
Supposons que nous avons (1). Posons E,, = {n eN: f(n L } Ainsi,
N—-1 N—-1
|[EmN{n < N-1} 1 m
N TN kzo e =y k=0 T et

Par conséquent E,, est de densité nulle pour tout m.
Soit ig = 0 < i1 < i3 < ... une suite d’entiers tel que pour tout m > 1 :

NZlEm <—p0urtoutN>zm 1.

Posons E = U,,>1 Em N [im—1,im] et montrons que E est de densité nulle. Soit ip—1 <
N <, ainsi
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1 1’ 1
fzhg(n)zﬁ Y lgm)+< >, 1en)
n=0 n=0 N=lm—1
1 tm—1—1 1 N—-1
<N > g, (n)+ N > g, (n)
n=0 n=0
im_1—1
1 1
S AT 1Em—1 (n) + -
N o m
1 1
< — 4+ —.

m—1 m
Nous en déduisons que d (E) = 0. Remarquons que E¢ = Npyp>1 ES, N [im—1, im]. Ainsi, si
n € E°N [im—1,1m] alors f(n) < % Ce qui achéve la preuve. O
PREUVE DU THEOREME 49l Montrons que (1) implique (2). II suffit de montrer que
(X x X, BxB,uxpu,TxT) est faiblement mélangeant. Soient A, B,C, D, € B. On a

N—-1

S (T X T)7 (A x BYN(C % D)) — 1 (A) p(B)  (C) s (D)
n=0
N—-1

= S i (TA) N0 (T7(B) A D)~ (A) (B 1 (C) (D) = ().
n=0

D’apres le lemme précédent, il existe F71, Fs C N de densités nulles tels que

lim
n—-oo,neE¢

p(T"ANC) = p(A)p(C)| =0

et
I T"BAD) — u(B)u(D)| =0.
n—>+éon,}16E§'u( ) — 1 (B) (D)

L’ensemble F = F7 U E5 est de densité nulle et

p(T7(A) N C) p(T7"(B) N D) —nepen—oo b (A) p(B) n(C) (D).
Par conséquent, (x) converge vers 0. Or, {A X B: A, B € B} est une semi-algébre qui
engendre B donc (X x X, B x B,y x u, T x T) est faiblement mélangeant (exercice).

Montrons que (2) implique (3). Soient A, B € B. D’apres le lemme précédent, il suffit de
montrer que

N-1
i > [WT AN B) = u(A)u(B)] =0

Or, T x T étant ergodique nous avons
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N—

[y

N-1

%ZM(T_”AHB):%Z,ux,u((TxT)_”(AxX)ﬂ(BxX))
n=0 n=0
— oo (U X ) (A X X)(px p)(B x X)
= p(A)u(B).

Montrons que (3) implique (4). D’apres le lemme précédent, (4) est vrai pour les fonctions
indicatrices d’ensembles mesurables. On montre aisément que c’est également vrai pour
les combinaisons linéaires de fonctions indicatrices. En passant & la limite on montre que
c’est vrai pour toutes les f et g dans L?.

Montrons que (4) implique (1). Facile.
Montrons que (1) implique (5). Soit f € L? (X,B,p), f #0, a € C tel que foT = af et

— 2

posons g (,y) = f (z) F (). Alors, g (T'z,Ty) = af ()af (7) = ol g (@,y). Or, |a| = 1,
donc goT x T = g. Comme T x T est ergodique, g est constante presque partout. D’ou
f est constante presque partout et a = 1.

On admettra que (5) implique (1).

4. Exercices

Exercice 6. ([KH|, p. 141) Soient (X,B,u,T) un s.d.m. ou B est la tribu borélienne
associée a ’espace métrique compact X. Soit Q) un ensemble de fonctions continues dense
dans C(X). Montrer que si pour tout f dans Q, (1/n) S-3=y f(T*z) converge uniformément
vers une constante, alors p est la seule mesure invariante de (X, B, u,T).

Exercice 7. Soit T(z) = az une rotation du cercle unité X = {e';t € [0,1[}.

1) Construire sur X une mesure X\ T-invariante.

2) (X,B,u,T) est-il (fortement, faiblement) mélangeant ?

3) Montrer que (X, B, u,T) est ergodique si et seulement si a n’est pas une racine de 'unité
(IWal, p. 29).

4) Lorsque a n’est pas une racine de l'unité, montrer que T est uniquement ergodique
(IKHI, p. 146).



CHAPITRE 6
Entropie topologique

1. Définition a I’aide des recouvrements ouverts

Dans ce qui suit X est un espace topologique compact. Nous nous intéresserons aux re-
couvrements ouverts de X. Nous les noterons «, 3 ... La remarque suivante est utile pour
ce qui suit : Si 7 : X — X est une application continue alors T-'a = {T"'A4; A € a} est
aussi un recouvrement ouvert de X.

Définition 51. Nous dirons que 3 est plus fin que «, ce que l'on écrit a = (3, si chaque
élément de (3 est un sous-ensemble d’un élément de .

Si B est un sous recouvrement de « alors a <X
Lorsque « et § sont deux familles de sous-ensembles de X, nous poserons

aVp={ANB:A€aBefj}

que nous appellerons raffinement de a et 5. Ainsi a < a V S.

De méme nous pouvons définir le raffinement \/?:_01 «; de n’importe quelle collection finie
de familles de sous-ensembles de X.

Notons que si a et 3 sont deux recouvrements de X (resp. partitions de X) alors a V 3
est également un recouvrement de X (resp. une partition de X).

Définition 52. L’entropie topologique d’un recouvrement « est le réel H(a) =
log N(a) ot N(«) est la plus petite cardinalité d’un sous recouvrement fini de c.

Faisons quelques remarques.

(1) H(a) > 0.

(2) H(a) =0 si et seulement si N(«) = 1.

(3) Si Vv @ alors H(a) < H(fB).

(4) Ha v §) < H(a) + H(3).

Preuve. Soient {A1, ..., An(q)} et {B1, ..., Bn(g)} des sous recouvrements de, respective-
ment, a et 5. Alors {A; N Bj;1 <i < N(a),1 <j < N(B)} est un sous-recouvrement de
aV B. Ainsi N(aV ) < N(a)N(5). O

(5) Si T : X; — Xz est une fonction continue alors H(T 'a) < H(a). Si T est aussi
surjective alors H(T 'a) = H(a).

39
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Lemme 53. Si {a,}n>1 est une suite de nombres réels telle que anyp < an+ ap pour tout
n et p alors lim,_,o a,/n existe et égale a inf,, a, /n.

DEMONSTRATION. Fixons p > 0. Chaque n > 0 peut s’écrire n = kp +1i avec k € Z et
0 <i<p. Ainsi

an _ Gitkp _ Qi | Gkp _ G ka, a; ap

n  i+kp~kp kp “kp kp kp p’
Lorsque n tend vers oo, k tend également vers co. Ainsi
a
lim sup n < -2
n p
et par conséquent

. a .. a
limsup — < inf 2.
n

p
Mais
inf 9p < lim inf an
P n
de sorte que la lima,,/n existe et est égale & inf a,, /n. O

Théoréme 54. Si o est un recouvrement ouvert de X etT : X — X est continue alors :
1 n—1
lim —H (\/ T_104> existe.
n—+oo N i—0
1=

DEMONSTRATION. Soit a, = H (\/?:_01 T‘ia). D’apres le Lemme précédent, il suffit
de montrer : ap4; < a, + ag pour k,n > 1. Or,

n+k—1 '
pop = H < \/ T’oz)
i=0
n—1 . n+k—1 .
<H (\/ T_Za> +H < \/ T_Za> (Remarque (4))

=0
k—1 ‘
—a, + H TWVTﬂa
j=0

k—1
<an+H \/ T7a | (Remarque (5))
§=0

= an + ag.



1. DEFINITION A L’AIDE DES RECOUVREMENTS OUVERTS 41

Définition 55. Soit T : X — X est une application continue. L’entropie de T relati-
vement a « est donnée par :

n—1
1 .
T,a)= lim —H T 'al.
WT,0) = lim — <l\:/0 a)
Remarques.
(6) h(T,«a) > 0.
(7) a < B alors h(T, o) < h(T, 3).

Notons que si [ est un sous recouvrement fini extrait de a alors aw < 3 et donc h(T, a) <

hT, 3).
(8) h(T,a) < H(a).

Définition 56. Si T : X — X est continue, l’entropie topologique de T est donnée
par :

h(T) = sup h(T, ax).
(0%
ot o parcourt tous les recouvrements ouverts de X.

Remarques

(9) h(T) > 0.

(10) Dans la définition de h(T), on peut prendre la borne supérieure sur tous les recou-
vrements ouverts finis de X (d’apres (7)).

(11) h(I) = 0 ou I est la fonction identité de X.

(12) Si Y est un sous ensemble fermé de X et TY =Y alors h(T)y) < h(T).

Théoréme 57. Soient X1, Xy des espaces compacts, T; : X; — X;, © € {1,2}, des
applications continues, et ¢ : X1 — Xo une application continue avec ¢(X1) = Xo et
poTy =Ty0¢. Alors h(T1) > h(T»).

De plus, si ¢ est un homéomorphisme alors h(T1) = h(T5).

DEMONSTRATION. Soit a un recouvrement ouvert de Xs. Pour n > 1, grace a la
Remarque (5), puisque ¢ est surjective, nous savons que :

n—1 n—1
H (\/ T;@) =H <¢>1 \V4 T;‘a)
=0 =0
n—1 n—1
—H (\/ (¢—1T2ia)> —H <\/ Tli(gb_loz))
=0

1=0

En particulier

1 n—1 ' 1 n—1 ‘ '
h(Ty, o) = 1i711n EH (Z\_/O T2’a) = h}ln EH (\/ le(¢—za)> = h(T1, ¢ a)

1=0
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Ce qui donne ainsi

W(Ty) = sup h(Ty, ) = sup h(T1, ¢~ ') < sup h(T1, 8) = h(T1).
« « B

D’ou h(T2) < h(Ty).
Si ¢ est un homéomorphisme alors ¢ 1Ty = Ti¢ L. Ainsi, par ce qui précede h(Ty) < h(T).
D’ou h(Tg) = h(Tl). O

Dans la prochaine partie, nous donnerons une définition de h(7T") qui n’exige pas de X
d’étre compact et nous prouverons des propriétés de h(7T) dans un contexte plus général.
Cependant, un résultat qui est faux quand X n’est pas compact est le suivant :

Théoreme 58. Si T : X — X est un homéomorphisme d’un espace compact X alors
h(T) = h(T71).

DEMONSTRATION. Grace & la Remarque (5) nous savons que :

n—1 n—1 n—1
H (\/ Tia> -H (T_(”_l) \ TZ@) =H|\/T7a
i=0 =0

=0

En particulier :

n—1 n—1
1 . 1 )
h(T,a) = lim —H T7a | =lim-—H Ta | =T a).
(T, o) im — j\:/o o' im — (l\:/o a) (T, «)

D’ou h(T) = h(T71). O

2. Définition de Bowen

Dans cette partie, nous définissons I’entropie pour des espaces non nécessairement com-
pacts, mais métriques.

Dans ce paragraphe, (X, d) est un espace métrique (pas nécessairement compact). La boule
ouverte de centre x et de rayon r sera notée B(x,r) et la boule fermée par B(z,7). Nous
définirons 'entropie topologique pour les fonctions uniformément continues 7' : X — X.
Nous noterons UC(X, d) 'espace des fonctions uniformément continues de X dans R. Dans
toute cette section 1" sera un élément de UC(X, d).

Si n est un nombre naturel, nous pouvons définir une nouvelle métrique d,, sur X par :
dn(7,y) = maxg<i<n—1d(T%(z), T%(y)) (cette notation ne montre pas la dépendance par
rapport a T). La boule ouverte de centre x et de rayon r dans la métrique d,, est :
By, (z,7) = =y T B(T'z, 7).

Définition 59. Soient n € N, € > 0 et K un sous-ensemble compact de X. On dit qu’un
sous-ensemble F' de X (n,c)-engendre K par T, si pour tout x € K, il existe y € F tel
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que dp(z,y) < e, autrement dit :

n—1
K C U By, (y,e) = m T7'B(T,¢).
yeF i=0
Définition 60. Soientn € N, ¢ > 0 et K un sous-ensemble compact de X. Nous noterons
rn(e, K) = inf{#F; F (n,e) — engendre K}.
Remarques.
(1) Evidemment 7, (e, K) < oo car K est compact.

(2) Sie1 < g9 alors ry(e1, K) > ry(e2, K).

Définition 61. Soient € > 0 et K un sous-ensemble compact de X. Nous notons
1
r(e, K,T) = lim sup —logr,(e, K).
n—oo n
Nous écrivons r(e, K,T,d) si nous souhaitons souligner la distance d.

Remarque.
(3) Siey < eg alors r(e, K,T) > r(e2, K,T) (Remarque (2)).
Définition 62. Lorsque K est un sous ensemble compact de X, définissons hq(T, K) =
lim._,g7(e, K,T). L’entropie topologique de T est
ha(T) = Sup ha(T, K)

ot K parcourt tous les sous ensembles compacts de X.

Définition 63. Soient n € N, ¢ > 0 et K est un sous-ensemble compact de X. Un sous-
ensemble E de K est (n,c)-séparé par T si pour tout x,y € E , © # y, nous avons
dn(z,y) > €. Autrement dit, pour tout x € E, l’ensemble ﬂ?:_ol T~'B(T'z;¢) ne contient
aucun autre point de E.

Définition 64. Soientn € N est un nombre naturel, ¢ > 0 et K un sous-ensemble compact
de X, définissons

sn(e, K) = max{#FE; E C K est (n,e) — séparé par T}.
(Nous écrirons s, (e, K,T) pour souligner la dépendance avec T si nous en avons besoin).

Remarques.

(4) Nous avons (g, K) < sp(e, K) <rn(e/2,K) et d’ou s,(e, K) < 0.

Preuve. Si £ C K est un sous-ensemble (n,e)-séparé de cardinalité maximale, alors F
est un ensemble qui (n, ¢)-engendre K (Exercice). Par conséquent 7, (e, K) < sp(e, K).
Pour montrer 'autre inégalité, supposons que E C K est (n,e)-séparé pour K et que F'
est un ensemble qui (n,e/2)-engendre K. Définissons ¢ : E — F, en choisissant, pour
chaque x € E, un certain point ¢(z) € F avec d,(x, ¢p(x)) < /2. Alors ¢ est injective et
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par conséquent la cardinalité de F n’est pas plus grande que celle de F. D’ou s, (e, K) <
rn(e/2,K). O

(5) Sie1 < g9 alors sp(e1, K) > sp(e2, K).
Définition 65. Lorsque € > 0 et K est un sous ensemble compact de X, nous notons :
1
s(e, K, T) = lim sup — log s, (g, K).

n—oo n
Nous écrirons parfois s(e, K, T,d) pour souligner la métrique d.
Remarques.
(6) Nous avons r(e, K,T) < s(e, K,T) < r(e/2,K,T) selon la remarque (4).
(7) Sie1 < eg alors s(e1, K, T) > s(eq, K, T).
(8) Nous avons hy(T, K) = lim._ s(e, K,T), (Remarque (6)), de sorte que :

hq(T) = sup lim s(e, K, T).
K €—0

Ainsi hy(T) = supg lim._o7(e, K,T) = supg lim._o s(e, K, T) peut-étre définie en utili-
sant les ensembles qui engendrent ou séparés.

(9) Si T est une isométrie de (X, d), alors d,, = d pour tout n € N de sorte que s, (g, K) =
s1(e, K) et hy(T) = 0. Par exemple, hg(R,) = 0 pour toute rotation R, sur le tore T!.

Définition 66. Deux métriques d et d sur X sont uniformément équivalentes si
Videntité de (X, d) dans (X, d') Uidentité de (X,d') dans (X, d) sont toutes les deux uni-
formément continues.

Dans ce cas-ci, T € UC(X,d) si et seulement si T' € UC(X,d').
Théoréme 67. Sid et d sont uniformément équivalentes et T € UC(X,d) alors hq(T) =
ha(T) .

DEMONSTRATION. Soit £ > 0. Choisissons e > 0 tel que d'(z,y) < e2 implique
d(z,y) < e1, puis choisissons 3 > 0 tel que d(z,y) < e3 implique d'(z,y) < e2.
Soit K un compact. Alors (Exercice),

ro(e1, K,d) < rp(ee, K,d') et rp(ee, K,d') < ry(e3, K, d).

Dot r(e1, K, T,d) < r(eqs, K,T,d") < r(e3, K, T,d). Lorsque €1, €2 et e3 tendent vers 0,
nous obtenons hy(T, K) = hg (T, K). O

Remarques.
(12) Présentons un exemple de deux distances équivalentes, mais pas uniformément équivalentes,
qui vont données différentes valeurs d’entropie pour une certaine transformation.
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Soit X =]0, co[. Définissons T :]0, co[—]0, o[ par T'(xz) = 2z. Considérons d la métrique
euclidienne sur ]0,00[. Alors T' € UC(x,d) et on peut montrer facilement que hg(7) >
log(2) en estimant la valeur de r,(g, [1,2]) (Exercice).

Soit d' la distance qui coincide avec d sur [1,2] mais qui fait de 7" une isométrie pour d’
(utiliser les intervalles ]27~%,27]). Alors hy = 0 (Remarque (10)).

(13) Si X est compact et si d et d sont des métriques équivalentes alors elles sont uni-
formément équivalentes. En outre, chaque fonction continue T : X —X est uniformément
continue. Par conséquent, si X est un espace compact métrisable, I’entropie de T ne dépend
pas de la métrique choisie sur X (& condition que la métrique induise la topologie de X).

Ce qui suit sera utile plus tard et il nous permettra de simplifier la définition de hy(T)
quand X est compact.

Théoréme 68. Soient (X,d) un espace métrique et T € UC(X,d). Si K C K1 U...UK,,,
ou les K; sont des sous-ensembles compacts de X, alors hq(T, K) < maxi<i<p ha(T, K;).

DEMONSTRATION. Remarquons que nous avons s, (g, K) < s,(g, K1) + ... + sp(e, Kin)
(Exercice). Pour chaque n, choisissons un compact Kj,, ¢ tel que sy (e, K, o)) = max; s, (e, K;).
Ainsi, sp(e, K) < msy(e, Kin)), et ainsi, log s, (¢, K) < logm + log sn(e, Ki(n.e))-

Choisissons n; — oo tel que nijlog sp, (e, K) — lim sup,, ., = log s (e, K). Comme il
n’y a qu’'un nombre fini de de compacts K;, quitte a considérer une sous-suite, on peut
considérer que K, .y ne dépend pas de j (i.e Ki(n,;e) = Ki(e) pour tout j). Par conséquent
S(E, K, T) < S(é‘, Ki(e)a T).

Choisissons g, — 0 tel que Ky, est constant ( = Kj,). Ainsi, hg(T, K) < ha(T, Ki;) <
max; hq(T, Kj). O

Corollaire 69. Soient (X,d) un espace métrique et T € UC(X,d). Soit 6 > 0. Alors,
ha(T') = sup hq(T, K)
K

ot K parcourt les sous-ensembles compacts de diamétre inférieur a 9.

DEMONSTRATION. Si K est compact, il peut étre couvert par un nombre fini de boules
By, ..., By, de diameétre 6/2. Ainsi, hy(T, K) < hq(T, K N B;) < hq(T). O

Corollaire 70. Si (X, d) est un espace compact métrique et d’ est une distance équivalente

a d alors
ha(T) = ha (T) = ha(T’, X).
DEMONSTRATION. La premiere égalité correspond a la Remarque (13). La seconde de
I'inégalité hy(T, K) < hg(T, X) pour tout compact K. O

Pour résumer, lorsque X est compact, nous pouvons employer le Corollaire [70] pour sim-
plifier la définition de h(7T"). Prenons n’importe quelle métrique d engendrant la topologie
de X. Alors
1
h(T) = lim lim sup —logry,(e, X) = lim lim sup log sn(g, X).

e—0n—oo n e—0n—oo
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3. Egalité des deux définitions

Nous allons montrer que les définitions des entropies données dans les deux sections
précédentes coincident, lorsque T est une fonction continue d’un espace compact métrisable.
A cette fin, notons h*(T") et h*(T, «) les nombres apparaissant dans la définition de 1’en-
tropie topologique a I’aide des recouvrements ouverts.

Dans un espace métrique (X,d), nous définissons le diametre d’un recouvrement par
diam(a) = sup 4¢, diam(A), ou diam(A) détermine le diametre de I’ensemble A.

Pour commencer, rappelons ce qu’est un nombre de Lebesgue.

Théoréme 71. Soient X un espace métrique compact et o un recovvrement ouvert de X.
Il eziste p > 0 tel que pour tout x € X, il existe A € « vérifiant B(z,p) C A. De tels
nombres p sont appelés nombres de Lebesgue.

Si « et 7 sont des recouvrements ouverts de X et diam(«) est inférieur & un nombre de
Lebesgue pour ~ alors v <X a.
Le résultat suivant est souvent utile pour calculer h*(7T).
Théoreme 72. Soient (X,d) un espace métrique compact et (an)i<n<oo une suite de
recouvrements ouverts de X telle que diam(cay,) — 0.
Si h*(T') < oo alors limy, oo K (T, o) existe et est égal a h*(T).
Si h*(T) = oo alors lim,_,oo h*(T, o) = 00.

DEMONSTRATION. Supposons h*(T) < oo. Soit € > 0. Choisissons un recouvrement
ouvert v tel que h*(T,v) > h*(T) — €. Soit 6 un nombre de Lebesgue pour 7.
Choisissons N de sorte que n > N implique diam(a,) < d. Alors v = a,, et ainsi
h*(T,~v) < h*(T, o) quand n > N. Par conséquent, lorsque n > N nous avons h*(T) >
h*(T, ) > h*(T') — €. Finalement, lim,,_,oc h*(T, o) = h*(T).
Supposons h*(T') = oo. Soient a > 0 et v un recouvrement ouvert vy tel que h*(T,v) > a.
En procédant comme ci-dessus on obtient lim, oo h*(T, o) = 0. O
Corollaire 73. Nous avons h*(T') = lims_o sup{h* (T, ); diam(c) < d}.
Le prochain résultat donne les relations de base entre les deux manieres de définir ’entropie
topologique.
Théoreme 74. Soit T : X — X wune fonction continue d’un espace métrique compact
(X,d).

(1) Si v est un recouvrement ouvert de X avec le nombre de Lebesgue & alors :

n—1
N <\/ T—ia> <ra(6/2,X) < 5,(6/2,X).

1=0

(2) Sie >0 et~y est un recouvrement ouvert tels que diam(y) < e alors :

n—1
rn(e, X) <sp(e, X) <N <\/ T_ify) .

1=0



3. EGALITE DES DEUX DEFINITIONS 47

DEMONSTRATION. D’apres la Remarque (4) de la section précédente r, (e, K) < s,,(¢, K)
pour tout € > 0.
Montrons (1). Soit F' un ensemble qui (n, §/2)-engendre X de cardinalité r,(6/2, X). Ainsi,

X = Uger N2y T7'B(T"x;6/2)

et puisque pour chaque i, B(T%x;§/2) est inclus dans un élément de a, nous avons
N (\/;:01 T*ia> < ra(5/2, X).
Montrons (2). Soit E un ensemble (n, €)-séparé de cardinalité s, (e, X). Tous les éléments
du recouvrement \/;L:_O1 T~ contiennent au plus un élément de E. Par conséquent, s, (g, X)

N (Vi T7). O

Corollaire 75. Soit T : X — X une fonction continue d’un espace métrique compact
(X,d). Soit € > 0. Considérons a. le recouvrement de X par toutes les boules ouvertes de
rayon 2 et . n'importe quel recouvrement de X par des boules ouvertes de rayon €/2.

Alors
n—1 n—1
N (\/ Tia5> <rp(e, X) <sp(e, X) <N (\/ Ti%> .

=0 i=0

IN

Théoreme 76. Si T : X — X est une fonction continue d’un espace métriqgue com-
pact (X,d), alors h(T) = h*(T) i.e les deux définitions de 1’entropie topologique
coincident.

DEMONSTRATION. Soient € > 0 et a, 7. comme dans le Corollaire Alors, h*(T, o) <
r(e, X, T) < s(e, X, T) < h*(T;~.). En faisant tendre ¢ vers 0, le Théoréme [72| implique
que les deux termes extrémaux convergent vers h*(T), et par ailleurs les termes centraux
tendent vers h(T'). Ainsi, h*(T) = h(T). O

Le théoreme suivant montre que l'on peut remplacer lim sup par liminf dans la définition
de ’entropie.

Théoreme 77. SiT : X — X est une fonction continue d’un espace métrique compact
(X,d) alors

1 1
R(T) = lim lim inf —logr,(e, X) = lim lim inf —log s, (¢, X).
n

e—0n—oo n e—0n—oo

DEMONSTRATION. Le Corollaire [75] donne

1 1
h*(T, ) < lim inf —logry (e, X) < lim inf —log s, (e, X) < h*(T,~:)
n—oo n n—o00 n
En faisant tendre € vers 0, puis en utilisant le Théoréme [76] O

Théoréme 78. (1) Si (X,d) est un espace métrique, T € UC(X,d) et m > 0 alors
hd(Tm) = mhd(T)
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(2) Soient (X;,d;), 1 = 1,2, deux espaces métriques et T; € UC(X;,d;). Définissons
une distance sur X1 x Xo par d((x1,x2), (y1,y2)) = max{di(x1,y1),d2(x2,y2)}.
Alors, T1 x Ty € UC (X1 x Xa,d) et hq(Th X T2) < hg, (T1) + hg,(T2). De plus, si
X1 ou Xo est compact alors hg(Ty x Ta) = ha, (T1) + hay (T2).
DEMONSTRATION. Montrons (1). Pour commencer remarquons que nous avons r,, (e, K, T") <
rmn(e, K, T). Ainsi,

1
—logry(e, K,T™) < o log 7y (e, K, T))
n mn

et par conséquent hy(T™) < mhgy(T).
Puisque T est uniformément continue, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que d(z,y) < §
implique d,(z,y) < e.
Ainsi, un ensemble qui (n,d)-engendre K par T™ est également un ensemble qui (mn,¢)-
engendre K par T'. Par conséquent, (5, K, T™) > mr(e, K, T). Et finalement, mhy(T, K) <
hqa(T™, K), d’ou le résultat.
Montrons (2) Soient K; C X;, i = 1,2 deux compacts. Si F; (n,e)-engendre K; par T;,
alors F} x Fy (n,e)-engendre K; x Ko par T} x Ts. D’ou,

’I“n(€, K1 X KQ, T1 X TQ) S rn(s, Kl, Tl).rn(s, KQ, Tz)
Ce qui implique

T(é‘, K1 x Ko, T1 X TQ) < T(E, Kl,Tl) + T(&, KQ,TQ).

Par conséquent

hd(T1 X Ty, K1 X KQ) < hdl (Tl,Kl) + th(T27K2).
Soient m; : X1 X Xo — X, 1 = 1,2, les projections canoniques.
Si K C X; x Xy est compact, alors K1 = m(K) et Ky = mo(K) sont compacts et
K - Kl X KQ. D’ou

hd(Tl X TQ,K) < hd(Tl X TQ,K]_ X KQ).
Par conséquent,

hd(T1 X TQ) = sup hd(Tl X TQ,K)
KgXl ><X2
compact

= sup hg(Ty x Tz, K1 X K»)
Ki1CXy
KoCXo
compact

< sup  hg (T1, K1) + sup  hg,(Ts, Ka)
K1QX1 K2QX2
compact compact

= ha, (T1) + ha, (T2).
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Nous supposons maintenant que X7 est compact. Tout sous-ensemble compact de X7 X X5
est un sous-ensemble de X7 x Ko pour un certain sous-ensemble compact Ky C Xs. Par
conséquent, hy(T) x Ty) = sup{hq(Th x T, X1 x K3); Ko compact}.

Soit K5 un sous-ensemble compact de Xs. Soit § > 0. Soient £ un sous-ensemble qui
(n,0)-sépare X1 et Ep un sous-ensemble qui (n,d)-sépare Ky. Alors, Ey x Ea est un sous-
ensemble qui (n,d)-sépare X1 X K. Ainsi,

Sn((s) X1 % K27T1 X TZ) > Sn((sy XlaTl)'Sn(57 KZaTQ)

et ainsi,
1
5(5, X1 X KQ,Tl X Tg) Z lim sup —[log sn(é, Xl,Tl) + log sn(é, KQ,TQ)]
n— o0 n

1 1
> lim inf —log s, (9, X1,71) + lim sup — log s, (0, Ko, T%).
n n—00 n

n—oo
En faisant tendre ¢ vers 0 et en utilisant le Théoréme on obtient

ha(Ty x Ty, X1 x K2) > hg, (Th) + hay, (T2, K2)
puis

hd(Tl X TQ) > S[l(lp hd<T1 X Ty, X1 X KQ) > hd1 (Tl) + hd2 (TQ)
2

4. Calcul de ’entropie topologique

Dans cette section nous allons faire des calculs d’entropie explicites pour des systemes
classiques.

4.1. Générateurs et systemes expansifs. Nous allons énoncer et prouver un ana-
logue du Théoreme de Kolmogorov-Sinai. Ceci permettra de calculer I'entropie de certains
systemes expansifs.

Définition 79. Un homéomorphisme T d’un espace métriqgue compact est expansif s’il
existe 6 > 0 tel que, si x # y alors il existe n € Z avec d(T"™xz,T"y) > 6. Nous dirons que
& est une constante d’expansivité pour T .

Exemple : le décalage est expansif (Exercice).

Définition 80. Soient X un espace métrique compact et T : X — X un homéomorphisme.
Un recouvrement fini a d’ouverts de X est un générateur pour T si pour toute suite
(Ap)nez d’éléments de o, l'ensemble

ﬁnGZTinAn

contient au plus un point.
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Proposition 81. Soient T' un homéomorphisme d’un espace métrique compact (X,d) et
a un générateur pour T. Alors, pour tout € > 0, il existe N > 0 tel que chaque élément de
\/N T "« a un diamétre inférieur a €. Réciproquement, pour tout N > 0, il existe € > 0
tel que d(x,y) < € implique z,y € NNyT ™" A, pour certains A_n, ..., Ax € a.

DEMONSTRATION. Procédons par ’absurde pour le premier énoncé : Il existe € > 0

tel que pour tout j > 0, il existe z;,y; avec d(z;,y;) > ¢ et il existe A;; € o, —j < i < j,
avec x;,y; € ﬂz, _j T~%A;j,. Par compacité, il existe une sous-suite (ji)r d’entiers positifs
telle que z;, — = et y;, — y. Nous avons évidemment x # y. Considérons les ensembles
Aj, 0. Une infinité d’entre eux sont égaux puisque « est fini. Ainsi, z;, ,y;, € Ao, pour une
infinité de k. D’olt x,y € Ag. De la méme facon nous montrons que x,y € T~ ™A, pour
tout n € Z.
Ainsi, 7,y € N® T "A,. Ce qui contredit le fait que a est un générateur.
Montrons le second énoncé. Soit N > 0. Soit 6 > 0 un nombre de Lebesgue pour a.
Choisissons € > 0 tel que d(z,y) < ¢ implique que d(T'z,T%y) < § pour —N < i < N.
Ainsi, si d(x,y) < € et |i| < N alors Tz, T'y € A; pour un certain 4; € a. Ce qui donne
X,y € m—NSiSNT_ZAi- O
Théoreme 82. Soit T : X — X wun homéomorphisme expansif d’un espace métrique
compact (X,d).

(1) Si« est un générateur pour T alors h(T) = h(T, «).

(2) Sid est une constante d’expansivité pour T, alors h(T') = (o, T) = (b0, T) pour

tout 69 < 0/4.

DEMONSTRATION. Montrons (1). Soient 5 un recouvrement ouvert et § un nombre de
Lebesgue pour (.
D’apres la Proposition il existe N > 0 tel que chaque élément de \/nN:_ NI "o aun

diametre inférieur & 6. D’ou 8 < \/iLV:_N T "a, et ainsi

N
h(T, 3) <h( \/ T a> klggo H(\/T"(\{NT_”a>>
N+k—1 1 2N+k—1
klirrgo H<\/Ta) khl& H<\/Ta>

2N+k—1
ON+k-1 1
= i H T "o | =NMT,a).
Tk aNt ko1 (n\:/o a) Te)

Par conséquent A(T, 3) < h(T, ) pour tout recouvrement ouvert 3, d’ ou le résultat.

Montrons (2). Soit dp < §/4. Choisissons des points z1, ..., 7 tels que X = U¥_, B(z;, (§/2)—
20p). 11 est facile de vérifier que le recouvrement o = {B(x;,6/2);1 < i < k} est un
générateur pour t et qu’il a 209 pour nombre de Lebesgue. Ainsi par le Théoréme [74] nous
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avons h(T,a) < r(dg, X) < s(60,X) < h(T). Or a est un générateur car la constante
d’expansivité de T est . On conclut en utilisant (1). O

5. Les shifts ou décalages
Avant de calculer ’entropie de certains shifts, voici un aspect de leur intérét.

Théoréme 83. Soit T' un homéomorphisme expansif d’un espace métrique compact. Alors,
il existe un entier k > 1, un fermé Q de X3, = {0,1, ...,k — 1}Z, tel que SQ = Q, ot S est
le décalage de Xy, et une surjection continue ¢ : Q3 — X tel que po S =T o ¢.
Théoréme 84. Le décalage bilatére sur X = Y7, ou Y ={0,1,....k — 1}, a une entropie
topologique log(k).

DEMONSTRATION. Soit o = {Ag,...,Ap—1} ot A; = {(zn)nezlro = j}, c’est un
générateur pour T (Exercice). Alors, par le Théoreme

n—1
h(T) = h(T,o) = lim l1ogN (\/ T%@) = lim l1og(k;") = log(k).

n—oo N ) n—oo N
=0

On a le méme résultat pour le décalage sur YN,

Théoréeme 85. Soit T : X — X le décalage bilatére sur X = Y% ouY ={0,1,...,k—1}. Si
X1 est un sous ensemble fermé de X avec TXy = X1, alors h(T|x,) = lim,—oo = logpx, (n).

DEMONSTRATION. Soit a le générateur pour T': X — X de la preuve du Théoreme
. Evidemment, o est un générateur pour 7, x, et px,(n) = N (\/?:_01 T "a). Le résultat
découle maintenant du Théoreme [82] O

Exercice 8. Montrer que si (X,T) est un décalage tel qu’il existe n vérifiant px(n) < n
alors X est fini et toutes les orbites sont ultimement périodiques.

6. Les homéomorphismes du cercle

Nous savons déja que les rotations de groupes métriques compacts sont d’entropie nulle car
il existe une métrique qui fait de la rotation une isométrie. En fait, nous allons maintenant
montrer que tous les homéomorphismes sur le cercle sont d’entropie nulle.

Théoréme 86. Si T : T — T est un homéomorphisme alors h(T) = 0.
DEMONSTRATION. Nous savons que T' envoie les intervalles sur les intervalles car les

intervalles sont les sous-ensembles connexes de T. Choisissons € > 0 tel que :

dn(z,y) < € implique d(T 'z, T™1y) < 1/4.
Nous avons 71 (e, T) < [1/e] + 1. Nous allons montrer que r, (g, T) < n([1/¢] + 1). Soit F
un ensemble qui (n — 1, ¢)-engendre T par T et de cardinalité r,_1 (e, T). Considérons les
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points de T" "1 F et les intervalles qu’ils déterminent. Ajoutons des points & ces ensembles
de tel sorte que les intervalles aient une longueur inférieure a €. Nous devons ajouter au
plus [1/¢] + 1 points. Si E est 'ensemble des nouveaux points, nous posons

F=prpurT Vg,

Montrons que F’ est un ensemble qui (n,e)-engendre T par T. Soit z € T \ F. Il existe
y € F tel que

Z 7

onax d(T"z,T'y) < e.
Il suffit de montrer que d(7T" 'z, 7" ly) < e. Nous allons en fait construire (A par-
tir de y) un z € F' qui vérifie d(T" 'z, T"12) < ¢, puis, par induction décroissante
maxo<i<n—2 d(TZﬂS, TZZ) <e.
Il existe deux intervalles fermés dont les points extrémaux sont 7" 1(x) et T !(y).
L’image par T~! de ces intervalles sont les deux intervalles dont les points extrémaux
sont 7" 2(x) et T"2(y). L’un d’entre eux est de longueur inférieure ou égale & . Notons
le I' et posons I = TI'. Si I est de diametre inférieur & e, alors d(T" 1z, T" 1y) < e. Ce
qui montre que F’ (n,e)-engendre T par 7.
Supposons que le diametre de I est supérieur & e. Ainsi, nous pouvons choisir 2’ € I N
TP F" tel que d(T" 'z,2') < e. Posons z = T~ "2/, Ainsi T" 'z € I, 2 € I’ et
d(T" 1z, T"'2) < e. Par conséquent, 7" 2(z) € I' et donc d(T" 2z, T %2) < ¢.
D’apres I’hypothese sur e, Uintervalle I’ est envoyé par 7! sur l'intervalle I” dont les
points extrémaux sont 77~ 3(z) et T"3(y) et qui est de longueur inférieure & 1/4. I” est
donc le plus petit intervalle délimité par ces deux points. Par conséquent, la longueur de
I" est inférieure ou égale & e. Puisque T 3(z) € I” nous avons d(T" 3z, T"3z) < ¢. Par
induction

d(Tiw,Tiz)gspourOSign—l.

Ainsi F' (n,e)-engendre T. Nous en déduisons

(e, T) <rp_1(e,T)+[1/e] + 1
d’ou 7, (g, T) < n([1/e] + 1). Par conséquent r(e,T) =0 et h(T) = 0. O

Corollaire 87. Tout homéomorphisme T sur [0,1] a une entropie nulle.

DEMONSTRATION. L’application T : [0,1] — [0, 1] est telle que T(0) =0 et T'(1) = 1,
ou T(0) = 1 et T(1) = 0. Dans les deux cas T fixe 0 et 1. Soit S un homéomorphisme
de [0, 1] ayant pour points fixes 0 et 1. Soit ¢ : [0,1] — T la fonction continue définie par
#(t) = e*™. La fonction ¢ est injective sur (0,1) et donc on peut vérifier que ¢pS¢~! est
un homéomorphisme sur T qui fixe 0 € T. Soit «;, un recouvrement ouvert de [0, 1] par
les intervalles [0,1/n), (1 —1/n,1] et (k/2n,(k+2)/2n), 1 < k < 2n — 3. Les arcs ouverts



6. LES HOMEOMORPHISMES DU CERCLE 53

o((k/2n, (k+2)/2n)),1 <k <2n—3, et ¢([0,1/n)U(1—1/n,1]) forment un recouvrement
ouvert 3, de T.

Prenons un atome de \/?;é(qﬁqu*l)jﬁn : ﬁ?;é (¢S¢~1)7A;) ot les A; sont des atomes de
Bn. Si A;j nest pas atome ¢([0,1/n) U (1 — 1/n,1]) alors ont lui associe B; = ¢~ 1A;,
sinon on lui associe [0,1/n) ou (1 —1/n,1]. Cela fait au plus 2P possibilités. Grace a cette
remarque nous obtenons

p—1 p—1
NV Son | <2?N [ \/(6S¢™") B
j=0 =0

Par conséquent h(S,ay,) < log2 + h(¢pSé~t, B,). Puis, grace au Théoréme h(S) <
log2 + h(¢S¢~1) = log 2, la derniere égalité s’obtenant par le Théoréme

Cette formule vaut pour tout homéomorphisme S de [0, 1] qui fixe 0 et 1. Posons S = 1724
pour obtenir 2¢h(T') < log2. D’ou h(T') = 0. O






CHAPITRE 7
Entropie métrique

1. Information et entropie

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité et o« = (A;;4 € I) une partition mesurable (finie ou
dénombrable) de X, c’est-a-dire : o« C B et

(1) p(UVierdi) =1,
Nous supposerons implicitement que pour tout i € I, u(A;) > 0. Par commodité nous
utiliserons la notation o = (A) pour dire que nous appellerons A les atomes de a.
Etant données deux partitions « et 3, nous dirons que « est plus fine que 3, ce que nous
noterons « = (3, si pour tout atome A € « il existe un atome B € 3 tel que A C B. Nous

dirons également que 3 est plus grossiere que a.
Nous dirons que « et 3 sont indépendantes si pour tout A € a et tout B € § on a

W(AN B) = u(A)u(B).
Lorsque « et 8 sont deux familles de sous-ensembles de X, nous poserons

aVp={AnNB:A€aBefj}
que nous appellerons raffinement de « et 5. Notons que si « et 3 sont deux partitions

de X alors aV 3 est également une partition de X.

Définition 88. Soit o« = (A) une partition mesurable et dénombrable. La fonction d’information
associée a o est

Io(x) == 1a(x) log(u(A)),

Acx

i.e. In(x) = —logu(4;) six € A;.
L’entropie associée a a est la quantité d’information moyenne :

H, (@) = E(L,) = /Xfadu — =57 u(A) - log (u(4)).
Aca

Pour la partition trivial N' = {X,0} nous avons Iy = 0 et H, (N) = 0.

55
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Dans ce qui suit nous allons définir I'information et I’entropie conditionnelle. Nous iden-
tifierons souvent la partition « avec la o-algebre qu’elle engendre, c’est-a-dire :

a(a):{UAi:JQI}.
e

Définition 89. Soient a = (A) et § = (B) deux partitions mesurables et dénombrables.
Linformation conditionnelle de a par rapport a 3 est

Iyp = — ZlB (ZlAlog (A| B) ) ZZlAmglog (A|B)),

Beg Aca Bep Aea

ot p(A| B) = “(:22])3). L’entropie conditionnelle est

H(a|B) = /amdu — S S w(ANB) - log(u(A | B)).
Bep Aca

Suposons que nous connaissons la position du point x par rapport a une partition (3, la
valeur I, 3(z) est un indicateur de la ”quantité ” d’information que nous avons en plus en
connaissant la position de x par rapport a a.
Les propriétés suivantes découlent directement des définitions.
Lemme 90. Pour deur partitions 5 et o = (A;).

(1) Lorsque 8= {X}, u(As | {0,X}) = ju(Ay) et Loys(x) = Lo(x) pour tout z € X.

(2) Iy3(x) > 0 pour tout v € X.

(3) SiT: X — X préserve la mesure p, alors Iog(Tx) = Ip-147-15(T).

(4) Sia Ca(B), alors I, =10 p p.p.

(5) Réciproquement, si H(« | ) =0, alors a C o(f3).

DEMONSTRATION. Seul le point 5 n’est pas évident.

Si H(a | 8) = 0, alors 1,3 = 0 presque partout. Pour tout A € a et tout B € 3, nous
avons (AN B) = p(B) des que u(AN B) > 0. Comme [ est une partition, nous obtenons
que 1(A) = > g5 (AN B) et donc que A = U; B; U E pour une certaine famille {B;} C
et E un ensemble y negligeable. Remarquons que E (14 | 3) = > pc51p - u(A| B), par
conséquent E (14 | ) =14 p p.p. Nous en concluons que A € o(f3). O

Nous en déduisons le lemme suivant.

Lemme 91. Pour deuzx partitions et o = (A;).
(1) Lorsque p={X}, H(a | {0,X}) = H(c).
(2) SiT: X — X préserve la mesure p,
alors H(a | ) = H(T 'a | T718) et H(T7'a) = H(a).
(3) Sia Co(B), alors H(a | B) = 0.
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(4) Nous avons H(a | B) < H(«).

DEMONSTRATION. Les points (1) & (3) s’obtiennent & partir du lemme précédent par
simple intégration.
Pour le point (4) nous avons

(AN B)
H(a|B) = - (AnB)lo BRe 20
Aeaz,;eﬁu ’ ( w(B) >
< - Z 1(AnN B)log(n(AN B))
A€a,BeS
< = u(A)log(u(A)),
Aca

puisque, par concavité de la fonction ¢ — —tlogt, pour un A € « fixé, nous avons

— 3" u(AN B)log(i(AN B) < —pu(A) log((A)).
Beg

La propriété suivante se révélera tres utile tout au long du chapitre.
Proposition 92 (Propriété de base). Soient «, 3,7 des partitions mesurables dénombrables.
Alors,
Lavgly = Lajy + Igjavy,
presque partout. De méme, nous avons

H(avp|y)=H(a|v)+H(B|aVy).

DEMONSTRATION. Soient o = (A), 8 = (B) et v = (C) des partitions mesurables
dénombrables. Soit t € ANBNCou A€ a, BefetC e€n. Alors,

w(ANBNQC)
1, z)=—log(p (AN B|C)) = —log(————+—),
vy (7) (e ( 1C)) ( 0 (C) )
p(ANC)
Iy () =—=log(u(A] C)) = —log(———) et
Iy () (n(A]C)) ( (O )
w(BNANC)
Ig)av~y(7) = —log(u(B|ANC)) = —10g(m)-
Ainsi, I, (x) + 1310y~ () = —log % = Lovgly (x).
La seconde relation se déduit de la premiere. O

Corollaire 93. Soient «, (3, v des partitions mesurables de X.
Si o= B alors Iy > Ig, et H(aly) > H(Bly). En particulier,

H(e) = H(B).

Iy
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DEMONSTRATION. Si o = (3, la propriété précédente implique que I,
I, + 143y~ d’0l nous concluons que I, > Ig),.

Iy = tavily =
Iy

O

Supposons que T : X — X préserve la mesure p. Pour une partition mesurable «, nous
notons

n—1

VT a={4,nT "4, n..nT" " VA, ;A €a, i=0...n—1}.

i=0

Pour n > 1, notons H,(a) = H (\/;‘:_01 T~%a). D’apres la proposition précédente, nous
avons pour tout n,m € N

n+m—1 A
Hyim(a) = < \/ T_Za>
n+m—1
= H(\/T a>+H< \/ T | \/T a)
n+m—1
< <\/ T Zoz) +H ( \/ T_ia> Par le point (4) du Lemme

1=n

= n(a m(a

puisque Vit —ig = " \/6”_1 T« et H est T-invariant.
La suite (H,,), est donc une suite sous-additive. Par le Lemme la limite suivante est
bien définie.

Définition 94. L’entropie d’une partition a relativement a une transformation T : X —
X est la limite .
H\ T
hu(T,a) = lim M_
n—-+oo n

Définition 95. L’entropie du s.d.m. (X,B,u,T) est

hy (T) = sup {h, (T, @) ; & partition mesurable et finie} .

Nous verons que cette constante est un invariant de s.d.m.

2. Calcul d’entropie

Comme nous pouvons nous l'imaginer I'entropie métrique est difficle a déterminer en
pratique. Nous voudrions donner une méthode effective pour la calculer.

Nous commencons tout d’abord par un résultat de Sinal montrant que, sous de faible
hypotheses, le supremum est atteint pour une certaine partition.
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Définition 96. Une partition « telle que H,,(ot) < +00 est un générateur fort pour lespace
(X, B, u) si 52T "a =B (mod p).

Si T est inversible, alrs la partition o telle que H, (o) < 400 est un générateur pour
Uespace (X, B,p) si \/52_ . T 'a =B (mod ).

1=—00

Théoréme 97 (Sinai). Soit (X,B,u,T) un s.d.m.. Soit « une partition d’entropie finie.
Alors,

(1) si« est un générateur fort, alors hy, (T) = h, (T, o) ;
(2) Si T est inversible et o est un générateur alors hy, (T') = hy (T, ).

Ce théoreme sera démontré dans la section [6

Exemple. Pour le décalage o sur X = {0,1}* munit de la mesure de Bernouilli x de

parametre 1/2, la partition o« = {[0], [1]} est un générateur (Exercice). Les atomes de la

.. 1 . .,
partition oy, = \/[j o Lo sont les cylindres associés aux mots de longueur n. La mesure

de chacun de ces atomes est donc de 27". Par conséquent

n—1
H,(\/ o7'a) = > —u(C)log(n(C)) = —log(2™™).
=0

CEOén
Ainsi, h, (0, a) = log(2), et par le théoreme de Sinai, h, (o) = log(2).

Nous allons donner a présent une application de I’entropie pour décrire la mesure asymp-
totique des éléments d’une partition.

Corollaire 98 (du théoréeme de Shanon-Mac Millan -Breiman). Soit (X, B, u, T) un s.d.m.
ergodique et o une partition mesurable et dénombrable telle que H,, (o) < co. Notons By, (x)
l'atome de \/?;01 T« contenant x € X. Alors,

) 1
A}gnoo N log u(Bn(x)) = hy (o, T)
u-presque partout et dans L'(X, B, ).

Ce résultat découle d’un théoreme plus général de Shanon-Mac Millan-Breiman, présenté
avec les preuves, dans la section

3. Propriété de ’entropie
L’entropie est un invariant de s.d.m.

Proposition 99.
Si (Xo, Ba, p2, To) est un facteur de (X1, By, p1,Th) alors hy, (T2) < hy, (T1).
Si (X1, B, p1, Th) et (Xo, Ba, 2, To) sont conjugués alors hy, (T1) = hy, (T2).
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DEMONSTRATION. Soit « une partition mesurable et dénombrable de X5 telle que
H,, (a) < 00Si®: X; — Xy est un facteur entre les s.d.m. (X1, By, p1, T1) et (Xo, Ba, o, Tp)
alors 1o = ((I>_1A; A€ a) est une partition de X;. Elle est d’entropie finie car

Hy, (@7'a) ==Yy (271 A4) log iy (271 A)

Aca
==Y pa(A)log iz (A) = Hy, (o) < oo
Aca
1 N-1
hyy (T1, @7 'a) = lim —H, ( \Va (<I>_1a)>
! N—oo N . =0
1 N-1
= lim —H, ( \V @' (TQ"a))
n=0

1 N-—1
— Nhinoo NH#1 (qu <\/ T;”a))
n=0

1 N-1
= lim - H,, (\/ T;%) = hyy (Th, a0) .
n=0

N—o0
Ainsi, hMQ (T27 a) = hMl (T17 (P_la) S h’ul (Tl)v puis h’MQ (TZ) S hMl (Tl) O

Remarquer le résultat suivant, affirmant que, dans le cas des systémes définis par des
shifts, ’entropie est un invariant complet.

Théoréme 100 (Ornstein). Deux shifts de Bernoulli sont conjugués en mesure si et
seulement s’ils ont la méme entropie.

Proposition 101. Soit (X, B, u,T) un s.d.m..
(1) Pour tout n > 0 nous avons hy, (IT™) = nh, (T).
(2) Si T est inversible, alors h, (T™) = |n| h, (T') pour tout n € Z.

DEMONSTRATION. Montrons (1). Si n =0, alors hy, (o, T) = 0.
Soit n > 0 et a une partition telle que H,(«) < co. Alors, par le Corollaire

n—1 ' 1 N—-1 n—1 '
hy (o, T™) < hy, <\/ T%y,T”) = lim_ NHM < \/ T (\/ T%)z))
1=0 =0 1=0
1 nN—1 ' n niN—1 '
= Jm 5 ( \ T"“) = Jm o ( v T"“)

=nhy, (a,T).
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De plus, en utilisant les égalités précédentes nous obtenons

n—1

nhy (o, T) = hy, (\/ T_ioz,T"> < hu (T"),

=0
car par sub-additivité H, (\/” L a) <S> 'H, (T~'a) =nH, (o) < 0.
Montrons (2). Il suffit de montrer que h, (T~*) = h, (T). Or,

N-1 N-1 N-1
H, ( \ (T—l)—”a> —H, (T—W—l) ( \/ T%)) —H, ( \/ T—"a> ,
n=0 n=0 n=0

donc hy, (a, Tfl) = hy, (o, T) pour toute partition mesurable et dénombrable «. O

Soient (X, B;, i, 13), i

= 1,2 deux s.d.m. séparables. On définit T7 ® T : X7 x X9 —
X1 xXopar T1 T (21, 22) =
(

(Thx1, Toxs). Cette application préserve la mesure p; ® po.

Proposition 102. Soient (X;, B;, ni, T;), i = 1,2, deux s.d.m. séparables. Alors,

h#l@#z (Tl ® TQ) = h‘l—Ll (Tl) + h#z (TQ) .
DEMONSTRATION. Nous avons

N-1
Hyops ( \ (e T) ™" (o, x 04%))

k=0

(i) (00

=— Y m®u(AxB)log( & pa(A x B))
Acal,Beay

- Z p1(A)pa(B) log(p1 (A)pa(B))

A€ol ,Bead

== > m@pAB)log((A) = Y m(Aua(B)log(uz(B))

Aeal,Beal Aeal,Beal
=— Y pm(A)log(ur(A)) — Y p2(B)log(pz(B))
Aeal Beay
N-1 N-1
—k —k
=Hy, (\/ (Th) ai) + Hy, (\/ (T2) 0‘?1) :
k=0 k=0

Ainsi, en divisant par N et en passant a la limite, nous avons

s (10 © Ty, x 02) =y (Th08) + iy, (T5,03)



62 7. ENTROPIE METRIQUE

Le résultat s’en déduit. O

Pour la suite, nous aurons besoin de généraliser les définitions d’information et d’entropie
par rapport, non plus a une partion, mais a une sous-tribu.

Définition 103. Soient (X, B, i) un espace de probabilité, o une partition dénombrable et
mesurable, et A C B une sous-o-algébre de B. La fonction d’information de « par rapport
a A se définit par

Ija=—Y_1a-log(E(LalA)).
Aca
L’entropie conditionnelle de « par rapport a A est

H(a| A= /XIaMd,u.

Lorsqu’il sera nécessaire de spécifier la mesure utilisée, nous noterons I,,(«|A) et H,(a.A)
respectivement. Cette définition généralise celle utilisant les partitions puisque [,5 =

Tajo(s)-
Proposition 104. Si A; O Ay alors H (o | A1) < H (a | A2) .

Cette proposition généralise le (4) de Lemme (91| avec As la tribu grossiere.
Pour prouver la Proposition nous aurons besoin de 'inégalité de Jensen.

Lemme 105 (Inégalité de Jensen). Soit ¢ : R — R une fonction concave. Alors, pour
tout f € L' (X, B, 1) et toute sous-o-algebre A C B, nous avons

pEA)ZE(e(f)[A).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION [104] La fonction ¢ de [0,1] dans Ry définie
par ¢(t) = —t - log(t) est concave (on pose ¢(0) = 0).

H(alA) = Z/log (1] .A))du

Aca

==X [ E(lalog(E (14| 4) | A

Aca

:—Z/log (1a| A)E (14 | A)dp
A€o

_ (1a | A)) dp
ALY

Utilisons l'inégalité de Jensen avec A € o, f =E (14| A1) et A= Ay :
P (EEMa]A)[A2)) ZE(p(E(la | A1) | A2)
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c’est-a-dire
p(Ea]A2) ZE(p(E(1a| A1) | A2).

En intégrant nous obtenons

/¢<E<1A\A2>>duz/ o (E (14| A) du
X X

En sommant sur A € « et en utilisant les premieres égalités obtenues nous en déduisons
H(a| A2) > H (o | Ay). O
4. Rappels sur les martingales

Nous rappelons ici certains résultats qui seront nécessaires pour prouver les résultats de
la section [21
Le lemme suivant est un lemme technique tres utile pour prouver les convergences.

Lemme 106 (Lemme maximal). Soient (X, B, 1) un espace de probabilité et B; C By C
... € By C ... C B une suite croissante de sous-c-algébres de B. Alors, pour tout f €
LY (X,B, ), A>0 et N € N*, nous avons :

1
pour tout A >0, u(E) < )\/ |f] du,
X
ou E ={x € X;maxi<,<NE(f | Byn) (z) > A}.
DEMONSTRATION. Nous pouvons supposer f > 0. Nous avons F = UnN:1 E,ou E, =

{re X;(VEe{l,..,n—=1}E(f|Bg) (z) <N et E(f | Bn) () > A\}.
Or, les E, sont deux & deux disjoints et F,, € 3, donc

0

Corollaire 107. Soit (B,,),cy une suite croissante de sous-o-algebres de (3. Alors, pour
tout f € L' (X, B, ) et tout A > 0,

u{wGX sup E (f | Bn) } /!f\du

neN

DEMONSTRATION. Exercice. O
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Théoréme 108 (Théoreme de convergence des martingales croissantes).
Prenons (X, B, ) un espace de probabilité, (By,), une suite croissante de sous-o-algébres

de B et
By = {B € B;Ve > 0,3n € N,3B,, € B,, tel que u(BAB,,) < €}

sa limite. Alors, pour tout f € L' (X, B, ;1) nous avons

lim E(f | B,) =E(f| Bs) dans L' (X,B,p) et p— p.p..

DEMONSTRATION. Prouvons la convergence dans L' (X, B, u1). Le résultat est vrai pour
f dans UpenL! (X, By, i1). En effet, si f appartient a L' (X, B, i), alors pour tout n <
W < oo, E(f | Bu) = f.
Par ailleurs, UpenL! (X, By, 1) est dense dans L' (X, By, 1) (exercice).
Prenons f € L'(X,Boo, ) et € > 0. Il existe ng € N et g € L' (X, By, 1) tels que
| f — gll; < e Pour n > ng nous avons

IE(f1Bn) — fllv = IE(f|Bn) — E(9]Bn) + E(9]B,) —g + 9 — fllh
< [[E(f — g|Bn)ll1 + [lg — £l < 2e.

puisque E (g | B,) = g pour tout n > ng. Ainsi nous avons le résultat pour f € L'(X, B, i)
puisque E ( | Buo) € L (X, Booy ) ot E(f | By) = E(E(f | Buc) | Ba).

Montrons la convergence p-p.p.. Comme précédemment, il suffit de faire la preuve pour
f € L' (X, Boo, p1). Soit € > 0. Les inégalités suivantes permettent de conclure.

5 {hmsup B (fIB.) — f |> ﬁ}

=1 {lim sup |E(f|Bn) — E(g|Bn) + E(9|Bn) —g+9— f| > ﬁ}

sﬂ{nmsupm(fgwnn > \f}w{gﬂ > ‘2[}

n—oo

<ufsup |G =918 1> 5vef +u{lr o> 5]
neN

2 2
<= [ =aldns = [ 1r-glau=ave

olt nous utilisons le corollaire du Lemme Maximal et 'inégalité p {|f| > A} < T [ [f|dp.

Nous voulons appliquer le théoréme des martingales croissantes a la fonction d’information.
Pour cela nous avons besoin du lemme technique.
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Lemme 109 (Lemme de Chung). Soit (X,B,u) un espace de probabilité. Soit o une
partition mesurable et dénombrable d’entropie finie. Soit (Ap)nen une suite croissante de
sous-o-algébres de B. Alors,

/ sup Iy 4, dp < Hy (a) + 1.
X neN

En particulier, sup,,ey Io|a, € L' (X,B,u).

Nous sommes enfin en mesure de prouver le résultat fondamental suivant.
Si (Ap)nen est une suite de partitions ou de sous-o-algebres, notons \/, A, la sous-o-
algebre engendrée par U, A,. On peut remarquer que Ay, =\/,, An( mod p).

Corollaire 110. Soient a une partition mesurable finie, (Ayp)nen une suite croissante de
sous-o-algébres et Aog =\/,, Ap.
Alors, Ioja, —n—oo laja.. p-presque partout et dans LY(X, p). Ainsi

HH (C( ‘ .An) ——7n—oo H,u (Oé ’ AOO) :

DEMONSTRATION. Fixons A € «. Grace au théoréme des martingales croissantes
nous avons f (A | Ay) —n—oo p(A ] Ax) p-presque partout et dans L' (X, B, u), ou
p(AlAp) = E(Qa | An) et p(A| Ax) = E(1a| Ax). Ceci implique que I 4,(z) —
Io 4. () p presque partout.

Par le Lemme de Chung, nous avons que la suite (I,4,)n est dominée par la fonction
intégrable sup,, 1,4, Ainsi par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, nous
avons Ioja, () — Iya. (z) dans L',

En intégrant, nous obtenons le résultat pour Ientropie associée, i.e. H(« | Ay) converge
vers H(a | As) quand n — +oo0. O

5. Preuve du théoréme de Shanon-Breiman-Mac Millan

Donnons tout d’abord une définition équivalente de h, (T, «).

Proposition 111. Soient (X, B, u,T) un s.d.m. et a une partion mesurable dénombrable.
Alors

n—1
hiT0) = lim Hla| \/ T) = Hia] o),

A -
ot a” =\ ;5 T "a.
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DEMONSTRATION. En utilisant la Proposition et l'invariance de H par T, nous
obtenons

n—1 n—1 n—2
H(\/ T ) = H(a|\/ T )+ H(\/ T a)
= rzzill l:On—Q n—3
= H(a|\/T 7o)+ H(|\/ T a)+H(\/ T"'a)
=1 =1 =0

= H(a)+ > H(a| \_/T—ia).

D’autre part, nous avons par le corollaire appliqué a A,, = a(\/?:_o1 T~'a) que la suite
H(o | \/?:_11 T~'a) converge, quand n tend vers l'infini, vers H(a | a™).
Puisque la convergence implique la convergence en moyenne de Cesaro, par les égalités
précédentes, nous avons
1 n—1 ' n—1 A
lim —H(\/ T )= lim H(a|\/ T a)=H(a|a).
i=0 i=0

n—+oo n n—-4oo

g

Faisons quelques commentaires. Supposons h, (1') = 0. Alors, toute partition o dénombrable
et mesurable d’entropie finie est telle que H, (o | @) = 0. Ceci implique que « est conte-
nue dans o~ et donc que le s.d.m. est en quelque sorte “déterministe”.

De plus T7!B = B ( mod p). En effet, supposons qu’il existe B € B\ T~'B de mesure
non-nulle. Considérons a = {B, B¢}. D’apres ce qui précéde nous devons avoir a C a.
Or, a~ CT7'B, donc a C T'B. D’ot B € T~ B, contradiction.

Nous sommes alors en mesure de démontrer le théoreme principal de cette section :

Théoréme 112 (Shannon-Mac Millan-Breiman).
Soient (X, B, 1, T) un s.d.m. et o une partition mesurable et dénombrable telle que h,, (T, ) <
oo. Alors,

. 1 1
A}gnoo NIVTJY;& r-ng = E(f | T) w— p.p. et dans L' (X, B, u),
ou f = Iy o~ et T désigne la tribu engendrée par les ensembles T' invariants (Ir—'B = B).

Utilisons le, & présent, pour prouver le Corollaire [08]

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE [98] En appliquant le théoréme de Shanon-Mc Millan-
Breiman, I’ergodicité de la mesure implique que Z est la tribu grossiere et donc que E(f | Z)
est constante et vaut

| B 1Ddn = [ fdn=H(a| o) = b0
X X
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Le théoreme de Shanon-McMillan-Breiman découle en fait, du théoreme ergodique.

DEMONSTRATION DU THEOREME [112l Posons fo = In, fi = Ik g €6 f =
n=1
I4|o-- Nous avons

I\/Q’ L Tra T Ia\/\/fy;f T-nq Ia| VN T-na + I\/T’f;f T-nq
= It Iy ey = IN-r Ly g o T
= fv1+ fyooT 4+ -+ fooTNL,

Ainsi

1 1N 1
‘ LyN-1pong = (f\I' N fnoi—g o TF —E(f | T)
k=
N— 01 N-1
230M+%aﬂ—foﬂj+-ﬁ JoT* ~E(/|T)
k=0 k=0

Par hypothese H, (o) < oo. Donc, d’apres le Lemme de Chung et le corollaire f
appartient & L'(X, B, u). Le Théoréme de Birkhoff implique que

N—

H

foTF—E(f|T)
k=0

1
N

converge vers 0 u-presque partout et dans L'(X, B, u1).
Etudions l'autre terme. Posons gx = | fr — f|. Nous avons

=

N—

1 1

— 1 poTk.
N OQN 1-k ©

(fn_1-k— f)oTF
N =

(1)

<

e
Il

Montrons que le second terme converge vers 0 u-presque partout et dans L' (X, B, u).
Grace au corollaire nous observons que f = Ia|\/fL:1T*"a converge vers f = Iojq-

p-p.p. et dans L. Ainsi, limy_, gr = 0 pu-presque partout et dans L' (X, B, u). Prouvons
la convergence dans L' (X,B,u) du second terme de (). Il suffit de montrer que son
intégrale tend vers 0. Nous avons
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1 N—-1 1 N—-1
D SRR LTRSS DY Rt
k=0

X k=0
1 N-—1

Prouvons la convergence u-presque stire du second terme de . Nous avons

GN = Sup gg < (Supfk) +f € Ll (X767//J)7
k>N k>1

par le Lemme de Chung. Fixons M. Alors,

L V-1 | NoM- L Nl
N Z gn—1-k o TF = N Z gn—1-k o TF + N Z gn—1-k o T*
k=0 k=0 k=N—M
| VM-t L Nl
< = GuoTF+ — Z gn—1-k o T".
N = NN

D’apres le Lemme de Chung, supy>; fx appartient a L' (X, B, it) et est donc fini p presque
partout. Comme % Ziv:_]\l]_ MIN—1—k © T* est une moyenne d’une somme de M termes
chacun majoré par supy>, fi, nous avons

limy 400 % ngv:_]\l,iM JgN_1-k © TF =0 p-presque partout.

Le Théoreme de Birkhoff implique que

lim — GuoTF = [ Gud

5 3 Guert= [ Guds

Remarquons que Gy tend vers 0 u-presque partout. Le théoréme de convergence dominée
de Lebesgue entraine que [ v Gardp tend vers 0. Ceci acheve la preuve. O

Corollaire 113. Soit (X,B,u,T) un s.d.m. ergodique et o une partition dénombrable et
mesurable telle que H, (o) < 0o. Pour tout € > 0 il existe N (€) tel que pour tout N > N (e),
la famille d’atomes

N—-1
FN (O[) = {A & \/ T_na : e_N(h#(a’T)'i'E) S ,LL (A) S e—N(h#(a,T)—e)}
n=0

vérifie p (UAeFN(a) A) >1—e.
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DEMONSTRATION. D’apres le Théoréme de Shannon-Mac Millan-Breiman, %IVN—I T—ng
n=0

hy (o, T) p-presque partout. Soit € > 0, il existe IV (€) tel que pour tout N > N ()

1
1 {a: € X; vag;01 eng(T) = hy (a,T)‘ > 6} < €.

N-1mp—n_ .
Remarquons que IVf:_ol r-n, €St constante sur les atomes de \/,_y T "a : elle vaut

—log(A) sur A € /N T~"a. Par conséquent il suffit de poser

N-1
I'y(a) = {A € \/ T "a;

n=0

—%logM(A) —hy (Oz,T)’ < e}.

6. Preuves des théorémes d’Abramov et de Sinal

Lemme 114. Soit (X,B,u,T) un s.d.m.. Si « et 3 sont deux partitions mesurables et
dénombrables d’entropies finies alors

hu (B, T) + H (| B) et
Hy(alB) + H ().

DEMONSTRATION. Nous avons
n—1 n—1 n—1
H (\/ T—ia> <H (\/ T av \/ T"ﬂ)
i=0 i=0 i=0
n—1 n—1 n—1
=H (\/ T‘%) +H <\/ T | \/ T‘%) ,
i=0 i=0 i=0
par la proposition Nous estimons ensuite
n—1 n—1
H (\/ T | \/ T’ﬂ)
i=0 i=0
n—1 n—1 n—1
=H <a 1V T”_1ﬁ> +H (\/ T lav\/ T—%’)

i=0 i=1 =0

n—1 n—1
SH(a|ﬁ)+H<\/Tia| \/T’ﬂ)

i=1 i=1

n—2 n—2
:H(a|ﬁ)+H<\/ T | \/T‘%).

1=0 =0

> N—00
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En procédant de fagon inductive sur n, nous obtenons
n—1 n—1
H (\/ T | \/ T—Z‘ﬁ) <nH(a|p)
i=0 i=0
Finalement avec I'inégalité du début, nous voyons que

n—1 n—1
H (\/ T%@) <H (\/ T’ﬁ) + nH(alB).
=0 =0

En divisant par n, puis en faisant tendre n vers 400, on obtient le résultat voulu. L’autre
inégalité en découle. U

Théoréme 115 (Abramov). Soient (X, B, u,T) un s.d.m. et (an;n € N) une suite crois-
sante de partition d’entropie finie convergeant vers B ( mod ). Alors,

hy (T) = lim hy, (T, o).

DEMONSTRATION. Soit § une partition d’entropie finie. En raison du lemme précédent
nous avons

hy (T,0) < hy (T, o) + H (0| o) -
D’apres le corollaire au Lemme de Chung, (H (9 | a,))r tend vers H (6 | B), quand n —
+00. Ainsi, hy, (T) < limy o0 by (T, ) < by, (T). O

Rappelons la définition de générateur.

Définition 116. Soit (X,B,u,T) un s.d.m.. Une partition o dénombrable et mesurable
d’entropie finie est un générateur fort si = \/o(a) = B ( mod p). ‘
Si T est inversible, a est un générateur si ar = B ( mod p), ot ar = \/;c, T"c.

Lemme 117. Soit (X,B,u,T) un s.d.m.. Si a et v sont des partitions d’entropie finie,
alors

(1) Sio(a)Va~ 2o (y) alors hy, (T,y) < h, (T, ) et
(2) pour T inversible, si Tar 2 o(y) alors hy, (T,v) < hy, (T, «).

DEMONSTRATION. Supposons v = a~ V a. D’apres le lemme nous avons
n—1 n—1
h (T,7) < Iy, (T, \V T-ka) +H (7 1V T‘ka>
k=0 k=0

Soit € > 0. Puisque \/Z;é T~ *a tend vers o V o~ quand n tend vers 400 et que 7 est
a V o~ -mesurable, par le corollaire il existe n(e) € N tel que pour tout n > n (e),

H, (*y | \/Z;é T‘ka) < €. Soit n > n (¢). On remarque que
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n—1 N-1 n—1
1
—k T —1 —k
hu<T,\/T a>_N1£réoNHu<\/T <\/T a>>
k=0 =0 k=0
(N+n—2)

1
= lim —H, \/ T""a | =h, (T, ).
n=0

d’ou I'on conclut que hy, (T,7) < hy, (T, o) + € pour tout € > 0. Ce qui permet de conclure.
L’autre partie du lemme se prouve de fagon analogue. O

On en déduit directement le théoreme [07 de Sinai.






CHAPITRE 8

Relation entre I’entropie topologique et ’entropie mesurée

Dans ce chapitre, X est un espace métrique compact et T : X — X une application
continue. La tribu des boréliens de X sera notée B(X).

Dans cette partie, nous prouvons la relation simple qui existe entre ’entropie topologique
et ’entropie mesurée : si T" est une fonction continue d’un espace métrique compact, alors
h(T) = sup{h, (T) i € M(X,T)}.

L’inégalité sup{h,(T)|p € M(X,T)} < h(T) a été prouvé en 1968 par L.W. Goodwyn.
En 1970, T.N.T. Goodman a prouvé 1’égalité dans le cas général. Dans le lemme suivant,

— o
0B désigne l'ensemble 0B = B\ B.

Lemme 118. Soient X un espace métrique compact et yp € M (X, T).

(1) Sixz e X et d >0, alors il existe 6’ < ¢ tel que u(0B(x,d")) = 0.
(2) Sid > 0, alors il existe une partition finie § = {Ai,..., A} de (X,B(X)) telle
que diam(A;) < § et p(0A;) =0 pour chaque j.

DEMONSTRATION. Le (1) est laissé en exercice. Montrons (2). D’apres (1), il existe un
recouvrement ouvert fini 3 = {B1, ..., B,} de X par les boules de rayon inférieur & 6,/2 avec
1(0Bj) = 0 pour tout j. Posons A; = By et pour tout n > 1, A, = B,\(B1UBU...UB,_1).
Alors £ = {Ay,..., A} est une partition de (X,B(X)) avec diam(A,) < 4, et puisque
A, C U;—, 9B; nous avons p(9A,) = 0 pour tout n. O
Avant de montrer le principe variationnel, nous allons rassembler un certain nombre de

remarques que nous utiliserons pour le montrer. Dans ce qui suit, X est un espace métrique
compact et B(X) la tribu des boréliens.

Remarques.
(1) Sipie M(X),1<i<mn,etp;>0,> " p; =1, alors

Hy i (€) 2 D piHy (€)
=1

pour une toute partition finie £ de (X, B(X)). En fait, il suffit de le montrer pour deux
mesures (Exercice). Prenons deux mesures p,m € M(X,T) et p € [0, 1]. Puisque ¢(z) =
xlog(x) est convexe, nous obtenons que si B € B(X) alors

73
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¢(pu(B) + (1 — p)m(B)) < pp(u(B)) + (1 — p)p(m(B)).

Donc, si € est une partition finie quelconque de (X, B(X)), alors

Hpu—&-(l—p)m({) > pH#(f) + (1 = p)Hm(8).

(2) Soient ¢ et n des entiers positifs avec 1 < ¢ < n. Pour 0 < j < ¢ — 1 posons
a(y) = [(n —j)/q], ou [b] désigne la partie intégrale de b > 0. Nous avons :

(a) a(0) = a(1) > ... > a(g — 1).

(b) Fixons 0 < j < ¢ — 1. Alors

{0,1,....,n—1}y={j+rg+i;0<r<a(j)-1,0<i<qg—-1}US

ou §={0,1,...7 = 1,j +a(j)¢,j + a(j)g + 1,...,n — 1}. De plus, j +a(j)g = j + [((n —
3)/a) — g =n —q, donc #5 < 2q.

(¢) Pour chaque 0 <j < ¢—1, (a(j) = 1)g+j < [((n—3)/q) = lg+j=n—q.
Les nombres {j +rq;0 < j < q¢—1,0 <r < a(j) — 1} sont tous distincts et ne sont pas
plus grands que n — q.

(3) Sipe M(X,T) et si u(0A;) =0,0<1i<n-—1, alors

(i)

car 0 (ﬂ?z_ol T*iAi) c Ul T0A,.

Théoréme 119. Soit T : X — X une fonction continue d’un espace métrique compact

X. Alors h(T) = sup{h,(T)|p € M(X,T)}.

DEMONSTRATION. Soit p € M(X,T). Montrons h,(T) < h(T). Considérons §{ =
{41, ..., A;} une partition finie de (X, B(X)). Choisissons € > 0 tel que ¢ < 1/(klogk).
La mesure p étant réguliere, il existe des ensembles compacts B; C A;, 1 < j < k,
avec p(A;\Bj) < e. Soit n la partition {By,..., By}, ou By = X\ U§:1 B;. Nous avons
w(By) < ke et, en utilsant les propriétés de ¢,
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ko k . '
Hy(E) == 33 u(E)s (M)
u Byn Aj .. Bin4;
= —M(Bo);gb (W) car si ¢ #O,H(N(Bi)) =0oul
"1 (u(Byn A; By N A,
= kulB ) o (M2 A)) < —umoro > S
= —ku(Boy)o (2) = u(By)log(k) < kelog(k) < 1.

Remarquons que pour chaque i # 0, By U B; = X\ Uj 4 Bj est ouvert, et donc 8 =
{ByU By, ..., By U By} est un recouvrement ouvert de X. Posons N = N (\/?;01 T_in), le

nombre d’ensembles non-vides dans la partition \/?;01 T~'n. Nous avons, pour n > 1,

n—1
Hu<\/Tin>= > —o(u(A)
=0

AeViT) T—in
=N Y SO

AE\/?;OI T—in

SN[ X pa)

AG\/?;O1 T—in

1
Montrons que N (\/?:_01 T*in> < 2"N <\/?:_01 T*iﬁ). Soit a un sous-recouvrement de

VP24 T8 de cardinalité N(a) = N (\/?:_01 T*iﬁ>. On peut décrire « de la fagon sui-
vante :

ou{s(i,7);0<i<n-1,1<j < N(a)} C{1,...k—1}. Or pour chaque j on peut écrire
I’élément de « correspondant de la fagon suivante :
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2™ n—1 '
UM 77" Bz,
I=1i=0

ou t(i,7,1) € {0, s(i,j) }. Par conséquent

n—1
o = {ﬂ T (Byijp):1<1<2"1<5< N(a)}
i=0
est un recouvrement de X tel que

N(d') <2"N(a).
De plus, \/?:_01 T~'n < o/, par conséquent,

n—1 n—1

H, (\/ T’#]) <log N (\/ T%) + nlog?2
i=0 i=0

puis

hu(T,n) < W(T,B) +1log2 < h(T') + log 2.
Ainsi, d’apres le Lemme nous avons

hu(T,§) < hy(T,m) + Hy(€ln) < (T) +log2 +1,
puis h,(T) < h(T) +log2 + 1. Ceci étant vrai pour toute autre application continue

laissant p invariante, c’est également vrai pour les applications T". Ceci donne, grace aux
théoremes et [78) nh,(T) < nh(T) +log2+ 1. Dot h,(T) < h(T).

Soit € > 0. Montrons que nous pouvons trouver . € M (X, T) telle que h,(T) > s(e, X, T).
Ce qui impliquera que sup{h,(T)|p € M(X,T)} > h(T).

Soient £, un ensemble (n, e)-séparé pour X de cardinalité s, (e, X) et o, € M(X) la me-
sure atomique concentrée de fagon uniforme sur les points de £y, : 0, = (1/50(e, X)) Y e 0z
Considérons p,, € M(X) définie par p, = (1/n) 3 1) 0 o T~% Puisque M(X) est
compact, nous pouvons choisir une suite strictement croissante (n;) d’entiers telle que
limnﬁoon%’log sn;(e,X) = s(e,X,T) et (pn,); converge dans M(X) vers u € M(X).
D’apres la Proposition nous savons que p € M(X,T). Nous allons montrer h,(T) >
s(e, X, T). Le Lemme ous assure que nous pouvons choisir une partition & = {Ay, ..., Ax}
de (X,B(X)) telle que diam(4;) < ¢ et u(0A;) = 0 pour 1 < i < k. Les éléments
de \/?;01 T~%¢ contiennent au plus un élément de E,, donc il y a exactement s, (g, X)
éléments de \/?;01 T~ de o,-mesure 1/s,(e, X), les autres étant de o,,-mesure nulle. Par

conséquent H,, (\/?;Ol T_Zf) = log sp (e, X).
Fixons des entiers positifs ¢, n avec 1 < ¢ < n et, comme dans la remarque (2), définissons
a(j), pour 0 < j < g — 1, par a(j) = [(n — j)/dl.
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Soit 0 < j < ¢ — 1. D’apres la Remarque (2) (b) nous avons :

n—1 a(j)—i q—1
\/ T7i¢ = \/ 7—(rg+3) (\/ T"f) V \/ T
i=0 r=0 i=0 les

et S a une cardinalité au plus égale a 2¢g. Par conséquent,

log sp(e, X) = Hy, (\/ T ’§>

a(j)—1

<y (T (ra) \/T 25) +>H,, (T7%)

r= les

a(j)—1 g—1
< H,, or-ra+i) (\/ T‘%) + 2qlog(k).

r=0 =0
En sommant sur j de 0 & ¢ — 1 et en utilisant la Remarque (2) (c¢) nous obtenons

qlog sy (g, X) ZHU T (\/T l{) + 2¢° log (k).
p=0
En divisant par n et en utilisant la Remarque (1) nous obtenons

(2) —logsn(e X)< H, <\/T lg) +—1og( ).(%)

Grace a la Remarque (3) nous savons que les éléments de Vi:_() T~ ont des frontieres
de mesure nulle. Ainsi lim; .o pin;(B) = pu(B) pour chaque élément B de \/?:_& T
(Remarque (4)) et par conséquent

q—1 q—1
lim H,, <\/ TZ{) = H, (\/ T%) .
d=e0 i=0 i=0

En remplacant n par n; dans l'inégalité et en faisant tendre j vers +o0o nous en
déduisons

gs(e, X, T) < (\/T’g)

En divisant par ¢ et en faisant tendre ¢ vers +o0o nous concluons s(e, X,T) < h,(T,§) <
h,(T). O
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