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INTRODUCTION GENERALE

Cette these porte sur I'étude des propriétés statistiques de systemes dy-
namiques essentiellement uniformément dilatants en toutes dimensions, avec
discontinuités. Dans ce cadre, les résultats qui existent concernent 1’existence
de mesures invariantes absolument continues par rapport a la mesure de Le-
besgue. Le principal probleme posé par les discontinuités est qu’il n’est pas
possible de travailler avec des fonctions Holder ou Lipschitz (celles-ci sont trop
régulieres pour étre préservées par 'opérateur de transfert). Différentes notions
de variation bornée ont ainsi été introduites [K1], [Sa], [Ts|, [AZ], [Cw], et sous
certaines conditions, parfois difficiles a vérifier, sont prouvées ’existence de me-
sure invariante absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et
la décroissance des corrélations pour des observables a variation bornée, soit
en utilisant des méthodes de métrique projective, soit la quasicompacité de
lopérateur. Le seul résultat pour des potentiels plus généraux est celui de J.
Buzzi [Bu2] qui construit une mesure conforme en se basant sur [DU] et montre
'existence d’états d’équilibre pour des applications affines par morceaux de R<.
Apres avoir rappelé des résultats généraux de théorie ergodique, la premiere
partie porte sur l'existence de mesures conformes pour des systemes multidi-
mensionnels inversibles par morceaux associés a des potentiels réguliers. Ce qui
fait la généralité de ces résultats est qu'une seule hypothese est nécessaire :
la pression topologique du bord est strictement inférieure a la pression totale.
Dans une deuxieme partie, sous une condition supplémentaire qui assure que le
systéme est assez proche du markovien (et qui en dimension un est impliquée
par la précédente), on montre que 'opérateur de transfert est quasicompact
sur un espace de fonctions a variation bornée, obtenant ainsi ’existence de
densités invariantes et la décroissance exponentielle des corrélations. Dans la
troisieme partie, les propriétés de récurrence de tels systemes sont étudiées,
nous montrons que, bien que ces systemes ne soient pas p-mélangeants et que
leurs états d’équilibre ne soient pas des mesures de Gibbs (conditions nécessaires
aux résultats généraux développés dans [GS], [CGS]), la loi du temps d’entrée
dans un cylindre tend vers une loi exponentielle et les fluctuations des temps
de retour autour de l’entropie sont lognormales.



A Mesures invariantes

Un systeme dynamique, méme simple et déterministe, peut présenter des
comportements ”imprévisibles” : par exemple, si on choisit deux conditions ini-
tiales voisines, lorsque 1'on fait évoluer le systeme, apres un temps fini, le com-
portement des deux orbites peut étre completement différent : c’est ce qu’on
nomme ”comportement chaotique”. De telles évolutions montrent qu’il est in-
espéré d’obtenir des informations satisfaisantes sur le systeme en 1’étudiant
orbite par orbite. Ceci motive ’étude statistique de tels systemes.

Le probleme est donc de trouver des propriétés qui sont vérifiées par des en-
sembles assez significatifs d’orbites. La grosseur de ces ensembles est donnée par
une mesure borélienne sur ’espace considéré, invariante par la transformation,
et les ensembles typiques sont de mesure pleine.

Toutefois, un ensemble formé d’un seul point peut étre typique pour une me-
sure de Dirac et ce cas ne donne pas beaucoup d’information sur le systeme.
C’est pourquoi on doit demander un peu plus a cette mesure qui nous donnera
le comportement statistique du systeme : elle doit avoir les mémes ensembles
de mesure nulle qu'une mesure de référence (du type mesure de Liouville ou
mesure de Lebesgue), c’est I'absolue continuité.

Toutes les mesures considérées ici sont des mesures de probabilités.

Définition A.1 Soit X espace mesurable et T' : X — X. p est T-invariante
si, pour tout ensemble mesurable A :

(T~ A) = p(A)
Ceci est encore équivalent & : [ foTdp = [ fdu pour tout f € Li.

Exemple T'(z) = 2x mod 1

Chaque ensemble A donne par image inverse deux ensembles de longueur la
moitié de la longueur de A. Donc, dans cet exemple, la mesure de Lebesgue est
invariante.

Le but de la théorie ergodique est d’essayer de décrire le comportement ty-
pique des orbites d'un ensemble de mesure positive de points. S’il existe un
ensemble [ invariant par T, de mesure positive mais différente de 1, alors son
complémentaire est également invariant de mesure positive, c¢’est-a-dire que l’es-
pace X est partagé en deux sous-ensembles [ et [¢ sur lesquels la dynamique
évolue de maniere indépendante; on est alors ramené a l’étude des systemes
(I, T, pyr) et (1, Tyge, pyre). Clest Tergodicité qui assure qu'on ne peut pas
décomposer 'espace en de tels sous-ensembles.
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Fic. 1 -T(z) =2z mod 1

Définition A.2 (X,T,u) systéme dynamique mesurable avec p T-invariante.
(X, T, ) est ergodique si pour tout mesurable A :

T'A=A = pu(A)=0ou pulA) =1
L’ergodicité est encore équivalente a : pour toute fonction mesurable f :

foT = f upresque sirement =—> f = cste u presque partout

Théoreme A.1 : Décomposition ergodique

Soit X espace métrisable compact et T continue, toute mesure de probabilité
Borélienne invariante | se décompose en une intégrale de mesures de probabi-
lité Boréliennes invariantes ergodiques. Plus exactement, il existe une partition
(modulo des ensembles de mesure nulle) de X en sous ensembles invariants X,
a € A et des mesures [, a support dans X, telles que, pour toute fonction f :

/fdu://fduada

Un premier théoreme, du a Poincaré, concerne la récurrence d’un ensemble
typique de points :

Théoreme A.2 : Théoreme de récurrence de Poincaré
Soit (X, T, u) un systéme dynamique mesurable et B mesurable tel que u(B) > 0,
alors p-presque tout point de B revient une infinité de fois dans B.

Une question naturelle est : combien de fois en moyenne un point récurrent
revient-il 7 La réponse est apportée par le théoreme ergodique.
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Théoreme A.3 : Théoreme ergodique de Birkhoff

Soit (X, T, p) un systéme dynamique mesurable et f € Li :

avec f € LL, fo T = f -presque partout et ffdu = [ fdu (si Uespace est de
mesure finie).

Si de plus, (X, T, ) est ergodique, alors :

n—1

1 i W-p-S

- E foT #-D /fdu
i=1

Et si on applique ceci a f = 1g, on obtient que le nombre moyen de retours d’'un
point récurrent dans son ensemble B tend vers la mesure de B.
Une caractérisation équivalente de I'ergodicité est la suivante : pour tous A et B
mesurables : ,
1 <= u(ANT™B)
lim — ——— = u(B)
15T

ce qui signifie que, en moyenne, la portion des points de A dont 'orbite rencontre
B tend vers la mesure de B. On peut demander un peu plus, c’est-a-dire que la
portion des points de A qui rencontrent B en un temps n tende vers la mesure
de B lorsque n tend vers l'infini : ¢’est le mélange fort.

ANT"B
iy MANT"B)

T 1(B)

Si maintenant on a une partition P de l'espace X, on définit P, = \/;:01 TP
¢’est-a-dire qu’un atome de P,, s’écrit P = ﬂ?z_olPi avec P, € Pet Py = \/:io P;.
On notera o(P,) et 0(Ps) les tribus engendrées par les partitions correspon-
dantes.

Il existe de nombreuses définitions qui décrivent la facon dont se fait la conver-
gence dans le mélange fort, c’est -a-dire la vitesse a laquelle le systeme perd la
mémoire du passé ; citons-en deux.

(X, T, u,P) est p-mélangeant si il existe (vy)pen suite décroissante positive ten-
dant vers zéro telle que, pour tout A € o(P,,) et B € 0(Px) :

((ANT= "I B) — u(A)u(B)| < vepa(A)pu(B)

o(X, T, 1, P) est a-mélangeant si il existe (vy)sen suite décroissante positive ten-
dant vers zéro telle que, pour tout A € o(P,,) et B € 0(Px) :

(W(ANT= "9 B) — u(A)u(B)| < vep(B)
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Nous verrons que ces formes de mélange sont tres importantes pour étudier les
propriétés de récurrence.

Lorsque (X, T, u) est mélangeant, le type de mélange est fortement reliée a la
vitesse de décroissance des corrélations C,,(f,g) = |u(foT"g) — u(f)u(g)| et aux
espaces fonctionnels auxquels appartiennent les observables f et g.

B Formalisme thermodynamique

Le formalisme thermodynamique, développé par Ya. G. Sinai [S] et D. Ruelle
[Ru], vise a étendre des notions classiques de thermodynamique et de mécanique
statistique aux systemes dynamiques. En thermodynamique, si on expose un
systeme a une source d’énergie extérieure, son état évolue et 1’état d’équilibre
est caractérisé par le fait qu’il maximise 1’énergie libre (qui est homogene a une
entropie plus une énergie moyenne).

A un systeme dynamique, on associe un potentiel ¢ (p(z) représente I'énergie
d’interaction de = avec le reste du systeme) ; on définit la pression mesurée pour
m mesure de probabilité invariante par T :

P,(m,T) = hy,(T) + /godm

ol hy,(T) est I'entropie métrique du systeme (7, m).

La pression mesurée est homogene a une énergie libre et un état d’équilibre u
est une mesure invariante qui maximise cette quantité parmi toutes les mesures
invariantes par 7' :

Py(p, T) = sup )(hm(TH / sodm)

meM(X,T

Définissons tout d’abord ’entropie métrique d’une mesure en s’appuyant sur la
théorie de 'information.

Pour une source qui émet des symboles s1, ..., s, avec des probabilités py,..., pa,
on a une incertitude avant 1’émission et une information apres ’émission. Pour
obtenir une notion d’information respectant plusieurs principes :

e plus l'incertitude sur le symbole est grande, plus 'information une fois le sym-
bole émis doit 1’étre.

e l'information doit étre additive sur les évenements indépendants,
une définition s’impose :
I(si) = —logp;
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et I'information moyenne est ’entropie du systeme :

H=- Zpi log p;

Pour un systéeme dynamique (X, T'), une partition P et une mesure invariante par
la transformation p, on définit de méme l'information et I’entropie de la partition

P
Définition B.1

I(P)(z) = —log u(P(x)) pour u presque tout v € X

H,,(P) = /X 1(P)(@)du(x) = — 3 u(P) log ju(P)

PeP

On définit de méme information et entropie conditionnelle par rapport a une
o-algebre B :

Définition B.2

I(P/B)(x) = = ) log u(P/B)1p(x)

pPeP

H(P/B) = - / 1(P/B)(x)dp(x)

X

De nombreuse propriétés techniques de ’entropie conditionnelle (que 'on peut
retrouver de fagon synthétique sur la derniére page de [Bi]) permettent de montrer
le théoreme suivant :

Théoréme B.1 (entropie de la transformation T' par rapport a la partition P)

lim lH(Pn) = lim H (P/o— (\/ T’“P)) —H (P/a <\/ Tk7>>) = h(P,T)
Définition B.3 (entropie de la transformation T')

nMT) = s%p h(P,T)

Un moyen de calculer ’entropie associée a une mesure est donné par le
théoreme suivant (du a Sinai) :

Théoreme B.2 Sin est un générateur, c’est-a-dire si \/,_, T~ "n est une parti-
tion triviale, alors :
hu(T) = Iy (T, m)
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Théoreme B.3 : Théoréeme de Shannon Mac Millan Breimann
Soit (X, T, ) systéme dynamique mesurable ergodique et P partition dénombrable

avec H(P) < oo :
n—1
1 —i [ p.s.
-1 (\0/ T 79) W(P.T)

Corollaire B.1 Soit (X, T, ) systéme dynamique mesurable ergodique et P par-
tition avec H(P) < 0o, pour i presque tout x € X :

lim llog W(Py(x)) = —h,(P,T)

n—oo N
Notons g = exp(p) et g, = exp (Z?;Ol poTh.

On définit la pression topologique du systeme (X, T, g) qui s’écrit, si P est une
partition génératrice et formées d’ouverts compacts :

i 1
Piop(X,T) = lim sup - log Z sup gn,

o PeP,

La pression topologique dun sous-ensemble S de X est :

_ 1
Hop(S,T)leirLs;}pglog > " supg,
PePn
PNS#0D

(lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la transformation 7', on notera Pi,,(X) et
Piop(5))-

Dans le cadre symbolique [DGS], on a le principe variationnel suivant :

Pop(X,T) = sup P,(m,T)
meM(X,T)

Par conséquent, si p est un état d’équilibre, il vérifie :

}%OPLXQIU ::F;(Mvjj

C Mesures conformes

Considérons un systeme relativement simple : T': [0,1] — [0, 1]de classe C?
et surjective par morceaux sur un nombre fini de morceaux Py, ..., P,. La mesure
naturelle sur 'intervalle est la mesure de Lebesgue ¢ et nous voudrions savoir si
cette mesure se comporte bien par rapport a la dynamique. En fait, ¢ o T" est
absolument continue par rapport a £ et
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Lemme C.1

Preuve : Il suffit de faire un changement de variables : soit A C P;. D’une part :

UTA) = /1Ad£oT:/ 1Adzon:/ (T g
P; P; dg | P;

[3

D’autre part, puisque 7" est surjective sur le morceau P; :
(T A) = / 140 T~ (x)dl(x)
TP,
Posons y = Ty () on a dl(z) = |T'|(T (x))dl(y) = [T"(y)|dl(y) et

() = [ L@ITd)

ceci est vrai pour tout sous-ensemble mesurable de P; ce qui donne 1’égalité
souhaitée. ]

Effectuons maintenant un autre changement de variables qui va encore expri-
mer I’absolue continuité de ¢ o T' par rapport a ¢. Soit f € L} :

/f )dl(z Z/f )dl(z

Posons alors y = T'(z) sur chaque branche d’injectivité de T'. = T}, (y) dl(y) =

1775 () dl(w) et
[ s = 3 [ st
= Z/f T ﬁlnm(y)day)

= / Lf(y)di(y)

Lf= Zf

L est appelé opérateur de tranfert du systeme ([0, 1],T). On a donc :
VfeL;, (Lf)=1Lf)

en notant :

o7 1T(P)
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On dit que ¢ est une mesure conforme pour le potentiel ﬁ ce qui est équivalent
a I'égalité sur la dérivée de Radon-Nikodyn donnée dans le lemme précédent.

Si on considére maintenant un systeme plus général (X, 7T, g) avec X compact,
T continue par morceaux sur un nombre fini de morceaux P = {P;,..., P, } et g
un potentiel continu, I'opérateur de transfert associé a (X, T, g) est défini comme
suit :

Définition C.1 : Opérateur de transfert

Lf(x)= Y 9W)fly)=> (f9)oTp" (@)lrp(x)

yeT -1z pPep

Une mesure conforme est une mesure v qui se comporte bien par rapport a la
dynamique :

Définition C.2 v est conforme si elle vérifie ['une des définitions suivantes qui
sont équivalentes

e IN>0VfeLl : v(Lf)=(f)

o Vi € {17 ce 7n} : (dl;llojT>\Pi - g|)1\>7;

Reprenons l'exemple T : [0,1] — [0, 1] continue et surjective par morceaux

sur un nombre fini de morceaux Py,..., P, et remplagons le potentiel 1ogﬁ

par un potentiel général continu, strictement positif g. Dans ce cadre, 'existence
d’une mesure conforme pour le potentiel g se démontre de le fagon suivante.

Soit f continue sur [0, 1], comme 7" est surjective sur chaque morceau,

z 1
—1
Lf == Z f O TPi —T’| 5 TI;I ]-T(Pi)
=1 i

est continu. On peut donc définir le dual L* de L qui agit sur le dual des fonctions
continues C'([0,1])* de le maniére suivante :

vm € C([0,1])", Vf € C([0,1]), L"m(f) = m(Lf)

Comme ¢ est strictement positive, pour tout m € C([0,1])* : Lm(1) > 0 et on
peut renormaliser 'opérateur comme suit :

1
Lm=—— L
T Ty "

Définissons alors :

C={meC(0,1)*m(1) =1, et m(f) >0si f >0}
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C est exactement ’ensemble des mesures de probabilité sur [0, 1], d’apres le
théoreme de représentation de Riesz. Il est aisé de vérifier que £ agit sur C et est
continu pour la topologie faible*. C(]0, 1])* est un espace localement convexe et
sa boule unité B est *faiblement compacte d’apres le théoréme de Banach Alao-
glu. De plus, C est clairement un sous espace fermé de B, donc C est *faiblement
compact. Le théoreme de Schauder-Tychonoff s’applique dans ce cadre : il existe
v € C qui est un point fixe de L.

vf e C([0,1]) v(Lf) = Av(f)

avec A = v(L1).
v est une mesure de probabilité conforme.

D Récurrences

Considérons une transformation 7" sur un espace X, j une mesure invariante
par T" et un ensemble P indépendant de son passé, c’est-a-dire que :

Vk € N, u(PNT*P) = u(P)u(T~*P) = u(P)?
Notons 7p(z) le temps d’entrée de x dans P :
7p(z) = inf{k > 0,T%(z) € P}
La probabilité de ne pas étre entré dans 'ensemble P avant le temps n est égale
a:
o, p(z) >n} = pw(P° AT PN...NT " P
= ()"
= (L—p(P))"

Mais plus I'ensemble considéré sera petit, plus cette probabilité sera grande, il

faut donc renormaliser le temps de retour pour espérer obtenir une loi limite.

Renormalisons par la mesure de l'ensemble, n = —.:, on fera alors tendre la

w(P)’
mesure de ’ensemble P vers zéro :

t _t
lim x,7p(x) > —— 7 = lim (1 — p(P))®
H(P)Ho’u{ r() ,u(P)} M(p)ﬂo( #(P))

log(1 — u(P
= lim exp (t—Og( Al )))
w(P)—0 w(P)

= exp(—t)
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Ceci signifie que lorsqu’on renormalise le temps de retour 7p par la mesure de
’ensemble p(P), on obtient une convergence en loi vers une loi exponentielle. I
est naturel de regarder si ce résultat, vrai pour un évenement indépendant de son
passé, reste vrai pour des systemes mélangeants, pour lesquels ces évenements
sont asymptotiquement indépendants.

La loi du temps d’entrée dans un ensemble P (cylindre ou voisinage plus général)
tend vers la loi exponentielle pour de nombreux systemes mélangeants : appli-
cations dilatantes de l'intervalle [CG2], applications de l'intervalle a point fixe
neutre [CG1], sous shift de type fini [Pi], difféomorphismes Axiom A [Hi]; avec
un controle de 'erreur dans 'approximation, systemes symboliques ¢-mélangeant
[GS], applications rationnelles de la sphere de Riemann [H]. L’article de M. Hi-
rata, B. Saussol, S. Vaienti [HSV] développe une méthode qui regroupe la plupart
de ces cas avec des estimations explicites de I'erreur dans ’approximation, esti-
mations cruciales pour la suite.

Si maintenant on considere une transformation 7' : X — X inversible par mor-
ceaux sur une partition P et p une mesure invariante par 7" qui ne charge pas les
bords de la partition. Rappelons la notation P, = \/?;01 T~%P. Pour i presque
tout z, il existe un unique élément de P, contenant z : on le note P, (). Le temps
de retour dans P,, est défini comme suit :

Ry(z) = inf{k > 1,T%(z) € P,(x)}

En 1989, Wyner et Ziv [WZ] ont prouvé que pour des systemes ergodiques :

lim 1 logR, =h

n—oo N
ou la convergence a lieu en probabilité et h est ’entropie du systeme. En 1993,
Ornstein et Weiss [OW] ont montré que cette convergence est presque sure. Il est
alors naturel de se poser la question des fluctuations dans cette convergence. Pour
des systemes symboliques dont la mesure invariante est une mesure de Gibbs, les
fluctuations sont lognormales [CGS], c¢’est-a-dire que :

log R,, — nh
ov/n

ol = désigne une convergence en loi, N'(0,1) une loi normale centrée réduite
et 0 dépend de la vitesse de décroissance des corrélations du systeme.

= N(0,1)

E Présentation des résultats
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Nous nous intéressons ici a des systemes pondérés (i.e. munis d’un potentiel)

inversibles par morceaux (avec un nombre fini de morceaux) et dont le compor-
tement des discontinuités est raisonnable (ceci se traduit par 'hypothese sur les
pressions topologiques).
Dans le premier chapitre, nous montrons l'existence d’une mesure conforme sous
I’hypothese importante : la pression topologique du bord de la partition est
strictement plus petite que la pression topologique du systeme. L’esprit de la
démonstration est le méme que celui qui est présenté au paragraphe C de l'intro-
duction, on cherche un point fixe pour le dual de 'opérateur de transfert, nous
montrons le

Théoreme 1 Soit (X, P,T) un systéme dynamique inversible par morceauz avec
un potentiel g = exp(p).

SoitY = UpepP.

Supposons que :

() Piop(OP,T) < Piop(X,T).

(b) g est a distorsion bornée au sens suivant :

lim limsup max sup ) =1.
m—oo npn 0o PePpim z,yeP gn y)

(c) P est génératrice, c’est-a-dire, lim, o suppep, diam(P) = 0.

(d) T(Y) DY etinfy g > 0.

(e) Tout P € P,, n>1, aun nombre fini de composantes connexes.

(f) Pour tout ouvert non vide U C X, il existe n < oo tel que T"(U\ OP,) D Y.

Alors il existe une mesure conforme v pour (X, P, T, g).
De plus, la valeur propre associée est X = exp(Piop(X,T)).

Dans le deuxieme chapitre, on s’intéresse aux mesures invariantes par 7' ab-
solument continues par rapport a la mesure conforme v. Une densité invariante h
est trouvée comme valeur propre de 'opérateur de transfert dont on montre qu’il
a la propriété du trou spectral sur un ensemble Vj de fonctions a variation bornée
en un certain sens. On obtient alors la décroissance exponentielle des corrélations.

Soit g,(x) = g(x) ... g(T" 'z) et

Sl)=>_0" > suwg

_ P€EPn
PNOTIPq#0

Théoréme 2 Soit (X, P,T) un systeme dynamique inversible par morceaux avec
un potentiel g = exp(yp).

Sous les hypotheses (a), (c), (d), (e), (f) et :
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(b’) g est a distorsion bornée au sens suivant :

9(y)

1
lim sup — log max sup
9(x)

n—oo T PEPr g yep

—1‘<0

(8) .
lim —log S(q) < log(fexp(Prop(X,T)))

g—00 ¢
il existe une unique densité invariante h € Vi strictement positive telle que v(h) =
1. = hv est un état d’équilibre et il existe £ < 1 et C' > 0 tels que, pour toutes
fonctions fi € Vy et fo € L1 :

\ [asoran— [san [ 5 du‘ < O lollall

Il est a noter que parallelement, I'existence d’états d’équilibre pour de tels

systemes et 1'étude de la vitesse de décroissance des corrélations a été menée
par J. Buzzi et Véronique Maume-Deschamps [BM] en utilisant la construction
de tours inspirée par L. S. Young [Y]. Toutefois, une hypothese supplémentaire
de transversalité est nécessaire et la décroissance des corrélations est obtenue (en
utilisant les métriques projectives) pour des observables réguliéres, ne permettant
pas d’obtenir directement 1’a-mélange.
Dans le dernier chapitre sont prouvées les propriétés de récurrence : la loi du
temps d’entrée dans un cylindre tend vers une loi exponentielle et ceci permet
de montrer que les fluctuations des temps de retour dans P,, autour de I’entropie
sont lognormales :

Théoréme 3 Soit (X, P,T) un systéme dynamique inversible par morceauz avec
un potentiel g = exp(p).

Sous les hypotheses (b’), (c), (d), (e), (f) et :
()
Pop(OP,T) < Piop(X,T)
sup(p) < Piop(X, T)

Alors :

e Pour tout € > 0, il existe N, tel que, pour tout n > N, il existe H,. C P,
avec :

! U Pl >1-Ke

PGHn,E

1l existe deux constantes strictement positives (3 et K telles que, pour tout

n-cylindre Pe H,, . :
t . -
o TP>—}—€ < Ke P,
{ p(P)

sup
>0
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o Sio(p) # 0 (ou o(p) est une quantité qui dépend de la vitesse d’auto-
corrélation du systeme), (M) est une suite de variables aléatoires
a(p)v/n neN

bien définies sur l’espace de probabilité ([0,1], B, 1) et :

log R, — nh
o(p)v/n

ou = est une convergence en loi.
(et o(p) =0 si et seulement si il existe une fonction mesurable ¢ telle que

p=¢—poT).

= N(0,1)
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CHAPITRE 1
MESURE CONFORME

I.1 Introduction, définitions

Dans ce premier chapitre issu de 'article écrit avec Jérome Buzzi et Bernard
Schmitt ”Conformal measures for multidimensional piecewise invertible maps”
[BPS] , nous montrons l'existence d’une mesure conforme v pour des applications
inversibles par morceaux associées a un potentiel régulier. Cette mesure sera alors
la mesure de référence pour I'étude des états d’équilibre.

Dans un premier temps, nous déduisons d’un théoreme de point fixe dans un
espace fonctionnel, 'existence d’une forme linéaire propre A pour I'opérateur de
transfert, associée a une valeur propre \.

Dans un second temps, en combinant un argument assez subtil utilisé par Le-
drappier [Le| et la notion de pistage définie dans [Bul], nous montrons qu’il est
possible d’identifier cette valeur propre A & exp(Piop(X)).

Ce résultat permet de monter que, en nommant v la mesure qui coincide avec
A sur les fonctions continues, v ne charge pas l'image des discontinuités par la
transformation, et en conséquence, que v est conforme.

Pour commencer, définissons de maniere précise ce que nous entendons par
systeme dynamique inversible par morceaux.

Définition 1 Un systeme dynamique inversible par morceaux est un triplet
(X,P,T) avec :
— X est un sous ensemble compact de RY.
~ P est une collection finie d’ouverts de R? disjoints deuz & deus tels que
Y := Upep P est dense dans X.
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-T Y — X tel que, pout tout P € P, Tip est la restriction d’un
homéomorphisme Tp entre des voisinages de P et T'P.

Un potentiel (ou poids) pour le systeme (X, P, T) est une fonction continue g :
Y —]0, 0.

Un potentiel étant strictement positif, on écrira parfois g = exp(y), avec ¢ : ¥ —
R continue.

On écrira g, (z) = g(x)-g(Tz) ... g(T" 1x) ot cette fonction est bien définie, c’est-
a-dire sur ﬂZ;éT ~kY. Soit P,, I'ensemble des n-cylindres associés a la partition
P, c’est-a-dire, pour n > 1 :

P.={PoNnT'PN---nT- VP, #0:Py...Po_y €P}.

Le n-cylindre B,N TP, N---NT" 1P, _; sera parfois noté [P, ... Pn_l_]. )
OP désigne le bord de P en tant que sous ensemble de R? : 9P = P\P. On
utilisera la notation suivante :

oP, = | J oP.

PePpy,

La pression topologique de S C X par rapport au potentiel g est :

. 1
Pp(8,T) =limsup = log 3 supg,.
PeEPn
PNS#D

Une mesure conforme est une mesure de probabilité v sur X telle qu’il existe
A >0 avec :
v(TA) =X\ / 1 dv
A9

pour tout mesurable A sur lequel T est injective. Demander a v d’étre une fonction
propre de L£* pour une valeur propre positive (voir section 2 pour les définitions)
va impliquer la conformalité de v. En fait, sous la condition v(9P) = 0, nous
allons obtenir I’équivalence entre les deux propriétés suivantes : (v est fonction
propre de £* pour une valeur propre positive) et (v est conforme).

Théoreme 1 Soit (X, P,T) un systéme dynamique inversible par morceauz avec
un potentiel g. Supposons que :

(a) Piop(OP,T) < Piop(X,T).

(b) g est a distorsion bornée au sens suivant :

=1.

. gn ()
lim limsup max sup
m—x p-oco PEP%+M4ay€F’gn<y>

(c) P est génératrice, c’est-a-dire, lim, .o suppep diam(P) = 0.
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(d) T(Y) DY etinfy g > 0.
(e) Tout P € P,, n>1, aun nombre fini de composantes connexes.
(f) Pour tout ouvert non vide U C X, il existe n < oo tel que T"(U \ OP,) D Y.

Alors il existe une mesure conforme v pour (X, P, T, g).
De plus, la valeur propre associée est X = exp(Piop(X,T)).

I.2 Construction d’une fonction propre
positive.

Soit (X,P,T,g) vérifiant les hypotheses du théoreme 1. Rappelons la
définition de 'opérateur de transfert associé a (7T, ¢g). C’est 'application L qui
agit sur les fonctions de la maniere suivante :

(LH ) = > g9 f)

yeT -1z

ce qui peut encore étre écrit :

Lf= Z(gf) oTp' - 1rp.

pPeP

Remarque 1 Dans cette définition, nous définissons implicitement Lf(x) = 0
siz € X\T(Y). La définition de L est indépendante des valeurs de g sur le bord
oP.

Sous la condition (b) du théoreme 1, supy- g < oo si bien que supy L1y < 00.
L agit sur I'espace de Banach B des fonctions mesurables bornées. Soit B’ le dual
topologique de B et L* 'opérateur dual de L, c’est-a dire.

Lra(f) = a(Lf)

pour tout « € B et f € B.

Remarquons qu’une mesure de probabilité a appartient a B’ et rappelons que,
sous la condition a(0P) = 0, étre conforme est équivalent a étre une fonctionnelle
propre pour L* pour une certaine valeur propre positive. D'une part, la preuve
de I'implication (L*a = Aa = « est conforme) est donnée apres le lemme 2.
D’autre part, si a est conforme et a(0P) = 0 alors il est facile de voir que
a(Lf) = da(f) pour f =14 et A C P. On déduit l'identité fonctionnelle pour
toute fonction continue en utilisant approximation L. d’une fonction continue
par des fonctions en escalier ) p.p gp1p.

C’est pourquoi un premier pas vers la preuve du théoreme principal est :
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Proposition 1 [l existe une fonctionnelle positive A € B avec A(1lx) =
A(1ly) =1 telle que
LA = \A

pour un nombre 0 < A < 0o.

Remarque 2 Une telle fonctionnelle A ne charge pas les bords : L™"1gp, =0 et

1
A1gp,) = VA(L"lapn) =0.
Remarque 3 Une telle fonctionnelle A a un support plein, c’est-a-dire
A(]_U) >0

pour tout ouvert non vide U C X. C’est une conséquence immédiate des condi-
tions (d) et (f). En effet, soient U un ouvert non vide et n tel que T*(U\OP,) DY
alors :

1
Aly) = Aloer,) = AL 1ovor,)
1, infy g)"
> (f L"Lop, ) A(Ly) > % > 0.

Puisque nous cherchons une mesure de probabilité, nous allons restreindre
Iaction de L* au sous ensemble suivant C de B’ :

C={aehB, a(lx)=a(ly)=1cet a(f) = 0 pour tout f > 0}.
Considérons la topologie faible® sur B’ et son sous ensemble C .

L’opérateur normalisé N : C — C est défini par :

1

Ne= oy

L*«a pour tout o € C.

Ainsi, nous devons chercher des points fixes pour N : C — C. Pour cela, nous al-
lons appliquer le théoreme de Schauder-Tychonoff [DS, V.10.5]. Pour commencer
remarquons que C est un sous ensemble convexe de 1’espace vectoriel topologique
B', qui est localement convexe. De plus C est non vide puisqu’il contient par
exemple 0, (6,(f) = f(z), z € Y donné). Ainsi, il reste & vérifier les hypotheses
suivantes :

1. N :C — C est bien défini.
2. C est compact.
3. N :C — C est continu.



26

Condition 1 : N : C — C est bien défini.

Pour vérifier cette condition, prenons a € C.
Premi¢rement, N'(a) = (L*a(1y)) "' L*« est bien défini en tant qu’élément de B'.
En effet, L*a € B’ par construction et L*a(1ly) > 0; en utilisant que a(ly) =1
et la positivité de « :

d’apres la condition (d) du théoreme 1.
Deuxiemement, N o est positif, (Ma)(1y) = 1 par construction et

Od(le\y) -+ Oé(L].y) a(L]_y)

allly) = o(L1y) “ iy

Na(lx) = 2775

comme Llx\y = 0 (seuls les points de Y ont une image).
Ainsi, la condition 1 est satisfaite

Rappelons le
Théoréeme (Banach-Alaoglu [DS, V.4.2]) : La boule unité du dual de tout espace
vectoriel normé est *faiblement compacte.

Ainsi, By = {a € B’ : ||a|| < 1}, la boule unité de B', est compacte et il est
suffisant de vérifier que C est un sous espace fermé de By pour établir

Condition 2 : C est compact.
Pour le vérifier, soit o € C et f € B avec supy |f| < 1:

O<supl|fl—f<1-f
X

si bien que a(1 — f) > 0 et puisque a1l — f) =1 — a(f), a(f) < 1. De méme :
—a(f) < 1. C’est pourquoi o € By et on a montré C C By.

Rappelons que pour tout f € B, o +— «(f) est continu d’apres la définition
de la topologie faible*. C’est pourquoi C, qui est défini par une série d’inégalités
du type a(f) < C, est fermé et donc compact.

Condition 3 : NV : C — C est continu.
Rappelons qu'une base de B'pour la topologie faible* est donnée par les en-
sembles :

V(g &, f1,-- s fn) i={aeB :Vi=1,... . nl|a(fi) — ao(fi)] < e}
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avec ag € B', e >0, n=1,2,... and fi,...,f, € B. Par consquent, pour
établir la condition 3, c’est-a-dire la continuité, on doit trouver, pour tout
V(Nag,e, fi,..., fn), un nombre n > 0 et g1,..., g, € B tels que :

Nv(amn?gl)"'agm) C V(Na0,€7f1,---7fn)-

Montrons que 'on peut prendre m =n+ 1 et :

. (infy L1y)?
nN=¢ <infy L1y +(supx L;/Y)Hiahgign sup x |fi|)
glILflv“'7gn:Lfn7 gn+1:L]~Y-
Remarquons que pour tout j =1,...,n+1, g; € B.
Supposons a € V(ag,€,01,--.,9n+1). Par définition, on a pour tout j =
L,...,n+1:
|a(g;) — aolg;)l < .
Ainsi
1
i) — ) < ls—F—=Lalfi) — 7L i
INa(f) = Nao(h)| < gL alh) = gy Lioof)
1
_ L* ;
T rally) ™ Trao(ay)| 0l
1
S 1 la(lfi) —ao(Lfi
e — (L)
——a(Lly) — ag(L1 Lf;
+(infy Lly)2|a( y) — ao(L1y)||ao(L fi)]
U N
< + 5loo(Lfi)].

iIlfy L].y (infy L].y)

De plus,
lao(Lf)| < sup |Lfi| < sup|Llx|sup|fi|
X X X

ce qui entraine :

Ui nsup, L1y max;c;supy |fi|
< e

Ceci prouve la condition 3.
On peut maintenant appliquer le théoreme de Schauder-Tychonoff : il existe
A € C telle que N(A) = A, c’est-a-dire :

L*A = A\A

avec A = A(L1ly) €]0,00]. Cela conclut la preuve de la proposition 1.
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I.3 Calcul de la valeur propre positive.

Avant de prouver que la fonctionnelle A obtenue dans la section précédente
est effectivement une mesure, on doit démontrer la proposition suivante :

Proposition 2 Soit A une fonctionnelle propre pour L*. Supposons que A est
positive, satisfait A(1) =1 et A(1y) > 0 pour tout ouvert non vide U. Alors la
valeur propre associée a A est A = exp Pyop(X, T).

L’inégalité A < exp Piop(X,T') vient directement de la conformalité de A et
de la définition de la pression puisque :

1=A(1lx)=XA"A(L"1x) < A" Z A(lgnp)supg, < A" Z Sup gp.
PeP, P PeP,

La preuve de I'inégalité inverse est plus délicate et repose fortement sur la condi-

tion Pop(OP,T) < Pop(X,T). On procede comme dans la preuve de la Propo-

sition E dans [Bu2|, mais ici A n’est pas une mesure, on doit donc vérifier la

propriété de mesurabilité (qui va découler du lemme suivant) “a la main”.
Rappelons que la pression mesurée de p est :

Py(p, T) :hu(T>+/ log g dp.
X

On a le principe variationnel, c’est-a-dire, la pression topologique est le supre-
mum des pressions mesurées : cela provient du paragraphe 3.2 de [Bu2] en utilisant
Piop(OP,T) < Piop(X,T) et que P est génératrice. 11 est facile de le voir en iden-
tifiant la dynamique symbolique avec (X, T), on a alors le principe variationnel
pour le systeme symbolique par un résultat classique (voir par exemple [DGS,
chap.18].)

Pour conclure, on va montrer que les pressions mesurées sont bornées par
log A, en utilisant I'approche de [Bu2] qui combine un résultat de Ledrappier [Le]
et des estimées de "pistage”.

Fixons une mesure de probabilité ergodique p. On peut supposer que :
Pg(:ua T) > Ptop(ap> T)
(en effet : Piop(OP,T) < Piop(X,T') et donc

Piop(X,T) = sup{P,(p,T), p invariante, ergodique}
= sup{P,(u,T), p invariante, ergodique, P,(11,T) > Piop(OP,T)} )
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Soit p: (X, T, 1) — (X, T, ) Vextension naturelle au sens suivant :
X = {< sy Lky e 7x717x0)7Txk—1 = Tk, T} cY Vke Z,}

On la réalise comme

X={i=(A4z2)ePl-xX:ze ﬂT"[A_n..-Ao]}

n>0

avec la topologie induite par celle de P2~ x X.
La dynamique est donnée par I'application (partiellement définie) :

T . ( .. A_le, ZL‘) = ( .. A_leB, TJ?)

si B est ’élément de P qui contient T'x.

Soit & la partition finie p~'P. Soit 1 la partition mesurable \/n>0 T"§ , l.e.,
deux points sont dans le méme élément de 7 si et seulement si ils ont le méme
passé par T 11 faut noter que : n(&) = {A} x W (%) si

F=(Ax)et W(i):=[)T"[A, ... Ag].

n=0

L’hypothese (e) que tout cylindre a un nombre fini de composantes connexes est
nécessaire pour montrer le lemme suivant :

Lemme 1 Si Py(p1,T) > Piop(9P,T) alors il existe une partition dénombrable
mesurable P de X modulo fi telle que W (Z) est constant et egal a un sous ensemble
ouvert non vide sur chaque élément de P.

La preuve est basée sur la notion de pistage d’'une mesure par un ensemble
introduite dans[Bul]. Voici un rappel de cette notion.

Une mesure ji sur X est pistée par S C X si pour tout € > 0 et g-p.p. T € X
il existe n > e~ et s € S tels que :

d(TF(p(T™%)), T"(s)) <e  YO<k<n.

c’est-a-dire, 'orbite est faite de débuts arbitrairement longs d’orbites commencant
dans S.

La principale conséquence du pistage est que cela implique :

Py(f1,T) < P,(S,T)[Bu2, Théoreme S].

Preuve : (du lemme 1) D’apreés le lemme 3, Piop(OP) = Piop(OTP) et donc
Py(1,T) > Pyop(OTP). Par conséquent, p n'est pas pistée par 1P d’apres ce qui
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précede. Nous affirmons que cela implique que pour i-p.t. (4,z) € X, il existe
N < oo tel que, pour tout n > 0,

(OT"[A_n—n ... A_y_1]) N[A_y ... Ag] = 0.

D’apres I'hypothese (c), on peut trouver M tel que diam(7Pys) < e. Raisonnons
par contraposée : contredire ce qui précede donne un ensemble V C X de mesure
positive et tel que pour p.p.Z € V, il existe une suite infinie n; < ny < ... telle
que :

(aTnkH*”k [A,nk+1 .. .A,nk,l]) N [A,nk e AO] #* 0.

Notons que si on peut trouver une suite avec cette propriété pour z, on peut en
trouver une pour 7% (n; — 1 < ny — 1 < ...); on peut donc choisir V invariant
par T et, par ergodicité de i1, de mesure totale.

On peut supposer niy; minimal pour un n; donné. Alors on doit avoir
(OTA_, ) N[A 41 --- Ao # 0. Ainsi I'itinéraire de T—+11% et le méme
que celui d'un point de OTP. En utilisant diam(P*) < ¢ et en shiftant par M,
on obtient que fi est pistée par TP, c’est une contradiction qui prouve 'affir-
mation.

Et T'affirmation implique que TV™™[A_xn_, ... Ao, qui, par construction, est
un sous ensemble de TN[A_y...Ag], est en fait une union de composantes
connexes de T™[A_py ... Ag]. Par hypothese (e) du théoréme principal, il y a
un nombre fini de telles composantes et donc, il existe M < oo tel que

W(A,z) = TM[A_y ... Ay.

En particulier, W(-) est p.p. un sous ensemble ouvert non vide de X, et prend un
nombre dénombrable de valeurs distinctes. Pour finir, notons que les ensembles
ou la valeur de W est fixée sont mesurables puisqu’ils sont de la forme :

{(B,ZL‘)EX:B_M...BOZA_M...AQ}
\{(B,z) € X :¥m > M, B_,,...By € A}

ou A est I’ensemble des mots B_,, ... By qui définissent un WW-ensemble plus petit
que B_y; ... By. |

Nous allons comparer fi avec la fonction que nous allons essayer de définir sur
les sous ensembles mesurables S de X par :

ou
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-1 —1
g(TA ko-noTA 1y) . ~

et p(7,y) = [ s Te X, = (Ax) ety e W), avec la
notation g(A, z) := g(z).

On vérifie d’abord que m est bien définie, i.e., que T +— m(Z,S) est mesurable.
Observons que d’apres ’hypothese (b) du Théoréme 1, p est uniformément conti-
nue sur son domaine de définition X x U,_zW (). De plus, U, W (&) est dense
dans X, on peut donc étendre p en une fonction continue sur tout I’espace XxX.
Il est alors facile de vérifier que, si on se donne un sous ensemble mesurable W
de X, ce qui suit est mesurable :

T = A(1W : p('%v ) ) ]-S)'

Le lemme précédent permet alors d’écrire : 1y (z) = > pep 1elw(r). La mesura-
bilité de m(+,S) suit. En particulier, m(S) est b1en définie.

On suit de pres Ledrappier [Le] pour le reste de la preuve de la Proposition
3.1.

Soit
Q7)) = AMlw) - p(T,))
(Remarquons que la fonction a laquelle on applique A est en fait une fonction sur
X, pas sur X). Une observation cruciale est que le lemme précédent implique :

0 < Q(Z) < oo pour ji-p.t. T.

En effet, p(Z,-) > 0 sur W(Z) qui est un sous ensemble ouvert non vide et donc
satisfait A(1y(z)) > 0.

Soit P! = T—1P. Calculons :
1

P @) = o Awe - pE) - 1)
_ Q(l))\ AL - p(F,7) - 1p))
_ Q<1)A_lA(lp(Tx)mTW(fc)'10<x7T73(x)()) 9° Tp)
_ Q(lx>)\ "A(Lyyza) - (T2, ) - g(x))
_ A—l%g)g(@ (1)

en utilisant P(Tx)NTW (&) = W (T) et p(TF, P) = p(i,y)- 44 oty = T/, (P).
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Nous affirmons que :

[ logm(z, P'(z)) di(z) = / log g dji — log \.

X X

Remarquons que si log () était intégrable, cette égalité serait une conséquence
immédiate du calcul précédent (en fait, il suffirait que log@ o T — log @ soit
minorée par une fonction intégrable (lemme 4.1.13 [K3])). Mais on sait seulement
que log @ est p.p. fini, donc on utilise un argument plus subtil de [Le].

Pour commencer, remarquons que comme m(z, P'(z)) < 1,

/ logm(%, P'(x)) dji(%)

X
est bien défini dans [—o0, 0] et le théoreme ergodique de Birkhoff implique :

n—1

1 3
lim — g logm(T*%, P'(T*x)) existe p. p. et vaut / logm(z, P'(x)) diu(Z).
n—oo N
k=0

X

La convergence presque sure implique la convergence en probabilité. Et le calcul
précédent montre que les sommes de Birkhoff sont égales a

S|

n—1
~ 1
(logQ oT" — log Q) +— E log g(T*z) — log \.
n
k=0

Comme log () est fini presque partout, cette moyenne doit converger en probabilité
vers ff( log g dji — log A. L’affirmation suit.

En rappelant que n = \/k>0 f’“f et que £ est génératrice, il est facile de voir
que 7 est génératrice et que n est plus fine que Tn, par conséquent l’entropie de
i peut étre calculée comme suit :

W, T) = h(i,T) = h(i, T~ = Hu(n| \/ T*n) = Hy(T 9| \/ T*n)

k>1 k>0

= Hu(T 'nln) = Ha(T€|n)

= — | ) 1p(&)logEa(1p|n) dii(%).

X p/ejvflg



Ainsi,

Py(p, T') — log A

IA

h(i, T) + [ log gdpi — log A\

m(Z,pP’)
X e (1p1\77)d()

PreT—1¢
m(z, pP’
log/ Z ].p/ 24 )d ( )
[t En(1p|n)
reT-1¢
_.m(x, pP’ .
IOg/Eﬂ Z 1P'($)W n | di(z)
X Pref-1¢ p\LpP|n
P/
> Esle g di(d)
X prefe g
log/ Z m(Z, P") dju(Z)
X prepr

log/f(m(f, 1) da(z) =0
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en utilisant la concavité du log et que m(-, pP’) est n-mesurable : un calcul simple

montre que m(z,S) =

m(y,S) if n(z) = n(y).

Ceci conclut la preuve de la proposition (2.1).

I.4 A définit une mesure conforme.

Nous allons montrer que A définit une mesure conforme ce qui va conclure la

preuve du théoreme 1.

Soit C.(S) I'ensemble des fonctions continues dont le support est compact et
inclus dans S. Bien str C.(X) = C(X), puisque X est compact.

Puisque Ajc(x) est une forme linéaire positive sur C'(X

), le théoreme de

représentation de Riesz implique qu’il existe v, mesure Borélienne positive telle

que :

En particulier, v(1y)

Ve CX): Af) =v(f)

= A(1x) = 1 si bien que v est une mesure de probabilité.
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Pour tout f € C(X), A(Lf) = M(f) = Av(f). Mais Lf n’est pas
nécéssairement continue aux points de 0TP := (Jpep 0T P, et donc il n’est pas
clair que v(Lf) = A(Lf).

Nous affirmons la chose suivante :

Lemme 2
v(0TP) = 0.

Voyons comment cette affirmation implique la conformalité de v. Fixons
f € C(X), non negative. Montrons que v(Lf) = A(Lf).

Puisque la probabilité v est une mesure réguliere (en tant que mesure
Borélienne sur un ensemble compact), on a la propriété suivante :
Pour tout ¢ > 0, il existe U, voisinage ouvert de dTP, tel que v(U;) < e.
Comme il est I'usage, on considere f. € C.(X \ 0TP) telle que :

fe=f in X\U.
Je<f in U..
Alors :
w(Lf) = Ww(N)] = (Lf)+v(L(f - f)) = w(f)]
|/\V(f€> - AV(f)l + QSl)l(p L1x Sl)l(pf V(Ue)

2sup f(sup L1x + Nv(Ue)
X X

NN

N

(2sup f(sup L1x + \))e.
X X

La conformalité de v suit en utilisant ’approximation suivante : Soit A un borélien
tel que T': A — T A est inversible et soit € > 0. Puisque v est réguliere, il existe
K. compact et O, ouvert tels que K, C A C O, et :

v(A) —v(K.) <e
v(O.) —v(A) <e
Considérons g. continue a support compact telle que :
g-=1/g in K.
g- =0 in O
9-<1/g in O\ K.
Av(1a-1/9)|
v(L(1a-1/g)) — v(Lg:) + Av(g:) — Av(1a-1/g)]
[W(L(1a-1/g = g))[ + Alv(ge = 1a-1/9)]
2P0\ K + 2 v(0.\ K)

Ae (sup).( L1x + A)
infy g

lv(L(1a-1/g))

N IN

N

infx g

N
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1
)\/ p dv =M v(1a-1/g9) =v(L(14-1/9)) =v(TA).
A
Passons a la preuve du lemme (2) . On a besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 3
Ptop(aTP, T) < Rop(ap, T).

Lemme 4 Pour tout borélien B :
v(B) < inf{A(O), O ouvert, O D B}.

Preuve : (du lemme 3). Par définition :

) 1
Piop(0TP,T) = hin_)solip - log 327; s%p Jn-
Brorhs

Soit B € P, tel que BN AITP # ), il existe P € P tel que PNT'BNOP # 0.
De plus, soit z € B :

o)~ BT @) 1

- S Sup - gn+1-
9(Tp' (x)) inf g PNT;'B

Donc supg g, < ﬁsupB, gni1 avec B = PN T;lB € Pn.1- Rappelons que
inf g > 0 d’aprés 'hypothese (d) du théoreme principal. On en déduit :

1
sup g, < - sup gy,
Z Bpg X nf g Z B,pg +1

BeP. BleP,
BROTP#0 B’rewa”g;t(la
et donc :
) 1
limsup — log E sup gn
n—oo T BEPn B
BNOTP#0
1 . 1
< lim —log - + lim sup 1 log E SUP Gnt1-
n—oo 11 in n
g n—00 B'ePpis B’
B'NOP#0

Preuve : (du lemme 4) Puisque v est réguliere :

v(B) = inf{v(O), O open, O D B}.
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Fixons un ouvert O et montrons que : v(0) < A(O), cela prouvera le lemme.
Prenons € > 0. En utilisant encore la régularité de v, il existe K., sous ensemble
compact de O, tel que :

v(0) < v(K,) +e.

Soit g. : X — [0, 1] continue et telle que :

g-=1 1n K.
g- =0 in O°
g- <1 i O\ K..

D’une part, g. < 1o si bien que

v(g:) = Age) < A(O) et supr(g:) < A(O).

e>0
D’autre part, v(g.) > v(K.) > v(O) — € si bien que :
v(0) <v(K.)+e<v(g)+e

et v(0) < SUDc~ v(g:) < AO). u

Preuve : (du lemme 2). L’affirmation sera déduite du lemme précédent si on
peut trouver des voisinages O de 9TP avec A(O) arbitrairement petit.

Soit A, I'ensemble {P € P,,, PNOTP # 0}. En utilisant le fait que A est une
fonctionnelle propre a valeur propre A on a, pour tout § > 0, N(J) tel que, pour
tout n > N(J) :

1 exp(Pup(OTP,T) + 5)\"
AUA) < 5 PZ; SUPGn S ( oxp(Pog (X, T))

PNATP#D

(exp(Ptop(@P, T)+9) ) "
exp(FProp(X, 1))

ou la derniere inégalité provient du lemme 3. Prenons 6 = (Pop(X,T) —
P,op(0OP,T))/2, qui est positif par hypothese (a) du théoreme principal, on ob-
tient :

lim A ({JA) =0 2)
Si P € P,\ Ay, alors PNOTP = (), et puisque les deux ensembles sont compacts :

d(P,0TP) > 0. Comme l'ensemble P, \ A, est fini, infpep,\ 4, d(P,ITP) > 0.
Donc I'ensemble suivant est un voisinage de 0TP :

= X T inf P,OTP)}.
O, ={r e X,d(z,0 P)<P6%32\And( ,0TP)}
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et il est inclus dans (Jpe 4 P.

A cause de la remarque 2, (A ne charge pas les bords de toutes les partitions
itirées) A(Upea, P) = AU An) ; on déduit limy, .o A(O,) = 0, et ceci conclut la
preuve du lemme 2 et donc la preuve du théoreme 1. [ |
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CHAPITRE 11
DECROISSANCE DES CORRELATIONS

II.1 Introduction

Nous allons maintenant chercher les états d’équilibre pour des systemes inver-

sibles par morceaux parmi les mesures invariantes absolument continues par rap-
port a la mesure conforme dont on a montré 'existence dans le chapitre précédent.
Le probleme est donc de trouver une densité invariante. Classiquement, une telle
densité est un vecteur propre pour 'opérateur de transfert. La question posée par
les discontinuités du systeme et son caractere non markovien est la suivante : sur
quel espace fonctionnel fair agir 'opérateur ?
Nous introduisons ici une définition de variation d’une fonction (inspirée de la
définition utilisée par Xavier Bressaud [Bre]) qui dépend de la partition d’inversi-
bilité de ’application, du potentiel et de la mesure conforme. Puis nous montrons
que l'opérateur de transfert, qui est continu sur I’espace des fonctions dont la va-
riation est finie, est quasicompact sur cet espace. Ceci permet, moyennant une
hypothese de mélange topologique, d’obtenir 'existence de la densité invariante
et la décroissance exponentielle des corrélations pour des observables a variation
bornée. (la notion de variation bornée et donc I'espace Vp sont définis juste apres
I’énoncé du théoreme)

Théoréeme 2 Soit (X, P,T) un systéme dynamique inversible par morceauz avec
un potentiel g = exp(p). Supposons que :

(a) Pop(OP,T) < Pop(X, T).
(b’) g est a distorsion bornée au sens suivant :

1
lim sup — log max sup
n—oo n pPepn a:,yGP
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(c) P est génératrice, c’est-a-dire, lim, .o suppep diam(P) = 0.

(d) T(Y) DY etinfy g > 0.

(e) Tout P € P,, n>1, a un nombre fini de composantes connexes.

(f) Pour tout ouvert non vide U C X, il existe n < oo tel que T"(U\ OP,) D Y.

(8) .
lim —log S(q) < log(fexp(Prop(X,T)))

g—00 ¢
Alors il existe une unique densité invariante h € Vjy strictement positive telle que
v(h) =1. u = hv est un état d’équilibre et il existe £ <1 et C > 0 tels que, pour
toutes fonctions fy € Vg et fo € L} :

[nsor dn= [ foau [ o] < celnilrl,
I1.2 L’espace fonctionnel Vj

I1.2.1 Définitions

Soit f : X — R, le supremum et I'infimum essentiels de la fonction f sur un
ensemble P sont définis comme suit :

SUppf = nf{M, v(x € P, f(2) > M) = 0}

infpf =sup{M,v(z € P, f(z) < M) =0}

Les observables seront des fonctions éléments de LJ°, espace des classes de fonc-
tions dont le supremum essentiel est fini. Deux représentants sont dans la méme
classe si ils sont égaux v presque partout.

L2, muni de la norme || f||o = Supy|f|, est un espace de Banach.

Nous noterons également L} I’espace des classes de fonctions dont I'intégrale (pour
la mesure v) de la valeur absolue est finie et L, muni de la norme || f||, = v(|f]),
est un espace de Banach.

L’oscillation essentielle d'une fonction f : X — R sur un ensemble A est définie
comme suit :

oC(f,A) = SW, el f(y) — f(@)]
— nf{M, v x v(z,y) € P x P,|f(y) — f(a)| > M) = 0}
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Bien stir, deux fonctions égales v presque partout ont la méme oscillation essen-
tielle.
On définit une notion de variation dépendant d’'un parametre 6 > 0 :

varg(f) = Zen Z (Sllljpgn)osc(fa P)
neN PPy

On définit
Vo = {f € L vary(f) < oo}

et on le munit de la norme :

[£lle = [[fllsc + vara(f)

Contrairement aux observables qui sont définies presque partout pour la mesure
conforme v, on choisit un potentiel défini partout, régulier en un certain sens.
Commencons par donner quelques propriétés de 1’oscillation essentielle et de la
variation.

Lemme 5

Preuve : Soient x et y éléments de P :

[f(y) = f(2)] IF @)+ [f ()]

<
< 25pp|f|
ceci pour v X v presque tous x,y € P. On en déduit :

osc(f, P) < 25upp|f|

[ |
Lemme 6
0sc(f1.f2, P) < 05¢( fo, PYsupp|fi| + osc( f1, P)supp| fo|
Preuve : Pour v x v presque tous (z,y) € P x P :
|fifa(y) = fife(o)] < [AW) =A@ )]+ | f2(y) — f(2)]] fi(2)]
< 08C(f2, P)suppl| fi] + 0sc(f1, P)supp| f2|
Le résultat s’ensuit. [ |

Lemme 7 (Vy,||.|l¢) est un espace de Banach.
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Preuve : Soit (f,,)nen une suite de Cauchy de (Vp, ||.|lo), ¢’est une suite de Cauchy
pour ||.|][s et donc elle converge vers une fonction f essentiellement bornée sur
Y. On doit montrer :

lim varg(f — f,) =0
p—o0
Soit € > 0, il existe N, tel que :

sup varg(f, — f;) <¢
p,g>Ne

lim, o || f — folleo = 0 donc si n est fixé, il existe N, tel que :

9 1"
> N., — — oo < -
p £, ||.f fp” SUPpep, Suppgn#Pn (29)

On peut choisir N.,, > N.. Prenons ng > 0, n < ng, p > N, ¢ > maT,<ngNen €t
PeP,:

W(f_f]??P) < @(f—fq,P)‘i‘W(fp—fq,P)
< QHf_quOO‘i'W(fp_fun)
2¢ ( 1 )"
g i
SUPpep, SUPp GnF# P \ 20
+ m(fp - fqv P)
_ 1\" o
Z sup g,08¢(f — fp, P) < 2¢ % + Z sup ¢,0s¢(f, — fq, P)
pepr, T pep, T
ng 1— (l)noJrl
ZQ” Z sup g,0s¢(f — f,, P) < 2e——2—
n=0 PePy, P 1- 2
no
+ Zen Z sup g,08¢(fp — f4, P)
n=0 PeP, P
< de+varg(fy, — fo)
< de+ sup varg(f, — fy)
P,q>Ne
< oe

En faisant tendre ng vers I'infini, on obtient :
p > N, = vary(f — f,) < be

ce qui conclut la preuve. [ |
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Remarque 4 Pour tout n > 0 et tout ensemble P tel qu’il existe un n-cylindre B
avec BC P C B, 1p € Vp. En effet, si Q € P, avec ¢ > n, alors osc(1p, Q) = 0.
St q < n, alors B est inclus dans un seul q-cylindre Qpet

Z osc(1p, Q) < sup g,
QB

QEPq

varg(1lp) < Z 6% sup gy,
k=0

Le méme argument meéne a :

varg(lpe) < 6% sup gy,
k=0

11.2.2 Hypotheses sur le systeme

Rappelons les notations :
A = exp(Piop(X))

)\3 = eXp(PtOp(ap))

Tous les résultats de ce chapitre supposent l'existence d’une mesure conforme,
¢’est pourquoi les hypotheses du théoreme 1 restent indispensables. Toutefois,
pour les résultats suivants, nous allons faire une hypothese de distortion bornée
sur le potentiel un peu plus contraignante : il existe des constantes C' > 0 et
a < 1 telles que

(b") sup sup
PePy, z,yeP

90 o
o() 1’“

cela revient a supposer que le module de continuité de ¢ est exponentiel, en effet :

‘% - 1‘ < Jexpli(a) — o) — 1] < lp(a) — o (y)]

et si on note :

a = lim sup (;na}gb sup |¢(z) — Sp(y)|) ’

n—00 Sl z,yeP

on obtient ’hypothese (b’); a est donc donné avec le systeme étudié.
Notre espace fonctionnel dépend d'un paramétre 6. Nous allons maintenant faire
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un choix “optimal” de 6, quitte a le justifier plus tard.

Choisissons :
1
1 <6 < min (a, exp(Prop(X) — Ptop(ap))>
et i
9::-X6

Le choix de 6" est possible a cause de 'hypothese essentielle faite sur le systeme :
PtOp<aP) < PtOP(X>

0 étant choisi, il est facile de vérifier que les trois hypotheses suivantes sont sa-
tisfaites (hypotheéses nécessaires aux preuves des propositions a venir).

(H1) fal < 1
(H2) X > 1
(H3) 9)\3 <1

On fait une derniere hypothese sur le systeme qui signifie que I’application n’est
"pas trop non markovienne” : supposons qu’il soit possible de faire un choix de
0 compatible avec les conditions précédentes et tel que :

(8)  lim > log S(q) < log(fexp(Pry(X, T)))

q—00 (
ou
S@)=>_0" > supg,
n _ P€EPn P
PNOTIPq#0

Remarque 5 L’espace Vy est relativement gros, par exemple, si on se place dans
le cadre suivant : (JT étant le jacobien de 'application T')

~ T de classe C'™™ (la dérivée est y-Holder continue)

— T est uniformément dilatante (|JT| > p>1)

- g= ﬁ
Alors, soit P € P, etx,y € P :

1 1
l9(y) —g(z)| = ‘|JT(y)| T (2)]
< %_}((T)(diaﬂﬂ)n)7
1 1\"
< K0 ()
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ot K(T') est la constante qui intervient dans I’Hélder continuité de la dérivée.

Par conséquent, le module de continuité de ¢ = —log |JT| est exponentiel et, en

1

reprenant nos notations, o« = —

D’autre part, soit f € CV et P € P, :

1 n
oscf,P) < K () (diamP,)" < K () ()
p
La série qui définit la variation de [ est convergente si et seulement si :

C Z sup gnosc(f, P))= < 1

pep, ¥
avec l'inégalité :
1
o Z sup gnosc(f, P))% <OA— =0l a<1
pep, T P

d’aprés Uhypothese (H1) faite sur le systeme.
On a donc montré Vy O C7

I1.2.3 Propriétés de ’espace fonctionnel

Dans toute la suite, on notera K les constantes indépendantes du probleme.
Sous I'hypothese (H1), vargg < oo.
En effet,

0" Y " sup guosc(g, P) < (Ba)" > supg,supg
pep, T PeP,

et ce dernier terme est celui d’une série convergente si et seulement si :

1
lim — 1 fa)" n 0
1mnog<( a) Zsupg><

pPeP,

ce qui est équivalent a ’hypothese (H1).

Lemme 8 1[I existe deux constantes C' et C' ne dépendant que de P et 0 telles
que, pour toute fonction f € Vy :

[flloe < Coargf + CII ]
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Preuve : Soit Pe Pet x,y € P:

f@)] < 1f) = @)+ /()]
< osc(f, P) + [f(y)l

pour v X v presque tous (z,y) € P x P. Intégrons par rapport a la mesure
conforme v :

supp|f| < osc(f, P)+

1
V(P)V(|f|1p)
< ose(f, P) + 5;;;:72—7Hfm

Supp g
HE;Z_;(SHﬂh

< D supgose(f.Q) + 24 g,

sgpgwplf! < sgpg@(f,P)

5o @ minpep v(P)
1 supp g
< = _ >bPry
= evargf + minpep v(P) £
_ 1
supp|f| < . varg f + £l

O minpep Supp g minpep v(P)

Lemme 9 Si le potentiel est a distorsion bornée en notre sens, alors pour tout

Q S Pn-i—q N
05¢(gn, Q) < Kasup g,
Q

Preuve : Soient x et y éléments de (), on a :

n—1 n—1
exp(d poT'y) — exp(z poT'r)
=0 ;

lgn(y) — gn(2)| =

= Jexpp(y) — expp(w)]exp( Zs@oT%

+expyp(z) eXp(Z poT'y) — eXp(Z poTix)

=1 =1

D’apres la propriété de distorsion bornée, x et y étant dans le méme (n+q)-
cylindre :

l9(y) — g(2)] < " g(y)
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on obtient donc :

|9n(y) — gn(@)] < " g, (y) + 9(2)|gn-1(Ty) — gn-1(T)] (3)

mais Tz et Ty sont dans le méme (n+q-1)-cylindre, done, par un calcul analogue
au précédent, il vient :

|9n-1(TY) = gor(T2)] < " g0y (Ty) + 9(T) gn—2(T°x) — gna(T7y)]

et en reportant dans 1’équation 3 :

19,(y) — gu(@)] < " Tg,(y) + T g(2) g1 (Ty)

+ g(x)g<Tx)‘gn72(T2x) - gan(TZyH (4)
Par induction, on obtient :
n—1 ‘ .
190 () = gn(2)] <" g(x) ... g(T" " 2)goi(T"y)
i=0

On utilise alors la propriété de distorsion bornée : puisque x et y sont dans le
méme (n+q)-cylindre, T%(x) et T%(y) sont dans le méme (n+q-k)-cylindre et :

9(Trz) < (14 Ko™ )g(T*y) < (14 Ko™ *)g(T"y)

On reporte dans la formule d’induction 4 :

n—1
9n(y) = gn(@)] < D a1+ Ka"). . (14 Ko™ )ga(y)
=0
n—1 n
< gu(y)a?y a” H (1+ Ka")
=0 k=n—i+1

La série produit est convergente (puisque la série Y o™ l'est) et on peut donc
majorer tous les produits partiels par le produit infini. On obtient alors :

[y

n—

90 (y) — gn(2)] < Kgn(y)a? Y o' < Kaof D g

i

Il
=)

Lemme 10 Pour tout entier q :

Piop(OTTP) < Piop(OPY)



47

Preuve : Par définition :

1
Prop(OT*P?) = lim sup - log > SUp gn
PePy
PNOTIPg#0

Soit P € P" tel que PNITIP, # 0, il existe Q € P1 tel que Q NT,PNIPT # 0.
De plus, soit z € P :

n+q (TQ_q (ZL‘)) < 1 sup g
—_ X 7. n+
gq(TQq(x» (inf g)4 QNT, P !

gn(x) <

et done :
1

< -
SUP g < o

Sup gn+q
p!

avec P’ =QNT,"P € P,

1
E SUp gn S 7 E SUP Gn+
p " (inf g)d o
_ PePn P'ePpiq
PNATIPq#D PNaPq#0

On obtient le résultat en prenant la limite thermodynamique. |

Lemme 11 Pour tous P € P, et Q € Py :

SUP gn SUP gy < K SUD Gnig
P T,P T,P

Preuve : Soit z € P et y = T, :

gn(2)g,(y) = explo(z)+...+eoT" Hz)+ oY) +... + o T (y))
= exp(poT¥y)+...+po Tq+"71(y) +oy)+...+po qul(y))
gn-i—q(y)

< sup gn+q
TéqP

Soit alors z € TP, d’apres le lemme 9 :

194(y) — g4(2)| < Ka"g,(y)

gq(z) < (1+ Ka")g,(y) < Kgq(y)
et
n(2)94(2) < K¢y (2)94(y) < K SUp Gnig
TéqP

ceci pour tout © € P et z € Ty, 1P ce qui donne le résultat. |
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Lemme 12

Z Z SUp g Sup gq S K Z SUP G g

PeP, QePq PePnyq
PNATIQ#0 PNoPg#0

Preuve : D’apres le lemme 11, on a deja :

> Y SUP G Sup. g <KDY > sup gy

PeP, QePq PeP, Qerq TGP
PnaTIQ#0 PNATIQ#D

De plus, soit P € P, tel que PN ITIQ # () avec Q € P,. Il existe une suite (z,,)
de points de P qui converge vers x € JT7(), par conséquent T, v € OP, et on
peut en déduire :

TP NOP, # 0

On obtient I'inégalité voulue. [ |

Lemme 13 Pout tout entier ¢ > 1 :
Piop(0Py) < Piop(OP)
Preuve : On a la relation suivante entre les bords des itérés des partitions :
OP,=0PU... T oP

D’une part, si P € P, avec PN IP, # 0, il existe k € {0,...,q — 1} tel que
PNT %P £ 0 et TFPNOP £ 0

T*P étant inclus dans un unique (n-k)-cylindre P’, on a P’ N 9P # 0.

D’autre part :

supg, = supexp(o+poT +...+poT" 1)
P P

N

sup grsupexp(p o T 4+ ...+ @ o T 1)
P

N

sup gy, sup gn—x o T*
P

N

SUp gk SUP Gn—k
Tk(P)

Sup gk SUp gn—k
P/

N\

Cela mene a I'inégalité suivante :

Z supg, < K(0,n) Z Sup gn, + . ..
P

_pep, P PlePy,
PNOPg£D PINOP#£D

+ K(g—1Ln)| Y supgagn | supge
plepn—atl P
P/NoP#D
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avec K(i,n) = maxpep, , #{P € P,,T"P C P'}.
A Taide des majorations Vn,Vi € {0,...q — 1} : K(i,n) < (#P)’, on obtient :

qg—1
> supga < D supgnt ... > SUpgn_gi1 | SUD gy 1 (#P)
/ /
_PePn P'ePy P Plepn—q+l1
PNoPg#0 P/NoP#D PINaP£D

Soit € > 0, il existe N tel que, pour tour n > N et tout k € {0,...,¢— 1} :

Z Sup gn—k < e(nfk)Ptop(ap)e(nfk)E
P/

Plepn—Fk

P/ NOP#£0
et
Z SUp gn < eDiop@Plgne 1 (=t Prop(9P) (n—qt1)e SUp gg—1
PePn
PNOPq#D
< en-Ptop(a'P)ens 1+ sup gl#P o Sup gq—l(#P)qil
o=+ Frop(9P) p(a=1)(e+Prop(9P))

1
Elog Z SUp gn < e+ Pop(0P)

_PePp
PNOPq#D

q—1
i
n

o=+ Prop(9P) (a1 (e+Piop(9P))

En passant a la limite d’abord sur n, puis en faisant tendre € vers zéro, on obtient
I'inégalité annoncée. u

II.3 Action de 'opérateur de transfert
sur Vj

I1.3.1 Continuité de ’opérateur sur Vj
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Lemme 14 Sous les hypothéses (H1) et (H3) : Vjy est stable par L. De plus, L
est continu pour la norme ||.|q.

Preuve : Rappelons que 'opérateur de transfert peut étre écrit de la maniere
suivante :

Lf =7 (°f) o T5 lrp)

BeP

ott Tg' désigne l'inverse de T : B — T(B). On s’intéresse en premier lieu a la
partie variation de la norme.
Soient f € Vy,n>0et PP, :

osc(Lf,P) < Y osc((e?f) o T ' ly(p), P) (5)

BeP

Dans les termes de la somme qui précede, on a la dichotomie suivante : ou bien
P C T(B), ou bien PN AT (B) # 0.
Si P C T(B) alors :

osc((gf) o Ty 1r), P) < sup [(gf) o T5' (y)1res)(y) — (9f) 0 T (2)1r(m) (z)|

z,yepP

= sup [(9f) o T5'(y) — (o) o T3 (@)

= osc((gf) o T", P)

Par contre, si P NOT(B) # 0 on distingue les situations suivantes :
Pour v x v presque tous (z1,22) € (PNT(B)) x (PNT(B)°) :

[(9f) o Ty (x2)1r(m) (x2) — (9f) 0 T (x1)1r(my(x1)| = [(9f) 0 T (21)]
< SWparp)l(9f) o Tg'|

Pour v x v presque tous (z1,22) € (PNT(B)) x (PNT(B)) :

[(9f) o Ty (x2)1r(m) (x2) — (9f) 0 Ty (1) 1r(m)(21)]
< [(gf) o Tyt ()| + [(gf) o Ty ()]
< 25Wpnrp)l(9f) © Tg'|

Pour v x v presque tous (x1,z2) € (PNT(B)¢) x (PNT(B)°) :

(9f) © T (22) 1) (w2) — (9f) © T (21) sy (21)] = 0

En résumé,Pour v x v presque tous (z1,22) € P X P :
(9.f) 0 T (w2)1(m) (x2) — (9f) © T5 ' (21) 17y (21)] < 2UPprr(p)l(9f) 0 Tl

05c((g.f) o Ty 1r(my, P) < 25WDprr) | (9f) © T
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la somme 5 se sépare donc en deux parties :

(5) < ) wse((ef)o T P)+2 Y SWpryp(eff) o Ty

BeP _ BeP
PCT(B) PNOT(B)#0

On utilise alors la relation du lemme 6

osc(gf, Tz'P) < osc(g, Ty P)supT_1Pf—i-osc(f,T 'P) sup g

Tz'P

On a a estimer les trois termes suivants qui interviennent dans la variation de
Lf : (cet argument reviendra dans les calculs suivants)

¢ SwpaH(L ) < 60 S swpaosels. T P) swp If] (6)

PePy, P pPcpP, BeP B
PCT(B)
+ 0" Z Z sup g,o5¢(f, Tz P) sup g (7)
pep, ser T T5'P
PCT(B)

+o20m Y Y SUP g Sup. |f| sup g (8)

PeP, _ BeP
PNAOTB#0

Pour le premier terme, on utilise les lemmes 9 et 11 pour obtenir :

(6) < H”Z Z supgn Supga 1 osup | f]

Pep, Bep T5'P
PCT(B)

< KMy Y SUp g0 1sulo |f]

pep, Bep Tg'P

K
< S0 Y sw gl

Pepntl

sous 'hypothese (H1), on a le terme général d’une série convergente.
Pour le second terme, I'estimation est la suivante (en utilisant le lemme 11) :

(7) < Ko Z Z sup Gn108¢(f, Tg' P)

pep, Bep Tp'P
PCT(B)

< KO0" ) supguose(f, P)

Pepntl

c’est le terme général d’une série convergente et en sommant sur n :

2(7) < %V&I‘@f

n
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Pour le troisieme terme, on utilise le lemme 12 :

(8) <2K6" 3 supgusa|fllc

pepntl
PROP#D

sous I'hypothese (H3), on a le terme général d’une série convergente.
Quant a la partie sup de la norme, on a :

1Lf oo < sup | D [1fllocg © Tp ' Lrry
X |pep

<Aool flloo
< gl#Pl fll

En rassemblant les deux résultats, on obtient une constante k() telle que :

ILfNlo < k() fllo

I1.3.2 Inégalité de Lasota Yorke.

Rappelons que £ = %L.
Dans ce paragraphe, on établit une inégalité qui montre comment évolue la varia-
tion d’une fonction lorsqu’on l'itere par 'opérateur de transfert. Cette inégalité
joue le méme role que I'inégalité dans l'article original de Lasota et Yorke .[LY]
Obtenir I'inégalité suivante avec la norme ||-||, est indispensable pour montrer que
L1 est uniformément borné (lemme 15) et ainsi avoir la décomposition spectrale
souhaitée de L.

Proposition 3 1l existe qo, ( < 1, C7; > 0 et Cy > 0 tels que pout tout f €
Vo, [20,Yq2qo :

varg(LI(f)) < 01([%] varp(f) + Ca| fll

Preuve :

1 _
£f =55 D (9af) 0 Tp"Lrucp)

PP,

_ 1 _ _
G(Lf, 4) < 12 D 550 ((0a0) 0 T Lyuqr, A) ©
PEP,
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Pour la méme raison que dans la preuve de la continuité de 'opérateur de transfert

sur Vy, on doit estimer trois contributions a la variation de l'itéré de 'opérateur
_17.

L=sL:

0 sup g,osc(Lf, P) < — sup ¢, 0S¢ T 1P) su 10
> up gn0sc(L2f, P) AqE > U Gn0SC(gs; ) sup |f[(10)
P€EPy PEP, QEPq To'P

PCTIQ
HTL
q
+ v E E supgnosc(fT P) sup g, (11)
PeP, QEPq Ty
PCTIQ

+ Z > SUP g SUPD |f| SUp gy (12)

PGPn QEPq
PNOTIQ#£D

Pour le premier terme (10), utilisons le lemme 9 ainsi que I'inégalité suivante :

1
sup f < os¢(f, Q) + v(f1lq)
Q v(Q)
071
(10) < QE Z Z sup ¢, sup ¢,0"0s¢(f, Q) (13)
pep, Qerg T T5P
PCTIQ
o 1
+ 2+ SUP g SUD g v(|f1q) (14)
R
PCTIQ
QTL
(13) 2< 3> >, D g SUP 90" 05 (f, Q)
PEP, QEPq
PCTIQ
1
< 2 04 sup g,05¢(f, Q) [ (aB)" supgn
CYMPIS L "

La série en n converge d’apres 'hypothese (H1)donc

;(13) < (ef)f)qvargf

Pour le terme 14, on utilise le lemme 11 :

14) < n v
1) < e P> Q}@j 1 gnsac” ]
n q
T(Q)
K

(6a)™ Y Supgn+q||f||V

PePniq

S (X)) mingep, v(Q)
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Sous I'hypothese (H1), on a encore une série convergente en n et :

> (14) < K@)fIl

n

Pour le second terme (11), 'estimation est la suivante (en utilisant le lemme 11) :

o
(11) < KEZ Z sup Gnrq0sc(f, T P)
pPeP, QEZb)

971
< K+ ) SUp g-+q0sc(f, P)

pY
Pepn+q

on a le terme général d’une série convergente et en sommant sur n, on obtient :

Z(ll) (Hj)f) vary f

n

sous 'hypothese (H2), on a un terme qui tend vers zéro avec q.
Pour le troisieme terme, on réutilise I'inégalité :

sgpf < osc(f,Q) + V<1Q)V(f1cz)

0" 1
(12) < 2 >y SUP n SUD g7 v(f1q) (15)
PeP, QEPy
PNATIQ#0
QTL
25D D swa sup g,05¢(/, Q) (16)
PePy, _ QEPq
PNOTIQ#0

D’apres le lemme 12 :

en

15) < 2 . SUp Gniql| fl

( ) AqrﬂﬂﬁQeim V(CQ) P;g;;q P +qH |

PNoPq#0D
1
< 2 . gra SUP Gnql| 1|
(OX)T mingeps v(Q) PE?Z"H P +all]
PNoPq#0

On somme sur n, la série converge car, d’apres le lemme 13 :

6 exp(Piop(0P?)) < 0 exp(P,op(0P)) < 1

> (15) < K(@)fl

n
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Quant au terme 16 :

2

(16) < 07 Z sup g,0s¢(f, Q)8" Z Sup gn,
(0>\)q Qerpq Q PePn P
PNOTIPq#0
varg f
< 0" Sup gn
CAP Y
PNnoTIPq#0

On somme alors sur n, la série converge car, d’apres les lemmes 10 et 13 :
6 exp(Prop(0TIP?)) < 0 exp(Prop(0P?)) < 0 exp(Prop(OP)) < 1

mais le comportement en ¢ de la somme de la série

S = 0" > SUp gn

_ PePn
PAOTIPy#0

peut détruire la contraction assurée par ( il faut donc faire 1'hypothese

_1
' oN)4
supplémentaire :

(g) lim 1log S(q) < log(6X)

q—0o0 q

On obtient alors I'inégalité suivante :

1+ S(q)

vargLf < K o)

varg f + K (q) || f|

Sous I'hypothese (g),il existe < 1 et g tels que, pour tout entier ¢ > qq :

1+ S(q) .
K—(e)\)q <C

Soit g > qq, il existe k > 0 et r < qo tels que g = kqo + 7.
On peut montrer d’'une maniere classique que, puisque la mesure v est conforme,
on a :

varg £ < (Pvarg f + K(qo)(L+C+ ...+ DI
On en déduit facilement :
vargLlf < (MvargLTf 4+ K(go)(1+ ¢+ ...+ ISl
K K(qo)
<k k
~ C (QA)Tvaref + (K(T)C + 1 _ C )“fHV
< Cil*vargf + Col|f]],

avec (' = min, g, ﬁ et Cp = minj<y, K(2) + Ii(_qz)‘ [ |
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Lemme 15 L£"1 est borné uniformément en n.
Preuve : Soit n > ¢o. D’apres le lemme 8 :
1£7"1 |00 < CvargL™1 + C'|| L7,
La mesure v étant conforme, on a :
1L "1, =v(L"l) =v(1) =1

et en utilisant 1'inégalité de Lasota-Yorke :

e < corclihvar + cafa],) + ¢
<

Remarque 6 A ce stade, puisqu’on a une inégalité de Lasota-Yorke et que
(II£"1| 0 )nen est uniformément bornée, il est naturel de penser au théoréme de
Tonescu-Tulcea, Marinescu [ITM] (une inégalité de Lasota-Yorke et la compacité
dans L> de la boule unité de Vi impliquent la quasicompacité de 'opérateur). Il
apparait que notre espace de fonctions a variation bornée, que l’on doit considérer
muni de la norme de L*, n’a pas les bonnes propriétés de compacité dans L.

II.4 Approximation par des opérateurs
compacts

Un opérateur ) sur un espace de Banach B est dit compact si 'adhérence de
I'image de la boule unité par Q est compacte.

Un opérateur compact a de ”"bonnes” propriétés du point de vue spectral,
c’est-a-dire que son spectre est au plus dénombrable et ne possede pas de point
d’accumulation éventuel autre que zéro. Tout élément non nul du spectre est une
valeur propre pour l'opérateur et le sous espace propre associé est de dimension
finie (voir [DS]). Dans ce cas, on a de fagon évidente un trou spectral, ¢’est-a-dire
une distance strictement positive entre le complémentaire du spectre et la partie
continue du spectre (qui est réduite a zéro dans le cas compact).

S’il est possible d’approcher un opérateur borné par une suite d’opérateurs com-
pacts, alors certaines de ces propriétés restent valables, notamment 'existence
d’un trou spectral. On définit un opérateur quasicompact de la fagon suivante

(voir [HH)) :
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Définition 2 On dit que Q, opérateur continu sur un espace de Banach B, est
quasicompact si on a une décomposition en sous espaces fermés, stables par Q) :

B=F¢oH

ot F' est de dimension finie et Q) | n'a que des valeurs propres de modules 7(Q),
avec

(@ lu) <r(Q)

Notre but est d’approcher les itérés de I'opérateur £ par une suite d’opérateurs
compacts.

Définissons 'opérateur suivant (qui agit sur les fonctions de Vjp) :
Agf = LE,(f/Py)

ou E,(f/P,) est l'espérance conditionnelle de f par rapport a la partition P,
c’est-a-dire :

B, (f/Py)(x) = v(f1p,@)

1
v(Py(x)
f étant fixée, E, (f/P,) ne prend qu'un nombre fini de valeurs distinctes. £9 étant
un opérateur continu, il n’est pas tres difficile de vérifier que LIE,(-/P,) est un
opérateur compact.

Notons :

fq = f_El/<f/PQ)

Alors on a ’approximation suivante :

Proposition 4 [l existe {; < 1 tel que, pour q assez grand et pour tout f € Vy :
1£9f = Aqfllo < Kl flo

Preuve : Nous devons montrer que ||[£?f — A, f|s tend exponentiellement vers
zero lorsque ¢ tend vers l'infini.
Pour la partie sup de la norme :

1 _ _ _
1£7F = Aaflloe < 35 D suploy 0 T Lruqlf 0 T = Eu(f/Py) 0 T3
QePa

de plus,
1

v(Q)

E,(f/Py) o To" = v(f1o)
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et si x € T9Q alors y = Ty, (v) € Q et

1 1 1
0= 517010 = | | 10 - i [ fonn)
< — — F()ldv(2)
Q
1 _
< 5 /Q osc(f, Q)dw(2)
< ose(f, Q)
nous venons donc de montrer :

Supglfyl < osc(f, Q) (17)

Il en découle :

Hﬁqf - -Aqf”oo < Z SupquSC f Q)

QGPq

< 1 f
Vv
ceci tend exponentiellement vers zero a cause de ’hypothese (H2).
Pour la partie variation de la norme, la stratégie est similaire a celle employée pour
montrer 1'inégalité de Lasota-Yorke, toutefois, il est indispensable de reprendre

les calculs. La encore, trois termes doivent étre estimés :

Z supgnosc(ﬁ fo: P)

pPeP,
en
< % > > SupgnOSC(fq,T P) SUp 9 (18)
PePy, PQCEIZZqQ Q
en
+ 53 > > SupgnOSC(gq,T P) sup | fdl (19)
PePn i
1 Z > SUP g SUD. Ifql SUp g (20)
PGPn QEPq
PNaTIQ+#0

Pour le premier terme, Tj,’P € P,y et

o5c(fo, To"P) = sup  [f(y) = Bu(f/Pe)(y) — f(2) + Eu(f/Py) ()

x,yETngP

x et y étant dans le méme cylindre d’ordre n + ¢, ils sont dans le méme cylindre

d’ordre ¢ et donc :
E,(f/Pg)(x) = Eu(f/Pg)(y)



on en déduit : o5¢(fy, Ty, " P) = os¢(f, T, P) et

(18) < (11) < (QIA{) vary f

Pour le deuxieme terme, on doit faire usage de 'inégalité 17 et du lemme 9 :

(19) < Z > supg, sup gy05e(/, Q)

PG’Pn QEPy P Q
PCTIQ

Z > SupgnsupquéQOSC(f Q)

PePn QEPq
PCTIQ

K __
< o) QQQEZP sgpgqosc(f,(,,) <9a Zsupgn>

PePy,

d’apres 'hypothese (H1), la série en n est convergente et on obtient :

;(19) ((9[;) varg f

Pour le troisieme terme, on utilise 'inégalité 17 :

(20) < Z > P S 9405¢(f, Q) = (16)

P€73n QEPq
PNOTIQ#0

et done

;(20) < %Vargf

En définitive :
K+ 5(q)

varn£1f, < =

varg f

Avec ’hypothese :
1
(g) lim —log S(q) < log(6X)

q—00 q
il existe (1 < 1 et qq tels que, pour q > qo,

K+ 5(q)

o) <

on a le résultat avec (o = max((1, 55)

99

On a montré qu’on pouvait approcher les itérés de 'opérateur de transfert par
une suite d’opérateurs compacts. Toutes les propriétés spectrales de 'opérateur
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de transfert £ vont suivre ainsi que l'existence d’une densité invariante, d’une
mesure invariante et la décroissance exponentielle des corrélations.

II.5 Quasicompacité de ’opérateur

La quasi-compacité de 'opérateur permet d’isoler les valeurs propres qui ont
un module égal au rayon spectral du reste du spectre qui est inclus dans un
disque de rayon strictement inférieur au rayon spectral. Ceci donne l'existence
d’une densité invariante. Pour obtenir la décroissance des corrélations, il faut
encore prouver que le rayon spectral est une valeur propre simple et que c’est la
seule sur le cercle de ce rayon. C’est I'objet des lemmes suivants.

Rappelons la définition du rayon spectral d’un opérateur :

Soit ) un opérateur sur un espace de Banach B, le rayon spectral de @) est

défini comme suit :

r(Q) = lim (|Q")

Lemme 16 Le rayon spectral r(L)de L est egal a 1.
Preuve : D'une part, soit f € Vj et n > gy, d’apres le lemme 15 :

1L flloe < NIL" Uloo|[flloo < K[ floo

et I'inégalité de Lasota-Yorke s’écrit :

< ekl varg(5) + Gl 1l
< K| fllo

On a donc : ||[L"f|lo < K| f]lo et :
1Ll < K

r(£) <1

D’autre part, en utilisant la conformalité de la mesure v :
1=v(L£"1) < [|£"1o < K[IL"1lo < KL 6l 1]l0 = KL [lo

donc (L) > 1 [
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Lorsqu’on sait que I'opérateur est quasicompact, il suffit de connaitre le rayon
spectral pour avoir la convergence des moyennes de Cesaro de l'opérateur.
Définissons :

rE = Ji_)ngo(inf{HE” — Kllo, K compact })%

Nussbaum a montré que, pour des opérateurs linéaires bornés :

Tess = Tk

Le lemme (2) (page 709) de [DS| permet de montrer que tout élément A de o(L)
qui vérifie |A| > 7. est isolé dans o(L) et le sous espace propre associé est de
dimension finie. On déduit de ce fait une décomposition spectrale pour I'opérateur
L : pour tout r > 7, il existe un nombre fini s de valeurs propres \; avec |\;| > r
et

L= Z)\i(ﬂi+Ni) +Q
i=1

avec 7(Q)) < 7 (N; est la partie nilpotente, II; la projection sur le sous espace
propre de dimension finie).

On isole alors les valeurs propres de module 1 (qui existent sinon le rayon spectral
de L serait strictement inférieur a 1) des autres. On a une décomposition du type :

L= Z)\i<Hi+Ni) +Q
i=1

avec 7(Q) < r(L) et |N;| = (L) = 1 ce qui correspond a la définition de quasi-
compacité de [HH].

Lemme 17 1 est valeur propre de l'opérateur L. Sous une hypothése de covering
(hypothése (f)), on peut lui associer une fonction propre strictement positive h €
Vo et imposer v(h) = 1.

Preuve : Pour la premiere partie de la preuve, on se base sur le point de vue de
Henion et Hervé. On a une décomposition de £ comme suit :

L=+N)+Y NIL+N)+Q

i=1

IT est la projection sur l'espace propre associé & 1 (qui peut étre nulle si 1 n’est
pas valeur propre) et N la partie nilpotente. Les \; sont des valeurs propres de
module 1 différentes de 1.

Sous 'hypothese sup,,oy ||£"1]]s < 00, L est un opérateur quasicompact de type
diagonal, c’est-a-dire que toutes les valeurs propres de module un sont semi
simples, on a :

i=1
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£”:H+ZT:/\?HZ-+Q”

=1
%ici :H+i (%iAJ) Hﬂr%i@j
j=1 i=1 j=1 j=1

Comme 7(Q) < 1, la série 3°., @7 est convergente et donc :

n

.1 :
fim 22 @ =0

j=1

Les \; étant des nombres complexes de module un différents de un, les suites

)
J=1 n>0

lim T = Y N =0
2\
‘]:

1=

sont bornées et donc :

On en déduit :
I ..
lim — L) =11
LD

Pour montrer que 1 est valeur propre, il suffit de prouver que II # 0. Nous
allons utiliser la mesure conforme v. La convergence précédente nous permet en
particulier d’affirmer que :

=0
0

lim

n—oo

1 e— .
—Zﬁu—nl
n <

7j=1

De plus, pour tout n :
I
v|— L1 =1
(2]
7j=1
On en déduit aisément :

1 —v(I11)| =

v (% iﬁﬂ) —v(I11)

1 e— ..
< — J1 —
< V(ng L1 Hl)
J=1
< l§n £71 —TI1
n <
Jj=1 0
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En faisant tendre n vers l'infini, on obtient v(I11) =1 et I11 # 0.
h = T11 est une fonction positive (comme limite de fonctions positives) non nulle,
invariante par £ et élément de Vj.

On montre maintenant que Hy_h > 0.
Supposons que : Vn,VP € P, infph = 0.
D’une part, siz € (N,T"Py)¢ = U, (T™P,)° alors il existe ng tel que z € (T™0P,,)°
et :
1 -n
ha) = L(@) = 1= Y (gush) 0 Tp" (@) Lrmp(a) =0 v-pip

=
PePy,
D’autre part, si z € N, T"P,, alors pour tout n et v presque tout x on utilise
hoTp"(z) < osc(h, P) + infph

pour obtenir I'estimation suivante :

M) = L) = 5 3 (gah) o T3 (1)1np()

— 1
< (E”l(a:))(}r)rgj)i infph) + " Z sup g,osc(h, P)
PEPy

< h
(9)\)11 varg

En faisant tendre n vers 'infini, compte tenu de I'hypothese (H2), on déduit
h(x) = 0 pour v presque tout x ce qui contredit le fait que c¢’est une fonction
propre. Par conséquent, il existe ng et Py € P™ tels que infph > C > 0.
Ceci signifie qu'il existe M > 0 et Py C Py, B} C Py tels que v(FP})) = 0,
v(P]) =v(F) et :

Ve e Py :h(x) > M >0

Exprimons I’hypothese de covering :

3Ny, TN (Py \ OPy,) D Y

On peut choisir Ny > ng. On a TN (Py) € TN (P)) U TN (Py). De plus :

1 1 1
v(TN (P :—/ —dv < ———Vv(P) =0
T =55 [ e < S

On peut en déduire :

1=v(Y) <v(T™ (P \ 0Px,)) < v(T™ (P \ OPw,))
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Par conséquent v(TNPY) = 1.
De plus, si z € TN P} il existe y € P} tel que TN(y) =z et :

W) = L) = o S (awh) o T (@) g p(a)
PePMNo

1
> S 9no()h(y)

L,
> N inf gy, M > 0
h est strictement positive sur un ensemble de mesure pleine ce qui prouve que
son infimum essentiel est strictement positif. |

Remarque 7 Qutre [’existence, on a en fait montré que si k est une fonction
propre positive associée a 1, elle est strictement positive. De plus, si k est une
fonction propre associée a 1, k™ (partie positive ) et k= (partie négative) le sont
aussi, en effet : L est un opérateur positif donc Lkt > kt et Lk~ > k™, on
utilise alors la mesure conforme v pour écrire :

v(CkT — kT =v(LET) —v(kT) =0

v(Ck™ — k™) =v(Lk™)—v(k™) =0

D’ou Lk =kt et Lk = k™. Par conséquent, k™ et k= sont strictement posi-
tives. Ceci n’est possible que si l'une des deux fonctions est nulle. On peut donc
affirmer que si k est une fonction propre associée a 1, elle est soit strictement
positive, soit strictement négative.

Lemme 18 1 est valeur propre simple pour L

Preuve : Soit k densité invariante. D’apres la remarque précédente, on peut la
choisir strictement positive.

h et ﬁk sont deux fonctions invariantes strictement positives d’intégrale un.

h — #k’ est invariante donc soit strictement positive, soit strictement négative
et elle est d’intégrale nulle donc :

k=uv(k)h
et I'espace propre associé a la valeur propre 1 est de dimension 1. [

Pour avoir la convergence des itérés de 'opérateur vers un projecteur de rang
un, il est nécessaire d’étudier les autres valeurs propres de module un. Dans la
suite, nous supposerons que la seule valeur propre de module un est 1.
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On a alors la décomposition suivante pour tout n € N :
avec, pour tout f € LL TI(f) = v(f)I1 = v(f)h.
Proposition 5 1] existe £ < 1 tel que pour toutes fonctions f € Vy et g € Ll :

‘/fgoT” in— [ fan [ g du‘ < el flollgl

Preuve : De maniere classique, on peut écrire les corrélations de la fagon suivante
pour f € Vyetge LL :

‘/fgoT” du—/f d,u/g du‘ = ‘/E”(fh)gdu—/(/fhdu) ghdy
< HE"(fh)— (/fhdu) h 0/|g|dl/

< 1Qumll, [ Iglar

< Enllol 1l / gldv
< Ceflolgl,

Proposition 6 p = hv est un état d’équilibre.

Preuve : Rappelons tout d’abord que le principe variationnel est valide (voir la
proposition 2), c’est-a dire :

Py(p, T) = sup (hm(TH / sodm)

meM(X,T)
Il reste donc & montrer :
PtOp(Xa T) = PLP(IU7T>

Rappelons que la densité invariante h est strictement positive, cela va nous per-
mettre de renormaliser I'opérateur de transfert : soit R 'opérateur défini de la
maniere suivante :

Rf =2 L(fh)

Comme par hypothese, la partition P est génératrice, P, est la partition en
points.
Nous allons commencer par montrer que :

E.(1p|T 'Ps) =R(1p) o T
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Pour cela il suffit de montrer que 1'égalité est vraie en intégrant sur n’importe
quel mesurable B par rapport a la tribu T-'P,,. Soit donc B = T-'B’ avec B’
Pso-mesurable c’est a dire tout simplement mesurable :

/ E,(1p|T "Puc)dp = / 1pdp = / 1plp oTdp = /R<1P)1B’d,u
B T-1B/
= /R(lp) oTlp oT dp (par invariance de )
B

D’autre part, par définition de R,

R(1lp)oT =

h 5 T£<1Ph) O T

et, en développant I'expression de l'opérateur de transfert :

L(1ph)oT(z) = ; Z 1rq(Tx)g o T (Tx)h o T (Tx)1p o T, ' (Tx)

QeP
1
_ XlTP(TI)g o T (Tw)h o T (Tw)1p o Tt (T)
= So()h(x)
Par conséquent :
_ Lyg(x)h(z)

et, toujours en utilisant le fait que P est génératrice :
ho(T) = hu(T,P)=H(P/T™'Px)
_ / S 16 (2) log B, (1p|TPoc) () dp()

=~ [ 3 (@) loR(1r) o Tla)dula)
=~ [ tnton {0 )
=~ [ 32 1@ log A + logg(x) + logh(a)  log(h o T)(x))du2)

= log\— /god,u — /(log h(z) —logh o T(x))du(x)

= log)\—/gpd,u
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La derniere égalité provenant de l'invariance de la mesure par T, puisque log h
est intégrable.
On en déduit 1'égalité :

P, T) = h(T) + /godu —log \ = Py(X,T)

I1.6 Vérification des hypotheses en
dimension un

Rappelons la condition & vérifier. Soit

S@)=Y_0" Y. SUp g

_ PePn
PNOTIPq#0

La condition est la suivante (c’est I'hypothese (g)) :
o1

lim —log S(q) < log(6A)
g—00 (

On a l'inclusion suivante :
oT'P, C TP UIT*PU...UITIP

En dimension un, pour tout i € {1,...,q}, OT"P est constitué d’au plus 24P
points. Par conséquent , le nombre de cylindres P € P, tels que P N OTYP, # ()
est au plus égal a 24P et :

> supg, < 2q#Psupy,
P

_ PePn
PAOTIP 40

Si maintenant on fait I'hypothese sup ¢ < P (X, T), on peut choisir 6 tel que
Osupg < 1.
La série > 0" sup g, converge et :

S(q) <2q#P ) 0" supg,
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On en déduit lim, . %log S(q) = 0 et la condition est vérifiée puisque O > 1
Remarquons que :

supp < Piop(X,T) = Piop(OP) < Poop(X,T)

En effet, en dimension un, le bord 0P est constitué de 2#P points et :

1 _
Pop(OP) < lim - log #{P € P,, PN IP # 0} sup g,

1
lim —log 2#P sup g,

n—oo 1

sup

NN
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CHAPITRE 111
TEMPS DE RETOUR

III.1 Introduction

Cette derniere partie est dédiée a ’étude des fluctuations dans le théoreme
d’Ornstein-Weiss, c’est-a-dire des fluctuations des temps de retour dans un n-
cylindre autour de ’entropie.

C’est une généralisation des mémes résultats obtenus en dimension un , exposés
dans un article a paraitre aux Annales de 'l.LH.P, section probabilités. Nous mon-
trons tout d’abord que 'on peut approcher la loi du temps d’entrée dans un n-
cylindre par une loi exponentielle et nous donnons ’erreur dans I’approximation
(qui est exponentielle). En exprimant ensuite la loi du temps de retour dans un
n-cylindre commme une somme de lois de temps d’entrée pondérée par la mesure
des cylindres, on prouve que les fluctuations des temps de retour autour de I'en-
tropie sont lognormales.

Ces résultats sont basés sur deux propriétés des états d’équilibre pour des
systemes inversibles par morceaux : tout d’abord, I'a-mélange, déduit de la
décroissance des corrélations (voir chapitre précédent), ensuite le caractere
"presque Gibbs” de la mesure invariante (discutée dans le paragraphe 2), c’est-
a-dire que la mesure de presque tous les n-cylindres est donnée par la valeur du
potentiel sur une orbite typique issue d’un point de ce cylindre.

Soit )
Cn(so):/sooT”sodu— (/@du)

o*(p) = Col) +2> _ Culep)

et

Il est a noter que la série converge car le mélange est exponentiel.
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Théoréme 3 Supposons o(p) # 0, alors (%) est une suite de va-

riables aléatoires bien définies sur ’espace de probabilité ([0,1],B, 1) et :
log R,, — nh

= N(0,1)
o(p)vn ’
ou = est une convergence en lot.
(et o(p) = 0 si et seulement si il existe une fonction mesurable ¢ telle que

p=p—@goT)

II1.2 Rappels

Inégalité de Lasota-Yorke : Quitte a considérer un itéré de l'opérateur, on
utilisera I'inégalité de Lasota-Yorke sous la forme suivante :

Proposition 7 Il existe( < 1,Cy > 0 et Cy > 0 tels que pout tout f € Vy, f >0,
pour tout ¢ = 0 :

varg(LY(f)) < Ci¢? warg(f) + Col fl]

Type de mélange : Rappelons I'inégalité de décroissance des corrélations ob-
tenue au chapitre précédent, si f € Vy et g € LL :

]/fgoT” an— [ rau [ g du' < e ol

Appliquons cette inégalité a des indicatrices 1p avec P € P, et 1 avec () en-
semble quelconque :

u(POTQ) — p(P)u(@)] < C€[[1pllor(Q)
< K&[1p|lon(Q)
|1p|lo = varglp + ||1p|leo- Reprenant la remarque 4, on a :

p

p
varglp < Y _ 0" sup g, < Y (0 exp(sup p))*
k=0 k=0

Faisons une hypothese supplémentaire, classique en dimension un [LSV] :

sup ¢ < Piop(X)
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Alors, dans le chapitre précédent, restreindre le choix de # en prenant :
1
1 <6 < min (a, exp(Priop(X) — Piop(OP)), exp(Piop(X) — sup gp))

et 0 = %0’ ne modifie rien aux résultats obtenus sur la quasicompacité de
lopérateur et la décroissance exponentielle des corrélations. Avec ce choix, on
a fexp(supp) < 1 et la série apparaissant dans varglp est convergente. On a
donc :

varglp < Z Oexp(sup ¢))
k=0
On obtient ainsi de ’alpha mélange :

u(PNTQ) — p(P)pu(Q)] < CE"u(Q) (21)

Théoreme de la limite centrale : Pour les fonctions dont la décroissance des
corrélations est sommable (ce qui est le cas pour gy = u(p) — ¢ puisqu’elle est
a variation bornée et donc la décroissance des corrélations est exponentielle) | le
théoreme de la limite centrale est vrai ([L]), rappelons que :

o*(f) = Co(f) +2)_ Culf)
n=1
et supposons que () # 0, alors on a :

S oo
=0 75 "= N 0,1
U(@o)\/ﬁ - ( )

ce qui est équivalent a :

—log gn +nu(p)
N N(O.1)

et o(p) = 0 si et seulement si il existe une fonction mesurable @ telle que

p=¢—@goT)
Propriété de distorsion bornée :

Lemme 19 [ existe une constante c>1 telle que, pour tout n, tout Pe P,, et
tout v,y € P :
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Preuve : Dans la preuve du lemme 9 (pour q=1), on a montré que si z,y € P €

P :
19 (y) — gn(2)] < Kgn(y)
gn(y)_l‘ < K
gn(l’) h

on a l'inégalité avec

1
= 1+ K, ——|.
c max(—i— 71—K)

Remarque 8 Dans le cas ou e est l'inverse du jacobien de la transformation
T, la propriété de distorsion bornée vient du fait que T est de classe C* et de
Uhypothese de dilatation uniforme faite sur T (voir [C]).

II1.3 Décroissance exponentielle de la
mesure des cylindres

Dans la suite, K et 3 sont des constantes génériques indépendantes de n et
des cylindres. On prouve dans ce paragraphe, que, d'une part, la mesure des n-
cylindres décroit exponentiellement vers zero, d’autre part, pour la plupart de ces
n-cylindres, on peut donner un équivalent de la mesure.

Lemme 20 [ existe k > 0 et une constante C telle que, pour tout n et tout
n-cylindre P :
u(P) < Ce™™

Preuve : Soit P = [P, ... P; ] un n-cylindre. Pour tout nog < n on a :

)
[5]mo
Utilisons l'inégalité de mélange avec le 1-cylindre P;, et ’ensemble mesurable

P, n...arElmp

u(P) < p(PyNT™P, N... A1 lHlmp,

A arFlmp )

[ ]mo
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si on note s = suppep p(P) (il est & noter que s < 1) on a :

W(P) < (s + Keu(p, ... nrFlmp )

g [l
et, de proche en proche :

u(P) < (s + Km0

De plus, il existe ng tel que s + K£™ < 1 ce qui termine la preuve. [ |

Le lemme suivant donne un équivalent de la mesure de presque tout n-cylindre.
On ne peut pas avoir I’équivalent pour tous les n-cylindres a cause de la remarque
suivante :

Remarque 9 Soit P € P,, un n-cylindre dont le bord ne rencontre pas OP, alors
T(P) est un (n-1)-cylindre. (Quand le systeme est markovien, limage d’un n-
cylindre est toujours un (n-1)-cylindre, c¢’est pourquoi on a l’équivalent pour tous
les cylindres). A linverse, si le bord de P rencontre OP, alors T(P) peut étre
strictement inclus dans le (n-1)-cylindre qui le contient.

Preuve de la remarque :
Soit P un n-cylindre, son bord est inclus dans :

OP, = U TP

Si on suppose que PN IP = (), alors son bord est inclus dans U?_'T 0P et le
bord de T(P) est inclus dans U~ 2T 0P = 0P, _;. T(P)est donc une union de
(n-1)-cylindres et par un argument de connexité, T'(P) est un (n-1)-cylindre.

Exemple : -transformation multidimensionnelle.(figure 1)
C’est une application affine par morceaux de [0, 1] dans [0, 1]2.
La figure représente les partitions d’inversibilité de 7', T? et T° ou :

T(x,y) = (gx mod 1, gy mod 1)

Le cylindre [2,3,2] est un cylindre non markovien puisque son image par 7', qui
est grisée sur la figure, est strictement incluse dans le 2-cylindre [3, 2].

Lemme 21 Soit kg > 0 et n > kqo. Soit P € P, tel que, pour tout k < n — ko,
OT*(P) N oP = 0. Alors, il existe une constante c(ky) > 1 telle que, pour tout x
élément de P :

1 pn(P)

c(ko) S A7"g, ()

< C(]fo).



partition en 1—cylindres

[2,1] (2,3] | [4,1]
[1,1] (1,3] | [3,1]

partition en 2—cylindres

[2,1,2] [2,1,4] - [4,1,2] |[4.14
[2,1,1] [2,1,3] [2,3,1] [4,1,1] |[4.13
[1,2,1] [1,2,3] [1,4,1] [3.2,1] | 3.2.3
[1,1,2] [1,1,4] [1,3,2] [3,1,2] [[3.14
[1,1,1] [1,1,3] [1,3,1] [3,1,1] | 3.1.3

partition en 3—cylindres

F1G. 2 — Application non markovienne



76

Preuve : Soit P € P, tel que, pour tout k < n — kg, OT*(P) NP = ) et soit

rzeP:
1

)\n—ko

L"(h1p)(z) = Y. gnk()h(y). (22)

yeP
TR0 (y)=2

u(P) = v(hlp) = ——v(L"(hip)).

Prenons z € X \ U,enOP, (on peut se restreindre a de tels z sans changer la
valeur de l'intégrale v(L"* (h1p)) puisque v(9P,) = 0 pour tout n); z est dans
un ko-cylindre Py, (z). T (Py,(2)) est constitué d’un certain nombre de n-
cylindres dont chacun contient un élément de T+ (2) .

Si P est I'un de ces n-cylindres alors P NT "k (2) = zp, si ce n’est pas le cas
alors PNT""*0(2) = (). Quoiqu’il en soit :

L (h1p)(2) < G-k (22)1(2P) < ||hllocGn—1o (2P)

Soit z € P, on utilise la propriété de distorsion bornée (puisque z et zp sont dans
le méme n — ko-cylindre) :

L' (h1p)(2) < Kgn_p,(z)
1(P)
A—ntko Gn—ko (QJ)

De plus, d’apres la remarque précédente T %0 (P) est un ko-cylindre et la somme
(22) n’est pas nulle lorsque T-"**0(2) N P # () ce qui a lieu quand T % (P) =
Pro(z) d’out :

LM (M1p)(2) = Lporopy(2) Y. Gnke(®)h(y)

T =F0 (y)=2
yeP

<K

\%

Lyn—ro(py(2)gn—ko (zP)R(2P)

1
> ElTnka(P)(z)gn,ko(zz:)h(zp)

on a alors :
)\—n-‘rk‘o

pP) = S (T (P)) g,y () ()

et T"*(P) est un ko-cylindre; notons maintenant c(ko) = (2 minpep, v(P) %
inf(h))~!
pp) 1
AR g iy () 7 (ko)
et gn(2) = Gn_ro(T)gro (T (). Mais gy, est borné et en multipliant par A\* on
obtient le résultat. |
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Lemme 22 Soit B(n,C) = {P € P,,Vz € P: & < P Y. 1l existe K

A" gn ()
tel que, pour tout € > 0, il existe D(g) et N, tels que, pour n > N; :

w( | P z1-Ke
PeB(n,D(¢g))

Preuve : Soit n > 0 et ky < n. D’apres le lemme précédent, si P € P, et si, pour
tout k < n — ko, OT*(P)NOP = 0 alors P € B(n, c(ky)). Montrons que n et kg
peuvent étre choisis de maniere a ce que cet ensemble ait une mesure proche de
un. Considérons son complémentaire :

F(n,ky) = {P € P,,3k <n — ko, dT*(P) N OP # 0}

En fait, dans cette définition, on peut supposer que k est le premier entier avec
cette propriété. Alors, T*(P) est exactement un (n — k)—cylindre et :

T*(P) € {B € P,_, BN OP # 0}

En changeant un peu les notations, on peut encore écrire :

|J Pc 0 TE"(U{B € Py, BN OP # 0})

PEF(n,ko) k=ko

n

pl J Pl < D uT(U{BeP,BNIP #0}))
PeF(n,ko) k=ko

n

< Y wU{B e P, BNIP +0})

k=ko

Mais on a : 1
VU{BEPLBNIP D)< 5 Y. sug

BePy
BNOP#D

Rappelons que :
1
P, (OP) = lim —1lo sup g,
top(OP) g Y up g

n—oo M,
PePn
PNoP#D

D’apres 'hypothese principale, il existe d tel que
Piop(OP) + 6 < Piop (X, T).

Pour ce ¢, il existe ky tel que, pour k > k; :

1
z log Z sgp Gr < Piop(OP) + 6 < Poop(X, T')

BePy
BNnoP#D



78

et :
v{B € P, BNOP #0} < pt

avec p = ’\3785 < 1. Puisque la densité h est élément de Vj et donc bornée :

p{B € Py, BNOP # 0} < Kp

On termine la preuve comme suit :
Soit € > 0, Il existe ko(e) (que 'on peut choisir plus grand que k;) tel que, pour
tout k > ko(e) : pF < 5. On a pour tout n > k() :

wl U P <K§njp’f

PeF(n,ko(e)) k=ko(e)
"\ ¢
<KDY
k=ko(¢e)
< Ke
et on a le résultat avec D(g) = c(ko(¢)). |

Lemme 23 On a le méme résultat pour la mesure conforme v.

Preuve : C’est la méme démonstration que dans le lemme précédent jusqu’a :

U PC O T""{B € P, BNOP # 0}

PeF(n,ko) k=ko

n

vl U P| < D uT{BeP,BNIP #0})
PEF(n.ko) k=ko

< Z / 1¢pep,, Bror+oy o T *dv
k—ko

< Z /ﬁn_kll{BePk,Bmap;«é@}dV
k=ko

< sup supLtF1 Z v(B € Py, BNOP # ()
k€lko,..,n] Y f—Fo

< supsup L™1 K < Ke

X np Yp Z X

k=ko(e)
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II1.4 Temps de retour et temps
d’entrée.

Dans cette partie, on montre que, en un certain sens, la loi asymptotique
de R, peut étre écrite comme une somme de lois de temps d’entrée avec des
fluctuations (les taux de fluctuation sont la masse de ces cylindres).

Définition 3 Un n-cylidre P est dit k-récurrent (pour n > k) si
VO<I<k—-1L,PNT Y P)=0et PNT *HP)#0

By, est l'ensemble des cylindres k-récurrents et E.p ’ensemble des cylindres qui
sont récurrents avant k.

Propriété 1 Si k <n :
#(Ex) < (#P)" et #(Ew) < (#P)"

Preuve de la propriété :
si P=[P,... B, € Ey, il existe z dans P tel que T*"!(z) est dans P.

v € Petdoncx € P, T(z) €P,,....,T" (x) € B,

29 °

T"1(z) € P et donc T" () € P,

Dou: P, = P,,...,P. = P,
P, P

lg—1

LT (2) e Py

17"
w_ip1- Pour P, on a seulement le choix entre
et #(Ex) < (#P)F1. Finalement

17

k

H(Ea) < 3 #(E) < (#P)

=1

Lemme 24 Soit (t,) une suite telle que lim,,_ % = 400, alors :

lim [0{R > ta} = D= p(Phrfre > 1} =0, (23)
PePn
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Preuve : Rappelons la définition de R,
R,(z) = inf{k > 0, T"(x) € P,(x)}.
Pour tout ¢ > 0 on a :

iR > 1) = 3 w{P O (0 > 1))

PePy,

Pour tout r avec n < r < t on obtient :

WP 0 (rp > 1)} — u(P)pfrp >t}
< u{PN(tp>t)} —pu{PNT (P, r < s <t}
b P AT P,y < 5 < 8 — p(PY{T=H (%), < 5 <t}
+ (P T (P),r < s <t} — pdTp > 1.

Borne pour le troisieme terme :
En utilisant I'inclusion

( ﬂ T—s—i—lpc) \ ( ﬂ T—S—HPC) C ( U T—S+1P)
r<s<t 1<t 1<s<r

|/~L{T s+1(Pc> r<s< t} M{T—s—&-l(Pc) 1 S < t}| g N{Ulgsng—s—&-l(P)}
< ru(P)

il vient :

donc une borne supérieure pour le troisitme terme est : 7u(P)?. Pour le second,
I'inégalité de mélange (inégalité 21) donne la borne suivante : C¢". Quant au
premier terme, on obtient I'estimée :

T
> m{PnTH(P)}
i=1
Il reste a sommer sur les n-cylindres. Pour le troisieme terme, on a :

Z ru(P)? < rCe™™ Z u(P) < rCe™ "™

PePy, PePy,

Pour le deuxieme, on obtient :

> C& <K (#P)"

PePy,
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Le bon choix de r va donner la convergence vers zéro. Pour le premier terme, on
doit distinguer les cylindres qui sont trop vite récurrents :
Si P € E_ alors p/{PNT(P)} < u(P) < Ce " et

Z ZM{P N T—H-l(P)} < Z rCe """ < Tce—mﬂ-klog(#P)

PeE_y, i=1 PeE_y,

D’autre part, si P € ES,, Vi <k : u{PNT(P)} =0 et

S ST Py < Y S WPnT i (P)

PeEe, i=1 PeES, i—k
Et si i > k, la propriété de mélange entraine :

p{PNTHH(P)} < (K€ + Ce™™)u(P)

ZN{P NT™Y(P)} < (K€" + Ce™™)u(P)

SO {PnT (P} < r(KEF+ Ce™)
PeES, i—k
On choisit alors r = min(n?,/nt,) et k = [%] (on a seulement & modifier

K pour assurer k < n) ce qui donne la convergence de tous les termes vers zéro.
|

II1.5 Approximation de la loi du temps
d’entrée dans un cylindre.

Cette partie plutot technique est destinée a controler la loi du temps d’entrée
dans un cylindre. Comme on I’a remarqué dans la partie précédente, on a besoin
de ce controle pour estimer la loi asymptotique des temps de retour. Jusqu’a la
fin, toute espérance sera prise par rapport a la mesure p
Ici, on prouve la proposition suivante :

Proposition 8 Pour tout € > 0, il existe N, tel que, pour tout n > N, il existe
H, . C P, avec :

L U Pl >1-Ke

PGHn,s
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Il existe deux constantes strictement positives 3 et K (indépendantes de n et )
telles que, pour tout n-cylindre P H,, . :

o)

Pour prouver ce théoreme, on utilise la méthode de A. Galves et B. Schmitt
([GS]).

Pour tout k et m nombres réels positifs, soit :

sup < Ke P,

t>0

(%]
X, = le oT! X[k,m] = X[m] — X[k}
=0

Ona:{rp <k} ={X) >1}.
Lemme 25 Pour toutt > 0, on a, si P est mesurable :
t

”{Tpgﬁ} <t+p(P)

Preuve : Soit X = X| . | = Ei(op].

w(P)

D’une part :
t
7 Tp<—}sz>1 < E(X
{ n(P) ( ) S E(X)

car X ne prend que des valeurs entieres.
D’autre part :

Gl Gl
E(X)=Y EsoT") =Y E(la) <t+u(A)
1=0 1=0
a cause de l'invariance de la mesure p. |

Lemme 26 [ existe vy tel que, pour tout €, il existe N, tel que, pour tout n > N,
il existe I, . C P, tel que, pour tout P € I, ., pour toutt > 0
< t > t
T, ~X =
PV S WP 7 2+ u(P)(L+ 1)+ t(L+ Ke—mo)

De plus,

p|l U Pl>1-¢

Pely e
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Preuve : En utilisant 1'inégalité de Schwarz, on a :
E(X)? < E(X2)u(X > 1)

et done

M{TP (t)} M{X>1}>E(X2)

Pour le numérateur, on a : E(X) = Z :f]E(lp(T’)) = ([L] + 1) u(P) et

donc :

u(P)] N(P>]
ZElPoTl +2Z< —l+1),u{PﬂTl(P)}

Le premier terme est E(X) < t+ u(P). On borne le second pour les cylindres qui

ne sont pas trop vite récurrents; Pour P € Ei[m] (ou s est positif) on obtient :

[u(P)] [u(P)]
- ([mw—l) WPATP)} = <[—M<P>] z 1) W{PAT(P)}

=1 I=[ns]

la propriété de mélange donne pour ce terme :

ezl y
3 ([—] i 1) [KEp(P) + pu(P)]

I=[ns]

ezl y ezl y
<utpp 3 (1l —1+1) + 80P 3 (1051 -141) ¢

I=[ns]

[7]

< u<P>2<—><ﬁ+1>+Ku Zs

St + p(P)) + Ktg™

On choisit alors s =
assez grand :

=[ns]

w (ou K est donné par le lemme 20) si bien que, pour n

1 U P | < CH#P, e < Ce™2 < ¢

P6E<[ns]

On prend [,,. = F<

<[ns]"

Soitgp(t)zu{n»> ea) } p{X =0},
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Propriété d’indépendance On doit montrer que gp(t) est proche de e™* ; pour

cela, on montre que cette fonction satisfait une sorte de propriété d’indépendance.
Nous allons montrer premiérement que gp(t) est proche de e quand ¢ est une
certaine puissance de pu(P); ensuite, ¢ > 0 étant donné, on va le diviser par cette
puissance de p(P).

Rappelons que I’'on note K toute constante indépendante de n et des cylindres.

Lemme 27 Pour n assez grand et pour tout n-cylindre P :

]

sup  |gp(v/iu(P) + ) — gp(v/ 1(P))gp(s)| < Ku(P)
s2/u(P)

Preuve : On doit estimer |gp(t + s) — gp(t)gp(s)|. Pour commencer, on fait un

trou A entre [0, -55] et [, 5] Ce trou, grace a l'inégalité de mélange, va

nous permettre d’exprimer la probabilité de ne pas étre dans P durant le temps

[0, u(tP)} U [“(tp) + A, lf(JFPS)] en fonction du ptroduit dfs probal;irlités de ne pas étre
. S

dans P durant chacun des intervalles [0, o P)] et [u( 7+ A P)].

lgp(t+5) = gp(tlgp(s) < lgp(t+s) = i{ X0+ Xt i n tea) = 0}

n(P) w(P)
X T X ea i) = 0F — g (i X(a, 5 = O}
+ lgpOl{Xia, 51 = 0} — gp(s)]

Bornes pour le premier terme :

w(P) u(P)

= {X et n) >0t =p{Xa1 >0} <Ap(P)  (24)

w(P)’ p(P)

a cause de I'invariance par T. De méme pour le troisieme terme :
[1{X (a1 = 0} — gp(s)] < Au(P) (25)
Pour le second terme, on utilise I'inégalité de mélange et on note :
Lp(f) = L(f1p)

Rappelons que nous avons normalisé L en notant :

L  Lp
A
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|M{X ]+ X[ Aths] = 0} — gp(t)u{X[A’ﬁ] = 0}

el

ek

t s
ool ool el

[y A+ 0 Atl

bneal pyl—A—1

= /1pc££§fp)](hj> H 1PcOTidV_/1PL MP)] / H 1PcOTZ d/l,

- /H 1peoT ] 1pcoTihdu—/ 1T 1pcoTihdl// [T 1pco 7 dp

A+1
eal [ty -A-1
EPHC(P) (h> % A+1
= /1PCT 1;[ lpcoT* | oT du
u(P) —A-1
_/113C du/ H 1pe o T" dpu
r [L] 7] [u(Pﬂ A—-1
EuéP) h EHC(P) h )
< K€A+1 1PCPT<) -+ varg 1PCPT() / rO[ 1Pc oT" d,u
A+1 ﬁgﬁ?)](h) meal 1
< Kf ]_ch +Var9<lpcﬁpc (h)) E

pvarg (1) I1eL 27 )

Dans (26), on a utilisé la propriété suivante de la variation (qui se déduit
immédiatement du lemme 6) :

varg(fg) < [|flloovare(g) + [|gllcvare(f)-

Mais h est a variation bornée et inf(h) > 0. Cela implique : + est & variation
bornée.

De plus, ||1p-L “<P>( Moo < K car f — flpe est un opérateur de norme
inférieure a un et (||£"||oo)nen est une suite bornée (voir lemme 15).

]

(26) < Ko V Lpe L5 () dv + K + K var(1peL357 (1)

) 115l

< KeAt! [ p(t)+ K+ K Varg(ﬁ[” ” (27)

i
varg(Lp) |57 (h M

N

KeAtt [K + K varg(ﬁ[;ff”)](h))} (28)

(26)
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Ou on a encore utilisé :

varg(fg) < [|flloovare(g) + [|glloovare(f)-

et le fait que 1 pc est a variation finie ne dépendant pas de la longueur du cylindre.
(voir remarque 4)

]

On doit estimer vary(LA: " (h)), pour cela, on utilise le fait que £ = Lp + Lpe.

N-1
LPe=(L—Lp)N=LN =D LrLpfN""+ Y LLpLp 7 Lpl)
r=0 0<i+yj<N -2

Puisque L£(h) = h, on obtient :

N-1
LE(h)=h=Y LLph)+ > LLpLy 7 2LpL(h)
r=0

0<i+j<SN-2
Un calcul montre que :
LLpLN I 2Ll = LiLp, LV
P Pec P - Bivj

avec B;; = PNT YP)NT2(P)n . NT-WN=imi=2)(pe)y 0 7-N===1)(p).
Supposons que P soit un n-cylindre avec n > N. T-N=i=7=1(P) est une union de
(n+N-i-j-1)-cylindres dont chacun est inclus dans un (N-i-j-1)-cylindre distinct (il
faut remarquer que N —i—j—1 est un entier strictement positif puisque ¢+ j varie
de 0 & N —2. Puisque P est un n-cylindre avec n > N , PNT~N="=i=1( P) est soit
un (n+N-i-j-1)-cylindre, soit '’ensemble vide. Soit alors k € [1,..., N —i—j —2],
comme P° est une union de n-cylindres disjoints, T%(P¢) est une union de (n+k)-
cylindres disjoints. Puisque n+k < n+N —i—j—1, chacun de ces (n+k)-cylindres
soit contient soit est disjoint du (n4N-i-j-1)-cylindre P N T~(N="=1=1(P)  par
conséquent, B;; est soit un (n+N-i-j-1)-cylindre, soit 'ensemble vide.

LY.(h) =h— i ceph)+ Y. LLp,,(h) (29)

0<i+j<N-2
On doit estimer la variation de chaque terme.
D’une part, si P est un cylindre, on applique 'inégalité de Lasota-Yorke a la
fonction 1ph pour obtenir :
vargLp(h) = vargL(1ph) < C1¢ varg(1ph) + Cs||1ph]|,
< Ci((varg(h) + varg(1p)||h||eo) + Ca
< K¢ varg(h) + K||h]|o + K (30)

D’autre part, en utilisant I'inégalité de Lasota-Yorke itérée on a : (pour f a
variation bornée)

VargﬁN(h) < ClCNvarg(h) + Cyllh]], < leNvarg(h) + Oy (31)
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en rassemblant (30) et (31), on obtient :

varg(L " Lp(h)) < Ci("varg(Lp(h)) + Cy
< K¢ varg(h) + K¢l + K (32)

Puisque B; ; est un cylindre (et il est inclus dans P), on peut appliquer (32) :
Val"g(,ciﬁBm(h)) < KCi+1var9(h) + KCZ‘||h||OO + K
Comme ¢ < 1, on peut écrire :

varg(L"Lp(h)) < K
varg(L'Lp, ,(h)) < K

Sommons maintenant sur 7, ¢ et j en utilisant la relation :

e w < N
0<i+j<SN-2
N-1
> varg(L"Lp(h)) < KN
r=0
Z varg(L'Lp, ,(h)) < KN*
0<i+j<SN-2

et d’apres la relation (29), on obtient, pour N assez grand :
varg(Lh.(h)) < K+ KN + KN? < KN?

En combinant (24), (25) et (28), on obtient (avec N = [/5]) :

gp(t+ 5) — gp(t)gr(s)] < K(ﬁ)%ﬂ*l T+ 2Au(P)

si ﬁ est assez grand. On choisit alors la taille du trou A : la seule condition est

A< ﬁ. Prenons A = W, s>/ p(P)ett=/uP):

gy gy

sup_[gp(v/u(P) +5) = gp(Vi(P)gr(s)| < K——
s>/u(P) u(P)

—A 11
si m est assez grand : ﬁgwwﬁ < u(P)3/* et donc

sup_|gp(v/p(P) + ) — gp(v/p(P))gr(s)| < Kp(P)**
82\/m

Définissons r = r(P) = /u(P) et 8(P) = —log gp(r).
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Lemme 28 Pour n assez grand et tout n-cylindre P :

- Kp(P)**
lgp(kr(P)) — e M) < T— o 0P

Preuve : Voir [GS](lemme 6)(preuve par récurrence). [

Lemme 29 [ existe v, et vy tels que, pour tout € > 0, il existe N, tel que, pour
tout n > N, pour tout P € I,,. (ot I,,. est donné par le lemme 26) :

o(P)

1 - Ke M* K
‘ r(P)

<1+ Ke ™

Preuve : D’une part, pour 0 < u < 3, —log(l —u) < u+ u?. Alors on a, en
choisissant n assez grand et en utilisant le lemme 25 :

< ol ) o))
< 7(P) + pu(P) + (r(P) + p(P))?
<

r(P)(1+ Ke ™)

puisque, d’apres le lemme 20, u(P) < Ce ™. D’autre part, d’apres le lemme 26,
siPel,,:

(P r(P)?
AP 2 1= > e PP P Ky )
0(P) . p(P)
r(P) 1(P) + p(P)(1+ /p(P)) + /u(P)(1 + Ke=m0)
1 -nm
Z Ti ke o TR
ce qui conclut la preuve. [

Preuve de la proposition 8 :
Soit € > 0. On considere seulement les cylindres P € I,,. et n assez grand de
facon é pouvoir utiliser les lemmes précédents. Soit t > 0, t = kr(P) + v avec
k—[ )]et0<v<7"(P):

lgp(t) —e™'| < lgp(t) — gp(k (P))\
T lgp(kr(P)) — P
+ | —0(P)k e’ P)k|
+ (

|€—r Pk e—t’
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Dans le reste de la preuve, on utilise le lemme 20 qui assure que la mesure des
n-cylindres décroit exponentiellement vite. Premier terme, d’apres le lemme 25 :

< u(P)(1+ ) < 2r(P) < Ke™#

n(P)

3
Second terme : d’apres le lemme 28 : |gp(kr(P)) — e /®k| < K% et en
inversant 'inégalité (33) :

1 1 .
m<2+\/M(P>+ (]."‘K@ ’YO)

Vu(P)

Quatrieme terme :
ek _ o7t < v < /u(P) < Ke ™
Troisieme terme : un calcul montre que
e~k _ o=r(PIk| < 9p19(P) — 1 (P)|(e 0P 1 ~7(P)k)
Le lemme 29 assure que

—Ke™™r(P) < 0(P)—1r(P) < Ke"?r(P)

|€ . 67r(P)k‘ < KT(P)kefnﬂ(efe(P)k + efr(P)k)
P
< Ke™(r(P)ke ™k 4 Q(P)ke_e(P)kT( ))
o(P)
< Ke ™
parce que ue “ et ;g; sont bornés. Cela conclut la preuve.

I11.6 Fluctuations de R,

La mesure des cylindres, d'une part, et la loi des temps d’entrée, d’autre part,
ont une influence différente sur la somme (23). Donc, nous devons déterminer
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lequel des deux est le plus important et donnera le comportement de la loi de R,,.

Jusqu’a la fin, nous noterons h l’entropie métrique pour la mesure p (h =
h,(T)) On doit prouver la convergence en loi ce qui signifie :

1 22
lim R, > e"heto @)Vl — —/ e zdx
m{ ¥ 5 .

n—-+o0o

Soit € > 0. Coupons cette quantité en trois parties afin d’appliquer le lemme 24
et 'approximation de la loi des temps d’entrée :

/"L{Rn > enheucr(zp)\/ﬁ} = (II"L{R’R > enheug(ﬂp)\/ﬁ}

=3 Py {re> enhewW}) (34)

PePy

T (Z n(P)p {Tp > e"he“"(@)ﬁ}

PePy,

— Z w(P)u {Tp > e”he“”(s")‘/ﬁ} (35)

PeH, :NGn,e

+ > wP {Tp > e”he“"(@)ﬁ}

PGHn,smGn,E

=Y p(pyer e (36)

PEHn,emGnYE

D Dol (37)

PeHp cNGr e

Grace au lemme 24, lim,,_,,,(34) = 0.
D’apres le lemme 22, il existe N. et D(e) tel que pour tout n > N, pour tout
P € B(n,D(e)) et tout = de P : (on utilise la notation B(n, D(¢)) = G,.)

1 uP)
D@ = Frgae) = .

p|l U Pl =21-Ke

PcGpe

D’apres la proposition 8,il existe N! tel que, pour tout n > N., il existe H, . € P,
tel que, pour tout P dans cet ensemble :

sup |pu{7p >t} — e PN e hn
>0
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pl U Pl>1-Ke (39)

PEH,.

Si n > max(N,, N!) :

(35)] = S wPu{re > eterovilicl ST u(p)

PE(Hn,emGn,e)c Pe(Hn,smGn,s)c
< D) uP)+ > u(P)

PEG?L,S ]DGI‘I%(76
< Ke

Quant au terme (36), d’apres la proposition 8, pour tout € > 0 :

(36)] < > u(P) ‘ " {TP > enheuoww} _ mn(P)enhenr oV
PeH, cNGne

< Ke Z w(P) < Ke™Pn
PePn,

On s’intéresse maintenant au terme (37), que 'on peut écrire p(Y, ) si on appelle
Y, . la variable aléatoire :

- nheuo(p)Vn
Yn,s = E 1pe u(pjerte
PeH, :NGne

Soit n > 0, l'inégalité de Markov va nous donner des informations sur
liminf p(Y,,¢) :

1Y) 2 e " pf(log Yooz —e () P))
Gn,cNHnp e

et d’apres le lemme 22, on a les deux inclusions suivantes :

“n 6_71\/’5
((D(g))\ gn<W> n U P)
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pour n assez grand. En conséquence, on a les inégalités :

—2nv/n
- n e
p(Yne) = e R ()\ gngm)m( U P)
G

n,emHn,s
—nvn _1 n 1 )\ - h 2
S eV og gn +nlog n/u n)m( U P)
o(p)v/n o)) e F
et Pop(X) =log A = h + pu(p) donc
—nv/n l n 2
el 0g g +nu(90)>u+_n)m( U »
Gn EmHnE
> u( log gn+nu( 77) P)
( namHn s)
log gn + nu 2n
Z ( ( (—> ) —n(UJ P)

—log gn+7w(so) 2\
g “( O <>> he

En appliquant le théoréme de la limite centrale au systeme (7, u, ), on obtient,
en faisant tendre d’abord n vers l'infini, ensuite n vers zero :

liminf (Y, .) e Tdr — Ke

Pour la lim sup, on utilise I'inégalité, pour n > 0 (en remarquant que Y, < 1) :

w(Yoe) < e pfllog Yoo < —eVn( ) P)}
nsmHns
+ p{log Yoo =—e™n( | P)}
Gn,amHn,a

En utilisant l'autre inégalité dans le lemme 22, on a les inclusions suivantes :

)\_ng en\/ﬁ
= < > _pnvn
< D(é?) X enheua(gp)\/ﬁ) N ( U P) D (log Yn75 = e ) N ( U P)

Gn,sﬁHn,s Gn,smHn,a

-n < — L
<A In S enheuaw)ﬁ) - ( D) S enheua(mﬁ)
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pour n assez grand. On a alors les inégalités suivantes :

w(Yae) < e pf(log Yoo < =V (| P)}

Gn EmHn €

—log gn+nule) _  2n
| (T a(so))“(cn,}JHwP)

< eV 4 (—log Gn +10lp) 2n )

olovn " alp)

En faisant tendre d’abord n vers 'infini, ensuite n vers zero :

limsup p(Y,

o #06) o [

En rassemblant tous les résultats obtenus sur les termes (34), (36), (37), (38) :

o0 :1:2
liminf p{ R, > e"evo PV} > e 7dr — Ke

1
n— o0 - ,/271-/“

o x2
limsup u{ R, > e"heu@Vr} < e 2dr+ Ke

1
n—oo V2T /u

Ceci termine la preuve.



94



Bibliographie

[AZ] K. Adl-Zarabi. Absolutely continuous invariant measures for piecewise ex-
panding C? tranformations in R” on domains with cusps on the boundary.
Ergodic Theory and Dynamical Systems 16, 1-18 (1996)

[Bi] P. Billingsley. Ergodic Theory and Information. Wiley series in Probability
and Math. Statistics (1965)

[Bl] M. Blank Discreteness and continuity in problems of chaotic dynamics.
Translations of Mathematical Monographs 161

[B] R. Bowen. Equilibrium states and the ergodic theory of Anosov diffeomor-
phisms. Lecture Notes in Math. 470, Springer-Verlag (1975)

[Bre] X. Bressaud.  Opérateurs de transfert sur le décalage a alphabet
dénombrable et applications. Thése de I’'Université de Paris 6, (1996).

[Br] A. Broise. Aspects stochastiques de certains systemes dynamiques : Transfor-
mations dilatantes de l'intervalle, fractions continues multidimensionnelles.
These de I’Université de Rennes 1, (1994).

[Bul] J. Buzzi. Intrinsic ergodicity of smooth interval maps. Israel J. Math. 100,
125-161 (1997)

[Bu2| J. Buzzi. a.c.i.m.’s as equilibrium states. preprint I.M.L., 98/23 (1998).

[BM] J. Buzzi, V. Maume-Deschamps. Decay of correlations for piecewise in-
vertible maps in higher dimensions. preprint de [’Université de Bourgogne
(1999).

[BPS] J. Buzzi, F. Paccaut, B. Schmitt. Conformal measures for multidimensio-
nal piecewise invertible maps. a paraitre dansErgodic Theory and Dynamical

95



96
Systems

[C] P. Collet. Some ergodic properties of maps of the interval. Dynamical and
disordered systems. R. Bamon, J.M. Gambaudo and S. Martinez ed.-Herman
(1996)

[CG1] P. Collet, A. Galves. Statistics of close visits to the indifferent fixed point
of an interval map. J. Stat. Phys. 72, No 3-4, 459-478 (1993)

[CG2] P. Collet, A. Galves. Asymptotic distribution of entrance times for ex-
panding maps of the interval. Dynamical systems and applications, 139-152,
(1995) World Sci. Ser. Appl. Anal., 4, World Sci. Publishing, River Edge,
NJ.

[CGS] P. Collet, A. Galves, B. Schmitt. Fluctuations of repetition times for gibb-
sian sources. (1997), to appear in Nonlinearity.

[Cw] W. J. Cowieson. Piecewise smooth expanding maps in R?. Thesis Univer-
sity of California, (1999).

[DGS] M. Denker, C. Grillenberger, K. Sigmund. Ergodic theory on compact
spaces. Lecture Notes in Mathematics, 527, Springer-Verlag, Berlin-New
York, 1976.

[DU] M. Denker, M. Urbanski. On the existence of conformal measures. Trans.
of the Am. Math. Soc. 328, 563-587 (1991)

[DS] N. Dunford, J. Schwartz. Linear operators. Part I. General theory. John
Wiley & Sons, Inc., New York, 1988.

[D] R. Durrett. Probability : Theory and examples. Duxbury Press, 1991.

[GS] A. Galves, B. Schmitt. Inequalities for hitting times in mixing dynamical
systems. Random Comput. Dyn. 5, No 4, 337-347 (1997)

[H] N. Haydn. The distribution of the first return time for rational maps. J.
Statist. Phys. 94, No 5-6, 1027-1036 (1999)

[HH] H. Hennion, L. Hervé. Théoremes limites pour les chaines de Markov et
propriétés stochastiques des systemes dynamiques par une méthode spec-



97

trale. Prépublication de I'I. R.M.A.R. (Rennes). 99-24, (1999)

[Hi] M. Hirata. Poisson law for Axiom A diffeomorphisms. Ergod. Th. Dynam.
Syst. 13, No 3, 533-556 (1993)

[HSV] M. Hirata, B. Saussol, S. Vaienti. Statistics of return times : a general fra-
mework and new applications. Comm. Math. Phys. 206, No 1, 33-55 (1999)

[ITM] C.T. Ionescu-Tulcea, G. Marinescu. Théorie ergodique pour des classes
d’opérations non completement continues. Annals of Math. 206, No 52,
140-147 (1950)

[KH] A. Katok, B. Hasselblatt. Introduction to the modern theory of dynami-
cal systems. Encyclopedia of Mathematics ans its Applications. 54, (1995)
Cambridge University Press.

[K1] G. Keller. Propriétés ergodiques des endomorphismes dilatants C? par mor-
ceaux des régions bornées du plan. Thése de I’Université de Rennes (1979)

[K2] G. Keller. Generalized bounded variation and application to piecewise mo-
notonic transformations Zeit. Wahrsch. Verw. Gebiete 69, No 3, 461-478
(1985)

[K3] G. Keller. Equilibrium states in ergodic theory. London Mathematical So-
ciety Students Texts 42. Cambridge University Press, 1998.

[LY] A. Lasota, J.A. Yorke. On the existence of invariant measures for piecewise
monotonic transformations. Trans. of the Am. Math. Soc. 186, No 4, 481-
488 (1973)

[Le] F. Ledrappier. Some properties of absolutely continuous invariant measures
on an interval. Ergod. Th. Dynam. Syst., 1, 77-93 (1981)

[L] C. Liverani. Central limit theorem for deterministic systems. Proceedings of
the International Congress on Dynamical Systems, Montevideo 95. Research
notes in Mathematics series, Pittman (1997)

[LSV] C. Liverani, B. Saussol, S. Vaienti. Conformal measure and decay of cor-
relation for covering weighted systems. Ergod. Th. Dynam. Syst., 18 No 6.,



98
1399-1420 (1998)

[Nu] R. D. Nussbaum The radius of the essential spectrum. Duke Math. J., 37,
473-478 (1970)

[OW] D. Ornstein, B. Weiss. Entropy and data compression schemes. [EEE
Trans. Inform. Theory, 39, 78-83 (1993)

[P] F. Paccaut. Statistics of return times for weighted maps of the interval. a
paraitre dansAnnales de I’l. H.P - Probabilités et Statistiques,

[PP] W. Parry, M. Pollicott. Zeta fonctions and the periodic orbit structure of
hyperbolic dynamics. Astérisque, 187-188, (1990)

[Pe] K. Petersen. Ergodic theory. Cambridge studies in advanced mathematics
2. Cambridge University Press, 1983.

[Pi] B. Pitskel. Poisson limit law for Markov chains. Ergod. Th. Dynam. Syst.,
11,No 3, 501-513 (1991)

[R] W. Rudin. Analyse fonctionnelle. Ediscience international (1995)
[Ru] D. Ruelle. Thermodynamic formalism. Addison Wesley (1978)

[S] Ya. G. Sinai. Gibbs measures in ergodic theory. Russian Math. Surveys,
27,No 4, 21-69 (1972)

[Sa] B. Saussol. Etude statistique de systemes dynamiques dilatants. Theése de
I’Université de Toulon et du var. (1998)

[Ts] M. Tsujii. Piecewise expanding maps on the plane with singular properties.
a paraitre dansFErgodic Theory and Dynamical Systems

[W] P. Walters. Equilibrium states for f-transformations and related transfor-
mations. Math. Zeitschrift, 159, 65-88 (1978)

[WZ] A. Wyner, J. Ziv. Some asymptotic properties of the entropy of a sta-
tionary ergodic data source with applications to data compression. [FEFE
Trans. Inform. Theory, 35, 1250-1258 (1989)



99

[Y] L. S. Young. Recurrence times and rates of mixing. to appear in Israel
Jounal of Math.



Résumé

Cette these porte sur I'étude de certaines propriétés statistiques de systemes dy-
namiques inversibles par morceaux non markoviens. La principale difficulté pour
des sytemes non markoviens est que l'opérateur de transfert ne préserve pas ’es-
pace des fonctions continues.

Dans la premiere partie, I’étude du dual de 'opérateur de transfert mene a
I'existence d’une mesure conforme pour des potentiels généraux. La principale
hypothese faite sur le systeme est que la pression topologique du bord de la par-
tition de continuité est strictement inférieure a la pression totale (ceci indique
que les discontinuités ne s’accumulent pas partout).

La deuxieme partie est consacrée a 1’étude de l'opérateur de transfert lui-
méme, agissant sur un espace de fonctions a variations bornées. L’étude spectrale
de cet opérateur, en ajoutant une hypothese sur I’écart au markovien du systeme,
permet de montrer I'existence d’une mesure invariante par la transformation, ab-
solument continue par rapport a la mesure conforme et la décroissance exponen-
tielle des corrélations.

Dans la derniere partie, c’est le caractere a-mélangeant du systeme qui est
essentiel pour montrer que la statistique des temps d’entrée dans un cylindre tend
vers une loi exponentielle. En montrant que les mesures invariantes obtenues ne
sont pas tres éloignées de mesures de Gibbs, on déduit que les fluctuations des
temps de retour dans un cylindre autour de I’entropie sont lognormales.

Abstract

This thesis deals with some statistical properties of piecewise invertible, non
markovian dynamical systems. The main problem for such systems is that the
transfer operator does not act on the space of continuous functions.

In the first part, studying the dual of the transfer operator leads to the exis-
tence of a conformal measure for general potentials. The main hypothesis on the
system is : the topological pressure of the boundary is strictly less than the total
pressure (this means that the discontinuities should not accumulate everywhere).

The second part is devoted to the study of the transfer operator itself, acting
on a space of functions with bounded variation. The study of the spectrum of the
operator, together with a condition on the lack of markoviannity of the system,
enable to prove the existence of an invariant measure, absolutely continuous with
respect to the conformal one, and the exponential decay of correlations.

In the last part, the fact that the system is a-mixing is essential to prove that
the statistics of entrance times in a cylinder goes asymptotically to an exponen-
tial law. Showing that the invariant measure is not too different from a Gibbs
measure, the fluctuations of return times into a cylinder around the entropy turn
out to be lognormal.

Mots clés : théorie ergodique, mesure conforme, état d’équilibre, pression topo-
logique, variation bornée, temps de retour.



