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Couple de variables aléatoires réelles discretes

Soient(Q, A, P) un espace probabilisé €X,Y) un couple de variables aléatoires réelles définies sur
(Q, A,P). Le couple(X,Y) est discret si et seulementéiet Y sont deux variables aléatoires réelles discretes ;
on dira que(X,Y) un couple de v.a.r. discrétes.

1 - Loi conjointe . Lois marginales .

Soit (X,Y) un couple de v.a.r. discretes.

Les lois de probabilité dX et deY sont la donnée de :
-Qx = X(Q) = {xi,i € I}, avecl < N* etQy = Y(Q) = {y;,] € J}, avec] c N*;
-pourtous € I,j € J,pi. = P(X =x;) etp,; = P(Y =yj).

La loi de probabilité d€X,Y) est la donnée de :
'Q(X,\O = QxxQy = {(xi,yj),i € |,j € J} ;
-pourtous € I,j € J, pij = P((X,Y) = (x,¥})) = P((X = x) N (Y = y))).

Il est possible que certains couples,y;) soient de probabilité nulle (valeurs deetY incompatibles).

Définitions.
QxxQy - [0,1 L .
(i) L'applicationP .y, : xx Qv = [0.1] est appelééoi conjointe du coupléX,Y).
(Xi,Yi) ~ Pi
Qx - [0,1 Qy - [0,1 , .
(ii) Les application®x : x> [0.4] etPy: v= [0.4] sont appeléewis marginalesde
Xi = Pie Yi = P

(X,Y). Ce sont les lois de probabilitg etPy deX etY.

Proposition.
Avec les notations précédentes, on a:

(i) pour touti € I, pi. = > pij. (i) pour toutj € J, pj = > pij. (i) 2> pij = 1.
Preuve jed iel iel jed
(HPourtout e I, X=X%X)=X=x)NQ=X=X)N (_U (Y= y,-)) =U (X=x)N Y =yj)),
réunion d’éléments deux a deux disjoints, JEJ JEJ
doncpi. = P(X = x;) = jZe;P((X =x)NY=y)) = jzé;pi’j.
(i) La démonstration est analogue a celle(du
(i) Comme)_pi. = > P(X=x) = 1,0n aZ(Zpi,J) = 1.

iel iel iel \_jed

Ainsi, la loi conjointe du couplé€X,Y) détermine completement chacune des lois marginales. Nousigerro
plus loin que la réciproque n’est pas vraie.

Proposition.
Avec les notations précédentes, pour toutes paftiet8 deR, on a :

P(XeA)N(YeB)) =2 X P(X=x)NY=y)) =2 > pi.

xieAyjeB xjeAyjeB
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Représentation de la loi conjointe et des lois marginales

X\Y Vi Yi loi de X
X1 P11 P1j eoo | P2 = P(X = X1)
X pi1 Pi oo | Pie = P(X=X)
loideY| pr=P(Y=Vy1)|... | pj=P(Y=Yyj)]|... 1

Exemple
Une urne contient 3 boules blanches et 4 boules noires. On tiselntriles de I'urne.
Soit X la variable aléatoire égale a 1 si la premiéere boule est blanchsirén.
SoitY la variable aléatoire égale a 1 si la deuxiéme boule est blaadhsinon.
Déterminons la loi conjointe du coupl, Y) et ses lois marginales.
On distingue les deux types de tirage avec ou sans remise.

tirages avec remise tirages sans remise

X\Y 0 1 | loideX X\Y | 0| 1] loideX
0 16 | 12 4 0 2|2 4
49 | 49 I 717 7
1 129 3 1 |2/1] 3
49 | 49 7 77 7

i 4 3 i 4 3

loideY 7 | 3 1 loi deY 7|5 1

On constate que les lois marginales sont identiques danslesods, alors que les lois conjointes sont
différentes. Cela illustre bien le fait que la donnée des sdalse marginales ne suffit pas pour obtenir la loi
conjointe.

2 - Lois conditionnelles

Définitions.
(i) Loi de X conditionnelle &Y = y;), avecp.; = P(Y =y;) = 0.
Cest Fapplicationp{™): 4 ™
est I'application : T
PP X Xi—>P<X=Xi/Y=yj>=B—I.’jJ
(ii) Loi de Y conditionnelle & = x;), avecpi. = P(X = x;) # 0.
Crest rapplicationpt) - 4 Y 7 10
est 'application Y T
PP v yj—>P<Y=yj/X:xi>=%

Remarque
Ces applications sont bien des probabilités. En effet, pamgie,
SP(X=x/Y=y) =X pk = Tpy = p py - L

iel iel iel

Reprenons I'exemple précédent.

Dans le cas des tirages avec remise, le conditionnemexXipde n'importe quelle valeur dé ne modifie
pas la loi deX. On dira queX etY sont indépendantes en probabilité.

Dans le cas des tirages sans remise, le conditionnemétpdeune valeur d¥ modifie la loi deX. On
dira queX etY sont liés en probabilité.
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tirages avec remise tirages sans remise
X/Y=0 0| 1 X/IY=0/0]| 1
(=00 | 4 3 cp(Y=0) | 1|1
loi Py 7|3 loi Py 51
X/Y=1 0| 1 X/IY=10]| 1
o=l | 4] 3 ip=D) | 21
loi Py 7|3 loi Py 313
Y/ X=0 0] 1 Y/X=0 0] 1
b0 | 4| 3 ip=0) | 1| 1
loi Py 7 3 loi Py 51
Y/ X=1]0]| 1 Y/X=1 0] 1
ipoh [ 4] 3 ipo<h | 2] 1
loi Py 73 loi Py 313

Proposition.
X etY sont indépendantes si et seulement si pour itaus, | € J,
P((X=xi) N (Y =yYj)) = PX=X)P(Y =yj), i.e.pij = Pi.p.

Preuve
Appliquant la définition d'indépendance de 2 v.a.r. (donnéesda chapitre 4) ave& = {x;} etB = {y;},
on obtientp;; = pi.p.j pour tous € I,j € J.
Réciproquement, si pour tous 1, j € J, pij = pi.p.j, alors pour tous\ € Br etB € Bgr, on a
P(XeAN(YeB) = ¥ P(X=x)N(¥=y))= X PX=x)P(Y=y)
(Xi,yj)eAxB (Xi,yj)eAxB

=Y P(X=x)> P(Y=yj) =P(Xe AP(Y € B), i.e.XetY sont indépendantes.
Xi€A yjeB

Cela signifie aussi quE(X =X /Y= yj> = B—'JJ = pi. = P(X = X).

Proposition.

Si X etY sont deux v.a.r. discretes indépendantes, f¢tg) sont deux fonctions numériques dont les
domaines de définition contiennent respectivenienet Qy, alors les v.a.r. discretdéX) etg(Y) sont
indépendantes.

3 - Linéarité de | ’espérance mathématique

Proposition.
Si X etY sont deux v.a.r. discretes admettant une espérance mathéeyatioysx + Y admet une
espérance mathématique donnéeg@t+ Y) = E(X) + E(Y).

Preuve

EQX) = 2oxipie = 226 22P5 = D0 Xxipij etE(Y) = 2 yipg = 25 Yipij,

iel iel jed (i,j)elxd jed (i,j)elxd
doncE(X) + E(Y) = D5 (Xi +Y))pij-
(i,j)elxd

Posong = X+ YetK; = {(i,j) € I xJ/ X +yj = Z} pour toutz € Z(Q) = Qg.

La famille {K;,z € Qz} est une partition déx J donc
EX)+E(Y) = 2 2 (Xi+y)pij= 22z X, pij= > ZAZ=2) =EQ2)

2eQz (i,j)eKz 7eQz (i,j)eKz 2eQz

et ainsiE(X) + E(Y) = E(Z) = E(X+Y).

(Dans le cas olix J est infini, i.e.Qx x Qy est infini, il faut justifier 'existence d&(2), i.e. la
convergence d&_ [z|P(Z = 2). Il suffit de "remonter” le calcul précédent en utilisant I'gedité triangulaire

7eQz

et I'existence dé&(X) etE(Y).)
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Corollaire.

SoientX etY deux v.a.r. discretes définies sur un méme espace probalsdjsg P), admettant une
espérance mathématique. Soiin réel. AlorsX + Y et AX admettent une espérance mathématique et on a
EXX+Y) = E(X) + E(Y) etE(AX) = AE(X).

Ainsi, 'espérance mathématique est une forme linéaire surd@spectoriel des v.a.r. discrétes définies
sur(Q, 4, P) et admettant une espérance mathématique.

Proposition.
Si X etY admettent une espérance mathématigQ€ et E(Y), et siX <Y, alorse(X) < E(Y).
Réciproquement, & admet une espérance mathématig(€) et si|X| < |Y|, alorsX admet une espérance
mathématique.

Preuve
Pour le premier résultat, il suffit de considérer la v.a. pesifi = Y — X, puis d'utiliser la linéarité de
'espérance mathématique. Le deuxiéme résultat, un peu tpehyrest admis.

4 - Covariance de deux v .a.r. discretes .
Il s’agit se quantifier le lien en probabilité des composadtesY du couple(X,Y).

Proposition.
Si X etY sont deux v.a.r. discretes admettant une espérance mathéenetign moment d’ordre 2 (i.e.

E(X?) et E(Y?) existent), alor&XY admet une espérance mathématique donnéE@ar) = > Xiy;pi;.
(i,j)elxd

Preuve
Un raisonnement analogue a celui de la preuve précédente doforenule en cas d’existence &8€XY).
Montrons que cette série est absolument convergente.
g X2 + y?
De (Jxi| - ly;|)* > 0 on déduit I'inégalitéx;y;| < — i,

Par hypothesee(X?) = 3 xfpi. = 3. xPpij etE(Y?) = 32 yfpy = 2. yfpij.

icl (i)elxd j<d (i)elxd

2 L \? 2
OnendéduitqueY kyipy < 3 ~—ip. = EQX?) + E(Y?)

(i)elxd (i)elxd

2 P 2

Corollaire.
Si X etYsont 2 v.a.r. discréetes admettant un moment d’ordre 2, Xler¥ admet un moment d’ordre 2.

Preuve
Il suffit de remarquer quéX + Y)? = X2 + Y2 + 2XY et d'utiliser la linéarité de I'espérance mathématique.

Définition.
SoientX etY deux v.a.r. discretes admettant un moment d’ordre 2. On appmibriance de X et ¥ réel
CouX)Y) = E((X—E(X))(Y-E(Y))).

Proposition.
(i) CouUX,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). (i) Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y) + 2CouX,Y).

Preuve
(i) De la linéarité de I'espérance mathématique on déduit
Cou(X,Y) = E(XY - YE(XX) — XE(Y) + E(X)E(Y))
= E(XY) — EXX)E(Y) — E(Y)E(X) + E(X)E(Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
(i) Par définitionVar(X+ Y) = E((X+ Y- E(X+Y))?). De plus,
X+Y-EX+Y))? = (X-EX)+Y-E(Y))?
= (X=EX))?+ (Y- E(Y))? + 2(X - E(X))(Y - E(Y)), d’ou le résultat.
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Remarque

Pour toutes v.a.r. discréts X' et Y admettant un moment d’ordre 2, pour tous réleés i, on a :

CovAX + uX',Y) = ACoUX,Y) + uCouX,Y)

CouX,Y) = CouY, X)

CovX, X) = E(X?) — (E(X))? = Var(X).

La covariance est donc une forme bilinéaire symétrique sur lespactoriel des v.a.r. discretes admettant
un moment d’ordre 2 ; sa forme quadratique associ€e est la var@nast positive mais non nécessairement
définie (Var(X) = 0 équivaut & constante).

Il en résulte, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que :

IComX,Y)| < JVar(X) /Var(Y) = oxov.

Définition.

On appellecoefficient de corrélation linéaire de X etl& réelpxy = %.

De l'inégalité de Cauchy-Schwarz on déduit gde< pxv < 1. De plus, sipxy| = 1, il existe un réek
tel queVar(X+ 1Y) = 0, et donc un réah tel queP(X+ AY = a) = 1; ainsi,Y est une fonction affine dx.
Réciproquement, on peut vérifier queYsest une fonction affine dx, alors|pxy| = 1.

Proposition.
SoientX etY deux v.a.r. discretes indépendantes admettant un moment drébers
(i) E(XY) = E(X)E(Y), i.e.CouX,Y) = 0.
(i) Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y).

Preuve

() EXY) = 20 Xiyipij = 2 XiYjPiPy = D XiPi. 2_YiP = E(XOE(Y),

(i,j)elxd (i,j)elxd iel jed
et doncCov(Xf Y) = E(XY) - IJE(X)E(Y) = 0. |
(i) Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y) + 2CouX,Y) = Var(X) + Var(Y).

Ainsi, si X etY sont indépendantes, aldC®u X, Y) = 0. Mais la réciproque est fausse.

Exemple

SoitX la v.a.r. a valeurs dans-1,0, 1} telle queP(X = -1) = P(X = 1) = % etP(X = 0) = % et soit
Y = X2. On aE(XY) = E(X3) = E(X) = (—1)% + (0)% + (1)% = 0, et doncE(XY) = E(X)E(Y) = 0 et
CouX,Y) = 0.

MaisP((X = 0) N (Y = 1)) = P(#) = 0 etP(X = 0)P(Y = 1) = %% - %, doncX et ne sont pas
indépendantes.
Proposition.

SoientXy, X, ..., X, des variables aléatoires réelles discrétes admettant un mdioasie 2.
n n

(i) Var(z Xi ) =D Var(Xi)+2 Y. CouX,Xj).
i=1

= 1<igj<n
n n

(i) Si Xy, Xz, ..., Xn sont indépendantes, aIOVar(Z Xi> = Y Var(X).
i=1 i=1

5 - Somme de deux v .a.r. discrétes indépendantes

LorsqueX etY sont deux v.a.r. discretes indépendantes, la loi de prolEabaiX + Y peut se calculer a
partir des lois deX etY. Sans I'hypothése d’'indépendance, on doit utiliser la loj@iote de(X,Y).
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Proposition.
SoientX etY deux v.a.r. discrétes indépendantes. Alors, pourzauQy.y,
PX+Y=2)= Y PX=xP(Y=2z-x)= D PY=yPX=2z-Y).

XeQyx yeQy

On écrit aussPx.v({z}) = D> Px({X})Pv({z—x}) = D Py({y})Px({z-y}).

XeQx yeQy
On dit que la loi de probabilit®x,y est le produit de convolution des deux lois de probabititéet Py ; on
notePyx,y = Px x Py = Py x Px.

Preuve
En utilisant le systeme complet d’événeme((® = x)},.,,, 0N a

PX+Y=2) = P((X+Y=z)ﬂ(u (X:x))) - P( U (X+Y=z)ﬂ(X=x))

XeQx XEQx
= Y P(X+Y=2)n(X=x) = X P(X=x)N(Y=2-%) = > PX=xP(Y=2z-x).
XeQyx XeQx XeQyx

Par symétrie, on obtient la deuxieme égalité.

Exemple Somme de deuxa.r. Binomiales indépendantesLoi conditionnelle.
SoientX etY deux v.a.r. indépendantes de lois respectls@s, p) et B(n,p).
OnaQx ={0,1,...m}, Qy = {0,1,...n} etQxy = {0,1,...m+n}.
Pour toutk € n9X+Y ={0,1,... m+n},

PX+Y=k) =Y PX=i)P(Y=k—-i),avecP(Y =k—-i) =0sik—i < 0ou> n,
i=0

min(m,k) o ) o )
doncP(X+Y=k) = Y Chp'(1-p) ™ Ckipki(d1—p)r*
i=max(0,k-n)
min(m,k) _ . min(m,k) . _
e PX+Y=k = Y ChCipk1-p)™™*=p‘a-p™™* ¥  ChC".
i=max(0,k—n) i=max(0,k—n)
De la loi de probabilité Hypergéomeétrigd&m+ n,k, - ) on déduit que
min(m,k) Ci Ck_i min(m,k) ) .
> o =1soit 3 CLCE' = Ciyn,
i=max(0,k—n) Cmm i=max(0,k—n)

d'ou P(X+Y = k) = CX,,pX(1 — p)™"*. Ainsi, X + Y suit la loi BinomialeB(m+ n,p).

On a, pour touk € Qx,v = {0,1,...m+n}, P(X+Y =k) > 0.
PosondB = (X+ Y = k). La loi de X conditionnelle & est alors donnée par : _
P(X=1i)NB)

pour touti € QF = {max0,k—n),...,mimKk)}, P§(i}) = P((X=1i) / B) = =6
_P(X=h)n(X+Y=k) _ P(X=D)nY=k-i) _ P(X=DPY =k-i))

- PXX+Y=k) ~ P(X+Y=Kk) P(X+Y = k)
_ Chpil-p)™Chip @A) ChCk
CliunP(1 - p)™™™ Cun

Ainsi, la loi deX conditionnelleB = (X + Y = k) est la loi Hypergéométriqgu&(m+ n,k, ms ).

Remarque
On a des résultats de stabilité analogues pour la somme devdeuindépendantes de lois de Pascal ou
de Poisson. Voir exercice 5.

Reprenons la notatioBx pour désigner la fonction génératrice d’'une variables aléaXo&r@aleurs
entieres. On a alors les résultats suivants :

Proposition.
Si X etY sont deux variables aléatoires indépendantes a valeurd\dalmsGx.y = GxGy.
Si Xi,...,Xn sontn variables aléatoires indépendantes a valeurs NaaorsGy,;...+x, = Gx,- . .Gx,-
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Preuve
Si X etY sont deux variables aléatoires indépendantes a valeursydatw's pour touk, x* etxY sont
aussi indépendantes est ddBig y(X) = E(X**Y) = E(xX*xY) = E(X*)E(XY) = Gx(X)Gy(X) = (GxGy)(X).

Exemples

1) SiX etY sont deux variables aléatoires indépendantes de loi Bineti{ah, p) et 5(n,p), alors
Gxiv(X) = Gx(X)Gy(X) = (px+1-p)"(px+1-p)" = (px+ 1 - p)™". On reconnait la fonction génératrice
de la loi BinomialeB(m+ n,p), et comme la fonction génératrice caractérise laXot,Y suit la loi Binomiale
B(m+ n,p).

2) SiXi,..., X, sontn variables aléatoires indépendantes de méme loi de Beriggplji alors
Gxyrixn(X) = Gx,(X)...Gx,(X) = (pX+1—p)...(px+ 1-p) = (px+ 1 - p)". On reconnait la fonction
génératrice de la loi BinomialB(n,p), et comme la fonction génératrice caractérise laXok --- + X, suit
la loi BinomialeB(n,p).

6 - Exercices .

Exercice 1

On lance deux dés discernables équilibrés a 6 faces numéretées 6l

1) On consideére les variables aléatoikest Y respectivement égales au plus petit et au plus grand numéro
obtenu. Déterminer la loi conjointe du cougge Y), les lois marginales, I'espérance mathématiquX dede
Y, les lois conditionnelles d¥ sachan{X = k).

2) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatdire Y — X.

Exercice 2
Sur un espace probabili$®, A, P), on considere un couple de variables aléatdi¥¥) dont les lois
marginales sont telles que :

- Xesta valeurs dan§(QQ) = {-1,1} etP(X = -1) = % :
- Yest a valeurs dangQ) = {1,2} etP(Y = 1) = %

On désigne pap la probabilité de 'événemeriX = -1) N (Y = 1).
1) Exprimer en fonction dg la loi conjointe du coupléX,Y).
2) Quelles conditions doit-on imposep&
3) a) Déterminep pour queX etY soient indépendantes.
b) Déterminer, dans ces conditions, la loi de probabilité dembles aléatoireS= X+Y,D = X-Y,
IT = XY, U = maxX,Y) etV = min(X,Y).

Exercice 3
SoientX une variable aléatoire de loi Uniforme s{i, 2,3,4,5 etY = (X - 3)2.
1) Déterminer la loi de probabilité dé
2) Calculer la covariance du couglX, Y).
3) Les variables aléatoiréset Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 4 D’aprés examen de juin 2008
SoientX etY deux variables aléatoires définies sur un méme espace prisBgfi) A, P) et a valeurs dans
N. La loi de probabilité conjointe du coup{&, Y) est donnée par :
V(i) € N4, P((X,Y) = (i,j)) = p*q™
oup etqgsont deux réels d@, 1] tels quep+q = 1.
1) a) Déterminer les lois de probabilités et deY. Remarquer qu¥ etY suivent la méme loi.
b) Les variables aléatoireéet Y sont-elles indépendantes ? Justifier.
c) Déterminer la fonction de répartitidgrx de X. On précisera en particuli€ix(k) pour toutk dans\.
2) Déterminer la fonction de répartition puis la loi de probaditie la variable aléatoitd = max(X,Y).
3) a) Démontrer que pour toltdansN, P(X+Y = k) = (k+ 1)p°g~.
b) Pour toutn dansN, déterminer la loi de probabilité d¢ conditionnelle ¥X+ Y = 2n+ 1).
Reconnaitre une loi usuelle.
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Exercice &5

SoientX etY deux variables aléatoires indépendantes suivant les loisided? de parameétres respectifs
etu.

1) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatdire X + .

2) Déterminer la loi de probabilité déconditionnelle a I'événemenZ = k).

Exercice 6

On suppose que dans une population d’insectes, le nombre g'pendlus par un insecte au cours d’'une
ponte est une variable aléatoXele loi de Poisson de paramefrgavecld > 0. On suppose que chacun de ces
oeufs, indépendamment des autres, éclot avec une probaiiité g, avecp € 10, 1[. SoitY la variable
aléatoire égale au nombre d’insectes issus de cette ponte.

1) Soitn € N. Donner, sans calcul, la loi de probabilité eonditionnelle &X = n).

2) Déterminer la loi de probabilité d¢é

Exercice 7.

SoientX etY deux variables aléatoires indépendantes suivant respeetiteme loi de Bernoulli de
parametreg et une loi de Poisson de paramétresoitZ = XY.

Déterminer I'espérance mathématique, la loi de probabilité eatiance d&.

Exercice 8

Soientn € N* et X une variable aléatoire de loi uniforme siir, 2,... n}. Soientk € N*, des variables
aléatoiresXy, Xa, ..., Xy indépendantes de méme loi gdeY = max(Xy, Xz, ...,Xk) et
Z= min(Xl,Xz, . ,Xk).

1) Donner la fonction de répartition dé

2) Déterminer la fonction de répartition, puis la loi de probighildeY et deZ.

3) Calculer I'espérance mathématiqueXtigourk = 2 etk = 3.

Exercice 9

Un joueur lance un dé a 6 faces equilibré. Soit la variable @ieaX (respY) égale au nombre de lancers
nécessaires pour obtenir une (resp. deux) fois le chiffre 5.

1) Donner, sans calcul, la loi de probabilitéXiet deY. Justifier.

2) Soit un entiek > 1. Donner, sans calcul, la loi de probabilité deonditionnelle &X = k). Justifier.

3) Déterminer la loi de probabilité du coup¥,Y).

4) Soit un entien > 2. Déterminer la loi de probabilité déconditionnelle Y = n).

5) Démontrer qu&(X < Y) = 1.

6) Déterminer la loi de probabilité d&= Y — X. Que représenté ?

7) Montrer queX etZ sont indépendantes. CalculRfX = Z) etP(X < Z).

8) Déterminer la loi de probabilité dé = min(X,Z).

9) Soitmun entier naturel non nul. Déterminer la loi de probabilitd/de min(X, m).

Exercice 10
On considere une sui&n) ., de variables aleéatoires indépendantes de méme loi de Berdeulli
- n

n
parameétrep € 10, 1[. Pour toutn > 1, on poseS, = Y Xk, Yn = XnXni1 €tMj = %ZYk.
k=1 k=1

1) a) Calculer 'espérance mathématique et la variancg de
b) Retrouver ce résultat en utilisant la loi de probabilitéSde
2) a) Déterminer la loi de probabilité, 'espérance mathémategua variance d¥,.
b) Déterminer la loi de probabilité dé + Y-.
c) CalculercoUYp, Ynik) pour tous entierg,k > 1.
d) Calculer I'espérance mathématique et la varianciel gle
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