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Couple de variables aléatoires réelles discrètes

Soient��,A,P� un espace probabilisé et�X,Y� un couple de variables aléatoires réelles définies sur
��,A,P�. Le couple�X,Y� est discret si et seulement siX et Y sont deux variables aléatoires réelles discrètes ;
on dira que�X,Y� un couple de v.a.r. discrètes.

1 - Loi conjointe . Lois marginales .

Soit �X,Y� un couple de v.a.r. discrètes.
Les lois de probabilité deX et deY sont la donnée de :

- �X � X��� � �xi , i � I�, avecI � �� et�Y � Y��� � �yj , j � J�, avecJ � �� ;
- pour tousi � I, j � J, pi� � P�X � xi � et p�j � P�Y � yj �.

La loi de probabilité de�X,Y� est la donnée de :
- ��X,Y� � �X � �Y � ��xi ,yj �, i � I, j � J� ;
- pour tousi � I, j � J, pi,j � P��X,Y� � �xi ,yj �� � P��X � xi � � �Y � yj ��.

Il est possible que certains couples�xi ,yj � soient de probabilité nulle (valeurs deX et Y incompatibles).

Définitions.

�i� L’applicationP�X,Y� :
�X � �Y � �0,1�

�xi ,yj � � pi,j

est appeléeloi conjointe du couple�X,Y�.

�ii � Les applicationsPX :
�X � �0,1�

xi � pi�

et PY :
�Y � �0,1�

yj � p�j

sont appeléeslois marginalesde

�X,Y�. Ce sont les lois de probabilitéPX et PY deX et Y.

Proposition.
Avec les notations précédentes, on a :
�i� pour touti � I, pi� � �

j�J
pi,j . �ii � pour toutj � J, p�j � �

i�I
pi,j . �iii ��

i�I
�
j�J

pi,j � 1.

Preuve.

�i� Pour touti � I, �X � xi � � �X � xi � � � � �X � xi � �
j�J
� �Y � yj � �

j�J
� ��X � xi � � �Y � yj ��,

réunion d’éléments deux à deux disjoints,
doncpi� � P�X � xi � � �

j�J
P��X � xi � � �Y � yj �� � �

j�J
pi,j .

�ii � La démonstration est analogue à celle du�i�.

�iii � Comme�
i�I

pi� � �
i�I

P�X � xi � � 1, on a�
i�I

�
j�J

pi,j � 1.

Ainsi, la loi conjointe du couple�X,Y� détermine complètement chacune des lois marginales. Nous verrons
plus loin que la réciproque n’est pas vraie.

Proposition.
Avec les notations précédentes, pour toutes partiesA et B de�, on a :
P��X � A� � �Y � B�� � �

xi�A
�
yj�B

P��X � xi � � �Y � yj �� � �
xi�A

�
yj�B

pi,j .
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Représentation de la loi conjointe et des lois marginales.

X \ Y y1 � yj � loi de X

x1 p1,1 � p1,j � p1� � P�X � x1�

� � � �

xi pi,1 � pi,j � pi� � P�X � xi �

� � � �

loi de Y p�1 � P�Y � y1� � p�j � P�Y � yj � � 1

Exemple.
Une urne contient 3 boules blanches et 4 boules noires. On tire deux boules de l’urne.
Soit X la variable aléatoire égale à 1 si la première boule est blanche, à0 sinon.
Soit Y la variable aléatoire égale à 1 si la deuxième boule est blanche, à 0 sinon.
Déterminons la loi conjointe du couple�X,Y� et ses lois marginales.
On distingue les deux types de tirage avec ou sans remise.

tirages avec remise tirages sans remise

X \ Y 0 1 loi deX

0 16
49

12
49

4
7

1 12
49

9
49

3
7

loi de Y 4
7

3
7

1

X \ Y 0 1 loi deX

0 2
7

2
7

4
7

1 2
7

1
7

3
7

loi de Y 4
7

3
7

1

On constate que les lois marginales sont identiques dans les deux cas, alors que les lois conjointes sont
différentes. Cela illustre bien le fait que la donnée des seules lois marginales ne suffit pas pour obtenir la loi
conjointe.

2 - Lois conditionnelles .

Définitions.
�i� Loi de X conditionnelle à�Y � yj �, avecp�j � P�Y � yj � � 0.

C’est l’applicationPX
�Y�yj � :

�X � �0,1�

xi � P X � xi / Y � yj �
pi,j
p�j

.

�ii � Loi de Y conditionnelle à�X � xi �, avecpi� � P�X � xi � � 0.

C’est l’applicationPY
�X�xi � :

�Y � �0,1�

yj � P Y � yj / X � xi �
pi,j
pi�

.

Remarque.
Ces applications sont bien des probabilités. En effet, par exemple,
�
i�I

P X � xi / Y � yj � �
i�I

pi,j
p�j

� 1
p�j

�
i�I

pi,j �
1
p�j

p�j � 1.

Reprenons l’exemple précédent.
Dans le cas des tirages avec remise, le conditionnement deX par n’importe quelle valeur deY ne modifie

pas la loi deX. On dira queX et Y sont indépendantes en probabilité.
Dans le cas des tirages sans remise, le conditionnement deX par une valeur deY modifie la loi deX. On

dira queX et Y sont liés en probabilité.
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tirages avec remise tirages sans remise

X / Y � 0 0 1

loi PX
�Y�0� 4

7
3
7

X / Y � 1 0 1

loi PX
�Y�1� 4

7
3
7

Y / X � 0 0 1

loi PY
�X�0� 4

7
3
7

Y / X � 1 0 1

loi PY
�X�1� 4

7
3
7

X / Y � 0 0 1

loi PX
�Y�0� 1

2
1
2

X / Y � 1 0 1

loi PX
�Y�1� 2

3
1
3

Y / X � 0 0 1

loi PY
�X�0� 1

2
1
2

Y / X � 1 0 1

loi PY
�X�1� 2

3
1
3

Proposition.
X et Y sont indépendantes si et seulement si pour tousi � I, j � J,

P��X � xi � � �Y � yj �� � P�X � xi �P�Y � yj �, i.e.pi,j � pi�p�j .

Preuve.
Appliquant la définition d’indépendance de 2 v.a.r. (donnée dans le chapitre 4) avecA � �xi� et B � �yj�,

on obtientpi,j � pi�p�j pour tousi � I, j � J.
Réciproquement, si pour tousi � I, j � J, pi,j � pi�p�j , alors pour tousA � B� et B � B�, on a
P��X � A� � �Y � B�� � �

�xi ,yj ��A�B

P��X � xi � � �Y � yj �� � �
�xi ,yj ��A�B

P�X � xi �P�Y � yj �

� �
xi�A

P�X � xi ��
yj�B

P�Y � yj � � P�X � A�P�Y � B�, i.e.X et Y sont indépendantes.

Cela signifie aussi queP X � xi / Y � yj �
pi,j
p�j

� pi� � P�X � xi �.

Proposition.
Si X et Y sont deux v.a.r. discrètes indépendantes, et sif et g sont deux fonctions numériques dont les

domaines de définition contiennent respectivement�X et�Y, alors les v.a.r. discrètesf�X� et g�Y� sont
indépendantes.

3 - Linéarité de l ’espérance mathématique .

Proposition.
Si X et Y sont deux v.a.r. discrètes admettant une espérance mathématique, alorsX � Y admet une

espérance mathématique donnée parE�X � Y� � E�X� � E�Y�.

Preuve.
E�X� � �

i�I
xipi� � �

i�I
xi �

j�J
pij � �

�i,j ��I�J
xipi,j et E�Y� � �

j�J
yjp�j � �

�i,j ��I�J
yjpi,j ,

doncE�X� � E�Y� � �
�i,j ��I�J

�xi � yj �pi,j .

PosonsZ � X � Y et Kz � �i, j� � I � J / xi � yj � z pour toutz � Z��� � �Z.
La famille�Kz,z � �Z� est une partition deI � J donc

E�X� � E�Y� � �
z��Z

�
�i,j ��Kz

�xi � yj �pi,j � �
z��Z

z �
�i,j ��Kz

pi,j � �
z��Z

zP�Z � z� � E�Z�

et ainsiE�X� � E�Y� � E�Z� � E�X � Y�.
(Dans le cas oùI � J est infini, i.e.�X � �Y est infini, il faut justifier l’existence deE�Z�, i.e. la

convergence de�
z��Z

|z|P�Z � z�. Il suffit de ”remonter” le calcul précédent en utilisant l’inégalité triangulaire

et l’existence deE�X� et E�Y�.)
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Corollaire .
SoientX et Y deux v.a.r. discrètes définies sur un même espace probabilisé��,A,P�, admettant une

espérance mathématique. Soit� un réel. AlorsX � Y et�X admettent une espérance mathématique et on a
E�X � Y� � E�X� � E�Y� et E��X� � �E�X�.

Ainsi, l’espérance mathématique est une forme linéaire sur l’espace vectoriel des v.a.r. discrètes définies
sur��,A,P� et admettant une espérance mathématique.

Proposition.
Si X et Y admettent une espérance mathématiqueE�X� et E�Y�, et siX 	 Y, alorsE�X� 	 E�Y�.
Réciproquement, siY admet une espérance mathématiqueE�Y� et si|X| 	 |Y|, alorsX admet une espérance

mathématique.

Preuve.
Pour le premier résultat, il suffit de considérer la v.a. positive Z � Y
 X, puis d’utiliser la linéarité de

l’espérance mathématique. Le deuxième résultat, un peu technique, est admis.

4 - Covariance de deux v .a.r. discrètes .

Il s’agit se quantifier le lien en probabilité des composantesX et Y du couple�X,Y�.

Proposition.
Si X et Y sont deux v.a.r. discrètes admettant une espérance mathématique et un moment d’ordre 2 (i.e.

E�X2� et E�Y2� existent), alorsXYadmet une espérance mathématique donnée parE�XY� � �
�i,j ��I�J

xiyjpi,j .

Preuve.
Un raisonnement analogue à celui de la preuve précédente donne la formule en cas d’existence deE�XY�.

Montrons que cette série est absolument convergente.

De �|xi | 
 |yj |�
2 � 0 on déduit l’inégalité|xiyj | 	

xi
2 � yj

2

2
;

Par hypothèse,E�X2� � �
i�I

xi
2pi� � �

�i,j ��I�J
xi

2pi,j et E�Y2� � �
j�J

yj
2p�j � �

�i,j ��I�J
yj

2pi,j .

On en déduit que�
�i,j ��I�J

|xiyj |pi,j 	 �
�i,j ��I�J

xi
2 � yj

2

2
pi,j �

E�X2� � E�Y2�
2

.

Corollaire .
Si X et Y sont 2 v.a.r. discrètes admettant un moment d’ordre 2, alorsX � Y admet un moment d’ordre 2.

Preuve.
Il suffit de remarquer que�X � Y�2 � X2 � Y2 � 2XYet d’utiliser la linéarité de l’espérance mathématique.

Définition .
SoientX et Y deux v.a.r. discrètes admettant un moment d’ordre 2. On appellecovariance de X et Yle réel

Cov�X,Y� � E��X 
 E�X���Y
 E�Y���.

Proposition.
�i� Cov�X,Y� � E�XY� 
 E�X�E�Y�. �ii � Var�X � Y� � Var�X� � Var�Y� � 2Cov�X,Y�.

Preuve.
�i� De la linéarité de l’espérance mathématique on déduit

Cov�X,Y� � E�XY
 YE�X� 
 XE�Y� � E�X�E�Y��
� E�XY� 
 E�X�E�Y� 
 E�Y�E�X� � E�X�E�Y� � E�XY� 
 E�X�E�Y�.

�ii � Par définition,Var�X � Y� � E �X � Y
 E�X � Y��2 . De plus,
�X � Y
 E�X � Y��2 � �X 
 E�X� � Y
 E�Y��2

� �X 
 E�X��2 � �Y
 E�Y��2 � 2�X 
 E�X���Y
 E�Y��, d’où le résultat.
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Remarque.
Pour toutes v.a.r. discrètesX, X� et Y admettant un moment d’ordre 2, pour tous réels� et�, on a :
Cov��X � �X�,Y� � �Cov�X,Y� � �Cov�X�,Y�
Cov�X,Y� � Cov�Y,X�
Cov�X,X� � E�X2� 
 �E�X��2 � Var�X�.
La covariance est donc une forme bilinéaire symétrique sur l’espace vectoriel des v.a.r. discrètes admettant

un moment d’ordre 2 ; sa forme quadratique associée est la variance,qui est positive mais non nécessairement
définie (Var�X� � 0 équivaut àX constante).

Il en résulte, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, que :
|Cov�X,Y�| 	 Var�X� Var�Y� � �X�Y.

Définition .

On appellecoefficient de corrélation linéaire de X et Yle réel�X,Y �
Cov�X,Y�
�X�Y

.

De l’inégalité de Cauchy-Schwarz on déduit que
1 	 �X,Y 	 1. De plus, si|�X,Y| � 1, il existe un réel�
tel queVar�X � �Y� � 0, et donc un réela tel queP�X � �Y � a� � 1 ; ainsi,Y est une fonction affine deX.
Réciproquement, on peut vérifier que siY est une fonction affine deX, alors|�X,Y| � 1.

Proposition.
SoientX et Y deux v.a.r. discrètes indépendantes admettant un moment d’ordre2. Alors
�i� E�XY� � E�X�E�Y�, i.e.Cov�X,Y� � 0.
�ii � Var�X � Y� � Var�X� � Var�Y�.

Preuve.
�i� E�XY� � �

�i,j ��I�J
xiyjpi,j � �

�i,j ��I�J
xiyjpi�p�j � �

i�I
xipi��

j�J
yjp�j � E�X�E�Y�,

et doncCov�X,Y� � E�XY� 
 E�X�E�Y� � 0.
�ii � Var�X � Y� � Var�X� � Var�Y� � 2Cov�X,Y� � Var�X� � Var�Y�.

Ainsi, si X et Y sont indépendantes, alorsCov�X,Y� � 0. Mais la réciproque est fausse.

Exemple.
Soit X la v.a.r. à valeurs dans�
1,0,1� telle queP�X � 
1� � P�X � 1� � 1

4
et P�X � 0� � 1

2
, et soit

Y � X2. On aE�XY� � E�X3� � E�X� � �
1� 1
4

� �0� 1
2

� �1� 1
4

� 0, et doncE�XY� � E�X�E�Y� � 0 et

Cov�X,Y� � 0.
MaisP��X � 0� � �Y � 1�� � P��� � 0 etP�X � 0�P�Y � 1� � 1

2
1
2

� 1
4

, doncX et Y ne sont pas

indépendantes.

Proposition.
SoientX1, X2, ...,Xn des variables aléatoires réelles discrètes admettant un momentd’ordre 2.

�i� Var �
i�1

n

Xi � �
i�1

n

Var�Xi � � 2 �
1	i�j	n

Cov�Xi ,Xj �.

�ii � Si X1, X2, ...,Xn sont indépendantes, alorsVar �
i�1

n

Xi � �
i�1

n

Var�Xi �.

5 - Somme de deux v .a.r. discrètes indépendantes .

LorsqueX et Y sont deux v.a.r. discrètes indépendantes, la loi de probabilité deX � Y peut se calculer à
partir des lois deX et Y. Sans l’hypothèse d’indépendance, on doit utiliser la loi conjointe de�X,Y�.
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Proposition.
SoientX et Y deux v.a.r. discrètes indépendantes. Alors, pour toutz � �X�Y,
P�X � Y � z� � �

x��X

P�X � x�P�Y � z
 x� � �
y��y

P�Y � y�P�X � z
 y�.

On écrit aussiPX�Y��z�� � �
x��X

PX��x��PY��z
 x�� � �
y��y

PY��y��PX��z
 y��.

On dit que la loi de probabilitéPX�Y est le produit de convolution des deux lois de probabilitéPX et PY ; on
notePX�Y � PX � PY � PY � PX.

Preuve.
En utilisant le système complet d’événements��X � x��x��X

, on a

P�X � Y � z� � P �X � Y � z� �
x��X

� �X � x� � P
x��X

� �X � Y � z� � �X � x�

� �
x��X

P��X � Y � z� � �X � x�� � �
x��X

P��X � x� � �Y � z
 x�� � �
x��X

P�X � x�P�Y � z
 x�.

Par symétrie, on obtient la deuxième égalité.

Exemple. Somme de deux v.a.r . Binomiales indépendantes. Loi conditionnelle.
SoientX et Y deux v.a.r. indépendantes de lois respectivesB�m,p� etB�n,p�.

On a�X � �0,1, . . . ,m�, �Y � �0,1, . . . ,n� et�X�Y � �0,1, . . . ,m� n�.
Pour toutk � �X�Y � �0,1, . . . ,m� n�,

P�X � Y � k� � �
i�0

m

P�X � i�P�Y � k 
 i�, avecP�Y � k 
 i� � 0 si k 
 i � 0 ou� n,

doncP�X � Y � k� � �
i�max�0,k
n�

min�m,k�

Cm
i pi�1 
 p�m
iCn

k
ipk
i�1 
 p�n
k�i

i.e.P�X � Y � k� � �
i�max�0,k
n�

min�m,k�

Cm
i Cn

k
ipk�1 
 p�m�n
k � pk�1 
 p�m�n
k �
i�max�0,k
n�

min�m,k�

Cm
i Cn

k
i .

De la loi de probabilité HypergéométriqueH�m� n,k, m
m�n � on déduit que

�
i�max�0,k
n�

min�m,k� Cm
i Cn

k
i

Cm�n
k

� 1, soit �
i�max�0,k
n�

min�m,k�

Cm
i Cn

k
i � Cm�n
k ,

d’où P�X � Y � k� � Cm�n
k pk�1 
 p�m�n
k. Ainsi, X � Y suit la loi BinomialeB�m� n,p�.

On a, pour toutk � �X�Y � �0,1, . . . ,m� n�, P�X � Y � k� � 0.
PosonsB � �X � Y � k�. La loi deX conditionnelle àB est alors donnée par :

pour touti � �X
B � �max�0,k 
 n�, . . . ,min�m,k��, PX

B��i�� � P �X � i� / B �
P��X � i� � B�

P�B�

�
P��X � i� � �X � Y � k��

P�X � Y � k�
�

P��X � i� � �Y � k 
 i��
P�X � Y � k�

�
P��X � i�P�Y � k 
 i��

P�X � Y � k�

�
Cm

i pi�1 
 p�m
iCn
k
ipk
i�1 
 p�n
k�i

Cm�n
k pk�1 
 p�m�n
k

�
Cm

i Cn
k
i

Cm�n
k

.

Ainsi, la loi deX conditionnelleB � �X � Y � k� est la loi HypergéométriqueH�m� n,k, m
m�n �.

Remarque.
On a des résultats de stabilité analogues pour la somme de deuxv.a.r. indépendantes de lois de Pascal ou

de Poisson. Voir exercice 5.

Reprenons la notationGX pour désigner la fonction génératrice d’une variables aléatoireX à valeurs
entières. On a alors les résultats suivants :

Proposition.
Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans�, alorsGX�Y � GXGY.
Si X1, . . . ,Xn sontn variables aléatoires indépendantes à valeurs dans�, alorsGX1���Xn � GX1. . .GXn.
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Preuve
Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans�, alors pour toutx, xX et xY sont

aussi indépendantes est doncGX�Y�x� � E�xX�Y� � E�xXxY� � E�xX�E�xY� � GX�x�GY�x� � �GXGY��x�.

Exemples.
1) Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de loi BinomialeB�m,p� etB�n,p�, alors

GX�Y�x� � GX�x�GY�x� � �px� 1 
 p�m�px� 1 
 p�n � �px� 1 
 p�m�n. On reconnait la fonction génératrice
de la loi BinomialeB�m� n,p�, et comme la fonction génératrice caractérise la loi,X � Y suit la loi Binomiale
B�m� n,p�.

2) Si X1, . . . ,Xn sontn variables aléatoires indépendantes de même loi de BernoulliB�p�, alors
GX1���Xn�x� � GX1�x�. . .GXn�x� � �px� 1 
 p�. . .�px� 1 
 p� � �px� 1 
 p�n. On reconnait la fonction
génératrice de la loi BinomialeB�n,p�, et comme la fonction génératrice caractérise la loi,X1 � � � Xn suit
la loi BinomialeB�n,p�.

6 - Exercices .

Exercice 1.
On lance deux dés discernables équilibrés à 6 faces numérotées de 1 à 6.
1) On considère les variables aléatoiresX et Y respectivement égales au plus petit et au plus grand numéro

obtenu. Déterminer la loi conjointe du couple�X,Y�, les lois marginales, l’espérance mathématique deX et de
Y, les lois conditionnelles deY sachant�X � k�.

2) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoireZ � Y
 X.

Exercice 2.
Sur un espace probabilisé��,A,P�, on considère un couple de variables aléatoires�X,Y� dont les lois

marginales sont telles que :
- X est à valeurs dansX��� � �
1,1� et P�X � 
1� � 1

4
;

- Y est à valeurs dansY��� � �1,2� et P�Y � 1� � 1
3

.

On désigne parp la probabilité de l’événement�X � 
1� � �Y � 1�.
1) Exprimer en fonction dep la loi conjointe du couple�X,Y�.
2) Quelles conditions doit-on imposer àp ?
3) a) Déterminerp pour queX et Y soient indépendantes.

b) Déterminer, dans ces conditions, la loi de probabilité des variables aléatoiresS � X � Y, D � X 
 Y,
	 � XY, U � max�X,Y� et V � min�X,Y�.

Exercice 3.
SoientX une variable aléatoire de loi Uniforme sur�1,2,3,4,5� et Y � �X 
 3�2.
1) Déterminer la loi de probabilité deY.
2) Calculer la covariance du couple�X,Y�.
3) Les variables aléatoiresX et Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 4. D’après examen de juin 2008
SoientX et Y deux variables aléatoires définies sur un même espace probabilisé��,A,P� et à valeurs dans

�. La loi de probabilité conjointe du couple�X,Y� est donnée par :


�i, j� � �2, P��X,Y� � �i, j�� � p2qi�j

oùp et q sont deux réels de�0,1� tels quep � q � 1.
1) a) Déterminer les lois de probabilités deX et deY. Remarquer queX et Y suivent la même loi.

b) Les variables aléatoiresX et Y sont-elles indépendantes ? Justifier.
c) Déterminer la fonction de répartitionFX deX. On précisera en particulierFX�k� pour toutk dans�.

2) Déterminer la fonction de répartition puis la loi de probabilité de la variable aléatoireU � max�X,Y�.
3) a) Démontrer que pour toutk dans�, P�X � Y � k� � �k � 1�p2qk.

b) Pour toutn dans�, déterminer la loi de probabilité deU conditionnelle à�X � Y � 2n � 1�.
Reconnaître une loi usuelle.
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Exercice 5.
SoientX et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant les lois de Poisson de paramètres respectifs�

et�.
1) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoireZ � X � Y.
2) Déterminer la loi de probabilité deX conditionnelle à l’événement�Z � k�.

Exercice 6.
On suppose que dans une population d’insectes, le nombre d’oeufs pondus par un insecte au cours d’une

ponte est une variable aléatoireX de loi de Poisson de paramètre�, avec� � 0. On suppose que chacun de ces
oeufs, indépendamment des autres, éclot avec une probabilitéégale àp, avecp � �0,1�. SoitY la variable
aléatoire égale au nombre d’insectes issus de cette ponte.

1) Soitn � �. Donner, sans calcul, la loi de probabilité deY conditionnelle à�X � n�.
2) Déterminer la loi de probabilité deY.

Exercice 7.
SoientX et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement une loi de Bernoulli de

paramètrep et une loi de Poisson de paramètre�. SoitZ � XY.
Déterminer l’espérance mathématique, la loi de probabilité et la variance deZ.

Exercice 8.
Soientn � �� et X une variable aléatoire de loi uniforme sur�1,2, . . . ,n�. Soientk � ��, des variables

aléatoiresX1, X2, ...,Xk indépendantes de même loi queX, Y � max�X1,X2, . . . ,Xk� et
Z � min�X1,X2, . . . ,Xk�.

1) Donner la fonction de répartition deX.
2) Déterminer la fonction de répartition, puis la loi de probabilité, deY et deZ.
3) Calculer l’espérance mathématique deY pourk � 2 etk � 3.

Exercice 9.
Un joueur lance un dé à 6 faces équilibré. Soit la variable aléatoire X (resp.Y) égale au nombre de lancers

nécessaires pour obtenir une (resp. deux) fois le chiffre 5.
1) Donner, sans calcul, la loi de probabilité deX et deY. Justifier.
2) Soit un entierk � 1. Donner, sans calcul, la loi de probabilité deY conditionnelle à�X � k�. Justifier.
3) Déterminer la loi de probabilité du couple�X,Y�.
4) Soit un entiern � 2. Déterminer la loi de probabilité deX conditionnelle à�Y � n�.
5) Démontrer queP�X � Y� � 1.
6) Déterminer la loi de probabilité deZ � Y
 X. Que représenteZ ?
7) Montrer queX et Z sont indépendantes. CalculerP�X � Z� et P�X 	 Z�.
8) Déterminer la loi de probabilité deU � min�X,Z�.
9) Soitmun entier naturel non nul. Déterminer la loi de probabilité deV � min�X,m�.

Exercice 10.
On considère une suite�Xn�n�1 de variables aléatoires indépendantes de même loi de Bernoullide

paramètrep � �0,1�. Pour toutn � 1, on poseSn � �
k�1

n

Xk, Yn � XnXn�1 et Mn � 1
n �

k�1

n

Yk.

1) a) Calculer l’espérance mathématique et la variance deSn.
b) Retrouver ce résultat en utilisant la loi de probabilité deSn.

2) a) Déterminer la loi de probabilité, l’espérance mathématique et la variance deYn.
b) Déterminer la loi de probabilité deY1 � Y2.
c) Calculercov�Yn,Yn�k� pour tous entiersn,k � 1.
d) Calculer l’espérance mathématique et la variance deMn.

Stéphane Ducay 8


