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Résumé.  Soit G un groupe algbrique &ductif connexe sur un corps élyyiquement clos. Un auto-
morphisme algbriques de G est ditquasi-semi-simple s'il stabilise un couple for@d’un
tore maximal deG et d’'un sous-groupe de Borel @ le contenant ; la composante neutre
(G°)° du groupe des points fixe&” est alors éductive. Le but de cette note est d’ex-
pliciter le syséme de racines d@gG°)°. Au passage nous accomplissons avec un certain
retard la promesse faite dans la preuve de [3], 1.15, detaupd ainsi cette preuvel) 2001
Acacemie des sciencdaditions scientifiques et atlicales Elsevier SAS

Fixed points of quasi-semi-simple automorphisms

Abstract. Let G be a connected algebraic reductive group over an algebraically closed field. An
algebraic automorphisra of G is quasi-semi-simple if it stabilises a pair of a maximal
torus of G and a Borel subgroup o containing it; then the connected compong@t® )°
of the fixed-point grougz? is a reductive group. We give an explicit description of its
root system which allows us, as promised in [3], 1.15 to (belatedly) complete the proof
which was left incomplete ther&) 2001 Aca@mie des sciencdaditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Abridged English version

The proof of all the statements in this section can be found in the French version.

Let G be a connected algebraic reductive group over an algebraically closed .fiekt o be a quasi-
semi-simple automorphism @k, that is, an algebraic automorphism@fwhich stabilises a pail’ ¢ B
consisting of a maximal torus & and a Borel subgroup containing it. LBtC X (T) ® R be the root
system ofG relative toT. For eachn € ¥ we denote byU,, the corresponding root subgroup and we
choose an isomorphism, : £ — U,. ForO € ¥/o, where we have denoted B/ the set of orbits of
o on Y, there is a uniqu€’'y € k> such that forw € O we have"w‘a:a()\) = 24(CoA). The scalaCy
depends only or, not on the choice af,,; we will write alsoC,, for Cy whena € O. A general reference
for the above is [3], 1.8.
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In the statements below, given Bavector spac&’, andR C V — {0} a finite subset, we say thak'is a
root system” (meaning that it is a root system in the subsgage it generates in the sense of [1], VI, 1.1
déf.1); this makes sense sinad. (1], VI, 1.1 lemme 1) for anyx € R there is at most one reflectianof
<R> such thats(a) = —a ands(R) = R, so there is at most one way to makea root system ir< R>.

PROPOSITIONO.1. — G is reductive and the root system(€)" is isomorphic to the systefitd’ | O €
¥/o,Co = 1}, where for0 € £ /o we setd’ = [0]7' 3" ., a € X(T) ® R, except that ithar(k) = 2
one needs to exclude the orbiiscontaining two roots whose sum is a root.

This describes in principle the root systémy of (G?)°, provided we can comput€s. One should
notice that thoughcf. e.g.[2], 13.2.2)Y = {O’ | O € ¥/o} is a root system (not reduced in general),
Y, is not in general a closed subsystemdf and theC's do not in general multiply when the roots add.
We shall obviate all these drawbacks by introducing another root systemhich will be most of the time
dual toX’) where none of these problems occur.

By the way, we note that when there exists an ofbitontaining two roots whose sum is again a root,
and such that'y = 1, then 0.1 contradicts what seems to suggest [5], remark 8.3 (a), which is that the root
system of(G?)° should be a subsystem of the system derived fidrhy removing short roots whexy is
not reduced (though that subsystem may be obtained in other chs@s below).

DEFINITION 0.2. —ForO € /o letO =Y oo € X(T) ®R; for a € O we also writew for O.
Finally, let¥ = {O | O € ©/0}.
PROPOSITIONO.3. — X is a reduced root system.

If for & € ¥ we denote byd,, € ¥ /o the orbit of«, we note that the fibres of the mé&p— O are of
cardinality 1, except when there exist5 € O, whose sum is a root (then= o + ).

DEFINITION 0.4. —For O € &, let U5 = C, wherea is of maximal height (in absolute value) amongst
{35 =0}

Thus, when there exist, 8 € O, whose sum is a root, we havg; = C, 5 (recall f. [3], 1.8(v)) that
in this case’, 3 = —C,). We now state

THEOREMO.5. —If @ € S thenCy = C ¢, andifa, 3,7 € ¥ statisfya+3+7 = 0, thenCzC5C5 = 1.

This shows that the set ¢f for O’ € ¥, is a closed subsystem & It also shows, as was announced in
[3],1.15:

COROLLARY 0.6. —If C, = 1 for all simple roots (with respect to the ordering &hdefined byB) and
char(k) # 2 thenX, is the subsystem derived fraf by removing long roots whex’ is not reduced.

([3], 1.15 uses more generally that(f, = +1 for all simple roots then the same holds for all roots but
this also results obviously from 0.5.)

Soit G un groupe @ductif connexe sur un corps algriguement clo%, et soitc un automorphisme
guasi-semi-simple dé, c’esta-dire un automorphisme a@frique deG qui stabilise un coupl@® Cc B
formé d’'un tore maximal et d’'un sous-groupe de Borel le contenant. Le gr@ifpest eductif cf. 0.1
ci-dessous). Pouréatrire son systme de racines nous introduisons quelques notations.

Soit Y le syseme de racines dé& relatif a T. Poura € ¥, on noteU,, le sous-groupe radiciel corres-
pondant et on choisit un isomorphismg : k¥ — U,. Si O est unélement de I'ensemblE /s des orbites
deX souso, il existe un unigu&lementCy € k*, indéependant du choix des,, tel que pouky € O on ait
"Wxa()\) = 24(CoA). Poura € O nous notons aussi,, pourCy, et parfois (seule notation utiée dans
[3]) nousécrironsC,,, pour pecisero. Pour® € /o, nous posond’ = 0|~ oo € X(T) @ R.

PROPOSITIONO.1. — Le groupeG? est eductif et le sy&me de racines dgG?)° est isomorphe au
syséme de racines que nous noterdns, formé des®’ pour lesO € /o tels queCy = 1, excepé que
quandcar(k) = 2 il faut exclure les orbite®) qui contiennent deux racines dont la somme est une racine.
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Démonstration. —L’ énoné est essentiellement une reformulation de [3], 1.8(v) qui montre que les sous-
groupes radiciels d6G°)° correspondent aux orbitegctites ci-dessus. Les racines correspondantes sont
les restrictionsa (T7)° des racines de ces orbites ; or on peut identiXi¢(T)°) a I'image du projecteur
lo|"*(1+0+402+...+0°I=1) ot 'on anok || I'ordre deo sur¥, d’ou identification des racines aux
O’ correspondants. O

Le but de cette note est de donner une fagon commodétdendinery:,,.

Notons que, quan® est un ensemble de vecteurs non nuls dRuespace vectoridl’, cela a un sens de
dire que ‘R est un systme de racines”, pour dire que c’est un 8ysé de racines au sens de [1], VI, 1.1
déf.1, dans le sous-espaed?> qu'il engendre : en effetcf. [1], VI, 1.1 lemme 1) pourxr € Rily a au
plus une éflexions de < R> telle ques(a) = —a ets(R) = R.

Rappelons legsultat suivant :

PROPOSITIONO.2. — (cf. e.g.[2], 13.2.2 = {0’ | O € ¥/o} est un sysime de racines.
Notons quex’ n'est pas toujoursaduit. Le systmeXl,, est un sous-sydie deX’ qui n’est pas engreral
clos.

Nous allons voir, par contre, qu&, correspond un sous-sysme clos dans un autre systeX, qui est
le plus souvent dual dg’.

PROPOSITIONO.3. — Pour0 € X/o,s0it0 =Y .oa € X(T)@R;alorsE ={0 | 0 € ©/c} est
un syséme de racinesaduit.

Démonstration. — Nous pouvons clairement supposer gua une seule orbite sur I'ensemble des
composantes ieductibles d&. SiY = Ui’f ¥};, ou les composantes sont peri@es transitivement pat,
le sysemeX est proportionnel au sy&ine analogue construit ave€ et ©;. Nous pouvons donc supposer
Y irréductible. Alorso est d’ordrel, 2 ou 3 surX. S'il est d'ordrel, le résultat est trivial. Sinon nous
allons cemontrer le @sultat en comparant a¥'. Sio est d’ordre3, alors(3,Y’) est de type Dy, G2) et
¥ se ckduit deX’ en multipliant les racines courtes @arce qui donne un sysine de racines, isomorphe
au dual d&'. Si o est d’'ordre2, alors(X,Y’) est d'un des type&D,,, B,,—1), (Fs, F4), (A2n4+1,Cr) OU
(As,, BC,,). Dans les 3 premiers cas,se ceduit deX’ en multipliant les racines courtes agt est encore
isomorphe au dual dg’ ; dans le dernier cas se ceduit deX’ en multipliant par 2 les racines moyennes
et en oubliant les racines courtes, dahest un systme de racines de tys,. O

Poura € X nous notong),, 'orbite de o souso et nousécrivons parfoisy pour O,. Notons que les
fibres de I'applicatior) — O sont de cardinal 1, sauf quand il existe deux racings € O, dontla somme
est une racine, auquel cas= o + .

DEFINITION 0.4. — PourO € X, on poseCy = C, ol « est une racine de plus grande hauteur (en
valeur absolue) dont I'orbite a pour somrie

Donc, quand il existe deux racines € O, dontla somme est une racine, on pse= C,+g. Notons
que €f.[3], 1.8(v)) ona alorg g = —Cl.

THEOREME 0.5. — Si@, 3,7 € Y sont telles quex + 5 +75 = 0, alors C5C5C5 = 1.

Démonstration. —Notons que, paré&finition,C, , = Cj0.1 4, €n particulielC, , = Cy: , OU otestla
plus petite puissance @equi laisse fixe la composanteé&ductible dex dansY.. Par les mes arguments
que dans la preuve de 0.3, nous pouvons suppogeéductible, et d’ordre 1,2 ou 3 suk.
Si o agit trivialement sul, alors par le teoeme sur les isagnies €f. [4], 9.6.2) cet automorphisme est
de laformeads, olis € T.Onaa = a, 8 = 3,5 = v et on trouveCs = afs), C5 = B(s), O35 = (s)
donc le tleome se éduita I'egalie a(s)5(s)y(s) = 1, immédiate par éfinition & partir de I'hypotise
a+p+v=0.
Si ¥ estiriéductible etr non trivial, nous pouvons supposerde typeA,,, D,, ou Eg, eto d’ordre 2 ou
Y de typeD, eto d’'ordre 3. Dans ce cas pour tout produit scalaire invariant par le groupe de Weyl toutes
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les racines d& ont méme longueur et nous choisissons l'unique produit scalaire tel que les racines soient
de caré scalaireegala 2. Les produits scalaires de deux racines non galies valent alor@, 1 ou—1 et le
sous-sysime engendr par deux telles racines est de tyfpgou A; x A; ; en particulier siv, 5 € ¥ alors
a+ 3 € ¥sietseulementgia, ) = —1.

Nous allons alorgétablir deux lemmes sur les coefficiedts. Commencgons par rappeler

LEMME 0.6. — Si toutes les racines ontéme longueur, alors, pour un choix convenable des isomor-
phismest,,, il existe des signed’,, g tels que pour tous, 5 € ¥ tels quen: + 5 € ¥ on ait

[2a(N), 26(1)] = Tat(=Na,sAR)- @)

Démonstration. —Ce lemme est le contenu de [2], 5.2.3 si on tient compte que :

— vu les remarques ci-dessus sur le sousesystengendrpara et 3, les seuls entiers positifs; tels
queia + j3 soit une racine sorit=j = 1;

— le coefficientV,, g qui estC 1,3 dans les notations de [2] 5.2.3 est bien leme que celui de [2],
page 52 d'ags la formule pout/, ; ; de [2], page 61 et 5.2.2;

— lesz, peuventétre choisis tel que le¥, s soient des signes d’'ags [2], 4.2.1 (on @ = 0 dans notre
cas).

O

On en cduit le

LEMME 0.7. — Si toutes les racines ont&me longueur et, 5 € ¥ sont tels que; = « + 3 € %, alors

n/|0 n/|O0q n/|O N

/19 = ep/19=1c/1970 o = ppem (1041, |0 5).
Démonstration. — Pour une raciner, définissons:,, parzq () = zoo(ca); alorsCo =[], co Ca-

En appliguant au membre de droite de (0.6) et comparant le membre de droite abieriui dongé par
(0.6) pour le commutateur de-, (co\) etx-g(csp), on obtient :

Nog,o
Catp = Na’ﬁﬁcacﬂ, 2)
o,

En faisant le produit delsquations (2) pour tous Ié&éments de I'orbite du coupley, 3) souso, on obtient
alors le lemme. O

LEMME 0.8. —OnaC_o = Cy".

Démonstration. — Poura € O, 'automorphismer!©! stabilise le groupeéductifH = <U,, U_,>
ainsi que son tore maxim8l= T N H et son sysme de racines. Par leéme raisonnement que ci-dessus,
il est donc de la formed s, ol s € S. On trouve alorsy = a(s), C_p = (—a)(s), d'ot le lemme. O

Revenons maintenaatla preuve de 0.5.

Sio estd'ordre 2, etv # °«, soit le sous-systme engendrpara et “«a est de typed? (alors(a, ) =
0), soit ce sous-sy8ine est de typel, ; dans ce dernier cas, comrmepréserve le sous-groupe de Borel
B, il induit un automorphisme non trivial dé, préservant les racines positives ; on a aldrsessairement
(a,%a) = —1 etX est alors de typel,,,. Sio est d'ordre 3 etv # “«, alors le sous-sy8ime engenér
para, “a et ”’« est recessairement de typd? et (a,°a’) = 0. On en @duit que sia ¢ %, alors
(a,@) = 2|o|.

Avec les notations deénon&, de(a + 3+ 7, @+ B +7) = 0 on tire :

(a,a) +(B,8)+ (7.7) = —2(@,B) — 2(a,7) — 2(7, ). 3)

Le membre de gauche est strictement positif, donc un des termes de dro#tealsitictementégatif, donc
un des produits scalairész, o7y ) (ou z,y € {a,3,~}) doit étreégala —1. Quittea permuter, 3, v
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oua les remplacer par un auteement de leur orbite, on peut supposer ques ) = —1, c’esta-dire que
a+pBek.

Notons que, vu laéfinition 0.4 deCz, nous pouvons supposeEgbrmais que pour chaqaenous avons
fixé a tel queCy = C,. En particulier, avec ce choix,8i=a € ¥ alorsCy5 = C,. Nous allongnunérer
les cas suivant le nombre de racines{de3, ¥} qui sont danst.
ecas 0@ 3,5 ¢ X. Alors les orbites de et 3 ayant néme cardinalo|, onaa + 3 = a + 3 = —7.
Avec le choix fait ci-dessus d’un relew de?, quittea remplacety par un autreelement de son orbite, on
aa+ B = —v. Alors 0.7, combig avec 0.8, donn€,Cs = C;l, d’ou le résultat car dans ce cas nous
avonsCy = C,, CE = Cg, etCy = C,.
ecas 37, 3,7 € X. Alors 0.7 et 0.8 appligesa la sommey + 3 = —~ donnent imnédiatement le&sultat.
ecas 1. Siv = a € Y et3,7 ¢ ¥, en utilisant 'invariance du produit scalaire par(3) s'écrit :

2+4|o| = =2|o(a,8) = 2lo|(a,v) = 2[0](5,7)-

Le membre de droite est divisible p2lr| et le membre de gauche ne I'est pas : ce cas est impossible. On
raisonne de @me si c'esp3 ou7 qui est dang.

ecas 2. |l nous reste le casi@eux deg) sont dans.. Ce ne peuttre@ et 3 car dans ce cas on aurait
—Fy=a+p=a+3¢c X Doncona(parexempleg)=a €3, 3 ¢ ¥ ety = € X. Alors (3) sécrit,

en tenant compte dgn, 3) = —1:

2+<0[,’y>:—‘0|<’7,ﬁ> (4)

Supposons d’abore d’'ordre 2; alors on @ = 3+ 73 avecs € ¥, et?(a + ) = o + ° est aussi une
racine. De me,(a + §,703) = —1 donca + § + 78 € 3. Utilisant maintenant la formule (2), on a:

Notop,s Nayop,p Na,-
Cry = Cotptop = Catpiop = mcawcf’ﬁ = m' N 5 CacpCes
e ,7 @ 7 «,
N o N o
— a+ 5;5. o, ﬁcacﬂ.
Na+g,op Na,g

Nous sommes donc ramesa Verifier No4o5 3Na, o3 = No,3Na+s,-3. Nous allons utiliser les progés

ci-dessous des signeg, g (cf. [2], 4.1.2, que nous $eialisons au caslotoutes les racines ont&me

longueur) :

(@) Nop=0sia+b¢X.

(b) Na,b = _Nb,a-

(c) Sia, b, c sont trois racines telles que+ b+ ¢ = 0, alorsN, , = Ny . = Neq.

(d) Sia,b, ¢, d sont quatre racines telles gu'aucune paire d’entre elles n’ait une somme nulle et telles que
at+b+c+d=0, anrsNa,ch’d + Nb,cNa,d + Nc,aNb,d =0.

En appliquant (dj la sommex + 5+ 6 + (—a — 5 — ?3) (et tenant compte du fait qu¥z -3 = 0
puisques + 73 n’est pas une racine), on obtient :

NosNeg —(a+ptop) + NopaNp,—(atgrop =0 ®)

En appliquant (ca la somme& 3 + (a + 3) + (—a — 3 — 73), on obtientNo 5 _ (o4 g4-3) = Natps,75, €t
de neéme on aNg _(a45+-3) = Natop,. On obtient le ésultat cheroh en substituant ces deégalies
dans (5).

Supposons enfir d'ordre 3. On a alorg = 3 + 3 + ° 4. La seule possibilé pour que (4) ait lieu
est(a,y)=1,(v,8)=—1. Alors—y -3 =a+ 76+ "25 est une racine, done + 3 + ?3 aussi. Et
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(a+708+ 3, B)=—1,donca+p3+76+ o’3 € ¥. En utilisant la @compositiony+ 3+ 8+ 3 =
((a+08)+70) + o* 3 et en raisonnant comme dans le casrest d’ordre 2, on a :

N 2 N 2, N
+76+°76, +78,7 i
oy = o progiony = Na B+728,8 VVat78,28 Na Bca%cﬂgcgzﬁ

a+[3+"5,"25 Na+[3,"ﬁ Na,,ﬁ

Natopyorss Natos,o2p Naos s
Ners

Na+ﬂ+"[3,f’2ﬁ NoéJrﬁ_’(Tﬁ Na”@

En appliquant la propeie (d)a la somméea + "2ﬁ) +8+p+(—a—B-90— "25) = 0 on trouve :
Novop,2pNg —ap-op—o2p T NoatopNozg _o_p o5 025 =0; ©)

en appliguant (ck la sommes + (a+"6+"26) +(—a—p—-76— "26) =0ontrouveN, , ; .5 ,25=
N et de néme on trouveN,z; 5 o 025 =N, 5,052 donc (6) peut sefecrire :

a7 f4926,8" a
Notogrs8 _ Natop,s e
Notpropos  Natop o2

En appliquant (da la sommex + 8+ 76 + (—a — 8 — 983) = 0 on trouve
Na’ﬁNUﬁ},a,ﬁ,aﬁ + Na,g’aNl@,a,,g,a,g =0 (8)

en appliquant (ci la somméa + 5) + 76+ (—a— 8 — ?5) = 0ontrouveNog _o_g_og = Nayg,-3 €t
de néme on trouveNg _,_p3_-3 = Nytop 3 donc (8) peut seéécrire

Natops _ Nag
Natp,op Naop

©)

En reportant (7), puis (9) dans I'expression polr, on trouve bierC_, = C,Cgs. O

Il résulte de 0.5 que le sous-Syste deX formé desO ou O’ € X, est clos. On éduit aussi de 0.5
comme annoriedans [3] :

COROLLAIRE 0.9. — SiC, = 1 pour toute racine simplesar(k) # 2, alors le systme de racines de
(G7)0 est le systmeY.” déeduit deX’ en supprimant les racines longues quand ce dernier n’est @ait.

Remerciements Nous remercions &lric Bonnaé pour des remarques utiles sur une versi@lipinaire de cette
note.
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