Bimodules, trace généralisée

et transferts en homologie de Hochschild

Serge Bouc

1. Introduction

1.1. Soit B une algebre sur un anneau commutatif k£, et M un B-bimodule.
Le complexe de Hochschild C.(B, M) (cf. Loday [2]) est le complexe de

chaines défini par
Cn(B,M) =M ® B®"

La différentielle b : M ® B®" — M ® B®™~1) est définie par b = Y7 (—1)'d;,
avec

d;(m@b®...®b,) =< bym®bh ®...Qb, 4 si i=n
m®b1®®bz_1®b,b,+1®bz+2®®bn sinon

Si f: M — N est un morphisme de bimodules, je note C,(B, f) le morphisme
de complexes associé de C,(B, M) dans C,(B, N), défini par

Com®h ®...0b,)=f(M) b ®...Q0b,

L’homologie H,(B, M) du complexe C,(B, M) est par définition {’homologie
de Hochschild de B a valeurs dans le bimodule M. Lorsque B = M, elle est
aussi notée HH,(B).

1.2. Soit r un entier positif, et M,(M) I'ensemble des matrices carrées
r x r, a coefficients dans M, considéré comme un bimodule pour 1’algebre
M.,.(B), l'action étant donnée par le produit matriciel.

L’application de trace généralisée tr : M, (M) ® M,(B)®" — M ® B®"
(cf. [2] 1.2.1) est définie par

tr(m®b1®bn) = Z m(10,11)®b1(11,22)®®bn(2n,lo)
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ou m(i, j) désigne le coefficient de la ligne i et de la colonne j de la matrice
m.

Cette application de trace généralisée est en fait un morphisme de com-
plexes

Co (M, (B), M, (M)) — C.(B, M)

qui permet d’établir 'isomorphisme de Morita
H,(M,(B), M,(M)) ~ H,(B, M)

Le point de départ de cette note est I'isomorphisme M, (B) ~ Endpge»(B")
(I’algébre d’endomorphisme du B-module a droite B"). De plus

MT(M) ~ BT ®B M®B (BOP)T

comme M, (B)-bimodules. Il est tentant d’essayer d’étendre cette construc-
tion au cas d’'un B-module a droite P, projectif et de type fini, au lieu du
module libre de type fini B".

2. Bimodules

2.1. Notations. Soit P un B-module a droite (ou module-B), et End go» (P)
son algebre d’endomorphismes (comme module-B). Alors P est doté d’une
structure de Endgor (P) ® B-module (le produit tensoriel ® désignant le
produit tensoriel sur k).

Plus généralement, je considérerai une sous-k-algébre A de Endpgor(P),
ce qui revient a doter P d’une structure de (A, B)-bimodule (ou A-module-
B). Le module P* = Hompe (P, B) est de méme doté d’une structure de
B-module-A.

Le module P est projectif et de type fini comme module-B si et seulement,
si il est facteur direct d’un module libre B™, ce qui revient a dire qu’il existe
des éléments p; € P et ¢; € P*, pour 1 <7 < m, tels que pour tout élément
p de P

p= imw(p) (1)



2.2. Trace généralisée. Soit M un B-module-B. Alors P®g M ®@pg P* est
un A-module-A. Je note

trp: P®p M ®p P*® A" - M @ B®"
I’application définie par
trp(PpOMRA PRI ®...Qa,) =. ..
=Y @i P)me(py)®vi, (a1iy)®. . . ®@@in—1(an-1pi,) ®pi, (anpiy)

lgio,...,insm

Lemme 2.1: L’application trp est un morphisme de complexes
Ci(A,P®p M ®p P*) = C.(B, M)

Démonstration: Il s’agit de vérifier que trp commute avec la différentielle
b. Cela résulte du fait que

trpdg(P@MR P®a;...Qa,) =trp(PAOMAOpa; ®as®...a,) = ...
=) Pii)me(ap) ® gi(a2pi,) ® ... ® i,y (anpiy)

20y esln—1

D’autre part
dotrp(P@M R PR ay...Qay) = ...

cee = Z Pio (p)mgp(ph)gpil (a'lpiz) ® Piy (a'2pi3) ...0¢i, (anpio)

2040-0ln,

Mais I’équation (1) montre que

> opi) e (@pi,) = ¢( X pii(api)) = plarps,)

i1 i1

et il en résulte que trpdy = dotrp. Un raisonnement similaire montre que
trpd; = d;trp si 1 <1 <n — 1. Finalement

trpd,(POMRPRa; ...Qa,) =trp(a,PAMRPRa; ®...Qa, 1 =...
.= Z Pio (anp)m(p(ph) ® ¢i, (alpiz) &...Q ¢i,_, (anflpio)

105eenyfn—1

D’autre part
dtrp(p@MmM p®ay ... Qa,) =...
o= Y PinlnPig) pio (D) (i) @ iy (a1Diy) ® - .. @ @i,y (An—1Di,)

20 5ee0yln,
L’équation (1) montre & nouveau que
> @i (anpio) 10 (P) = @i (Y- anio®io(p)) = i (anp)
’io ’iO

et il en résulte que trpd, = d,trp. D’ou le lemme. O
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2.3. Homotopies. Le morphisme de complexes trp dépend des choix de
I’entier m tel que P soit facteur direct de B™, et des choix des éléments p;
et ;. Je vais montrer cependant qu’il n’en dépend pas a homotopie pres.

Soit m' un autre entier tel que P soit facteur direct de B™ et Dy &}
(1 <i<m') des éléments de P et P* tels que pour tout p € P

p= Z piei(p (2)

Je note trls le morphisme de complexe associé aux éléments p} et ¢;. Sil est
un entier entre 0 et n, soit

hl,n : Cn(A,P Xp M XB P*) — Cn+1(B, M)
I’application définie sur I'élément u =pRd MR p®a; Q... ® a, par

h’l,n (U) = Z ()010 mgp pzl) 02 (pzl (alpzz) .
10; 7Zn+1
@@ (), ) @ @i, (Pirys) © iy (@41Piys) ® - - - @ Piy1 (AnPig)
lorsque 1 <1 <n—1, et par

hon(u) =D ©i,(P)me(pi,) ® @i, (Pin) ® @iy (a1D35) ® ... ® @iy, (anDsy)

10,.- ;Zn+1
han(u) = 3 @i(P)me(pi,) ® ¢i,(a1p},) ® ... ® & (anpi,,,) ® @, ., (Pio)
ZO; 7Zn+1
Dans ces expressions, l'indice i; de ¢;; ou p;; varie de 1 a m, et l'indice i; de
<p;], ou p;j varie de 0 a m/'.
Soit h = hy, = X1 o(=1) hyp.

Lemme 2.2: Awvec ces notations
bh + hb = trp — tr'p

donc le morphisme trp ne dépend que de P a homotopie pres.

Démonstration: Il y a quatre identités a établir :

1) Sio<k< l, alors dkhl,n = h/lfl,nfldk :
En effet, dans ces conditions

dilun(u) = D @i(P)me),) @ ¢, (a1p},) ®. ..

205+ 0stn41



. ® gp;k (akp;k+1)g0’lik+1 (ak+1p2k+2) ® te
@y (aw),,) ® ¢, (Piys) ® Py (141D ,) ® - - - @ Wiy (Ani)
Mais I’équation (2) permet d’écrire

Z @;k (akp;k+1)80;k+1 (ak+1p;k+2) = 90;]3( Z akp;k_i_l (‘O;k-i-l (a'k+1p;k+2)) =

Tht1 Tgt1

.= wék(akakﬂpéw)
D’ou la formule annoncée. Le calcul précédent est légerement différent si
k = 0, mais le résultat est le méme.

2) Si0 S l S n, alors dlhl,n = dlhl—l,n .
En effet dans ce cas

dihin(u) = D i(@)me(p;)®...0¢; (u-1p;)®. ..

iOa"'5in+1

Y (;021 (alp;H_l )90;,4_1 (pil.:,.g) ® Pirys (al+1pi1+3) ... Vi, (anpio)
L’équation (2) donne alors
> (), )@, Pia) = €4 (D Pl O (@Piry)) = &4 (api,)
1 141

Donc en renumérotant les indices, il vient

dihin(u) = Y @i (P)me(),) ® ¢;, (a1p},) ® ..

105ees0n

- ® SD;[-1 (al—lp;l) & (;D;l (alpil+1) & Pirpa (al+1pil+2) &...Q @i, (anpio)
Mais d’autre part

dib10(w) = . @i (p)me(p;,) ®¢; (a1p},) ®. .

103 7Zn+1

- ® g02171 (al—lp;l) ® 90;'1 (pil+1)‘Piz+1(azpi,+2)®---®<Pin+1(anpio)
L’équation (1) montre que
Z Qogl (pil-H )gpil+1 (alpil+2) = @;l ( Z pil+1 SDiI.H (alpil+2)) = w;l (a'lpin)
41 41

Donc apres renumérotation des indices

dibipin(u) = D @i (p)me(p,) ®¢;, (a1p],) . .

10500 s0n



@@ (aapy) © ¢ (api,,) ® @iy (G1DiL,) ® - - - ® Yi, (anpig)

ce qui prouve la formule annoncée.

3) Sil<k<n+ 1, alors dkhl,n = hl,n—ldk—l :
En effet si l < k < n, alors

205 0sfn41

Y QO{L'I (a’lp{iH_l) ® 90;',4_1 (pil+2) ® S0i1+2(al+1pil+3) Q...
e @iy (O —1Dig 41 ) Pir 1 (AkDis 1) O Pis 15 (Ak11Piy 1) B - - O iy, (An i)

La sommation sur i, donne alors, grace a ’équation (1)

dihun(u) = D @i,(p)me(p]) @ ¢} (a1pf,) ®. ..

205+ +ytn+1

e ngl (alp;l_,_l) & SD;I+1 (pi1+2) & goil+2(a’l+1pil+3) ...
R Qo(akfla’kpik-m) ® Pigta (akp’ik+3) ®...0 Pint1 (anpio)

D’ou la formule annoncée, si k #n + 1. Et si k =n + 1, alors

dppihin(u) = Y @iy (@nbio) io (D)Mo (D)) @5, (a1p},) ®. ..

05+ esbn41

@@y (i, )@@y, (Pirys) @i, (Q41Pi ) ® - - - ¢y (An-1Pinys)

En sommant sur i et en utilisant ’équation (1), il vient

dppihin(u) = Y @i (anp)me(p),) ® ¢ (a1p),) ®. . .

il;"'7in+l
@@ (@p, ) ® P, Piy,) @iy, (a141Di ) ® - - - 94, (An-1Piy)

D’ou la formule dans ce cas.

4) De plus dohgy, = trp et dpi1hpy, =t -
En effet

dohon(u) = Y @ig()mp(},) ¢, (Pi) ® iy (a1pi) @ ... @ @5, (anDi,)

iOﬂ"'ain-{—l
Une sommation sur i; et ’équation (2) donnent alors la premiere égalité. De

meéme

dnibnn(u) = Y @i, (Do) @i (P)me(pf,) ® ¢ (a1p),) @ - .. ® @4, (anp), ,,)

20,-ensbnt1



La seconde égalité en découle, par sommation sur 2y et usage de I’équation

(1).
Pour achever la démonstration du lemme, il reste a calculer

bh= Y (-1)f"dphy, =...

0<k<n+1
0<I<n

Z (—1)k+ldkhl,n+ Z (—1)2ldlhl,n+ Z (—1)k+ldkh1,n

0<k<I<n 0<i<n 0<l<k<n+1

La somme de droite s’écrit aussi

Z (=) hyp1dpy = — Z (=) hprdi = ...

0<li<k<n+1 0<i<k<n
= Z (_1)k+lhl’n_1dk - Z (—1)2lhl,n_1dl_1 _- ...
0<i<k<n 0<i<n
== > (Dhad— Y dipahg,
0<i<k<n 0<i<n

Cette dernieére somme vaut

Z dip1hy, = Z dip1hiyin + dogihin = Z dihin + tr'p(u)

0<i<n 0<i<n 1<I<n
Il vient
bh(u) = Z dlhl,n — Z dlhl,n - tr};(u) — ...
0<i<n 1<i<n
S Z (_1)k+lhl—1,n—1dk - Z (—1)k+lhl,n_1dk
0<k<i<n 0<I<k<n

Soit finalement
(bh + hb)(u) = dohg,(u) — tr'p(u)

ce qui prouve le lemme. O

Proposition 2.3: 1. Si A et B sont des k-algebres, si P est un A-
module-B projectif et de type fini comme module-B, st M est un B-
module-B, alors le morphisme de complezes trp induit un morphisme

tP,M : H*(A,P®B M ®p P*) — H*(B,M)

qui ne dépend que de P et M.



2. Si A, B et C sont des k-algébres, si P est un A-module-B, projectif et
de type fini comme module-B, si () est un B-module-C', projectif et de
type fini comme module-C, alors P @p Q) est un A-module-C, projectif
et de type fini comme module-C. De plus, si M est un C-module-C,
alors

to.M O tPQacMecq@* = tPesQM

Démonstration: La premiére assertion résulte immédiatement du lemme
2.2. Pour la seconde, si p; € P, p; € P* (1 <1i < m) satisfont ’équation (1)
pour le module P, et si ¢g; € @, ¥; € Q* (1 < j < m’) sont des éléments
analogues pour (), alors soient

ri; =D0i®q € P®pQ 0;; : PRgQ — C tel que 6;,(p®q) =1; (‘Pz’(p)Q)

Il est alors facile de vérifier que 6;; € (P @ Q)*, et que sip € P et ¢ € Q,
alors dans P ®p Q)

Y ri®e¢)bij(p®q) =p®g
1<i<m
1<j<m/

ce qui montre que P ®p () est projectif et de type fini comme module-C'. Il
est clair de plus que (P ®p Q)* s’identifie & Q* ® g P*. Soit alors

U=pRIIMIOUVRIPYRa1 V... R ay
un élément de (P ®p Q) ®c M Q¢ (Q* @5 P*) @ A®". Alors

trosmeo- (1) = Y. ©i(p)g® m® Yo(pi,) ® @i (a1pi,) ® - .. @ @i, (anpiy)

20y-ensin

L’image par g de cette somme est égale a

Z' wjo ((pio (p)q) mTP ((p(pil )qjl) ®¢]’1 (@il (alph )le) Q.. '®wjn (gpin (aﬂpio)qjo)

Z:Oa---:"_n
JOs-Jn
et la seconde assertion en résulte. 0

2.4. Additivité. Les morphismes trp sont additifs en P, au sens suivant :



Proposition 2.4: Soient A et B des k-algébres, et P et () des A-modules-
B, projectifs et de type fini comme modules-B. St M est un B-module-B,
soit mpar (resp. mo.m) la projection de (P & Q) @ M ®p (P & Q) sur
P®p M ®@p P* (resp. sur Q ®p M @p Q*. Alors trpgq factorise en

C.(A,(P®Q) ®5 M @5 (P& Q))

Cu(A, mpu) @ Cu(A, mo,m)
C.(A, P ®p M @p P*) @ C.(4,Q ®5 M ®5 Q)
trp + trg

Cu(B, M)

Démonstration: En effet, si p; € P et ¢; € P* (1 < i < m) satisfont
I’équation (1) pour P, si ¢; € @ et ¢; (1 < i < m') satisfont (1) pour @,
alors soient ; € P®Q et p; € (PQ)* (1 <i < m+m') les éléments définis
par

) pi st i<m . | wilp) sii<m
e { ¢i—m Sinon Pilp® ) = { Yi—m(q) sinon

Alors pour p € Pet g € ()

o riplp®g) = > pipilp)® Y. qvile)=pdq

1<i<m+m’ 1<i<m 1<j<m/
Donc les r; et p; satisfont ’équation (1) pour P & Q. Alors si
u=pPPeYAMR(PBAY)®a;®...Qa, € (POHQ)Rp MR (POHQ)* @ A®"

par définition de trpgg

trpeq(u) = > Pio (P ® Q)M @ V) (rs,) ® pi, (a17i,) ® . . . pi, (anTs,)
1<40,eenyin <m+m/
(3)

Orsii <m,sij>metac A, alors p;(ar;) =0 car ar; € @, et la restriction
de p; & @ est nulle. De méme, si ¢ > m et j < m, alors p;(ar;) = 0. Alors
dans ’équation (3), si le terme

Pio (P ® @)m (@ ® V) (ry,) @ pi, (a173,) @ - . . pi, (anT4,)

est non-nul, et si igp < m, alors comme p;, (a,7,) # 0, j’ai aussi i, < m. De
proche en proche, il en résulte que 7; < m pour tout j. De meéme, si 19 > m,
alors tous les i; sont supérieurs a m. La proposition en découle. 0
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3. Transferts en homologie de Hochschild

3.1. Définition. Soit A et B des k-algebres, et P un A-module-B, projectif
et de type fini comme module-B. Soient p; € P et ¢; € P* (1 < i < m)
satisfaisant I’équation (1).
Lemme 3.1: L’élément ép = >7" 1 p; ® ¢; de P @p P* ne dépend que de P.
De plus, pour tout a € A

CL6P = 5pa
et Uapplication ip : a — adp est un morphisme de A-modules-A de A dans
P ®g P*
Démonstration: Si p, € P et ¢} € P* (1 <7 <m') sont d’autres éléments
satisfaisant I’équation (1), alors

bp= Y pi®pi= Y pem)Qwi= Y 1;®@;pi)es
1<i<m 1<i<m 1<i<m
1<5<m! 1<5<m/

De plus, pour tout p € P
(X ) = X ¢imeip) =¢i( X pivilp) = &)
1<i<m 1<i<m 1<i<m

ce qui montre que
dbp= 2. PO

1<j<m!

donc que dp ne dépend que de P.
De méme, sia € A

abp= Y, ap;i®pi= Y pipilap) @ pi= Y, p; ® ¢;(ap;)pi

1<i<m 1<i<m 1<i<m
1<j<m 1<j<m
Orsipe P
(X wilap)e)) ) = wi( 3 apigi(p) = ¢j(ap) = (j0)(p)
1<i<m 1<i<m
donc adp = dpa, et la seconde assertion en découle. 0

Comme P®p P* ~ P®g B®pg P*, le lemme précédent permet de définir un
morphisme de complexes composé

Ci(A,ip

vp s Cu(A, A) C.(A, P oy P*) —2*P, C,(B, B)
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I1 est facile de voir que ce morphisme est donné par

YP(ao ® a1 ® ...an) = Y @iplaopi,) ® @iy (a1Diy) ® - . . @i, (GnPiy)

20y-ensbn

Il ne dépend que de P a homotopie pres, et je noterai
tp: HH,(A) - HH.(B)

le morphisme qui s’en déduit entre les homologies de Hochschild, que j’ap-
pellerai transfert associé a P.

3.2. Composition. Les transferts ainsi obtenus se composent tres simple-
ment :

Proposition 3.2: Soient A, B, et C des k-algébres. Si P est un A-module-
B, projectif et de type fini comme module-B, et QQ un B-module-C, projectif
et de type fini comme module-C', alors

tQ @) tp = tp®BQ

Démonstration: Soient ¢; € Q et ; € Q* (1 < j < m') des éléments
satisfaisant I’équation (1) pour le module Q. Alors

’}/QO’}/P(G,()@. . ®an) = Z ’}/Q (‘on (aopi1)®€0i1 (a’lpiz)@' . ®g0’tn (a’an())) = .-

1<i0,erin<mn

=) (%‘o (aopi, )le) Yj, (<Pz'1 (alpiz)qu) ®. ..0Y;, (%n (a'npio)qjo)

1<40,0enyin <
1<50yeepfin </

En notant 6; ; I'élément de (P ®p Q)* défini par
6:5(p © 4) = v (#i(p)a)
j’ai aussi
’)/QO’)/P((],()@...@CLR):...

= > B (aop, ®45,) ®0i, 4, (010, ®5,) ®. . . ®bi, i, (anDi, ;)

1<20,-0ytn <m
1Sj07---ajnsm,

c’est-a-dire par définition vpg (a0 @ ... @ ay). 0
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3.3. Additivité Le transfert tp est completement additif vis-a-vis des suites
exactes :

Proposition 3.3: Soient A et B des k-algébres, et

0P%Q% R0

une suite exacte de A-modules-B projectifs et de type fini comme modules-B.
Alors

to=tp+1tr
Démonstration: En effet, les modules P, ) et R étant projectifs en restric-
tion & B, il y a des morphismes de modules-B o : Q — P et ' : R — Q tels
que

o oa=Idp Bof =Idg aod + o B =1Idg

Soient alors p; € P et ¢; € P* (1 < i < a) satisfaisant I’équation (1) pour
P,etr; € Ret p; € R* (1 <j<c) satisfaisant (1) pour R. En posant pour
1<i<b=a+c
a(p;) si 1<a pioa s i<a
B'(rica) st i>a+1 Piaof si i>a+1
j'obtiens des éléments ¢; € Q) et ¥ € Q* satisfaisant (1) pour @ : en effet, si
q € Q, alors

Y avila) = Y. a@)eid @)+ Y. B(r)pBla) =...

1<i<b 1<i<a 1<j<e
o=a( Y pipid(@)+8( Y mipiBa) = ad(q)+ BB =q
1<i<a 1<j<e

Alorssiu=ay® ... a, € Cp(A, A)
Yo(u) = Z Vio (a0Gi,) ® i, (a165,) ® ... @ i, (anGig)

1<i0yrnyin <b
Orsii<a,sizeA, etsiy(rg)#0,alors j <a:en effet, si j > a, alors
v(2a) = pi-aB(2a(ps)) = pj—a(Balap)) = 0

Dans un terme non-nul de la somme donnant yo(u), si 'un des indices est
inférieur ou égal a a, alors tous les indices le sont. Comme de plus

i(2a) = ;o (za(p)) = gio/alap;)) = ¢;(zp;)

sil<i,j<a,et comme

v(@4;) = pi-aB(¢8 (riva)) = pj—a(®BB'(ria)) = pj-aleri_a)

si 7,7 > a, la proposition en découle. O
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Corollaire 3.4: Soit k un corps commutatif, et A et B des k-algébres de di-
menstion finie. Si P est un A-module-B projectif de type fini, alors le transfert
tp: HH,(A) - HH,(B) est nul sin > 0.

Démonstration: En effet dans ce cas, le bimodule P est somme directe de
bimodules indécomposables P;. Ceux-ci sont de la forme P, ~ Ae ® fB°,
pour des idempotents e € A et f € B. Alors tp, = typ o t4. factorise par
I’homologie de Hochschild de k, qui est nulle en degré n > 0.

4. Complexes de bimodules

4.1. Transfert associé a un complexe. Les constructions précédentes
s’étendent au cas d’un complexe fini K, de A-modules-B, projectifs et de
type fini comme modules-B : le transfert 5, associé a un tel complexe est
défini par

Ce transfert ne dépend de K, qu’a quasi-isomorphisme pres :

Lemme 4.1: Soient K, et L, deux complezxes finis de A-modules-B, projec-
tifs et de type fini comme modules-B. St K, et L, sont quasi-isomorphes,
alors tx, = tr,

Démonstration: Soit f : K, — L, un quasi isomorphisme, et I', le cone de
f.Alors '), = K,,_1® L, pour tout n, et le complexe I', est acyclique. Comme
tr, = tp, —tk,, il suffit de montrer que tx, = 0si K, est acyclique, ce qui peut
se voir par récurrence sur la longueur [ de K : c’est clair pour les complexes
ayant un ou deux termes non-nuls. Si [ > 3, je peux supposer K, = 0 si
n < 0. Alors K est obtenu en recollant les deux complexes acycliques

K:0—-...K,—...Ky—>Kerdy -0 K’":0—Kerdy - K; = Ky—0

Comme K7 est exact, le module Kerd; est bien projectif et de type fini comme
module-B. Le transfert ¢k, est donné par

tk, = > _(—1)'tx, = D_(—1)"tk; — tkera)) + [tKeras — tr, + tio)
i i>2

La premiére somme entre crochets est égale a tx:, donc a 0 par hypothese
de récurrence, et la seconde est égale a 0 par la proposition 3.3. D’ou la
proposition.
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4.2. Composition.

Proposition 4.2: Soient A, B, et C des k-algébres. Si K, est un complexe
fini de A-modules-B, projectifs et de type fini comme modules-B, et L, un
complexe de B-modules-C', projectifs et de type fini comme modules-C, alors

tL* o tK* = tK*@BL*
Démonstration: Le produit tensoriel des complexes K, et L, est défini par

i+j=n

Alors o
tK*@BL* = Z(_l)z+]tLj o th = tL* o tK*
,J

par la proposition 3.2. D

4.3. Catégorie associée. Soit A le complexe de A-modules-A réduit a A
en degré 0. Il est clair que t4 est I'identité. Ainsi 'homologie de Hochschild
est un foncteur sur la catégorie C suivante :
— Les objets de C sont les k-algebres.
— Un morphisme dans C de A dans B est un complexe fini de A-modules-
B, projectifs et de type fini comme modules-B.
— Le produit des morphismes K, : A -+ B et L, : B — C est le mor-
phisme L, ®p K,.

4.4. Homologie cyclique. 1l est facile de vérifier que les morphismes vp
sont compatibles avec le complexe double définissant I’homologie cyclique
(cf. [2]) : il en résulte des transferts tp : HC,(A) — HC.(B) associé a un
A-module-B projectif et de type fini comme module-B, et tx, associé & un
complexe fini de tels modules. L’homologie cyclique est aussi un foncteur sur
C.

Le lecteur intéressé trouvera dans l'article de B. Keller ([1]) un point
de vue moins terre a terre et beaucoup plus général sur les transferts en
homologie de Hochschild ou en homologie cyclique.
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