Résolutions de foncteurs de Mackey

S. Bouc

ABSTRACT. I will build some standard resolutions for Mackey functors which
are projective relative to p-subgroups. Those resolutions are closely related to
the poset of p-subgroups. They lead to generalizations of known results on co-
homology. They give a way to compute the Cartan matrix for Mackey functors,
in terms of p-permutation modules, and to precise the structure of projective
Mackey functors. They also provide results on complexes of projective Mackey
functors and complexes of p-permutation modules.

1. Introduction

Je vais établir ici 'existence de résolutions standard pour les foncteurs de
Mackey projectifs par rapport aux p-sous-groupes. Ces résolutions sont étroitement
reliées a ’ensemble des p-sous-groupes du groupe considéré. FElles permettent de
généraliser certains résultats connus pour la cohomologie, de calculer la matrice
de Cartan des foncteurs de Mackey en termes de modules de p-permutations, et
de préciser la structure des foncteurs de Mackey projectifs. Les méthodes utilisées
permettent d’étudier également les complexes de foncteurs de Mackey projectifs, et
les complexes de modules de p-permutations.

2. Notations et rappels

2.1. L’algébre de Mackey. La plupart des résultats dont j’aurai besoin se
trouvent dans I’article de J. Thévenaz et P.Webb ([6]) sur la structure des foncteurs
de Mackey: parmi d’autres définitions équivalentes possibles, un foncteur de Mackey
est un module sur ’algébre de Mackey. Une définition possible de cette derniére
est la suivante

DEFINITION 2.1. Soit G un groupe fini, et R un anneau commutatif. L ’algébre
de Mackey pr(G) est lalgébre engendrée par les éléments t5, r& et ¢, i, ot H
et K sont des sous-groupes de G tels que H C K, et g un élément de G avec les
relations:
thtK =L pour tout H C K C L
rBrl =l pour tout H C K C L
CgnKkCh K = Cgn )k Pour tout g,h, K

tg = rﬁ’ = cp,g pour tout h, H tels que h € H

cgthg = tzgcng pour tout ¢,h, H, K
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g -
cg’Krg = rgfgcg,H pour tout ¢,h, H, K

H H
S ==
H H
riH = Z tR e rAecor pour tout K C H D L (axiome de Mackey)
ceK\H/L

tous les autres produits de r&, K et cg, 1 étant nuls.

En posant ¢; = ZH ce,;r pour x € G, il en résulte que ¢, g = cxtg, et que
I’application z +— ¢, fait de pr(G) une G-algébre intérieure (au sens de Puig [3]).

La proposition (3.4) de [6] prouve que les ¢, 1, donc aussi les ¢, sont linéaire-
ment indépendants, ce qui permet d’identifier x et ¢,;. Avec ces notations, la propo-
sition (3.2) de [6] prouve que pr(G) admet une base sur R, formée des éléments
ti 2rK pour H et K sous-groupes de G, 2 € K\G/H, et L sous-groupe de HNK?”
modulo conjugaison par H N K7.

Si H est un sous-groupe de G, les relations de définition de pr(G) permettent
de définir un morphisme de I’anneau de Burnside bg(H) de H & coefficients dans
R dans l'algébre pugr(G), qui envoie 'élément H/K sur I'élément ¢t Je noterai
X — [X] ce morphisme.

Il y a d’autre part un morphisme naturel z de I’anneau de Burnside de G dans
le centre de 'algebre de Mackey ([6], proposition (9.2)), défini par

2(X) = Z [Res' X]
KCG

qui permet d’utiliser les idempotents de ’anneau de Burnside pour décomposer
I’algebre de Mackey en morceaux plus petits.

Dans tout ce qui suit, je m’intéresserai uniquement au cas ”de caractéristique
p”: je supposeral que tous les nombres premiers différents de p sont inversibles dans
I’anneau R. Dans ces conditions (cf [6] section 9-10), 'algébre upr(G) est Morita-
équivalente a un produit direct d’algébres indexées par les sous-groupes p-parfaits
de G (i.e. les sous-groupes n’admettant aucun quotient p-groupe non-trivial).

Plus précisément, ’algébre pr(G) est Morita-équivalente au produit direct sur
les sous-groupes p-parfaits H de G (modulo conjugaison par GG) des algébres que
je noterai ph(Ng(H)/H) (la catégorie des puk(G)-modules est notée Mackg(G,1)
dans [6]): Dalgebre ph(G) est la partie de pgr(G) correspondant & I’idempotent
f& de ’anneau de Burnside de G. En notant §p(G) I’ensemble des p-sous-groupes
de G, l'idempotent f& de ’anneau de Burnside bg((7) a coefficients rationnels est

défini par
=3 8
Pes (G)/G
avec
1
S - Y@, P G

QCP

ot X]@, P[est la caractéristique d’Euler-Poincaré réduite de I’ensemble des p-sous-
groupes contenant strictement @) et strictement contenus dans P. Un calcul simple
montre alors que

e 3 i(sp(NG(P)/P))G/P

pesioya 1Na(P)/P]
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avec sp(G) = 5,(G) — {1}.

Cette expression a le mérite de montrer que f& est p-entier, et définit donc
fE dans br(G) (en effet, il est connu que X(sp(G)) est divisible par la p-partie de
Pordre de G, puisque par exemple, c’est le degré d’un caractére projectif de G (cf.

[4])).
Avec ces notations, lalgebre pk(G) s’identifie & z(f&)ur(G). Une autre fagon
de voir cette algébre a équivalence de Morita prés est donnée par le lemme suivant
LEMME 2.2. Soit e = ) p, (G)tllj‘ Alors epp(G)e est une sous-algébre de
=r
ph(G), et Uinclusion de epr(G)e dans ph(G) est une équivalence de Morita.
Je dois d’abord vérifier que epr(G)e est une sous-algebre de ph(G): il suffit
pour cela de vérifier que z(f)e = e, ce qui sera vrai & fortiori si z(f&)th = 5
pour tout p-sous-groupe de G. Or il résulte de la section 9 de [6] que

2(f7)h = [Resg (F7))th = [Resp (f{)P/P] = [Resg(f1 )]

et le résultat sera acquis si je sais que ResIGgflG = fF, puisque I'expression de ff
prouve que ff = P/P si P est un p-groupe. Or cela résulte du

LEMME 2.3. Soit H un sous-groupe de G. Alors ResflflG =f

Je peux faire le calcul dans bg(G): les idempotents ef sont tels que pour tout

X de bQ(G)
— L.G
X = E | X ]ef
LeG
Lmod. G
Alors
Res% el = E Res@el el = E |(Res%e$)E el
LCH LCH
Lmod H Lmod H

et comme |(Resgeg)L| n’est différent de zéro que si L est conjugué de P dans G,
auquel cas il vaut 1, je vois que Resgeg est la somme des e, ou L décrit les
conjugués de P contenus dans H, modulo conjugaison par H. Alors ResflflG est la
somme sur les p-sous-groupes L de H, modulo H, des ef, d’out le lemme 2.3, et la
premiére assertion du lemme 1. La seconde résulte alors du

LEMME 2.4. Soit A un anneau unitaire, et e un idempotent de A. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes:
1) L’inclusion de eAe dans A est une équivalence de Morita.

2) L’idéal bilatére de A engendré par e est égal @ A (i.e. AeA = A).

L’inclusion de eAe dans A définit un foncteur de restriction r de la catégorie A-
mod des A-modules 4 gauche dans eAe-mod, par r(M) = eM. Ce foncteur admet
un adjoint & gauche i, défini par (M) = A ®.a. M. Alors ri(M) = €A @cne M =
eAe ®cae M = M et ir(M) s’identifie & AeM. Donc si 1) est vraie, en particulier
AeA = A, donc 2) est vraie. Inversement, si 2) est vraie, alors ir(M) = AeM =
AeAM = AM = M, donc 1) est vraie.

Pour prouver le lemme 2.2, il reste alors & vérifier que 1’élément neutre de
phL(G), a savoir z(f{), appartient a I'idéal bilatére de pk(G) engendré par e. Il
suffit pour cela que tgrg soit dans ce méme idéal, pour tout sous-groupe H de G
et tout p-sous-groupe P de H. Et cela est clair, puisque t2rf = ter Dot le
lemme 1.
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REMARQUE 2.5. Les eur(G)e-modules sont en fait des objets bien naturels:
ce sont exactement les foncteurs de Mackey ”définis uniquement sur les p-sous-
groupes ”. Les pik(G)-modules sont quant & eux les foncteurs de Mackey projectifs
par rapport aux p-sous-groupes([6] Theorem 9.7). L’algébre pk(G) s’identifie &
la sous-algebre de pr(G) engendrée par les z € G, et les rg et tg, ol () est un
p-sous-groupe de G et H un sous-groupe (quelconque) de G.

D’autre part, le lemme 2.2 a la conséquence suivante:

COROLLAIRE 2.6. Soit S un p-Sylow de G, et M, un compleze de foncteurs de
Mackey dans Mackr(G,1). Alors M, est acyclique (resp. acyclique et scindé) si
et seulement si il en est de méme de sa restriction a S.

En effet, une équivalence de Morita transforme une suite exacte (resp. une
suite exacte scindée) en une suite exacte (resp. exacte scindée).

2.2. Une autre algébre. J'utiliserai aussi ici une autre algebre, que je note
rur(G), définie de maniére similaire en me restreignant aux p-sous-groupes de G,
et en “oubliant” les générateurs t% et axiome de Mackey.

Plus précisément, soit A un R-module libre admettant pour base les triplets
(z,Q, P), ot z est un élément de G, et P et @) des p-sous-groupes de G tels que
@ C P. Je fais de A une algébre en définissant la multiplication des éléments de la
base par

(z,Q, P)(y, R, S) = épv r(zy, Q7. 5)

Il est facile de voir que A est une algébre associative. De plus, soit

e= Y. (L,PP)

PEip(G)
alors
6.(y,Q,R): Z 6Py,Q(ya Py:R):(yaQ:R)
Pes (G)
et

(y,Q,R).EZ Z 6R,P(yaQaP) = (yaQaR)
PEiP(G)
donc e est élément neutre de A.
Soit alors I le sous-R-module de A engendré par les éléments de la forme
Uz po.p = (2p,QF, P)—(2,Q,P),ou p € P. Alors I est un idéal bilatére de A. En
effet

(y, R, S)ug p.o p = bs=r gr(yzp, R*F, P) — 65= g(yz, R®, P)
= bs=,q((yzp, R"", P) — (yz, R", P)) = b5+ QUya p,R= P
De méme

ul'yprVP(yJ R’ S) = (SPny(.’Epy, pr’ S) - 6pny(;Ey, an S)

= 5pnyu1;yypnyy75
ce qui a un sens puisque si PY = R alors py € RC S.
Je noterai rup(G) lalgebre quotient A/I. 1l est facile de trouver une base de
rur(G):
LEMME 2.7. Les éléments (z,Q, P), pour @ C P € 5,(G), et x € G/P, for-
ment une base de rup(G).
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Ce lemme n’est qu’une reformulation du suivant:

LEMME 2.8. Soit A une R-algébre admettant une base B sur R. Soit E une
relation d’équivalence sur B telle que les éléments x — y, avec xEy, engendrent un
idéal bilatére I de A. Alors A/I admet une base sur R, formée des images dans

AJI des éléments de B/E.

En effet, il est clair que les images de B/E engendrent A/I. puisque tous les
éléments de la classe d’équivalence de z € B sont congrus & z modulo I. Et s1
EzEB/E rzx € I, avec vy € R, alors il existe des scalaires s, , € R tels que

Z L = Z Sy —y)

z€EB/E zEy

Te = E :Sr,y_ E :Sy,z

zEy yEx
En sommant cette relation pour z dans la classe d’équivalence de z, je peux supposer
que seul 7, est non-nul, donc

r, = E(Z Spy — Esyw) = Z Spy — E Sgy =0

zEz zEy yEx z,yEz z,yEz

Alors pour tout x

puisque la relation E est symétrique et transitive. D’ou les lemmes prédédents.

Je peux alors définir une application f de rug(G) dans epk(G)e en envoyant
(z,Q, P) sur :L‘TS. Il est facile de vérifier que 'application f est un morphisme
d’algebres unitaires.

LEMME 2.9. Le morphisme f est injectif.

(Par la suite, j’identifierai rup(G) son image dans pr(G).)
Il faut vérifier pour cela que les éléments mrg, pour z € G/P et Q@ C P, sont
indépendants dans pgr(G): or si

E rI,Q,pxrg =0 dans pr(G)
r€G/P,Q,P

alors en multipliant cette relation a gauche par t% et a droite par 1"11;, pour R et P

donnés, il vient
E rz’Q’pt%mrg =0
2€G/P,Q
IQ:R
ou encore

E rI,Rz,ptg:crfzr =0

z€G/P
R°CP

Alors en utilisant la base de pg(G) mentionnée plus haut, il vient, pour toute double
classe RzgP et tout sous-groupe Qg de R"° N P

E ry rep =0

z€ERxo P/ P
R°=Qomod.R*ONP

E TnyVRyIUVP =0

yER/(RN®° P)
RY*0=Qqmod.R°ONP

ou encore
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c’est a dire

2 Tyzo,R%0 P = 0

yER/(RN®0 P)
R*0=Qomod.R°ONP

En particulier en prenant Qg = R"° N P, j’en déduis que rz, p=onp,p = 0, et comme
cette relation est vraie pour tous xg, R, P, )’al bien I'indépendance annoncée, et
I'injectivité de f.

Tl est également naturel de considérer ici I’algébre tur(G) définie de maniére
similaire a rur(G) en “oubliant” les générateurs r&. Cette algebre s’identifie &
la sous-algebre de pr(G) engendrée par les éléments tg:L‘. Elle s’identifie aussi a
I’algeébre opposée de rupr(G): I"application qui envoie tg sur rg et ¢y g sur c;-1 g
définit en effet un anti-isomorphisme de tpup(G) sur rur(G). Les résultats que je
démontrerai ici pour rugr(G) auront une version ”duale” pour tur(G), et ’argument
précédent m’évitera d’avoir a faire deux démonstrations.

L’homomorphisme de rug(G) dans pL(G) permet de définir un foncteur d’oubli
de la catégorie des foncteurs de Mackey projectifs par rapport aux p-sous-groupes
dans celle des rup(G)-modules. Je noterai R ce foncteur: si M est un foncteur
de Mackey, alors R(M) est le foncteur M, pour lequel je ne tiens compte que des
évaluations aux p-sous-groupes, des restrictions et des conjugaisons par des éléments
de G.

Comme toujours dans ces cas-1a, le foncteur R admet un adjoint & gauche: soit
N un rugr(G)-module. Je pose N(P) =rEN. Si H est un sous-groupe de G, alors
H opére sur @peiP(H)N(P), et je pose

I(N)(H) = Ho(H,®pes, )N (P))

que je noterai aussi (@peip(H)N(P))H.

Si P est un p-sous-groupe de H, et v un élément de @peip(H)N(P), je note
7 (v) son image dans Z(N)(H).

Si H C K sont deux sous-groupes de G, et si v € @peip(H)N(P), je pose

ti (7 (v)) = 7xc (v)
ce qui a un sens puisque H C K.

De méme, si @ est un p-sous-groupe de K, et v € N(Q), je pose
K -
(@) = Y0 (rghege)
zeH\K/Q
Il est facile de voir que I’application r¥ est bien définie.
Enfin dans les mémes conditions, si z € G, le pose

o i (7 () = Terc(a0)
Avec ces notations:

LEMME 2.10. L’opération qui ¢ N associe Z(N) définit un foncteur de la
catégorie des rup(G)-modules dans Mackr(G, 1), et ce foncteur est adjoint 4 gau-
che du foncteur R.

Je dois vérifier que Z(N) est un foncteur de Mackey, qui est de surcroit dans
Mackgr(G, 1), et qu’il vérifie la propriété d’adjonction. Pour la premiére propriété,
les seuls points non-évidents sont la transitivité des restrictions et ’axiome de
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Mackey. Soient donc H C K C L des sous-groupes de G, et & = wr(n) € Z(N)(L),
avec P € §p(L) et n € N(P).

Alors
k@)= > (i pln)
IeK\L/P
Donc
rBrk(z) = Z Z WH(r;rﬁ?;fglp)krlIfnzpln)

k€H\K/KnPIeK\L/P

= Z Z WH(rgﬁkzpkln)

EeH\K/KN'PIleK\L/P

Or lapplication (k,!) — kl est une bijection de I’ensemble des couples (k,!) tels

que | € K\L/P et k € H\K/K N'P sur ensemble H\L/P. Et alors j’ai bien

rErL(z) = rE(z), d’ou la transitivité des restrictions.

Pour I’axiome de Mackey, soient H C K D L des sous-groupes de G, et z =
wr(n) € Z(N)(L), avec P € §p(L). Alors t¥(2) = mx(n) donc

rEt @) = Y mu(ryepkn)
keH\K/P

D’autre part

H L _ H L
E CHav L THAYLYT = E tiav LT HAv L TvL(yn)
yeH\K/L yeH\K/L

H 2vp
= E tgavr E 71'HﬁyL(THrwyLr‘uzyPZy”)
yeEH\K/L z€HNYL\YL/YP

D SRR DRt A

yEH\K/L z¢e HNYL\YL/YP

En remplacant z par z¥ dans cette somme, j’ai aussi

rptp @)= >0 > ma(rpiepyzn)

yeEH\K/L ze HYnL\L/P

et comme ci-dessus, I’application (y, z) — yz induit une bijection de I’ensemble des
couples (y,z) tels que y € H\K/L et z € HY N L\L/P sur 'ensemble H\K/P.
Alors j’ai bien
Tgtf(l’) = Z tgnyLr;IIFwLy"f
yeH\K/L

et 'axiome de Mackey est vérifié. Donc Z(N) est bien un foncteur de Mackey.

Pour vérifier qu’il est dans Mackg(G, 1), je dois vérifier que z(f&) agit trivia-
lement. Soit donc H un sous-groupe de G, et z = mg(n) € Z(H)(N), avec n €
N(P). Comme z = t(zp(n)), j’ai z(f&)z = [fH1td (7p(n)). Alors si je sais que
[FERE = tg[ResgffI], le résultat sera démontré puisque Resgffl = ff = P/P.
Or cela résulte du

LEMME 2.11. Soient K C H des sous-groupes de G, et X € b(H). Alors
(Xt =t [Resl X] dans pr(G)
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En effet si X = H/L, alors [X] =t et

H _ ,H H,H _ H 54 _ H K
(Xt =tirpitg = E ik Ton=g® = E TlrengTLenk
T€L\H/K T€I\H/K
_ H K
= E lpenkTL=nK
z€L\H/K

puisque # € H, ce qui s’écrit encore
[X]tg = tg Z tfmnKTfﬂvnK = tg[Reng/L]
zeL\H/K
ce qui prouve le lemme 2.11.

Il me reste & vérifier la propriété d’adjonction: soit donc a un morphisme de
I(N) dans un foncteur de Mackey M. Un tel morphisme est caractérisé par la
donnée, pour tout sous-groupe H de G, d’un morphisme oy de Z(N)(H) dans
M(H), tel que

othg = tgaK , aKrI}g = rgaH , Co HAH = Qe[ Cqp [

pour tout K C H et tout z € G.
Alors si P est un p-sous-groupe de G, je définis une application Bp de N(P)
dans M(P) par fp = apmp . Si @) est un sous-groupe de P, et si n € N(P), alors

ro(rp(n)) = Y mo(rghepan) = mq(rg(n))
TEQ\P/P

donc

rgﬁp(n) = T’gapﬂ'p(’n) = aQTS’ﬂ'p(n) = aQﬂ'Q'Pg(n) = ﬂQrg(n)
De méme

ce,PBp(n) = ¢o papmp(n) = aspcy pTp(n) = azpm=pey p(n) = Pepcy p(n)

et # définit un morphisme de N dans R(M).
Inversement, si 3 est un tel morphisme, j’ai pour tout p-sous-groupe P de G
un morphisme fp de N(P) dans M(P), tel que

roBp = BTy copfp = Bepcap
Alors si H est un sous-groupe de G, je définis une application ay de Z(N)(H)
dans M(H) en posant oy (7 (n)) = t2Bp(n), si P est un p-sous-groupe de H, et

sin € N(P). Si K est un sous-groupe de H, si ) est un sous-groupe de P, et si
n € N(Q), alors
amti (1 (n)) = an(ta(n)) = 1§ Fo(n)
alors que
tiax(mr(n)) = t{tG fo(n)
ce qui prouve que othg = tgaK.
De méme, si n € N(P), alors

agrip(ra(n)) = ax( Y. w(rghepen)) = Y tRacpBrasprRAepn
seK\H/P seK\H/P
K vp K vp
= Z tKnepTKn=pleprn = Z tKePTEn=pTOPT
zeK\H/P zeK\H/P

= rigtp Bp(n) = rgan(rm(n))
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ce qui prouve que ozKrg = rgaH.
Enfin

CoHapTH(N) = cx’Htgﬂp(n) = tzgcxypﬁp(n) = ...

L= t:g[)’mpcxyp(n) = azgeg p(mTr(n))
ce qui prouve que ¢z g = axgCy g, donc que o définit un morphisme de Z(N)
dans M.
Il est clair que les correspondances ainsi définies entre Hom,, () (Z(N), M) et
Hom, . (q)(N,R(M)) sont des bijections inverses I'une de l’autre, ce qui prouve
la propriété d’adjonction, et termine la démonstration du lemme 2.10.

3. Exemples de rpugr(G)-modules

Soit I le sous-R-module de rpur(G) engendré par les azrg, ouz € GG, et QQ est
un sous-groupe propre de P. Alors:

LEMME 3.1. I est un idéal bilatére nilpotent de rupr(G), et le quotient rur(G)/I
est 1somorphe au produit direct sur les p-sous-groupes P de G modulo conjugaison
par G des algébres IndffG(P)/PRNg(P)/P

(pour la notion d’algebre induite, voir [3])

En effet, si @) est un sous-groupe propre de P, et si A C B sont des p-sous-
groupes de G, et si ¢ € GG, alors crfa}rg est nul si B¥ # @, et égal a cmrir sinon,
et alors A” est un sous-groupe propre de P. De méme, le produit :crgcrﬁ est nul
si P®# A, et égal a xcrgc sinon, et alors Q¢ est un sous-groupe propre de B.

Il est clair de plus que I est nilpotent: en effet, si a:lrgllmzrgz .. .xnrg’; + 0,
alors P2 = @2, Py® = @3, etc, et la suite P2 "= Py3“= . P, est strictement
croissante. Sa longueur est donc bornée par la p-valuation de ’ordre de G.

Alors si P est un p-sous-groupe de G, soit ep = ZQ:GP rg. Les ep sont des
idempotents de rug(G). De plus ep et e sont orthogonaux si P et R ne sont pas
conjugués dans G. Enfin 3. p, . ~ep =3 prE est 'élément neutre de rugr(G).

D’autre part, le produit rﬁcrfrﬁ n’est différent de 0 quesi P = A C B = P, et
lalgébre rErup(G)rE admet done pour base les éléments zrE, pour z € Ng(P)/P
(qui forment un sous-ensemble de la base de rug(G) mentionnée dans le lemme4
2.7). De plus, I"application z € Ng(P)/P — mrg définit un morphisme d’algebres
o de RNg(P)/P dans rErup(G)rE, qui est donc un isomorphisme. Il est alors
clair que I’application de IndffG(P)/PRNg(P)/P dans eprup(Glep qui A g@u®h
associe ga(u)h est un isomorphisme, ce qui prouve le lemme.

Or si H est un sous-groupe de GG, et A une H algébre intérieure, 'inclusion de A
dans IndeA est une équivalence de Morita: ceci résulte par exemple du lemme 2.4.
Cette remarque, associée au lemme 3.1, permet de classifier les rup(G)-modules
simples.

En effet, soit P un p-sous-groupe de G et V un RNg(P)/P-module. Je définis
un rug(G)-module Npy en posant Npy = Ind%G(P)/PV. L’élément crf agit par
0 sur Npy si A est un sous-groupe propre de B, ou si B n’est pas conjugué de P.
Etsi A= B = P? alors crf .(y@v) = 0si zy & Ng(P), et crf . (yov) = ca ' @zyv
sinon (en notant que cet élément ne dépend pas du choix de I’élément z tel que

B = P%).
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J’ai ainsi bien défini un rpr(G)-module: je dois essentiellement vérifier que @
agit trivialement sur Np v (Q) et que

crgi (drf;z.(z ®v)) = (crgz drgz).(z ® v)

Le premier membre vaut 0 si yz € Ng(P), et crb..(dy~" @ yzv) sinon. Ce dernier
est nul si zdy™! ¢ Ng(P), et vaut cz™!' @ xdzv = cx™ ' @ zdy™'yzv = cdy™! @ yzv
sinon. Or le second membre est nul si P®4 # PY ie. si zdy~! ¢ Ng(P), et vaut
cdrb, .(z @ v) sinon. Ce dernier est nul si yz € Ng(P), et vaut cdy™" ® yzv sinon.
Les deux membres sont donc égaux.

La définition de Npy entraine que Npv(Q) = rngyv est nul s1 () n’est pas
conjugué de P dans G. Et si Q = P?, alors Np v (Q) s’identifie & 27! @ V. Alors
sig€e @, etsiz”!®@ve Npv(Q), jaiqg(z7'®@v) =gl @v=2"1%¢@v =
' ®@% qu = 27! ® v puisque *Q = P et puisque P agit trivialement sur V. Donc
Npy est bien un rugr(G)-module.

Les remarques précédentes jointes au lemme 3.1 donnent la

PRrOPOSITION 3.2. Les modules Npy, lorsque P décrit les p-sous-groupes de
G  conjugaison prés, et V les RNg(P)/P modules simples, forment un systéme
de représentants des classes d’isomorphisme de rupr(G)-modules simples.

Pour décrire les rup(G)-modules projectifs indécomposables, j’ai besoin d’une
notation: si A et B sont des sous-groupes de G, je note Tg(A, B) 'ensemble
des z € G tels que A® C B. Soient alors P un p-sous-groupe de G, et V un
RNg(P)/P-module. Si @ est un p-sous-groupe de G, je définis un sous- R-module
de Indf,G(P)/PV, noté Lpyv(Q), par

Lpv(Q) = ©rers(Q,P)/Na(P)E @V
et je poseral Lpy = @gLpv(Q).

Si @ D R, alors I'inclusion de T¢(Q, P)/Ng(P) dans Tg(R, P)/Ng(P) induit
un morphisme rg de Lpv(Q) dans Lpy(R). Et si z € G, alors la bijection na-
turelle yNg(P) — zyNg(P) de Te(Q, P)/Ng(P) dans Tg(*Q, P)/Ng(P) induit
un morphisme, que je note encore z, de Lp v (Q) dans Lp v (*Q). Alors

ProPoOSITION 3.3. Ces définitions font de Lpy un rur(G)-module, et le fonc-
teur de RNGg(P)/P-Mod dans rugr(G)-Mod qui & V associe Lpy est adjoint &
gauche du foncteur de restriction déduit de Uinclusion u — urh de RNg(P)/P
dans rur(G).

L’action de er sur 1’élément @ v de Lpy (Q) est définie par

B rzov= épocr®@v
o, lorsque B = @, I’élément cx ® v est vu dans Lp v (°A). En particulier, si ¢ € Q,
alors . (z®v) =qr@v=2¢" Qv =2 Q¢ v = 2@ v, car Q° C P. Donc @ agit
trivialement sur Lp v (@Q).
De méme,

drg.(crf.m ®@v) =ébpeabpgdex @ v
avec dex @ v € Lp,v(dE) siB=Qet F=°A.
Comme drg.crf = 6Fc7Adcr§c, Jal

(drf.crf)z@v= (ch’A(SgdCéL‘ ® v
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avec dex @ v € LP’V(dc(EC)) si F*=Aet B=(Q. Donc Lpy est bien un rur(G)-
module.

Il est clair que la construction qui & V' associe Lpy est fonctorielle en V. Si
M est un rug(G)-module, un morphisme a de Lpy dans M est caractérisé par
la donnée, pour tout p-sous-groupe @ de GG, d’'un morphisme g de Lp v (Q) dans
M(Q), tel que

aRrg = T%CYQ :L‘OzQ = Oza:Q:L‘

Comme Lpy (P) s’identifie & V comme RNg(P)/P-module, j’en déduis un mor-
phisme § = ap de V dans M(P). Et comme I’élément 2 ® v de Lpv(Q) est égal
a rIQP(:E ®v), j’ai

ag(zr®@v) = T;Parp(éb ®@v) = rIQP:Eap(l ®v) = xrgmﬁ(v)

et B détermine entiérement «.

Inversement, si @ est un morphisme de V dans M (P), si Q est un p-sous-groupe
de G etsiz®@v € Lpv(Q), je pose ag(z®@v) = mrgrﬂ(v), ce qui a un sens puisque
QTCP.

Alors rgon(:c ®@v) = rga:rgrﬁ(v) =rE.Bv) = aRrg(:c ® v), donc oerg =
T%OZQ.

D’autre part, yag(z@v) = y:brgrﬁ(v), alors que awvg(y.(z®v)) = avg(yz@v) =
y;l:r(PyQ)yIﬁ(y), ce qui prouve que « est un morphisme de rur(G)-modules.

Enfin il est clair que les correspondances ainsi définies entre Home(G)(prv, M)
et Hompn,py/p(V, M(P)) sont des bijections inverses I'une de 'autre. D’oli la
proposition.

COROLLAIRE 3.4. Si Ev est une enveloppe projective du RNg(P)/P- module
simple V, alors Lp g, est une enveloppe projective du rpr(G)-module simple Npy .

Cela résulte en effet des égalités
HomrpR(G)(LP,Ev s M) = HOHIRNG(p)/p(Ev, M(P))

et Npy(P) = V: si f est un morphisme essentiel de Ey dans V', alors f définit
un morphisme L(f) de Lp g, dans Npy, qui est lui aussi essentiel: si L; est un
sous-module de Lp g, qui s’envoie par f sur Npy, alors Li(P) s’envoie par f
sur'V, donc Li1(P) = Ev. Et comme L1(Q) est la somme pour z € Tg(Q, P) des
:L"Pgr(Ll(P)), il en résulte que L1(Q) = Lp,v(Q) pour tout @, donc que Ly = Lpy.

REMARQUE 3.5. Le module Lp g, (1) s’identifie 8 X = Ind%G(P)/PEV comme
RG-module. Dans le cas ou R est un corps de caractéristique p, il est facile de
vérifier que le module Lp g, (Q) s’identifie au module

X[Q) =X/ TrE(x™)
RCQ

Les rupr(G)-modules indécomposables sont alors en bijection avec les modules de
p-permutation de la forme IIlder(p)/pEV, ol P est un p-sous-groupe de G et Fy
un RNg(P)/P-module projectif indécomposable.

Le foncteur de restriction déduit de I'inclusion u + urf de RNg(P)/P dans
rur(G) admet également un adjoint a droite: si V est un RNg(P)/P module, et )
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un p-sous-groupe de G, alors @ agit & droite sur Ng(P)\Te(P, @), donc & gauche
sur EBzeNG(p)\TG(p’Q)m_l ® V, et je pose
Pv(Q) = (Brena(PrTa(PQ)E ™ ®V)?
Alors si @ C R, linclusion de Ng(P)\Tg(P, Q@) dans Ng(P)\Tg(P, R) permet
de définir un morphisme rg de L%y (R) dans Ly (Q), par rg(eﬁxm_l ® vg) =
Ppecor” ' @ vy. De méme, la bijection naturelle y — yz~! de Ng(P)\Tg(P, Q)
dans Ng(P)\Ta(P,” Q) permet de définir un morphisme noté z de Ly (@) dans
L3y ("Q), en posant z. @y (v © v,) = By (™)~ @ vy = Dyry~ O vy,
Il est alors clair que ) agit trivialement sur L%, (Q). De plus
drE(erB (@27 @ vp)) = 637er§(@ngAcm_1 ® vg)
= (SB,Q(SF,CA @P“:QA,PEC_I CE dcx_l ® vy
Orsi F'="°A, alors pre C E entraine que P* C E° C F¢ = A, donc
drﬁ(crf.(@zx_l @ vz)) = 6B,Q0FcA D pect CE dex™' @ vy
Comme d’autre part, drgcrf = (SFc’AdCTgc, J’al aussi
(drgcrf) Bz ' Qv = 6B,Q0re 4 ®peChe dez ' @ vy
et j’al bien fait de L%, = ®¢qL% 1 (Q) un rur(G)-module.

Cette construction est clairement fonctorielle en V. Et si a est un morphisme
d’un rpgr(G)-module M dans L%y, alors comme L% (P) = 1@V, j’en déduis
un morphisme # de M(P) dans V, tel que ap = 1 ® 8. Si @ est un p-sous-
groupe de G, si m € M(Q), et si ag(m) = @xeNG(p)\TG(pr)x_l ® vy, soit x €
Ne(P)\Tg(P, Q). Comme rgraQ(m) =271 ® vy, je dois donc avoir 27! ® v, =
rpeag(m) = aprrgm(m) = :L‘_lapmrgm(m), j’al donc v, = ﬂ(mrgr(m)), et 3
détermine entiérement «.

Inversement, si § est donné, je définis aqg de M(Q) dans L% (Q) en posant

aQ(m) = Bpeng(PNTo(P.)E - ® Blarp. (m))

I est facile de voir que « est un morphisme de M dans L% . Les deux constructions
:
ci-dessus sont clairement inverses I'une de ’autre. Donc

PRroOPOSITION 3.6. Le foncteur qui @ V associe Ly, est adjoint a droite du
foncteur de restriction de rur(G)-Mod dans RNg(P)/P-Mod.

ce qui permet bien stir de trouver les rpp(G)-modules injectifs.

4. Résolutions

4.1. Projectivité relative a un foncteur. La définition suivante généralise
la notion de projectivité relative, lorsque R est un foncteur de restriction a un
sous-groupe.

DEFINITION 4.1. Soient C' et D des catégories, et R un foncteur de C' dans D.
Je dirai qu’un objet M de C' est projectif par rapport & R (ou projectif relativement
a R, ou R-projectif) si pour tout diagramme
M
1B
e

X — Y
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tel que le morphisme R () soit un épimorphisme scindé, il existe un morphisme ¢
de M dans X tel que a¢ = §.

Le lemme suivant résulte immeédiatement des définitions:

LEMME 4.2. a) Si M est projectif par rapport ¢ R, el si f : M — N est un
épimorphisme scindé, alors N est projectif par rapport a R.
b) Si My et Ma sont projectifs par rapport @ R, el si N est un coproduit de My et
Ms, alors N est projectif par rapport ¢ R

Le lemme suivant est une formalisation de résultats connus dans les cas clas-
siques de projectivité relative, dans le cas ol R a un adjoint & gauche:

LEMME 4.3. Sotent C et D des catégories, et R un foncteur de C' dans D,
ayant un adjoint a@ gauche . Soit M un objet de C'. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

1. L’objet M est projectif par rapport ¢ R.

2. Le morphisme naturel IR(M) — M déduit par adjonction de Uidentité de
R(M) est un épimorphisme scindé.

3. Il existe un objet Y de D et un épimorphisme scindé Z(Y) — M.

Si X est un objet de C, si Y est un objet de D, et « (resp. £) un morphisme
de Y dans R(X) (resp. un morphisme de Z(Y) dans X), je note a* (resp. fx)
le morphisme de Z(Y) dans X (resp. de Y dans R(X)) qui lui correspond par
adjonction. Alors (a*). = a et (8:)* = 5.

Puisque I'isomorphisme entre Home(Z(—),—) et Homp(—, R(— )) est un iso-
morphisme de bifoncteurs, si f € Homp(Y7,Y3), et si a € HomD( 2, R(X)), j’ai
(af) = «*Z(f). De méme,si g € Home (X1, X2), et si f € Home(Z(Y), X1), alors

(98)« = R(g)P..

Alors si 1) est vrai, la considération du diagramme

M
1 Idm
(Tdr(ar))*
TR(M) -
montre que 2) est vraie, si je sais que le morphisme u = R((Idr(ar))*) est un
épimorphisme scindé. Mais si je pose v = (Idzr(ar))«, j'ai

uv = ((Idr(ar))" Tdray)« = ((Idr(ar))" )« = Tdr(ar)

Il est clair que 2) implique 3).

Inversement, si u : Z(Y) — M est un épimorphisme scindé, alors il existe v : M —
Z(Y) tel que uv = Idpyr. D’autre part, le morphisme Z(u.) est un morphisme de
Z(Y) dans ZR(M ) et

(Id'R(M))*I(U*) = (IdR(M)U*)* = U
donc
(Idr(an) " Z(us)v = uv = Idy

ce qui prouve 2).
Enfin si 2) est vraie, soit 7: M — IR(M) tel que (Idrar))*T = Idar. Sij’ai un
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diagramme
M
1B
e
X — Y

tel que R(a) soit un épimorphisme scindé, alors il existe un morphisme
7 R(Y) = R(X)
tel que R(a)y = Idr(y). En posant alors
¢ = (Idr(x))"Z(v)IR(B)T
il vient
a¢ = a(ldr(x)) Z(vR(B))T
= (R(a)Idr(x))"Z(YR())T
= (R(e)yR(9)'T = (R(B))"T
= (R(B)dran))" 7 = B(Idr(ar))'T = B
ce qui prouve 1), et I’équivalence des conditions annoncées.
LEMME 4.4. Soient C et D des catégories, et R un foncteur de C' dans D,

ayant un adjoint @ gauche T. Alors R est fidéle st et seulement st pour tout objet
M de C, le morphisme naturel de TR(M) dans M est un épimorphisme.

En effet, le morphisme de ZR(M) dans M est un épimorphisme si et seulement
si pour tout objet X, le morphisme

Hom(M, X) — Hom(ZR(M), X)
est injectif, i.e. par adjonction si et seulement si le morphisme
Hom(M, X) — Hom(R(M), R(X))
est injectif.

REMARQUE 4.5. Il en résulte que si R est fidéle, alors tout objet projectif est
projectif par rapport a R.

Je suppose a présent que C' et D sont des catégories abéliennes, que R est
fidele et admet un adjoint & gauche Z. Je note K (M) le noyau de ’épimorphisme
de ZR(M) dans M.

Alors K(M) est le quotient de ZRK(M) par K(K(M)) = K*(M), qui est
lui-méme le quotient de ZRK?(M) par K(K?(M)) = K3(M), et je peux ainsi
construire une résolution de M par des objets de C de la forme Z(L), qui sont
projectifs par rapport & R. En fait:

LEMME 4.6. Sozent C' et D des catégories abéliennes, et R un foncteur fidéle
de C dans D admettant un adjoint ¢ gauche Z. Alors pour tout objet M de C, il
existe une résolution

.—=Li—-L; 41— ...—=Lyg—M—0
ou les L; sont projectifs par rapport ¢ R, telle que le compleze
o= R(L;))—=R(Li=1) — ... = R(Lg) = R(M) — 0

sott exact et scindé, et une telle résolution de M est unique a homotopie prés.
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L’existence d’une telle résolution résulte de I’argument précédent, et du fait
que le morphisme RIR(M) — R(M) est un épimorphisme scindé (voir la démons-
tration du lemme 4.3).

Un argument classique d’homologie prouve alors que si M et N sont deux objets
de C', si X, est une résolution de M par des objets R-projectifs, et Y, une résolution
de N telle que le complexe R(Y.) — R(N) soit scindé, tout homomorphisme de M
dans N se reléve en un homomorphisme de X, dans Y, et un tel relévement est
unique a homotopie prés. L’unicité de la résolution cherchée en résulte.

REMARQUE 4.7. Si M est projectif, une résolution de M ayant les propriétés
du lemme 4.6 est scindée, car M est projectif par rapport a R.

4.2. Résolutions de foncteurs de Mackey. Les foncteurs R et 7 définis
plus haut entre les catégories rur(G)-Mod et Mackr(G, 1) ont les propriétés du
lemme 4.6 (le foncteur R est fidéle car c’est le composé d’un foncteur d’oubli et
d’une équivalence de catégories).

Ainsi, tout foncteur de Mackey dans Mackgr(G, 1) admet une résolution par des
foncteurs R-projectifs, dont la transformée par R est scindée. Cela signifie cette
résolution peut étre scindée par des homomorphismes commutant aux conjugaisons
par (G, et aux restrictions (mais ne commutant pas, en général aux traces). De plus
une telle résolution est unique & homotopie prés. Ce qui est particulier ici est que
cette résolution peut étre choisie finze.

En effet, soit M un foncteur de Mackey. Alors K(M)(H) est I'image dans
(@peip(H)M(P))H de Pensemble des suites np telles que ), tgﬂp = 0. En
particulier, si H est un p-sous-groupe () de G, cette condition équivaut & ng =
—Y.PcQ tgnp. Jen déduis que RK(M)(Q) s’identifie &

R(M)1(Q) = (DrceM(P))q

Plus généralement, soit M un rur(G)-module: je poserai My = M, et
si 1 est un entier positif, je pose

Mi(Q) = (®prycpy..cPimic@M(Po))q

Sin € M(Py), je note np, p, . p;,_,,0 ’élément correspondant de

(DrocrrcPic@M(Po)), et m(npy Py, Py @) son image dans M;(Q). Siz € G,
je pose

2mQ(npy,... Pi1,Q) = T=Q((ZN)epy, . 2P, 2Q)

et s1 .S est un sous-groupe de @), je pose

rg”Q(nPu,...,Pl_l,Q) = Z WS((mrggnpﬂn)SﬂrPu,...,Sanl_l,S)

z€S\Q/Po
SNTPy£SNT Py .. £50% P;_1#S

LEMME 4.8. Les définitions précédentes font de M; un rur(G) module.

Le seul point non-trivial est la transitivité des restrictions. Soient donc
T C R C @ des p-sous-groupes de G, et s = (Pg, ..., Pi_1, Q) une suite croissante
de sous-groupes de (). Je dirai que s est une suite propre si elle est strictement
croissante.
Si A est un sous-groupe de G, je noterai ANs lasuite (ANPy,..., ANP;,_1, ANQ).
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Alors si n € M(P), j’ai

P,
rd(mq(n)) = Y. ws((arglop,n)sn=s)
TES\Q/Po
SN®s propre
Donc
S5N* P, P,
7’%’?(”@(”5)) = Z Z WR((yTRgns?wrP,)”SgnPD“)Rﬂy(SﬂEs))
r€S\Q/Po y€ER\S/SN"Pg
SN®s propre RNY(SN"s) propre
ou encore

rird(me(n)) = ) Y. TR(YErESenp, M) Rnvs)

z€S\Q/Py yER\S/S5N* Py
SN®s propre RNY®s propre

Alors ’élément z = yx décrit exactement I’ensemble des doubles classes R\Q/Po
telles que RN *s soit propre. Donc

rird(re(n)) = Y mR((zrRlap,mrnss) = 17 (mo(ns))

€R\Q/Ps
RN*s propre

ce qui prouve le lemme.

La construction précédente associe a tout rpp(G)-module M des rup(G)-
modules M;, et de plus M; = 0 si 7 est supérieur ou égal a la p-valuation de ’'ordre
de G. Si M est un foncteur de Mackey dans Mackr(G, 1), et 7 un entier naturel, je
noterai é;(M) le foncteur Z(R(M);): la résolution de M cherchée sera alors formée
des foncteurs §;(M). Ces derniers s’expriment d’ailleurs assez simplement

LEMME 4.9. Soit M dans Mackr(G,1), et H un sous-groupe de G. Alors
6i(M)(H) = (@Poc...cPleip(H)M(Po))H

Si s est la suite (Py, ..., P;) de p-sous-groupes de H, et si n € M(P,), je note
n, ’élément correspondant de (@pucmcpleip(H)M(Po)) si la suite s est stricte-
ment croissante, et je pose ny; = 0 sinon. Je note mg(ns) I'image de n, dans
(EBPUCWCPIEEP(H)M(P))H. Je peux alors définir une application f de é;(M)(H)

dans (@pnc,,,cpleip(H)M(P))H en posant
f(ramq(ns)) = ma(nsuq)
ce qui a un sens puisque si h € H et ¢ € (), alors
f(mr(hmq(ans))) = f(aamng((hqn)ns,)) = 7 ((hqn)reung))
=mu(h.(qn)is0Q) = Tr(g.n50Q) = T (n50Q)
Inversement, je définis une application g
g @ cres,unM(P))i — 8:(M)(H)
en posant

g(ﬂ-H(ns)) = THﬁsups(ns—sups)

ce qui a un sens car s1 h € H, alors
g(ﬂ-H(h’Ins)) = g(ﬂ-H((hn)hs)) = ﬂ-Hﬂ-hsups((hn)hs—hsups))

= 7z'H(h~7"-sups(77'3—.511;73)) = 7"'H7Tsup.s(ns—sups)
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Il est alors clair que f et ¢ sont des isomorphismes inverses I'un de 'autre, ce qui
prouve le lemme.

Si K est un sous-groupe de H, si s = (Py,...,P;) est une suite de p-sous-
groupes de K, et si n € M(Py), il résulte des définitions que

ti(mx(ns)) = 7o (ny)

De méme, si s = (P, ..., P;) est une suite de p-sous-groupes de H, et si n € M(FPy),
alors
re(rr(n)) = Y wx((@rgiapn)raes)
c€K\H/P,

KnNn®s propre

Et je peux donc identifier 8o(M ) avec ZR(M). Je noterai dg le morphisme canonique
de ég(M) dans M. Si i > 0, je définis une application d; de é;(M) dans &_1(M)
en posant

di (7 (ns)) = ma((tpin)s, + > (—1)ny;)
ji=1
ou s; désigne la suite s — {P;}. Alors
THEOREME 4.10. Soit M dans Mackgr(G,1). La suite

0— ... "% s My®R M —0

est un compleze exact de foncteurs de Mackey dans Mackr(G,1), et le compleze

0— . R sy R RED) pisy vy R r(vy — 0

est exact et scindé.

Je dois d’abord vérifier que les applications d; sont bien des morphismes de
foncteurs de Mackey. C’est clair en ce qui concerne dg. S17 > 0,s1 H C K sont des
sous-groupes de G, si s = (Py,..., P;) est une suite croissante de p-sous-groupes
de H, et si n € M(P,), alors

d; k (t 7 (ns)) = di k(7x(ns)) = 7re ((tHpn)so + Z(—l)jnsj)

alors que
i i

tiydimr(mr(N.)) = 1 (mr((tpyn)s, + ) _(=1) ns,) = 7 ((tphn)s, + Y _(=1)ny,)

j=1 ji=1

et les applications d; commutent aux traces.
De méme, si s = (P, ..., P;) est une suite croissante de p-sous-groupes de K,
et sin € M(Py), alors

dig(rigmc(n)) =dig( Y. wu((@rfeap,n)maes))

zeH\K/Po

= Y multneparenp,n)mnes, T Y (=1 (@1 p )m0es),) (1)
c€H\K/Po i=1
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D’autre part
rirdi k(i (ns)) = i me ((tpn)s, + Y _(=1)n,,)
ji=1

Or si j > 0, alors le plus petit élément de s; est Py, et

TJ{I((WK(RSJ')) = Z 71'H((CL“"{L)IUJ:r1Pun)Hﬁ””Sj)
c€H\K/P,

Et ces termes sont égaux aux termes correspondants de 1’égalité (1), puisque pour
tout m de M(Po), j’ai m(gnes); = MHA=s,;. De méme

rT((pn)s) = Y Ty, (pn)Havs,)
yEH\K/P,

HYnP * P,
=TH E , (y E , tHynZ}JDrHyDnZPuzn)HﬁySU)
yeEH\K/P, z2€HYNP\P1/Pg

_ HNYP, Y*P,
= Z Z 7rH(tHrszD7”15rrwzpoyz”)HrWso)
yeH\K/P, ze HYNP,\P, /Py
et comme z € Py = infsg,j’ai¥ Py = Y2 Py et HNYsg = HNY? Py, et je peux sommer
sur z = yz, qui décrit I’ensemble H\K/P,. 1l vient

rgﬂ-K((tﬁén)so) = Z ﬂ-H(tgg:ilJ T;I};JIPD‘/ER)HOT‘SD)
TeH\K/P,
= Y. mllgnem #rieap, Minss,)
TeH\K/P,

qui est bien le terme correspondant de ’égalité (1), puisque (H N¥s)g = H N " sq,
ce qui prouve que les applications d; commutent aux restrictions.

Enfin il est clair que les d; commutent aux conjugaisons par les éléments de G,
donc ce sont bien des morphismes de foncteurs de Mackey.

Un calcul classique montre que d;d;4+1 = 0 pour tout ¢, et la suite de 1’énoncé
du théoreme 4.10 est bien un complexe de foncteurs de Mackey (dans Mackr(G, 1)
par définition des foncteurs §;(M)).

Pour vérifier que ce complexe est exact, il suffit de démontrer que son image par
R est acyclique, puisque le foncteur R est un foncteur d’oubli. Or je dois montrer
que ce dernier est acyclique et scindé. Soit donc @ est un p-sous-groupe de G.
Si s = (Pg,..., P;) est une suite de sous-groupes de @, et si n € M(Py), je pose
a;,Q(m@(ns)) = mg(nsuqg). De méme, si n € M(Q), je pose a_y g(n) = 7@(nye})-
J’ai ainsi défini pour tout ¢ une application de & (M)(Q) dans &;+1(M)(Q). Tl
s’agit en fait d’un morphisme de R(§;(M)) dans R(6;4+1(M)): en effet, si S est un
sous-groupe de @), alors

asremo(ng) = a; ¥ ws((zrelapn)snes) = > ws((2r5enpn)(snes)us)
2€S\Q/Po 2€S\Q/Po
Or

réa; qmo(n,) = rémq(nsug) = > (252 np, 1) sn=(50Q))

z€S\Q/Po
SN?(sUQ) propre
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et comme pour tout m de M(S) j’al M(snes)us = Msne(suQ) si SNT(sUQR) est
propre, et m(gnzs)us = 0 sinon, je vois que les applications a; commutent aux
restrictions. Il est clair d’autre part qu’elles commutent aux conjugaisons, donc

que ce sont des morphismes de R(6;(M)) dans R(8;41(M)).

Enfin
i+1
dig1,uiqma(ns) = dip1 oma(nsue) = T((thn)uay + (-1 nGua),)
i+1,Q0; QTQ\Ts i+1,QTQ\NsuQ TQ Pon (sUQ)o n(sUQ)]
ji=1

D’autre part

P 1
@i1,0di @m(ns) = ai1,Qm((tpin)s, + > _(—1)ny;)
ji=1

= 1o((thn)souq + Z ) ns,0Q)
Il vient donc par différence

dig1,06,07Q(ns) — ais1,qdi mo(ns) = (=1) ' 1g(nug)y, ) = (1) ag(n,)

donc djj105 — aj_1d; = (—1)i+11d, et un changement de signe adéquat sur les «;
donne la derniére assertion du théoréme.

4.3. Résultats duaux. J’ai indiqué plus haut comment 'algébre tur(G)
s’identifie a 'algebre opposée de rupr(G). Les résultats précédents ont une tra-
duction en termes de cette algébre, obtenue en remplagant les restrictions par les
traces, les traces par les restrictions, les éléments de G par leurs inverses, les points
“cofixes” par les points fixes, et en inversant le sens des fleches.

Je noterai 7 le foncteur de restriction déduit de 'inclusion de tugr(G) dans
#r(G). Le foncteur 7 admet un adjoint & droite, que je note J, défini par

J(N)(H) = (@pes, () N(P)"

si N est un tppr(G)-module et H un sous-groupe de G.

Si K est un sous-groupe de H, et si ®pnp € J(N)(H), alors Tg(@]:’ﬂp) =
Dgmq, avec mg = nqg si @ est un sous-groupe de K, et mg = 0 sinon.

De méme, si Gomq € J(N)(K), alors t(dgmg) = ®pnp, avec

P
np = E tpax K TNPenK
reP\H/K

Si M est un foncteur de Mackey dans Mackgr(G, 1), je peux définir de la méme
fagon les foncteurs 9°(M) par les formules

3Z(M)(H) = (@PDC...cP,eip(H)M(PO))H

Avec ces notations rﬁ(@sns) = ®ymy, avec my = ng sisup t C K, et my; = 0 sinon.
De méme, tg(@tmf) = Pyny, avec

ng = E tPOOIKJ:msmK avec Py =infs
T€P\H/K
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La différentielle d¢ de d* (M) dans §**t!(M) est donnée par (ii(@sns) = @;my avec

i
m; = rﬁénm + Z(—l)jnsj

ji=1
Le résultat dual du théoréeme 4.10 est alors le suivant:

THEOREME 4.11. Soit M dans Mackgr(G,1). La suite

(ii

@ ..dl—_:ai(M)—>...—>0

0—ML 8°m) L
est un compleze exact de foncteurs de Mackey dans Mackr(G,1), et le compleze

0—7M) TE) Ty T T iy TE) L o

est exact et scindé.

5. Applications

5.1. Modules de Steinberg. Le théoréme 4.11 permet d’étendre & tout fonc-
teur de Mackey dans Mackpr(G, 1) un résultat de P.Webb concernant I’expression
de I’homologie en termes de modules de Steinberg (cf [7]):

ProPOSITION 5.1. Soit M un foncteur de Mackey dans Mackr(G,1), et H
un sous-groupe de G. Alors

M(H) = — S WmdNE G n oy Homany(py p(Sty(Nu (P)/ P), M(P))
Pes,(H)/Ne (H)

dans Uanneau de Green des RNg(H)/H-modules.

REMARQUE 5.2. Le théoréme de Webb concerne le cas ot H = G et M(K) =
H”(K, V)p, o V désigne un Z,G-module et n € Z: dans ce cas, le terme cor-

respondant & P = 1 dans la somme ci-dessus est nul. D’autre part, le fait que
H™(—,V), soit dans Mackgr(G,1) est démontré dans [6] (section [16]).

Je rappelle que le module de Steinberg d’un groupe GG pour un nombre premier
p est défini par

Sty(G) = =R =Y (=D)"IInd, R

ou la somme porte sur les classes de conjugaison par G de suites strictement crois-
santes s de p-sous-groupes non-triviaux de G, et |s| désigne le cardinal de la suite
s. Cette somme a un sens dans ’anneau de Green des RG-modules de type fini.
D’autre part, si A, B et C' sont des RG-modules, alors Hompg(A — B, C) est égal
par définition & Hompg (A4, C) — Hompg(B, C).

La proposition 5.1 découle de ce que, par le théoréme 4.11, si H est un sous-
groupe de G, la suite

0— M(H)—="(MYH)—...= ' (M)H)—...—=0

est une suite exacte et scindée de RNg(H)/H-modules. En notant A;(H) ’ensem-
ble des suites Py C ... C F; de p-sous-groupes de H, j’ai donc

M(H) = 3 (=10 (M)(H) = 3 (~1) (@sea,n M(inf 5)"

i>0 i>0
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Or ©sen,(ryM(inf s) est un RNg(H )-module, isomorphe &

@seAl(H)/NG(H)IHd%EEgL)M(inf s)

De plus, si H est un sous-groupe normal du groupe G, si K est un sous-groupe de

G, et L un RK-module, le module (Ind% L)7 s’identifie comme RG/H-module &

Indg/lgHLHnK. Cette remarque donne ici

8'(M)(H) = @seAl(H)/NG(H)Indgcjif(ﬁ%f)/}[M(inf s)Nu ()

D’autre part, le module St,(Ng(P)/P) est un RNg(H, P)-module, isomorphe a
; No (H,P)
- Z(_l) Z IndNiEH,s)' R

s€A(H)/Ng(H,P)

inf s=
donc le module Homg(St,(Ng(P)/P), M(P)) est isomorphe &
=Sy 3 nd XS 77 Homp (R, M(P))
g s€A(H)/Ng(H,P)

inf s=P

Une nouvelle application de la remarque précédente, pour le groupe Ng(H, P) et
son sous-groupe normal N (P), donne alors

Hompy,, (p)(Stp(Nu(P)/P), M(P)) =

7 NG H,P /NH P (s
_Z(_l) Z InngEH,s))/NH((s))M(P)N (=)
i SE8L(H)/No (H,P)

et le second membre de 1’égalité de la proposition devient

i Na(H)/H (s
2. 2.1 > Ind 705 e oy M(PYV )
Pes, (H)/Ng(H) 1 seA,(.Hf)/]j?D(H,P)

c’est-a-dire

St ST mdye G M (inf s) Ve ()

Ne(H,5)/Nu(s)
s€A;(H)/Na(H)
qui n’est autre que Y_,(—1)*9"(M)(H), ce qui prouve la proposition.

5.2. Foncteurs 7 -injectifs, foncteurs R-projectifs.

5.2.1. Résidus. Les définitions et résultats de la section 3 concernant la projec-
tivité par rapport & R se dualisent en renversant le sens des fleches et en remplagant
partout “gauche” par “droite”, et “projectif” par “injectif” (en d’autres termes, je
dirai qu’un objet M est injectif relativement au foncteur 7 s’il est projectif par
rapport au foncteur dual de 7 pour les catégories duales).

Pour énoncer le résultat suivant, j’aurai besoin de deux notations:
Soit M un foncteur de Mackey pour le groupe G, et K un sous-groupe de G.
Je noterai M(K) le quotient

M(K)=M(K)/ > tfM(L)
LCK
et M(K) Uintersection
M(K)= () Kerr
LCK
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Ces définitions de “résidus” de M en K sont duales I'une de l'autre: si N est un
foncteur de Mackey pour le groupe Ng(K)/K, je définis (avec Thévenaz et Webb
cf.[5]) un foncteur de la catégorie des R(Ng(K)/K)-foncteurs de Mackey dans celle
des pp(G)-modules en associant a N le foncteur

F(N) = Tnd§, () Infye e e N

Alors le foncteur F' a un adjoint a gauche, défini par

MM(L/K)=M(L)) Y tpM(H

KgHCL

et un adjoint a droite, défini par

Mg(L/K)= (] Kerrg

KgHCL

Alors M(K) est la valeur en K/K de MX et M(K) la valeur en K/K de M.

Soit alors X un rug(G)-module, et P un p-sous-groupe de G. Tl est facile de voir
que I(T)(P) s’identifie & X (P). Si F Py désigne le Ng(P)/P-foncteur de Mackey
“points fixes sur V7, défini par FPy(H) = VH rly = vy et ti(w) = Tri(v), ceci
entraine que

Hom(Z(X), Ind§y,, pyInfy? FPy)=Hom(Z(X)? FPy) =

Ne (P)/P
HOHlRNG(p)/p(X(P), V)
la seconde égalité tenant au fait que le foncteur qui & V' associe F'Py est adjoint a
droite du foncteur d’évaluation en P/P (de la catégorie des RNg(P)/P-foncteurs
de Mackey dans celle des RN (P)/P-modules)(cf.[5] Proposition 6.1).
Comme de plus

Hom(Z(X), nd§, p)Infy'5) » FPy) = Hom(X, R(Ind§, pyInfyo(E) o F Py))

(P)/P (P)/P

j’en déduis que le foncteur qui a V associe ’R,(Indf,G(P)Inf%GEPS/PFPV) est adjoint
a droite du foncteur qui & X associe X(P) (de la catégorie des rur(RNg(P)/P)-
modules dans celle des RNg(P)/P-modules), donc qu’il s’identifie au foncteur qui
a V associe L} (cf proposition 3.6).
La proposition’suivante permet de calculer la valeur d’un foncteur de Mackey R-
projectif ou 7T-injectif en fonction de ses résidus:

PROPOSITION 5.3. Soit M est un foncieur de Mackey dans Mackr(G,1).

1. Si M est R-projectif (par ezemple si M est projectif ), alors
M(H) = (®pes,(nM(P))m

comme RNg(H)/H-module.
2. Si M est T -injectif (par exemple si M est injectif), alors

M(H) = (©pes,myM(P)"
comme RNg(H)/H-module.

Ces deux résultats étant duaux I’'un de I’autre, il suffit par exemple de prouver le
second, qui sera une conséquence du résultat suivant, plus fort mais moins parlant:
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PrOPOSITION 5.4. Soit M est un foncteur de Mackey dans Mackr(G,1). Si
M est T -injectsf, alors

0 NG P
RM)= P Liyrm=R( P Indf,G(P)IanGEP; /p P Pup))
Pes (G)/G Pes (G)/G

La proposition 5.3 en découle car

Ng(P
( P IndJGVG(P)IanGgpg/PFPM(P))(H):
Pes (G)/G

- B (iR pF Puce)(Na(P) N7 H)
Pes,(G)/GweNG(P)\G/H

= D D F Pyy(py(Neyt (P)/P)

Pes, (G)/GzeNa(P\Ta(P,H)/H

et en acceptant pour le calcul des coefficients rationnels, cette derniére somme vaut

@ |Na(P)| EB |N=pr (P)] M(P)N=s(P)/P _

Pes,(G) €] v€Ta(P,H) |Na(P)I[H|™
N (P7)] N
I\ )| pp(pryNu(P)/
® IGIH] )

P€s,(G)z€G,P<CH

= @ ) = @pe ()"
Pes (H)

La proposition 5.4 indique que I’identification de la partie 2 de la proposition
5.3 commute aux restrictions.

Pour prouver la proposition 5.4, je vais d’abord identifier les rupr(G)-modules
isomorphes a des sommes directes de modules du type Ly, . Je note d’abord que
je peux définir M(P) lorsque M un rug(G)-module et P un p-sous-groupe de G,
puisque cette définition ne fait intervenir que des restrictions. Alors:

LEMME 5.5. Soit M un rup(G)-module. Les conditions suivantes sont équi-
valentes:

1. Il eziste des Ng(P)/P-modules Vp tels que M soit isomorphe d
@ LOP,VP
Pes, (G)/G
2. Le module M est isomorphe a
D Lhaue
Pes (G)/G

3. Pour tout p-sous-groupe P de G, Uinclusion de M(P) dans M(P) est une
injection directe de RNg(P)/P-modules, et le quotient M(P)/M(P) est iso-
he a (li M P,
morphe & (m_ V(@)
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Je rappelle que L%y, est défini par

Lpv(Q) = (®rene(PNTa(p,)r @ V)
et
(G ©vz) = BpecorT! © g

En particulier L%’V(R) est nul si P n’est pas contenu dans R & conjugaison pres,
donc L}V(R) = 0 dans ce cas.

Dans le cas contraire, si v = @I-ENG(p)\TG(PyR);E_l ®v € Lpy(R), et si R n’est
pas conjugué de P, soit y € Tg(P, R). Comme rE,(v) = y~! ® v, = 0, je vois que
v = 0. Ce qui prouve que Lpy (R) est nul si R n’est pas conjugué de P, et égal &
V sinon, donc que ’assertion 1) entraine |’assertion 2).

Tl est clair inversement que ’assertion 2) entraine I’assertion 1). Le raison-
nement précédent montre également que ’assertion 1) entraine la premiére partie
de ’assertion 3), car si M = Lp v, alors I'injection de M(R) dans M(R) est nulle
si R n’est pas conjugué de P, et ’application identique sinon.

Pour prouver la seconde, je note que le morphisme naturel de M(R) dans

(lgchRM(Q))R a pour noyau M(R). 1l suffit donc de montrer que ce morphisme

est surjectif.
Soit donc M = L%y Il n’y a rien a démontrer si P n’est pas contenu dans

R ¢ j 1 es. D é 1 R = P, al li M B =0, et
4 conjugaison pres e méme, si , alors (gchR (@) , e

M(R) = M(R) dans ce cas. Je peux donc supposer que R contient strictement
P & conjugaison prés. Alors si v € (lim M(Q))%, j’ai pour tout sous-groupe
QCR

propre @ de R un élément vg de M(Q), tel que si S C @, alors rg(vQ) = vs. En
particulier, si € Tg(P, R), alors I’élément vpe s’écrit 271 @ v,. Comme v est fixe
par R, ’élément w = @IeNG(P)\TG(P’R);'E_l ® vy est dans M(R), et il est clair que
rg(w) = vg pour tout sous-groupe propre () de R, ce qui prouve la seconde partie
de I’assertion 3).

Il me reste donc & montrer que I’assertion 3) entraine ’assertion 2). Soit X le
module @peip(g)/gL;M(P). Je note tout d’abord que

Hom(M, X) = EBPHomRNg(P)/P(M(P)’M(P))

par la propriété d’adjonction du foncteur V' +— L% .. Alors par la premiere partie
de ’assertion 3), je peux choisir pour tout P modulo G une section de I'inclusion
de M(P) dans M(P), et ce choix détermine un morphisme ¢ de M dans X.

Ce morphisme est tel que ¢(P) est I'identité pour tout P. Soit alors K le noyau
de ¢, et @ un p-sous-groupe minimal de G tel que K(Q) # 0. Alors par définition

de @,
K(Q) = K(Q) = Ker 6(Q) = 0

et cette contradiction prouve que ¢ est injectif. Soit donc Y le conoyau de ¢.
J’admettrai pour 'instant le lemme suivant:

LEMME 5.6. Le foncteur qui ¢ M associe M(P) est exact ¢ gauche, et son
premier foncteur dériwé droit Dp est défint par

Dp(M) = (im__ M(@)" /(Image de M (P))
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Alors la suite exacte 0 — M Lx oy~ 0 donne pour tout P la suite exacte

0— M(P) é(—lj) X(P)—Y(P) — 0, par la seconde partie de ’assertion 3). Comme
@(P) est I'identité, j’en déduis que Y (P) = 0 pour tout P.

~ Alors si  est minimal tel que Y(Q)#0,7a1 Y(Q) = Y(Q) = 0, contradiction
qui prouve que Y est nul, donc que ¢ est surjectif, d’oti finalement 1’assertion 2) du
lemme 5.5.

Il reste donc a prouver le lemme 5.6. Si0 — X — Y — Z — 0 est une suite
exacte de rupr(G)-modules, il est clair que X (P) est un sous-module de Y(P). Et
si w est dans le noyau de Papplication Y (P) — Z(P), alors w est un élément de
Y (P) qui s’envoie sur 0 dans Z(P). Donc w est dans X(P)NY(P) = X(P), ce qui
prouve que le foncteur M +— M(P) est exact & gauche.

Pour prouver le lemme 5.6, il reste a voir que son premier foncteur dérivé Dp
a la forme annoncée. Je noterai dp le foncteur qui & M associe le quotient de

(im M(Q))¥ par 'image de M(P).
— QCP
J’ai déja noté (dans la démonstration de I'implication 1)= 3) du lemme 5.5),

que dp(M) = 0 si M est de la forme Lpy . La propriété d’adjonction du fone-
teur V — L% montre que L%y est injectif si V est, et j’ai bien Dp(Lpy) =
dp(L"PyV) = 0 dans ce cas.

Soit alors M un rpgr(G)-module quelconque. Je choisis pour tout P modulo G
un RNg(P)/P module injectif Tp contenant M(P). L’inclusion de M(P) dans Ip
se prolonge en un morphisme de M(P) dans Ip, et j'obtiens ainsi un morphisme
de M dans X = ®pLpr,, et X est un module injectif. Il est facile de voir que ce
morphisme est de plus injectif.

Soit Y le conoyau de ce morphisme. Si je sais que toute suite exacte
0 — M — X —Y — 0 fournit une suite exacte

0 — M(P) — X(P) — Y(P) — dp(M) — dp(X)
j’obtiens alors une suite exacte

0— M(P)— X(P)—=Y(P)—dp(M)—0
Comme de plus, par définition de Dp, j’ai la suite exacte

0 — M(P) — X(P) = Y(P)— Dp(M) — 0

le lemme 5.6 sera démontré.

Soit donc 0 — M — X %Y — 0 une suite exacte, dans laquelle je considére
M comme sous-module de Y, et y un élément de Y (P). Alors il existe z dans
X(P) tel que y = b(z). De plus, si @ est un sous-groupe propre de P, alors rgm
appartient & M(Q).

L ite (r5 définit $1ément de (li M P i dul
a suite (rgz)gcp définit un élément de (‘anQcP (@))", unique modulo

I'image de M(P), i.e. un élément de dp(M). Cet élément est nul si et seulement si
il existe un élément m de M (P) tel que T’SCL‘ = rSm pour tout sous-groupe propre
de P, i.e. si y est dans I'image de X (P) (car alors y = b(z —m), et z—m € X(P)).

J’al ainsi construit une suite exacte
0—M(P)— X(P)—Y(P) N dp(M)

L’inclusion @ de M dans X fournit un morphisme dp(a) de dp(M) dans dp(X).
Soit m un élément de dp(M). Alors m est représenté par une suite (mqg)ocp

d’éléments de M(Q) telle que rg(mQ) =mgsi S CQC P, et pmg = maq si
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p € P. L’%élément m est dans le noyau de dp(a) si et seulement si il existe un
élément z de X(P) tel que mg = rgm pour tout @ C P, donc si et seulement si m
est dans I'image de Y (P) (I’élément m est alors I'image par ¢ de b(2)).

J’ai donc prouvé que la suite

0— M(P) — X(P) — Y(P) % dp(M) "% dp(X)

est exacte, ce qui prouve le lemme 5.6, et achéve la démonstration du lemme 5.5.
Il me reste a voir comment le lemme 5.5 entraine la proposition 5.4. Soit donc
M un foncteur de Mackey 7-injectif dans Mackr(G,1). Je vais montrer que R(M)
vérifie la condition 3 du lemme 5.5.
Cette derniére étant invariante par passage a un facteur direct, je peux supposer
que M est de la forme J(X). Soit alors P un p-sous-groupe de G. Par définition

J(X)(P) = (P x(@)*
Qcp
Si R est un sous-groupe de P, et si v = (vg) € J(X)(P), alors la composante () de
rE(v) est égale & vg (pour @ C R). Si donc v est dans J(X)(P), alors vg est nul
pour tout sous-groupe d’un sous-groupe propre de P, donc pour tout sous-groupe
propre de P. La seule composante non-nulle de v est donc sa composante P. Or il
est clair que J(X)(P) se décompose en

TX(P) = X(PY PP X(@)F
QCP
comme Ng(P)/P-module, ce qui prouve que I'injection de J(X)(P) dans J(X)(P)
est une injection directe.
De méme, si w € (lim J(X)(Q))F, alors w est une suite d’éléments wq de

Qcp
J(X)(Q) telle que rg(wQ) =wrsi Q C P, et z.wg = weq si x € P. Chaque
élément wq est lui-méme défini par une suite wg g d’éléments de X(R), pour
RCQ. Alorssi RC S CQ C P, je dois avoir rg(wQ) = wg, donc wr g = Wr,Q.
En posant ug = wg g pour R C P, et up = 0, je définis bien un élément u = (ug)
de J(X)(P) (car w est invariant par P) tel que rg(u) = wg pour @ C P. Le
morphisme naturel de J(X)(P) dans (}iI_Il j(X)(Q))P est donc bien surjectif, ce

QCP
qui prouve la condition 3 du lemme 5.5, et la proposition 5.4.

5.2.2. Homomorphismes. Soit X un rupr(G)-module, et Y un tpp(G)-module.
Je définis a partir de X et Y un tup(G)-module h(X,Y), en posant

h(X,Y)(P) = Homp(X(P),Y(P))
Si P est un sous-groupe de @, et si ¢ € h(X,Y)(P), je pose
t3(6) = 13673
Si z est un élément de G, je définis le transformé de ¢ par z en posant
x(¢)=x.d.x?
Une construction analogue, quoique plus complexe, existe pour les foncteurs de

Mackey: si X et Y sont des G-foncteurs de Mackey, je définis le foncteur de Mackey
H(X,Y) en posant

H(X,Y)(K) = Hom(Res% X, Res% V)
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Un élément de H(X,Y)(K) est donc une suite d’homomorphismes ¢ de X(L)
dans Y(L),pour L sous-groupe de K telle que

Srty = ti-dm Smrir = rip-dr si MCLCK
.0 = ¢=1.T si te K, LCK
La restriction d’un tel élément ¢ = (¢1)rLck & un sous-groupe M de K est définie

par 15 (¢)r = ¢r pour L C M. La trace de ¢ de K & un sous-groupe N de G
contenant K est définie par

N L - L
tK((ZS)L = Z tKg;nL.CE 1.¢KnmL.l‘.7’KrnL
z€K\N/L

Enfin, si z € GG, alors le transformé par z de ¢ est défini par

(x)r = x.¢pp=.x”"

Un calcul un peu pénible permet de vérifier que H(X,Y) est bien un foncteur de
Mackey. Cette construction joue le role pour les foncteurs de Mackey du fonc-
teur Hom(—, —) pour les G-modules: par exemple, un foncteur de Mackey X est
projectif par rapport au sous-groupe K de G si et seulement si H(X, X)(G) =
tEH(X, X)(K) (critére de Higman).

Tl est facile de voir d’autre part que si X et ¥ sont dans Mackr(G, 1), alors
H(X,Y)y est aussi (cela tient au fait que Res% f& = fK).

Ces deux constructions sont reliées par le lemme suivant:

LEMME 5.7. Soit X un rup(G)-module, et Y un tpup(G)-module. Alors
H(Z(X),J(Y)) = T (h(X,Y))

COROLLAIRE 5.8. Soient X etY des foncteurs de Mackey dans Mackr(G,1).
Si X est R-projectif et si Y est T-injectif, alors H(X,Y) est T-injectif, et en
particulier

Hom(X,Y) = @Peip(G)/GHomRNG(P)/P(X(P)aZ(P))

Soit K un sous-groupe de G. Il y a un foncteur évident de restriction de la
catégorie des rup(G)-modules a celle des rup(K)-modules: si P est un p-sous-
groupe de K, et X un rur(G)-module, alors Res%(X)(P) = X(P). 1l est clair
d’autre part que ce foncteur commute aux foncteurs Z et R: plus précisément, si
ZIg (resp. Tk) désigne le foncteur Z pour le groupe G (resp. pour le groupe K),
alors Resf(IG = IKResf} (ici le premier Res désigne celui des foncteurs de Mackey,
le second celui des rup(G)-modules).

De méme, 1l y a un foncteur de restriction, que je note encore ResIG(, de la
catégorie des tpp(G)-modules & celle des tup(K)-modules, qui commute aux fonc-
teurs J et 7.

Avec ces notations

Hom(Res%Zq(X), Res J(V)) = Hom(Zx (Res% X), Res% T (Y)) =
Hom(ResIG(X,RKReSIG(jG (V) = HOIH(RGS?}X,RK:]K(RGSIG(Y))
Mais Jx (Res%Y) est Tg-injectif, et Jx (Res% )(Y)(P) = Y (P). La proposition 5.4
permet alors d’affirmer que

RiJx(ResiY) = P Loy
Pes (K)/K
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et alors

Hom(Res#Zq(X), Resg J(Y)) = &5  Homy,pyp(X(P),Y(P))
Pes (K)/K

donc
Hom(ResfiZa(X),Resf 7 (V) = ( € h(X,Y)(P)¥
Pes (K)
qui n’est autre que J(h(X,Y))(K).

Il est facile de préciser cet isomorphisme: si pour tout p-sous-groupe P de K,
j’ai un morphisme ¢p de X(P) dans Y(P) tel que z¢pz~" = ¢op si 2 € K, et
si L est un sous-groupe de K, je définis un morphisme ¢, de (®pcr X (P))r dans
(®ocrY(Q))" en posant

Sr(rr(w)le =D 1Gnepwrhenp-dp(u)

z€P\L/Q

Cette identification permet de vérifier que 'isomorphisme obtenu est bien un iso-
morphisme de foncteurs de Mackey, ce qui prouve le lemme 5.7.

Alors si X est R-projectif et si Y est T-injectif, le foncteur H(X,Y) est facteur
direct d’un foncteur de la forme H(Z(A), J(B)), isomorphe & J(h(A, B)), donc il
est T-injectif. Pour démontrer le corollaire, il reste alors a appliquer la proposition
5.4 et le lemme suivant:

LEMME 5.9. Soient X et Y des G-foncteurs de Mackey, et K un sous-groupe
de G. Alors H(X,Y)p s’identifie @ H(XT Yp)

Ce lemme montre en effet que

H(X,Y)(P) = H(X",Yp)(P/P) = Homp(X(P),Y(P))

donc que

(Dpes, (@) H(X,Y)(P)? = ®pes (ayyaHomngpy p(X(P), Y (P))

Il reste donc a prouver le lemme 5.9. Soit K un sous-groupe de G. Alors
par définition, H(X,Y)(K) est le groupe d’homomorphismes (comme K-foncteurs
de Mackey) de Res% X dans Res%Y. Un élément de H(X,Y)(K) est donc une
suite (¢r) d’homomorphimes de X (L) dans Y (L), pour L C K, commutant aux
restrictions, aux traces, et aux éléments de K.

Si P est un sous-groupe normal de K, un tel élément est dans H(X,Y)p(K/P)
si sa restriction a tout sous-groupe M de K ne contenant pas P est nulle, i.e. s1
oM =0si PZ M.

Si L/P est un sous-groupe de K/P, alors riér = ¢prl, = 0si P € M, et
I'image de ¢r, est contenue dans Yp(L/P). De méme, puisque ¢rth, = tM ¢y =0,
I’application ¢, factorise par X ¥ (L/P). Je définis ainsi pour tout sous-groupe /P
de K/P un morphisme de X¥(I/P) dans Yp(L/P).

Il est clair que ces morphismes commutent aux restrictions, aux traces et aux
éléments de K, donc que j’ai défini un morphisme de K/P-foncteurs de Mackey de
XP dans Yp. La construction ci-dessus s’inversant de maniére évidente, le lemme
5.9 est démontré.



RESOLUTIONS DE FONCTEURS DE MACKEY 29

5.3. Foncteurs projectifs et matrice de Cartan.

5.3.1. Notations et rappels. Je supposerai dans cette section que R est un corps
k, de caractéristique p > 0.

Dans ces conditions, les foncteurs de Mackey simples dans Macky(G, 1) sont
indexés par les classes de conjugaison par G de couples (@, V), ol @ est un p-sous-
groupe de G et V un kNg(Q)/@-module simple (non-nul).(cf.[5] Theorem 8.3 et
[6] Theorem 9.7).

Le foncteur simple Sg,v est défini pour @ # 1 par
G _ G Na(Q)  oNa(Q)/Q
Sq,v = Indy,@)Infy(5)/051 v
le foncteur S¢,, étant quant a lui I'unique sous-foncteur minimal du foncteur de
points fixes F'Py. Sa valeur en un sous-groupe H est donnée par SIGV(H) =
Tri(V).

En notant F'Qy le foncteur de points “cofixes” de V', dont la valeur en H est
FQv(H) = Vy, le foncteur SIGV est également le quotient de F'Qy par son unique
sous-foncteur maximal.

Je noterai ngv I’enveloppe projective du foncteur Sgy. Alors ngv est dans
Macky(G,1). En notant bg le foncteur de Burnside du groupe @, le foncteur PQGV

est facteur direct du foncteur IndSbQ. Le module Pg v (1) est un kG-module de p-
permutations indécomposable (cf.[6] Theorem 12.7). Inversement, étant donné un
kG-module de p-permutations W, il existe un unique foncteur de Mackey projectif
L dans Macky(G, 1) tel que L(1) = W.

Les foncteurs de Mackey projectifs dans Macky(G, 1) sont ainsi entiérement
caractérisés par leur évaluation sur le sous-groupe trivial. Le résultat principal de
cette section sera un moyen de calculer la matrice de Cartan de Mack(G, 1) a partir
des modules de p-permutations.

Si M est un foncteur de Mackey, je noterai M* son dual, défini par M*(H) =
M(H)*, par t5(¢) = porE par rE(¢) = dorK et 2.0 = gox™1. Si M et N sont
deux foncteurs de Mackey, alors Hom(M, N) s’identifie & Hom(N*, M*), donc le
dual d’un foncteur projectif est un foncteur injectif, et le dual d’un foncteur injectif
est un foncteur projectif.

Le dual du foncteur Sg,v étant le foncteur Sgyv*, le dual du foncteur Pg’v est
I’enveloppe injective IQG),V* du foncteur SGy»

Si L est un foncteur de Mackey projectif, alors les morphismes naturels de
FQr1) dans L et de L dans F'Pr;) sont respectivement injectif et surjectif.(cf.[6]
Lemma 12.4). Tl en est de méme par dualité si L est un foncteur injectif, puisque
le dual du foncteur F' Py est le foncteur FQy«.

Enfin si K est un sous-groupe de G, le dual du foncteur M¥ est le foncteur
(M*)k .

5.3.2. Résidus. Les foncteurs de Mackey dans Mackr(G, 1) qui sont de plus
projectifs (resp. injectifs) sont R-projectifs (resp. 7-injectifs). Je peux leur ap-
pliquer le corollaire du lemme 5.7 (d’ailleurs pour cela R n’a pas besoin d’étre un
corps). Lorsque R est un corps k, les résidus des foncteurs de Mackey projectifs ou
injectifs sont facilement calculables:

LEMME 5.10. Soit M un foncleur de Mackey projectif (resp. injectif) dans
Macky,(G,1), et P un p-sous-groupe de G. Alors M(P) (resp. M(P)) est isomor-
phe & M(1)[P].
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(pour la notation V[P], voir la remarque 3.5)
Il suffit par dualité de prouver ce lemme lorsque M est projectif: en effet, si M
est injectif, alors M™* est projectif et

M(P)= Mp(P/P)=((M*))p(P/P)=((M*)")"(P/P) = ((M*)"(P/P))" =
(M*()[P])" = (M(D[P]")" = M(1)[P]
puisque si V' est un module de p-permutations, alors V*[P] = (V[P])*.

Soit donc M un foncteur de Mackey projectif dans Macky(G, 1), et @ un p-

sous-groupe de G. Le morphisme naturel o de M(Q) dans F Py(1)(Q) = M(1)?

est "application qui a v associe rle. Ce morphisme est surjectif. D’autre part, si

v est une trace relative tgw a partir d’un sous-groupe propre S de @, alors
réy = Z tlzriw = Trg(w)
xEQ/S
et le morphisme a passe aux quotients, donnant un morphisme surjectif & de M(Q)
dans M(1)[Q]. Je dois donc établir que ce morphisme est injectif. Cette propriété
étant stable par somme directe et passage a un facteur direct, je peux supposer que
M est de la forme Indgbg, ou S est un p-sous-groupe de G.

Dans ce cas, le module M(1) est isomorphe & Indgk’, et en notant Tg(Q, S) le
quotient Ng(Q)\G/S, j’ai (cf.[2])

MOQI= (mdDQI= > Mdye @2k
xETG(QVS)

D’autre part, si L est un foncteur de Mackey pour le groupe Ng(Q)/@, alors

Hom((Ind$b5)?, L) = Hom(Ind$bs, IndgG(Q)Infxgggg/QL)

ou
Hom((Indgbs)Q7 L) = Hom(ResﬁG(Q)Indng, Infnggg/QL)
De plus
Resﬁg(Q)Indng = Z Indngginxsijg(@)nrs
z€NG(Q)\G/S
donc
Hom((Ind$b5)?, L) = Z Hom(byg(Q)n=s, Resngggnfslnfnggi/ﬁ?‘m
zENG(Q)\G/S

Comme pour tout groupe S et tout S-foncteur de Mackey X, le groupe Hom(bs, X)

est isomorphe & X(S), et comme (Infnggg/QL)(Nzg(Q)) est nul si @ n’est pas

contenu dans 7S, i.e. si # € Tq(Q,S), et égal A L(N:5(Q)/Q) sinon, j’ai
Hom((Ind$b5)%?, L) = Z L(N=5(Q)/Q)
r€Tc(Q,S)
Finalement, pour tout L, j’ai
Hom((Indgbg)Q, L)= Z Hom(Ind%fi%é?QbNms(Q)/Q,L)
c€Ta(Q,8)

Or le foncteur qui & M associe M@ étant adjoint & gauche d’un foncteur exact,
il en résulte que M9 est projectif si M D’est. Alors les foncteurs X = (Indng)Q
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et Y = erT_G(Q,S) Ind (Q)/QbNrc(Q)/Q sont tous deux projectifs, et tels que

Hom(X, L) = Hom(Y, L) pour tout L. Ils sont donc isomorphes.
Ils ont donc méme valeur en @)/@Q, ce qui donne

M@= Y Wdyel @ik =M1)Q)
ceTa(Q,9)

et termine la démonstration du lemme 5.10.

5.3.3. Matrice de Cartan. Je supposerai de plus ici que le corps k est assez gros
(i.e. qu'il neutralise tous les groupes Ng(Q)/Q, pour Q € 5,(G)).

Soit @ (resp. L) un p-sous-groupe de G, et V (resp. W) un kNg(Q)/Q-
module simple (resp. un kNg(L)/L-module simple). Le lemme 5.10 et le corollaire
5.8 permettent d’affirmer que

Hom(PS,v, (PLG,W)*) = EBsegp(G)/GHOHlkNG(S)/S(Pg,v(1)[5]: (PLG,W)*(l)[SD
D’autre part, dans le groupe de Grothendieck des foncteurs de Mackey

G G
Piw = ) Clw)mamnSiim
HM
ou la somme porte sur les paires indexant les foncteurs de Mackey simples de
Macky (G, 1), en notant Cir,w),(,m) le coefficient de la matrice de Cartan corre-
spondant aux foncteurs simples SEW et SfIM. Le dual de SEM étant Sg Mo il
vient
G G
(PEw)™ =D Clow).m.m)Sh ar
HM
et comme Hom(PQG’V, SEI,M*) est nul si la paire (H, M*) n’est pas conjuguée de la
paire (@, V), et de dimension 1 sur £ sinon (d’ott ’hypothése supplémentaire sur
k), il vient

Cawi@va =y, dimgHomengs)s(Pgv(DIST, (PEw)"(DIS])
Ses,(G)/G
Or (PEW)*(I) = (Pgw(l))*, et (Pgw(l))* = PEW*(l) (car Pgw(l) est le corre-
spondant de Green de ’enveloppe projective de W par le théoréme 12.7 de [6], et

puisque la correspondance de Green commute & la dualité). Changeant alors V' en
V* dans ’égalité ci-dessus, il vient

Cowyevy= ., dimgHomgy,is)s((PSv(1)*[S], (Pfw (1))7[S])

Ses (G)/G
Oou encore
Cowyvy= .,  dimgHomgn,(s)s(Pw(1)S], PS v (1)[S])
Ses, ()]G

Finalement, par linéarité, il en résulte la

ProrosiTION 5.11. Soit k un corps “assez gros”. St M et N sont des fonc-
teurs de Mackey projectifs dans Macky(G,1), alors

dimgHom(M, N) = > dimyHomg,(s),s(M(1)[S], N(1)[S])
S€s,(G)/G
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COROLLAIRE 5.12. Soit pg(G) Uanneau de Green des kG-modules de p-permu-
tations. La forme bilinéaire sur pg(G) définie par

< X,)Y >g= Z dlmkHOHlkNG(S)/S(X[S],Y[SD
S€s,(G)/G
est symétrique, définie et positive. De plus, st H est un sous-groupe de GG, alors

<d§X,Y >¢=< X,Res;Y >p

Le corollaire résulte du fait que la matrice de Cartan de Macky(G,1) est
symétrique, définie et positive, et que la forme bilinéaire correspondante vérifie
la réciprocité de Frobenius (de plus, si M est un kH-foncteur de Mackey, alors
(Ind$§ M)(1) = Ind M (1)).

5.3.4. Une autre formule. Je suppose ici qur R est un corps k de caractéristique
p. Les notations concernant les modules de Steinberg généralisés sont celles de [1].

ProPOSITION 5.13. Soit L un foncteur de Mackey projectif dans Macki(G, 1),

et X un foncteur de Mackey quelconque. Alors
dimg Hom(L, X) = > dimg Homyn,,(py/p(St(Na(P)/ P, L(1)[P]), X(P))
Pes (G)/G

Pour prouver cette proposition, j’utilise les ingrédients suivants:
1) Si N est un sous-groupe normal de G, il existe un morphisme d’algébres naturel
de pp(G/N) dans p(G), qui envoie I’élément tﬁ-(L/jVNfrf//JJ\\,f sur tK zrfl . Si N est
un p-sous-groupe normal de G, alors ce morphisme envoie I’algébre ut(G/N) dans
lalgébre ;i (G): en effet, si P/N est un p-sous-groupe de G/N, alors I'image de
tg//x (resp. rg//j\\,r) est t4 (vesp. rH), et P est un p-sous-groupe de G.
2) Ce morphisme induit un foncteur exact pg/N de la catégorie des G-foncteurs

de Mackey dans celle des G/N-foncteurs de Mackey: si M est un G-foncteur de
Mackey, alors le foncteur pg/N(M) est tel que

PG n(M)(H/N) = M(H)
Si N est un p-sous-groupe normal de G, le foncteur pg/N envoie Macky(G, 1) dans
Macki(G/N,1).
Le foncteur pg/N admet un adjoint & gauche, noté Lg/N. Comme le foncteur
pg/N est exact, le foncteur Lg/N(M) est projectif si M ’est. Si N est un p-sous-
groupe normal de G, et si M est dans Macky(G/N, 1), alors Lg/N(M) est dans
Mack (G, 1).
3) Si M est un G/N-foncteur de Mackey, alors pour tout kG-module V

Hom(u& ) (M), F Py) = Hom(M, oG (F PV))
et 1l est facile de voir que pg/N (F Py) s’identifie & F Py~. Alors
Hom(vg 5 (M), FPy) = Homggn(M(N/N), V) = Homya(M(N/N), V)
Comme d’autre part
Hom(1& (M), FPy) = Homg (1G/n (M)(1), V)

il en résulte que Lg/N(M)(l) est isomorphe comme kG-module au module M (N/N).
4) Si M = A — B est un kG-module projectif virtuel, je note FQps le foncteur de
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Mackey projectif virtuel FQ4 — F@Qp, dans 'anneau de Green des foncteurs de
Mackey projectifs dans Macky(G,1). Si X et Y sont deux kG-foncteurs de Mackey
projectifs virtuels dans Macky(G, 1) tels que X(1) = Y (1) dans ’anneau de Green
des kG-modules, alors X =Y.

Les considérations précédentes prouvent le lemme suivant:

LEMME 5.14. Soit L un foncteur de Mackey projectif dans Macky(G,1). Alors

Ng(P
L= 3 Ind%a(PﬂNGEP;/P(F Qst(Na(P)/P,LOYP))
Pes (G)/G

dans l'anneau de Green des foncteurs projectifs dans Macky (G, 1).
En effet, le module L(1) s’écrit (cf.[1])

)= Y d§,pSt(Na(P)/P.L(1)[P)
Pes (G)/G

Alors les deux membres de 1’égalité du lemme sont des foncteurs de Mackey pro-
jectifs virtuels dans Macky(G, 1), qui ont méme valeur en (1). Tls sont donc égaux.

La proposition s’en déduit en appliquant le foncteur Hom(—, X') aux deux mem-
bres.

REMARQUE 5.15. Il est possible de calculer effectivement le foncteur Lg/NZ soit

M un kG /N-foncteur de Mackey, et K un sous-groupe de G. Soit wy (K ) I’ensemble
des sous-groupes de K ordonné par la relation
) Lcr
L= @{ LAN=L'NN

Je note
lim  M(LN/N)
LEwN(K)
le quotient de @ cxk M(LN/N) par le sous-module engendré par les éléments de la
forme téj\J,\%i,vm —m,pour L < L' et mée& M(LN/N).

Le groupe K opére sur  lim  M(LN/N), et alors
—

LEwN(K)
GONE) = (- lim M(LN/N))K
LEwN(K)

est le plus grand quotient sur lequel K agit trivialement. Si L est un sous-groupe
de K, et m un élément de M(LN/N), je note m& I'image de m dans :%(M)(K).

Si K C K’ alors t? (resp. rfgl) est Papplication de 1% (M )(K) dans 1 (M)(K")
(resp. de 15 (M)(K') dans & (M)(K)) définie par

) ) K
K'( Ky_ K K'c 1K'\ L'N/N
tx (mp) = mg rg (m'p ) = E (xr(KInL’)N/NmI) ne L
CceR\K'/L'
Enfin si z € G, alors *(m¥) = ("m).¥.
6. Foncteurs projectifs et image de 7

J’essaieral de voir dans cette section dans quelles conditions un foncteur de
Mackey projectif dans Mack(G, 1) est dans 'image de Z. Je supposerai que R est
un anneau local complet, dont le corps résiduel est de caractéristique p.
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6.1. Résolutions projectives finies. Je vais établir I’équivalence suivante:

THEOREME 6.1. Soit X un rug(G)-module. Les conditions suivantes soni
équivalentes:

1. Le foncteur Z(X) est projectif.
2. Le module X a une résolution projective finte.

La démonstration de ce théoréme nécessite une série de résultats préliminaires.

LEMME 6.2. Soient X et Y des foncteurs projectifs dans Mackr(G,1). Le
morphisme ¢ — ¢(1) d’évaluation en 1 de Hom(X,Y) dans Hompe(X(1),Y (1))
est surjectif. De plus ¢ est une injection directe (resp. une surjection directe) si et
seulement si ¢(1) est une injection direcie (resp. une surjection directe).

J’ai déja rappelé que le morphisme naturel de Y dans F Py(q1) est surjectif
si Y est projectif. Soit alors f dans Hompg(X(1),Y(1)). Tl lui correspond par
adjonction un morphisme F' de X dans F'Py(1). Alors le diagramme

Y
|
F
X — FPy(l)

se compléte en un morphisme ¢ de X dans Y, car la fleche de droite est surjective,
et le foncteur X est projectif. Il est clair que ¢(1) est égal a f, ce qui prouve la
premiére assertion.

Il est clair de plus que si ¢ est une injection directe, alors ¢(1) en est une.
Inversement,si ¢(1) est une injection directe, alors il existe un morphisme f de Y(1)
dans X (1) tel que f¢(1) = Idx(1). Le morphisme f se releve en un morphisme F,
et alors le morphisme ¢ = F'¢ est un endomorphisme de X tel que (1) = Id.
Une certaine puissance de 1 est un élément de Fitting. Son image I est alors un
facteur direct de X, donc T est un foncteur de Mackey projectif dans Mack(G, 1)
tel que I(1) = X(1), ce qui prouve que [ est isomorphe & X, donc que ¢y = F¢
est inversible, et ¢ est une injection directe. Le cas d’une surjection directe est
analogue.

LEMME 6.3. Soient X etY sont des foncieurs projectifs dans Mackr(G,1), et
¢ un morphisme de X dans Y. Les conditions suivantes sont équivalentes:
1. Le morphisme ¢ est une injection directe (resp. une surjection directe).
2. Pour tout p sous-groupe P de G, le morphisme ¢(P) de X(P) dans Y (P)
est injectif (resp. surjectif).

Comme le relevement des morphismes entre objets projectifs de la caractéris-
tique p a la caractéristique 0 ne pose pas de problémes, je peux supposer que R est
un corps k de caractéristique p. Dans ce cas, le module X (P) s’identifie & X (1)[P],
et le morphisme ¢(P) & ¢(1)[P]. Je démontrerai simultanément le lemme 6.3 et la
proposition suivante:

PROPOSITION 6.4. Soient M et N des kG-modules de p-permutations, et f un
morphisme de M dans N. Les conditions suivantes sont équivalentes:

1. Le morphisme f est une injection directe (resp. une surjection directe).
2. Pour tout p sous-groupe P de G, le morphisme f[P] de M[P] dans N[P] est
injectif (resp. surjectif).
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En effet soient X, Y et ¢ comme dans le lemme 6.3. 1l est clair que si ¢ est
une surjection directe, alors pour tout P, le morphisme @¢(P) est une surjection
(directe). Tnversement, si ¢(P) est surjectif pour tout P, alors ¢(1) = ¢(1) est
surjectif. Soit @) un p-sous-groupe tel que ¢(R) soit surjectif pour tout sous-groupe
propre R de Q. Soit de plus v € Y(P).

Comme @(P) est surjectif, il existe des éléments vg € Y(R), pour R C Q, et
un élément w € X(Q) tels que

v=9(Q)(w)+ Y {Fvr

RCQ

Alors chaque vg s’écrit vgp = ¢(R)(wr) puisque ¢(R) est surjective, et alors

v= QW)+ D 1FS(R)(wr) = 6(Q)(w) + Y d(Q)(tFwr)
RCQ RCQ
ce qui prouve que ¢(Q) est surjectif pour tout Q. Alors ¢ est surjectif, donc ¢
est une surjection directe puisque Y est projectif. Ceci montre 1’équivalence des
conditions du lemme 6.3 dans le cas surjectif.

Alors soient M, N et f comme dans la proposition 6.4. Si f est une surjection
directe, il est clair que f[P] est une surjection (directe) pour tout P. Inversement,
si f[P] est surjectif pour tout P, soit Las (resp. Ly) le foncteur de Mackey projectif
dans Mack,(G, 1) tel que Lar(1) = M (resp. Ly(1) = N). Le morphisme f se
prolonge en un morphisme ¢ de Ly dans Ly, tel que ¢(1) = f. TL’hypothese
entraine que ¢(P), qui s’identifie & f[P], est surjectif pour tout P. Alors ¢ est
une surjection directe, et f = ¢(1) également. Ce qui prouve I’équivalence des
conditions de la proposition 6.4 dans le cas surjectif.

Mais par dualité, cela prouve I’équivalence des conditions de la proposition 6.4
dans le cas injectif.

Soient alors de nouveau X, Y, et ¢ comme dans le lemme 6.3. Il est clair que si
¢ est une injection directe, alors qZ(P) est injectif pour tout P (c’est une injection
directe). Inversement, si ¢(P) est injectif pour tout P, soit f = ¢(1). Alors f est
un morphisme de X (1) dans Y (1) tel que f[P] soit injectif pour tout P, donc f est
une injection directe, et le lemme 22 entraine que ¢ est une injection directe, ce qui
termine la démontration du lemme 6.3 et de la proposition 6.4.

Comme les modules projectifs et les morphismes entre eux se relévent de la
caractéristique p a la caractéristique 0, il suffit de prouver le théoréme 6.1 dans le
cas ou R est un corps k de caractéristique p.

Si M est un kG-module, et P un p-sous-groupe de G, je noterai Brp le mor-
phisme de projection de M¥ sur M[P]. Si X est un rugr(G)-module, comme
l'image de 7 est contenue dans X (1)¥, je peux par abus de langage noter Brprf
I’application composée de X (P) dans X (1)[P]. Avec ces notations:

PROPOSITION 6.5. Soit X un rup(G)-module. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

1. Le module X a une résolution projective finie.

2. Le module X(1) est un kG-module de permutations, et pour tout p-sous-
groupe P de G, Uapplication Brprf est un isomorphisme de X(P) sur
X()[Pl

Je vais démontrer que ’assertion 1 de la proposition entraine 1’assertion 2 par
récurrence sur la longueur d’une résolution projective finie de X.
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J’ai déja observé (section 2) que ’assertion 2 est vraie si X est projectif: en
effet, si P est un p-sous-groupe de G, si E est un kNg(P)/P-module projectif, et
si X = Lp g, alors

X(Q) = Brer(Q,P)/Na(P)ZT O E

D’autre part, le module X(1) s’identifie a Ind%G(P)E. Un élément v de X(1)?
s’écrit donc ExeG/P r ® vy, la suite v, étant telle que Vo, (z) = hg.cVz, en notant
z — o4(z) la permutation de G/P induite par g, et hy , I’élément de Ng(P) défini
par gz = o4(x)hg . En particulier, I’élément v, est invariant par @ N *P, et v
s’écrit aussi
v = Z Trgnrp(a: ® vy)
T€Q\G/Ng(P)

Il est alors clair que ’P?X(Q) est un supplémentaire dans X (1)? du noyau de Brq.

Soit done X un rug(G)-module ayant une résolution projective finie. Il existe un
rur(G)-module projectif L et un rug(G)-module Y ayant une résolution projective
strictement plus courte que celle de X, et une suite exacte

0—=Y 5L —-X—=0

L’hypothése de récurrence entraine que Y (1) est un module de p-permutations,
et que Brprf est un isomorphisme de Y (P) sur Y(1)[P]. Alors le diagramme
commutatif

0 —  Y(P) B ey
lBrprf lBrp'rf
vy, T e

ol les fléches verticales sont des isomorphismes, montre que ’application (1) est
une injection de Y(1) dans L(1) telle que i(1)[P] soit injective pour tout P. Donc
i(1) est une injection directe par le proposition 6.4, et la suite

0— Y(l) Zg) L(l) — X(l) — 0

est exacte et scindée. En particulier, le module X(1) est facteur direct de L(1).
C’est donc un module de p-permutations. Alors le diagramme complété

0o — v ® LP) —  X(P) — 0
| Brprf | Brprf | Brprf
i(1)[P]

0 — Y([P] = L(1)[P] - X(HP] — O

montre que la fleche verticale de droite est un isomorphisme, ce qui prouve |’asser-
tion 2 de la proposition.

Je vais a présent démontrer que ’assertion 2 de la proposition entraine ’asser-
tion 1. Tout d’abord une notation: si X est un rui(G)-module, je note Supp(X)
I’ensemble des sous-groupes P tels que X(P) # 0, et Supp(X) sa cloture “vers le
bas” pour I'inclusion, i.e. ’ensemble des sous-groupes qui sont contenus dans un
élément de Supp(X).

Soit X un ru(G)-module ayant les propriétés de ’assertion 2 de la proposition.
Je vais procéder par récurrence sur le cardinal de Supp(X).

Il n’y a rien a démontrer si ce cardinal est nul, puisqu’alors X est nul, donc
projectif. J’utiliserai alors le lemme suivant, que j’admets pour 'instant:
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LEMME 6.6. Soit X un rup(G)-module, et pour tout p-sous-groupe P de G,
soit Ep Uenveloppe projective du kNg(P)/P-module

X(P)/(Y_ rfX(Q))

QDP

Alors Uenveloppe projective de X est isomorphe a @Peip(g)/GprEP.

Les propriétés de ’assertion 2 montrent en effet que si P est un élément maximal
de Supp(X) (ou de Supp(X), ce qui revient au méme), alors le module X(P) est
un kNg(P)/P-module de p-permutations. De plus, si P C @ C Ng(P), alors
X(P)[Q/P], isomorphe & X (1)[P][Q/P], donc & X(1)[Q], donc & X(Q), est nul.
Alors X(P) est un kNg(P)/P-module projectif. Comme de plus, rgX(Q) est nul
si ) contient strictement P, je vois que X (P) est égal & Ep pour tout P maximal
dans Supp(X).

Soit alors I = ®pLp g, l'enveloppe projective de X, et Y le noyau d’une
surjection s de L sur X. Comme Lp g, (P) = Ep = X(P), je vois que Y (P) est nul
si P est maximal dans Supp(X). De plus L(Q) est nul si () n’est pas dans Supp(X):
en effet, le support de Lp g, est I'ensemble des sous-groupes de G contenus dans
P a conjugaison prés, si Ep, donc X (P) sont non-nuls.

Le cardinal de Supp(Y) est donc strictement plus petit que le cardinal de

Supp(X). D’autre part, le diagramme commutatif

np) X(P)  — 0
Brprfl lBrprf
e ST xre

montre comme précédemment que s est une surjection scindée. De la méme maniére,
le diagramme complété

0 —  Y(P) —  LP) B xppy = o
1 Brpr{D 1 Brpr{D 1 Brprf
s(1)[P]

0 — YW — e 2 oxmer = o

montre alors que Y a les propriétés de 1’assertion 2. L’hypothése de récurrence
permet alors d’affirmer que Y a une résolution projective finie. Donc il en est de
méme de X, et la proposition 6.5 est démontrée.

REMARQUE 6.7. Le raisonnement précédent montre aussi que si p” est la p-
partie de I'ordre de G, alors tout rux(G)-module ayant une résolution projective
finie a une résolution de longueur inférieure ou égale a n. La longueur des résolutions
projectives finies minimales est donc bornée.

Je dois a présent démontrer le lemme 24. Je rappelle que les rug(G)-modules
simples, que j’al notés Np v, sont indexés par les paires { P, V'}, ot P est un p-sous-
groupe de G et V un kNg(P)/P-module simple. Ils sont définis par Npy (Q) =0
si ) n’est pas conjugué de P, et Npy(P) = V. Il est alors facile de voir que pour
tout rp(G)-module X

Hom(X, Npv) = Hompn,(pyp(X(P)/ Y r2X(Q), V)
QDOP
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ce qui montre, en notant J(X) le radical de X, que

J(X)(P)=T(X(P)+ Y r2X(Q)
QDOP

Le lemme 24 en découle facilement.

Je peux alors démontrer le théoréme 6.1: soit X un rux(G)-module tel que Z(X)
soit projectif. Alors, comme X (1) = Z(X)(1), le module X(1) est un module de
p-permutations. D’autre part, le module I(T)(P) s’identifie & X(1)[P] si Z(X) est
projectif, par le lemme 5.10. Mais pour tout X, il s’identifie aussi & X(P). De plus
le diagramme

1
X(1) = (X))

est commutatif, donc X vérifie les conditions de ’assertion 2 de la proposition 6.5.
Donc X a une résolution projective finie, ce qui prouve 1’assertion 2 du théoréme.

Pour montrer que ’assertion 2 du théoréme entraine I’assertion 1, je procéde par
récurrence sur la longueur d’une résolution projective finie de X. Si X est projectif,
alors Z(X) est projectif, car le foncteur 7 est adjoint & gauche d’un foncteur exact.

Si X a une résolution projective finie, alors il existe un ruy (G)-module projectif
L, un rup(G)-module Y ayant une résolution projective strictement plus courte que
X, et une suite exacte

0—-Y L L—-X—0
Alors Z(Y') et Z(L) sont des foncteurs de Mackey projectifs. De plus, puisque
Z(i)(P) = i(P) est injectif pour tout P, le morphisme Z(i) est une injection directe
par le lemme 6.3. Comme le foncteur 7 est exact a droite, il en résulte que la suite

0 —>I(Y) Iﬁ) I(L) —>I(X) — 0

est exacte et scindée, et le foncteur Z(X) est donc projectif, ce qui prouve le
théoreme 6.1.

6.2. Exemples. Soit M un module de p-permutations. Il existe un unique
foncteur de Mackey projectif Ly dans Mackr(G, 1), tel que Lay(1) = M. La
proposition 6.5 et le lemme 5.10 donnent une condition nécessaire et suffisante
pour qu’il existe un rug(G)-module X tel que Lps soit isomorphe & Z(X): en effet
dans ce cas, le module X(P) doit étre isomorphe & Lps(P), donc & M[P]. 1l doit
donc exister des applications rS, définies pour @ C P, de M[P] dans M[Q)], telles
que

. r?ré:rfsiSQQgP.
e 75 = Id pour tout P € 5,(G).
. :L‘TS(E_l = rig pour tout z € G et tout Q C P.

o 1 est injective et son image est un supplémentaire de KerBrp dans MF =
M[]P
Inversement, si de telles applications existent, alors elles définissent un rug(G)-
module X tel que Z(X) soit projectif, et de plus Z(X)(1) = X(1) = M, donc Z(X)
est isomorphe a Ljyy.
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6.2.1. Modules de permutations. Un exemple simple de cette situation est le cas
ou M est un module de permutations: en effet, si B est une base de M stable par G,
alors I'inclusion de BF dans B9 fournit I’application r5 cherchée. Par exemple, si
M =k, le foncteur Ly est le foncteur b,(G) de Macky(G, 1) associé au foncteur de
Burnside (i.e. le sous-foncteur du foncteur de Burnside tel que b,(H) soit engendré
par les H/P, le groupe P étant un p-sous-groupe de H). Le rup(G)-module X
associé est tel que X(P) = k pour tout P, les applications rg étant 1'identité, de
méme que les conjugaisons par les éléments de G. En d’autres termes, le module
X est isomorphe & R(F Py). Donc

PROPOSITION 6.8. Le module R(F Py) a une résolution projective finie.

Je vais donner a présent d’autres exemples de cette situation.

6.2.2. Certains modules de p-permutations indécomposables. Je rappelle (cf.[2])
que les modules de p-permutations indécomposables peuvent étre indexés par les
paires (P, E), ou P est un p-sous-groupe de G et F un kNg(P)/P-module projectif
indécomposable (non-nul): le module M (P, F) correspondant & la paire (P, F) est le
seul module de p-permutations indécomposable de vortex P tel que M (P, E)[P] =
FE. Lamultiplicité de M (P, E') comme facteur direct d’'un module de p-permutations
N est égale & la multiplicité de E comme facteur direct de N[P]. Cette derniére
est donnée par le

LEMME 6.9. Soit N un kG-module, et E un kG-module projectif. La multi-
plicité de E comme facteur direct de N est égale a

dim; Tr{Homy (N, E/J(E))/dimyEndye(E/J(E))

En effet, dimy, Tr{Homy (N, E/J(E)) est la dimension de I’ensemble des kG-
homomorphismes f de N dans E/J(E) qui factorisent par un module projectif,
i.e. qui s’écrivent f = mg, ot 7 est la projection de F sur E/J(E) (car E est
I’enveloppe projective de E/J(F)). Comme 7 est essentiel, le morphisme g est
alors surjectif si f est non-nul, donc surjectif. Alors E est facteur direct de N.
Inversement, si N s’écrit N = E™ @ M, le module F n’étant pas facteur direct de
M, alors dim;Tr¢Homy (M, E/J(E)) est nul, et dim;Tr{Homg (N, E/J(E)) est
égal & ndimyTrfHomy,(E, E/J(E)), donc a ndimyEnde(E/J(E)).

ProPoOsSITION 6.10. Soit P (resp. Q) un p-sous-groupe de G, et E (resp. F')
un kNg(P)/P-module (resp. un kNg(Q)/Q)-module) projectif indécomposable.
Si M(P,E) est facteur direct de Indf,G(Q)F, alors il existe x € G tel que Q7 N
Op(Ng(P)) = P, et en particulier

QRQNOG)C*PCQ

COROLLAIRE 6.11. Si Q) C O,(G), alors le module Ind%G(Q)F est indécompo-
sable (égal @ M(Q, F)), et le foncteur Lyr(q,r) est isomorphe a I(Lg r).

En effet (cf. [1] lemme 3), si N = Indf,G(Q)F, alors

Ng(P)/P

N[P] = > IndyZ pegyp F
r€NG(P)\Tc(P,Q)/Nc(Q)

De plus supposant pour simplifier x = 1, donc P C @

. Ng(P)/P Ng(P)/P
dimg T o Homy (nd (L0 L E/1(E)) = ...
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.= dimy TP PO P Hom  (F, E/T(E))
Or Ng(P)/P opére trivialement sur F', donc
dimy, Tr P P Hom (P E/J(E)) = . ..
. Ng(P)/P

= dimg Ty O P Homg () p (F, Try T (B 1(E))
Mais O,(Ng(P)/P) opére trivialement sur le kNg(P)/P module simple E/J(E).
Cette expression est donc nulle si No(P) N Op(Ng(P)) est différent de P, donc si
QN 0,(Na(P)) # P.

Comme Ng(P) normalise PO,(G), j'ai Npo,(a)(P) C Op(Ng(P)), et je dois
donc avoir @ N Npo,(q)(P) = P,i.e. QN PO,(G) = P, ou encore QNO,(G) C P,
ce qui prouve la proposition.

La premiére partie du corollaire en découle puisque le seul facteur de vortex
@ de N est M(Q,F), avec multiplicité 1. D’autre part le foncteur Z(Lg r) est
projectif, et sa valeur sur le sous-groupe trivial est Indf,G(Q)F =MQ,F).

PROPOSITION 6.12. Les conditions suivantes sont équivalentes:

1. Pour tout p-sous-groupe de G et tout kNg(P)/P-module projectif indécom-
posable, le module Indf,G(P F est indécomposable.

2. Pour tout module de p-permutations indécomposable M, il existe un p-sous-
groupe P et un kNg(P)/P-module projectif indécomposable E tels que M
soit isomorphe a Ind]GVG(P)E.

3. Le groupe G a un p-Sylow normal.

4. Tout ruy(G)-module ayant une résolution projective finie est projectif.

Si I’assertion 1) est vraie, comme M (P, F) est facteur direct de Ind%G(P)E qui
est indécomposable, il lui est isomorphe, et ’assertion 2) est vraie.

Il est clair que D’assertion 2 entraine 1’assertion 3: en effet, si le module & est
isomorphe & Indf,G(P)E, alors en prenant les dimensions, je vois que
[G: Ng(P)]dimg E = 1, donc que P est un sous-groupe normal de G. Comme p
ne divise pas la dimension du kNg(P)/P-module projectif E, ce dernier groupe est
un p’-groupe, et P est un p-sous-groupe de Sylow de G.

De méme, si G a un p-Sylow normal, égal a O,(G), alors tous les p-sous-
groupes de G sont contenus dans O,(G), et I’assertion 1) est vraie par la proposition
précédente.

L’assertion 4) entraine ’assertion 3) car je sais que R(F Py) a une résolution
projective finie. C’est donc un ru(G)-module projectif, nécessairement indécom-
posable puisque R(F Py)(1) = k. Tl existe donc P et E tels que R(F Py) soit
isomorphe & Lp . Alors k est isomorphe & Indf,G(P)E, et G a un p-Sylow normal
par le raisonnement ci-dessus.

Pour prouver que l’assertion 1) entraine ’assertion 4), j’utiliserai le lemme
suivant:

LEMME 6.13. Soit P un p-sous-groupe de G et E un kNg(P)/P-module pro-
jectif tel que le module IndgG(P)E sott indécomposable. Soit X un rui(G)-module

ayant une résolution projective finie. Si M(P,E) = Indf,G(P)E est facteur direct
de de X(1), alors il existe un sous-module de X isomorphe ¢ Lp k.

Soit en effet a une injection directe de Indf,G(P)E dans X(1): I'application
a est déterminée par un Ng(P)-homomorphisme de F dans X(1), i.e. par un



RESOLUTIONS DE FONCTEURS DE MACKEY 41

Ng(P)/P-homomorphisme 3 de E dans X(1)P. En composant cette application
avec la projection Brp sur X(1)[P], puis avec I'isomorphisme o inverse de Brpr!
j’obtiens I'application ¢ = ¢Brpf de F dans X(P), qui donne par adjonction un
morphisme ® de Lp g dans X. Le morphisme ®(1) est défini par

®(1)(x ®¢) = zrf o Brpf(e)
alors que « est définie par
oo ® ¢) = 28(c)
Soit alors 4 un morphisme de X (1) dans Indf,G(P)E tel que ya = Id. En parti-

culier, j’ai v3(e) = 1 ® e. Le morphisme y®(1) est un endomorphisme du module
indécomposable IndffG(P)E. Il est donc inversible ou nilpotent. Mais

1®(1)(1 ® €) = yr{ o Brpf(e)
et
BrprfaBrpf(e) = Brpf(e)
par définition de o. Donc rFoBrppB(e) — f(e) € KerBrp, donc
YO(1)(1®e)—1®e € KerBrp

ce qui peut encore s’écrire
y®()[P] = Idg

prouvant que y®(1) n’est pas nilpotent, donc qu’il est inversible. Donc ®(1) est
une injection directe, ce qui prouve que ®(1)[Q] est injectif pour tout @, donc que
® est injectif, ce qui prouve le lemme.

Alors si je suis dans les conditions de ’assertion 1) de la proposition, et si
X est un contre-exemple minimal & I’assertion 4), soit M (P, F) = Indf,G(P)E un
facteur direct indécomposable de X(1), et L un sous-module de X isomorphe &
Lpr. Le quotient Y de X par L a une résolution projective finie: en effet, un
module Y a une résolution projective finie si et seulement si il existe un entier n
tel que Ext™(Y,Z) = 0 pour tout Z et tout m > n. Alors si

0—-A—-=B—-=C—=0

est une suite exacte, la suite exacte longue des Fxt associée montre que si deux des
modules A, B, C' ont une résolution projective finie, le troisieme aussi.

Alors la minimalité de X entraine que Y est projectif, donc facteur direct de
X, qui est donc somme directe de deux modules projectifs, donc projectif, ce qui
contredit I’hypothése faite sur X et termine la démonstration de la proposition.

6.2.3. Intersections quasi-triviales. Je dirai qu’un p-sous-groupe de G est a
intersections quasi-triviales si pour tout z € GG, ou bien P = P” ou bien PN P* C
O,(G). Dans le cas ot O,(G) = (1), cette définition est celle d’un sous-groupe a
intersections triviales. Dans ces conditions:

PrOPOSITION 6.14. Soit P un p-sous-groupe de G a intersections quasi-trivia-
les, et M un kG-module de p-permutations indécomposable de vortex P. Alors il
existe un vy (G)-module X tel que T(X) = L.

En effet, si M(Q, F') est un facteur direct de Indf,G(P)E, alors il existe z € G
tel que P* N Op(Ne(Q)) = Q. Alors si Q € O,(G), le groupe ) est contenu
dans un seul conjugué P® de P, donc Ng(Q) normalise P”, ce qui prouve que
Np=(Q) C O0,(Na(Q)). Alors nécessairement P” = (). Le module Indf,G(P)E est
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donc somme directe de M (P, E) et de modules indécomposables de vortex contenus
dans O,(G).

Soit alors M un kG-module de p-permutations indécomposable de vortex P. Je
note E le kNg(P)/P-module projectif M[P]. Si P est contenu dans O,(G), alors
Indf,G(P)E est indécomposable, égal & M (P, E), et le ruz(G)-module X = Lp g
est tel que Z(X) soit projectif, et X(1) = Indf,G(P)E = M(P, E). Donc X répond
a la question pour le module M = M (P, F). '

Si P n’est pas contenu dans O,(G), soit X un quotient minimal de Lp g tel
que X ait une résolution projective finie, et que X(P) = F. Un tel quotient existe,
puisque Lp g(P) = E.

Comme X est quotient de Lp g, et comme X a une résolution projective finie,
je sais que X (1) est facteur direct de IndffG(P)E = Lpr(l).

Alors si M(Q, F') est un facteur direct indécomposable de X (1), ou bien Q
est conjugué de P, ou bien @) est contenu dans O,(G). Dans ce cas, le module
Indf,G(Q)F est indécomposable, égal & M(Q, F'), et I'injection directe de M(Q, F)
dans X (1) fournit une injection de Ly p dans X, donc une suite exacte

0—=Logr—X—=Y =0

Alors Y est un quotient de Lp g, puisque X en est un, et de plus Y (P) est égal a
E, puisque Lg p(P) = 0. Comme Y a une résolution projective finie, ceci contredit
I’hypothése faite sur X, ce qui prouve que @) est conjugué de P, donc que F' = F,
et que X (1) est indécomposable de vortex P, tel que X(1)[P] = E. Le module X
répond donc a la question, ce qui prouve la proposition.

PrOPOSITION 6.15. Si les p-Sylows de G sont a intersections triviales, alors:

1. Pour tout p-sous-groupe P de G et tout kNg(P)/P-module projectif E, il
eziste un kNg(P N O,(G))/(P N O,y(G))-module projectif F tels que

Ind§,pyE = M(P, E) ® Ind§_ (pno, ) F

2. Pour tout kG-module de p-permutations M, il existe un ruy(G)-module X
tel que Z(X) = L.

En effet, si les p-Sylows de G/O,(G) sont a intersections triviales, alors les
p-Sylows de G sont a intersections quasi-triviales. Si P est un p-sous-groupe de GG
non contenu dans O,(G), si S est un p-Sylow de G contenant P, alors S est le seul
p-Sylow de G contenant P.

Alors si M(Q, F') est un facteur direct indécomposable de Ind%G(P)E, il existe
€ G tel que PPNO,(Ng(Q)) = Q, et PPN O,(G) C Q. Si @ n’est pas contenu
dans O,(G), alors S est le seul p-Sylow de G contenant Q.En particulier Ng(Q) C
Ng(57), et Ng=(Q) C Op(Ng(Q)). Donc Np=(Q) C Op(Na(Q)), ce qui prouve
que QQ = P?. Et si ) est contenu dans O,(G), alors Q = P*NO,(G), ce qui prouve
I’assertion 1).

Soit alors M un module de p-permutations indécomposable de vortex P, et
E = M[P]. Soit comme ci-dessus X un quotient minimal de Lp g ayant une
résolution projective finie, et tel que X(P) = E.

En particulier, le module X(1) est facteur direct de Ind%G(P)E. Donc s1 P C
0,(G), alors X(1) est égal a Indf,G(P)E = M(P,E), et X répond aux conditions
de I’assertion 2).
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Si P n’est pas contenu dans O,(G), soit M(Q, F) un facteur direct indécom-
posable de X(1). Alors M(Q, F) est facteur direct de Indf,G(P)E. Donc si () n’est
pas conjugué de P, alors Q C O,(G), et M(Q,F) = Ind%G(Q)F est facteur direct
de X(1). Le module Lg r est alors un sous-module de X, et le quotient Y est un
quotient de Lp g plus petit que X, ayant une résolution projective finie, et tel que
Y(P) = X(P) = E, puisque Lg p(P) = 0. Cela contredit la définition de X, et
prouve que @ = P, donc que F' = F, et que X(1) est indécomposable. Comme
X(DH[P] = X(P) = E, ceci prouve que X(1) est isomorphe & M, d’oti I’assertion
2).

6.2.4. Le cas des groupes cycliques. Soit M est un module de p-permutations
indécomposable de vortex P, alors M est facteur direct de IndIG;k. Ceci revient a
dire qu’il existe une forme linéaire ¢ sur M invariante par P, et un vecteur f de
MP | tels que

Idy =Trg(6 ® f)
en notant ¢ ® f I’endomorphisme de M défini par

(¢ @ f)(v) = ¢(v)f

Soit alors @ un p-sous-groupe de G. Je définis un endomorphisme ag de M en
posant

agv)= Y éa'v)zf
r€Tc(Q,P)/P
de sorte que a; est 'application identique. Alors:
LEMME 6.16. Awvec ces notations:
L. SiQ €5,(G) etz € G, alors ragrT! = a=q.
2. Limage de ag est contenue dans M@, et son noyau contient [Q, M].
3. S1tADBCC, alors apapac = agac
4. En particulier, pour tout p-sous-groupe @) de GG, j’ai
3 _ 2
*Q = *Q
et aQQ est un projecteur dont image est isomorphe a M[Q)].

L’assertion 1) tient au fait que Tg(*@, P) = Te(Q, P)z. Pour ’assertion 2),
j’observe que si ¢ € (), alors

gaqv)=q Y. s vaf= D é@v)eg"f = ag(v)
veTc(Q,P)/P z€Tc(Q,P)/P

puisque f est invariant par P. La seconde partie de ’assertion 2) se déduit alors
de lassertion 1), puisque ag(qv) = gag(v) = ag(v).
Sous les hypothéses de I’assertion 3), soit v € MB. Puisque a; est I'identité, je

peux écrire
S SHD SR PR
£€B\G/P yeB/Bn<P
ou encore puisque v est invariant par B

v= Y S )TrEaep(av)
w€B\G/P
Or as(TrE .p(zv)) = 0si B Z *P, et donc

aa(v) = aqrap(v)si v € ME
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et comme I'image de ac est contenue dans M€, donc dans M2, lassertion 3) est
démontrée.

La premiére partie de ’assertion 4) s’en déduit en prenant A = B = C = Q.
La seconde résulte du fait que pour v € M9 le vecteur v — ag(v) est dans le noyau
de Brg, lui méme contenu dans le noyau de aq.

Dans le cas ou P est cyclique, j’en déduis la

PrOPOSITION 6.17. Soit P un p-sous-groupe cycligue de G, et M un kG-
module de p-permutations indécomposable de vortex P. Alors il existe un rup(G)-
module X tel que T(X) = L.

St les p-Sylows de G sont cycliques, alors pout tout module de p-permutations
indécomposable M il existe un rup(G)-module X tel que T(X) = L.

Avec les notations précédentes, je pose, pour tout p-sous-groupe @) de G

Ba = aan(@)aan-1(@) - a(Q)Q

en notant ®(Q) le sous-groupe de Frattini de @, l'entier n étant choisi tel que
®"*1(Q) = (1) (la définition de B ne dépend pas d’un tel entier n, puisque oy =
Id). Tl est clair que si z € G, alors

zfor ! = Peq
De plus, si S est un sous-groupe de @, il existe k tel que S = ®*(Q), et

aSﬂQ = a¢k(Q)a¢n(Q)a¢n_1(Q) .. .CYq,(Q)O!zQ
donc
asﬂQ = a¢k(Q)a¢k+1(Q) .. .OZ?Q
ce qui donne
BsPq = Pq
Il en résulte que Bg est un projecteur. De plus, il est clair que Bgag = Bq, et que
agfq = a?Q (c’est le cas S = @, donc k = 0, de 1’égalité ci-dessus). En particulier,
les projecteurs fg et a?Q ont méme noyau, donc des images isomorphes & M[@]. De
plus si S est un sous-groupe de @, alors 8sfg = Bq, et I'image de Bg est contenue
dans celle de (3s.

En notant r? cette inclusion, j’obtiens les applications cherchées de M[Q] dans

M]S]: je définis ainsi un rug(G)-module X tel que Z(X) soit projectif et Z(X)(1) =
M, donc Z(X) est isomorphe & Lps, ce qui prouve la proposition. Le corollaire s’en
déduit trivialement.

6.2.5. Un contre-exemple. Soit G le groupe symétrique S5, et k le corps a deux
éléments. Je vais construire un kG-module M pour lequel il sera impossible de
trouver un rui(G)-module X tel que Z(X) soit isomorphe & Lyy.

Soit M un espace vectoriel de dimension 6 sur k. Je fais opérer les générateurs
standard de S5 sur M par la correspondance p suivante:

100000 01 0000
001000 1000 0 0
, 010000 - 001000
PA2)=1 10 0001 0 |PABD=)9 001 0 0
000100 00000 1
00000 1 000010



RESOLUTIONS DE FONCTEURS DE MACKEY 45

1 0 0 0 0 O 10 01 1 0
0001 00 01 01 0 1
0 000 10 001 0 1 1
PB=1 0 1000 0 |"MB)=]0001 00
0 01 0 00 0000 1O
0 0 00 01 00 00 01
Alors p((12)), p((23)), et p((34)) permutent les vecteurs de base de M suivant la
correspondance
p((12) = (23)E)  p((29) = (1D(G6)  p((34) — (24)(35)

Il est alors clair que la restriction de p au groupe Sy engendré par (12), (23), et
(34) est une représentation de permutations de Sj.

Un calcul élémentaire montre que p((45)) commute & p((12) et p((23)), et que
le produit p((34))p((45)) est d’ordre 3. Il en résulte que p est une représentation
de S5, ou que M est un £S5 module.

Comme la restriction de M a S4 est un module de permutations, et comme Sy
contient un 2-Sylow de S5, le module M est un k£Ss-module de 2-permutations.

Soit S le 2-Sylow de S5 engendré par (12), (34) et (13)(24). Alors S stabilise

la base canonique B = {ey,...,es} de M. Comme
(13)(24) = (23)(34)(12)(23)
I’élément (13)(24) de S opére sur B par la permutation
(12)(56)(24)(35)(23)(45)(12)(56) = (16)(34)

Les orbites de S sur B sont donc {e1,e6} et {es,e3,€4,e5}. Le stabilisateur de e
dans S est le groupe P engendré par (12) et (34), et le stabilisateur de e; dans S
est le groupe T engendré par (13)(24). 1l en résulte que

Resg"’M = Indf;k @ Inda‘ik

Les facteurs directs indécomposables de M sont donc de vortex contenus dans P ou
dans T" a conjugaison prés. Le module M n’a aucun facteur direct projectif, puisque
sa dimension est inférieure a la 2-composante de 1’ordre de S5. D’autre part, le
module M[T] a une base en bijection avec BT = {es,e5}. Comme Ng,(T)/T est
d’ordre 4, il en résulte que M[T] n’a aucun facteur direct kNg, (T')/T-projectif. Le
module M n’a donc que des facteurs directs indécomposables de vortex non-triviaux
contenus dans P.

Le module M[P] a une base en bijection avec BY | composée des vecteurs e;
et es. Le normalisateur de P dans Sy est égal a S, et le groupe S échange e;
et eg. Il en résulte que le module M[P] est kNg, (P)/P-projectif indécomposable,
donc que M a un facteur direct isomorphe & M (P, ), en notant Ej ’enveloppe
kNg,(P)/P-projective du module trivial.

Soit alors @ le sous-groupe de P engendré par (12). Le module M[Q] a une
base en bijection avec B9, c’est-a-dire {e1,es}. Le normalisateur de @, isomorphe
a Z/2Z x Ss, est engendré par @ et les éléments (34) et (45), qui opérent triviale-
ment sur le quotient de M par le sous-espace engendré par {es, es, es,e5}. Donc
N5, (Q)/@ opére trivialement sur M[Q], qui n’a donc aucun facteur direct projectif
comme kNg, (Q)/@-module. Tl en résulte que M n’a aucun facteur direct de vortex
Q.

Le seul sous-groupe propre non-trivial de P qui ne soit pas conjugué de () est
le groupe U engendré par (12)(34), qui opére sur B par la permutation (25)(34).
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Donc M[U] est de dimension 2. Comme Ng (U)/U est d’ordre 4, le module M[U]
n’a aucun facteur direct projectif comme kNg, (U)/U-module, et le module M n’a
aucun facteur direct de vortex U.

Le module M est donc indécomposable de vortex P. Comme M[P] est I’enve-
loppe projective du module trivial, le module M est le module de Scott de S5 pour
le sous-groupe P (cf. [2]).

Alors 8’1l est possible de trouver des applications de restriction convenables, en
particulier, I’application rf doit étre injective, ainsi que I’application T’S, puisque
rf = r?rg. Comme M[P] et M[Q] ont la méme dimension, I’application rg doit
étre surjective. Alors rf et 7'? ont la méme image W, qui doit étre un sous-espace
de MF invariant par le groupe H engendré par Ns,(P) et Ns,(Q).

Le groupe H est un sous-groupe transitif de S5 qui contient une transposition.
Donc H = S5. D’autre part, un vecteur v de M est de la forme

o o oV oy oY R

Le transformé de v par p((23)) est le vecteur

p((23)(v) =

MO oV Qo

Donc si v € W, alors p((23))(v) € W et alors @ = b = ¢. Le seul sous-espace de
MP invariant par S est donc de dimension 1, engendré par le vecteur

1

—_ = e =

C’est le module M. L’espace W ne peut pas étre de dimension 2, et il est donc
impossible de trouver un ru;(G)-module X tel que Z(X) = L.

7. Complexes de foncteurs de Mackey projectifs

Je supposerai ici que ’anneau R est un anneau local complet, dont le corps
résiduel k est de caractéristique p.

7.1. Complexes scindés. Soit A un anneau et L* un complexe de A-modules,
dont la différentielle d est de degré 1. Dans [7], Webb donne la définition suivante
d’un complexe scindé: le complexe L* est scindé si il existe des applications «a,, de
L™ dans L™ ! telles que pour tout n,

Aoy y1d® = d"
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LEMME 7.1. Les conditions suivantes sont équivalentes:
1. Le compleze L* est scindé.
2. Le complexe L* est homotope @ un complexe a différentielles nulles.

En effet, si M* est un complexe & différentielles nulles, et f une équivalence
d’homotopie de L* dans M*, d’inverse g, alors il existe des applications a,, de L"
dans L™~ telles que

Id — gnfn = dn_lan + O4n+1dn

Alors d?apny1d” = d* — d*gnfn, et d?gn est nul puisque g est un morphisme de
complexes et puisque la différentielle de M™* est nulle.

Inversement, si L* est scindé, soit M™ = H™(L*) son n-iéme groupe d’homolo-
gie. Je considére M* comme un complexe a différentielles nulles. Soit Z” le noyau
de d”, soit 1, 'injection de Z™ dans L™, et p, la projection de Z” sur M". L’image
de Id — a,41d™ est dans Z™ par hypotheése, et je pose

o = pn(Id - O‘n+1dn)

Inversement, I’application Id — d”~'a,, envoie Z" dans lui-méme, et sa restriction
a Z" factorise par M", sous la forme

Id —d" ‘o, = hyp,
et je note g, la composée de hy, et i,. Tl est alors clair que si u = p,(v) € M”

Fagn(u) = po(Id — apy1d™)ighapn(v) = pp(Id — app1d™)(Id — d" " lay,)(v)
ou encore, puisque d"(v) =0
Fagn(u) = pa(v — d" " tan(v)) = pa(v) = u
Inversement, si w € L7?, alors
G f (10) = in b (T4 — 01 d™)(w) = i (Td — A" o )(Td — 310" (a0)
soit
gnfn = Id — any1d” — d" " Han — apapyrd?)

et en posant 8, = a, — apan41d?, j’ai bien
gnfn =1Id—- ﬁn-}-ldn - dn_lﬁn

ce qui montre que L* est homotope & M™.
Il résulte de ce lemme que L* est homotope au complexe nul si et seulement si
L™ est acyclique et scindé au sens de la définition ci-dessus.

COROLLAIRE 7.2. Soit L* un compleze de A-modules. St pour tout entier n, il
eriste un compleze M* (dépendant éventuellement de n) homotope a L* et tel que
M™ =0, alors L* est homotope au compleze nul.

En effet dans ces conditions, le complexe L* est certainement acyclique, puisque
H™(L*)= H*(M*) = 0. De plus, si f est une équivalence d’homotopie de L* dans
M*, d’inverse g, alors il existe des applications oy, de L™ dans L™~ ! et 8, de M™
dans M™~1 telles que pour tout m

Id — gmfm = 04m+1dm + dm_lam

En particulier, je vois que d* — d*gnfn = d"an41d”?, et comme M"™ = 0, j’ai
d”g, = 0. Alors le complexe L* est scindé, donc 1l est homotope au complexe nul.
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7.2. Complexes scindés de foncteurs de Mackey projectifs. Le lemme
6.3 et la proposition 6.4 peuvent se généraliser sous la forme suivante:

PROPOSITION 7.3. Soit L™ un complezxe de foncteurs de Mackey projectifs dans
Mackr(G, 1), tel qu’il exisie n avec L™ = 0. Les conditions suivanies sont équiva-
lentes:

1. Le complexe L™ est acyclique et scindé.
2. Pour tout p-sous-groupe P de G, le compleze E*(P) est acyclique.

Il est clair que ’assertion 1) entraine I’assertion 2). Inversement, je peux par
exemple supposer que L~! est nul. Le lemme 6.3 montre alors que d° est une
injection directe, ce qui revient a dire que le complexe L* est homotope au complexe

U0 e S T, B 7 S s SN

Le lemme 6.3 montre aussi que d~2 est une surjection scindée. Par récurrence, il en

résulte que le complexe L* est homotope & un complexe ayant un nombre arbitraire

de modules nuls consécutifs autour de Lg, et le corollaire 7.2 permet de conclure.
De méme:

PropPOSITION 7.4. Soit M* un compleze de RG-modules de p-permutations,
tel qu’il existe n avec M™ = 0. Les conditions suivantes sont équivalentes:

1. Le complexe M* est acyclique et scindé.
2. Pour toul p-sous-groupe de G, le complexe M*[P] est acyclique.

Si K* et L* sont deux complexes de modules sur un anneau quelconque, a tout
morphisme f de K* dans L* est associé un troisiéme complexe, le cone de f, noté
C*(K, L, f) ayant les propriétés suivantes:

o Le complexe C*(K, L, f) est acyclique si et seulement si H™(f) est un iso-

morphisme pour tout n (i.e. si f est un homologisme)

o Le complexe C*(K, L, f) est acyclique et scindé si et seulement si f est une

équivalence d’homotopie.

e Le module C"(K, L, f) est la somme directe de K™ et de L™~1.

La troisieme propriété permet de voir que si K* et L* sont des complexes de fonc-
teurs de Mackey dans Mackgr(G,1), il en est de méme de C*(K, L, f). De méme,
si K* et L* sont des complexes de modules de p-permutations, il en est de méme
de C*(K,L,f). Les propositions et remarques ci-dessus donnent alors les deux
propositions suivantes:

PRrROPOSITION 7.5. Soient K* et L* des complexzes de foncteurs de Mackey
projectifs dans Mackgr(G,1), tels qu’il existe n tel que K™ = L™ = 0 et K"~! =
L' = 0. Soit f un morphisme de K* dans L*. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

L. Le morphisme f est une équivalence d’homotopie.
2. Pour tout p-sous-groupe P de G, le morphisme f(P) est un homologisme.

PROPOSITION 7.6. Soient M* et N* des complexes de kG-modules de p-per-
mutations, tels qu’il existe m tel que M™ = N* =0 et M*~' = N*»~1 = 0. Soit f
un morphisme de M™* dans N*. Les conditions suivantes sont équivalentes:

1. Le morphisme f est une équivalence d’homotopie.

2. Pour tout p-sous-groupe P de G, le morphisme f[P] est un homologisme.
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7.3. Complexes de p-permutations. Je vais essayer de voir comment se
transforment les résultats précédents lorsque 1’hypothése “pour tout P” est rem-
placée par “pour tout P non-trivial”: la conséquence de ce changement sera le rem-
placement des modules nuls par des modules projectifs, des foncteurs de Mackey
nuls par des foncteurs de Mackey projectifs de vortex trivial, des complexes acy-
cliques et scindés par des complexes homotopes & des complexes de modules pro-
jectifs.

Je supposeral que R est un corps k. J’appelle compleze de p-permutations un
complexe de kG-modules de p-permutations.

Je vais chercher ici a quelles conditions un tel complexe est homotope a un
complexe de kG-modules projectifs. Je peux tout d’abord me ramener au cas ou G
est un p-groupe:

LEMME 7.7. Soit L* un compleze de kG-modules de type fini, et S un p-Sylow
de G. Les conditions sutvantes sont équivalentes:

1. Le compleze L* est homotope ¢ un complexe de kG-modules projectifs.
2. La restriction de L™ a S est homotope a un complexe de kS-modules projec-

tifs.

Tl est clair que I’assertion 1) entraine ’assertion 2). Inversement, soit E* un
complexe de kS-modules projectifs, et @ une équivalence d’homotopie de E* dans
ResgL"‘7 d’inverse b. Alors le complexe IndgE* est un complexe de kG-modules
projectifs, et les morphismes a et b fournissent par adjonction des morphismes A
et B entre Indg E* et L*. 1l est facile de voir que le morphisme AB est homotope
a [G: S]Id. Le lemme résulte alors du lemme suivant:

LEMME 7.8. Soient M* et L* des complezes de kG-modules de type fini. Soit
A un morphisme de M* dans L* et B un morphisme de L* dans M™ tels que AB
sott homotope a Uidentité de L*. Alors L™ est homotope d un facteur direct de M™.

En effet, soit L} = N, (AB)"(L*), et Ly =5 Ker(AB)". Alors L} et L} sont
des sous-complexes de L*, stables par AB, et L* s’identifie a la somme directe des
complexes L] et L. La restriction de AB a L} et L} est homotope a I'identité.
Comme en chaque degré n, la restriction de AB & L7 est nilpotente, il en résulte
que pour tout n, il existe un complexe K* homotope a L3, tel que K” = 0. Alors
le complexe L5 est homotope au complexe nul, et le complexe L* est homotope au
complexe Lj.

D’autre part, le complexe L} est isomorphe au complexe B(L7), lui-méme ho-
motope a N, (BA)" (M*), qui est facteur direct de M™*. Ceci prouve le lemme.

Les lemmes précédents permettent de démontrer la

PrOPOSITION 7.9. Soit L™ un compleze de kG-modules de p-permutations, tel
qu’il existe un entier n pour lequel L™ est projectif. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

1. Le compleze L* est homotope ¢ un complexe de kG-modules projectifs.
2. Pour tout p-sous-groupe P non-trivial de G, le compleze L*[P] est acyclique.

Tl est clair que I’assertion 1) entraine ’assertion 2). Pour montrer la réciproque,
j’al besoin d’une notation:

Si X et Y son des kG-modules, je noterai Jig(X,Y) I'ensemble des kG-
homomorphismes f de X dans Y tels que pour tout kG-homomorphisme g de
Y dans X, le morphisme gf soit nilpotent. Par exemple, Jiq(X, X) est le radical
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de Jacobson de Endgg(X). Tl est facile de voir d’autre part que cette définition
est bi-additive en X et Y: Iisomorphisme canonique entre Hompg(X,Y @ 7) et
Homyg(X,Y)®Homgg(X, 7) induit en effet un isomorphisme entre Jiq(X,Y @ 7)
et Jra(X,Y)® Jra(X, 7). De méme, si X* et Y™ sont les duaux respectifs de X et
Y, alors ¢ € Jpa(X,Y) si et seulement si ¢* € Jpg(Y™, X*): en effet, le morphisme
¥*¢* est nilpotent si et seulement si le morphisme ¢*¢* = (¢¢)* est.

Par le lemme précédent, je peux supposer que G est un p-groupe. Soit alors n
un entier quelconque, et ¢ un morphisme de L?*! dans L7, tel que ¢d™ ne soit pas
nilpotent. Le diagramme

e S O s & SR 5 s B
4

0] od" | < }d"¢ 10

7 O O s S s A

définit alors un endomorphisme v de L* homotope a 0. Je peux alors remplacer L*
par son facteur direct Ny, (Id 4+ 7)™ (L*), qui lui est homotope. Les seules modules
que je modifie par cette opération sont L” et L', qui sont remplacés par des fac-
teurs directs L'" et L'"t1. Les différentielles d” ', d” et d®+' deviennent respective-
ment =1 d'" et d'"F1.Sid"T € Jpe(L"TL, L), alors d'T1 € Jpg (LML, LY.
De méme, si d"T! € Jyg(L"F, L7*2), alors d'"*! € Jyg(L/mHL, LInt2),

Je peux donc supposer que d,, € Jrg (L™, L"*1) pour tout n.

Soit alors k un entier tel que L* soit un kG-module projectif. Si I'un des
modules L™, pour n > k, n’est pas projectif, soit n le plus petit entier supérieur a
k tel que L™ ne soit pas projectif.

Soit de plus @ un sous-groupe maximal de G qui soit vortex d’un facteur direct
indécomposable de L™. Le seul kG-module de p-permutations indécomposable de
vortex () est Indgk, car G est un p-groupe. Le module M est alors somme de sa
partie A de vortex @), isomorphe & une somme d’un certain nombre de copies de
Indgk, et d’un module X tel que X[Q] = 0. Le module L"*t! est quant & lui somme
de sa partie B de vortex @}, d’un module Z tel que Z[@] = 0, et d’un module V
n’ayant que des facteurs directs de vortex strictement plus grands que ).

Alors d™ peut étre représenté par une matrice

¢B,A ¢BX
ov.a  Ov.x
bz4 Gz.x

Le morphisme d"[@)] peut alors étre représenté par la matrice

( ¢5,4[Q)] )

oy, alQ]

Alors si @ # (1), comme le complexe L*[Q)] est acyclique, et comme L*~1[Q] = 0,
I’application d”[@)] doit étre injective.

Le morphisme ¢p 4 est une matrice a coefficients dans Endkg(Indgk), dont
chaque coefficient est en fait dans J(Endkg(lndgk)), donc annule le socle de Indgk
(isomorphe a k), puisque ¢ € Jre(M, N). Donc ¢p 4 annule le socle de A.

Or ce socle s’envoie sur le socle de A[Q]. Donc ¢y, 4[Q)] restreinte a ce socle doit
étre injective, donc ¢y 4[@Q] doit étre injective. Alors A[Q], qui est projectif comme

Ne(Q)/Q module, s’'injecte dans Y[Q], donc A[Q] est facteur direct de Y[Q]. Mais
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comme Y n’a que des facteurs directs de vortex strictement plus grands que @, c’est
impossible, et cette contradiction prouve que @ = (1), donc que L™ est projectif.
Donc L™ est projectif pour tout n > k. Je peux alors appliquer le méme
raisonnement au complexe dual Homy(L*, k) pour montrer que L, est projectif
pour tout n < k, donc que L* est un complexe de modules projectifs. D’ou la
proposition.
Elle admet le corollaire suivant, qui précise un résultat de Webb (cf.[8]):

COROLLAIRE T7.10. Soit A un complexe simplicial sur lequel agit le groupe G.
Les conditions suivantes sont équivalentes

1. Le complexe de chaines C(A) de A sur k est homotope ¢ un complexe de
kG-modules projectifs.
2. Pour tout sous-groupe d’ordre p de G, Uensemble AT est acyclique modulo

p.

En effet, un argument classique montre que si I’assertion 2) est vraie, alors A¥
est acyclique modulo p pour tout p-sous-groupe P non-trivial de G. D’autre part,
le complexe C(A)[P] est le complexe de chaines de AF.

7.4. Complexes de foncteurs de Mackey projectifs. Je suppose ici en-
core que R est un corps k de caractéristique p. Les propositions 18 et 20 ont la
conséquence suivante:

ProprosITION 7.11. Soit X* un complexe de foncteurs de Mackey projectifs
dans Macky(G, 1), tel qu’il existe un entier n pour lesquels X" = X"*1 = 0. Les
conditions suivantes sont équivalentes:

1. Il existe un complexe L* de kG-modules projectifs tels que X™* soit homotope
au complexe FQp~.

2. Pour tout p-sous-groupe non-trivial P de G, le complezxe )T*(P) est acy-
clique.

3. Le compleze X*(1) est homotope ¢ un compleze de modules projectifs.

4. Le compleze X* est homotope au complere F'Qx+(1).

En effet, si M est un kG-module et Y est un foncteur de Mackey de la forme
FQu, il est facile de voir que Y (P) est nul pour tout P non-trivial, car les traces tﬁ
sont surjectives pour R # P. 1l est alors clair que I’assertion 1) entraine I’assertion
2). De méme, I’assertion 4) entraine ’assertion 2).

De méme, ’assertion 2) entraine que le complexe X*(1) vérifie les hypothéses
de ’assertion 2) de la proposition 7.9. Tl existe alors un complexe L* de kG-modules
projectifs tel que X*(1) soit homotope & L*. Donc I’assertion 2) entraine I’assertion

Il est clair que I’assertion 3) entraine ’assertion 2), puisque X (P) s’identifie &
X*(D)[P].

Soit alors L* un complexe de modules projectifs homotope au complexe X*(1).
Je peux, quitte & remplacer L* par un facteur direct, supposer que L* = L*t! = (.
Soit alors a une équivalence d’homotopie de L* dans X*(1). Le morphisme a
fournit par adjonction un morphisme A du complexe F'Qr+ dans le complexe X*:
le morphisme A”(H) de (L") dans X" (H) est donné par

A™(v) = tHa™ (v)
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Le complexe X*(1)[P] est homotope au complexe )?*(P), et au complexe L*[P],
qui est nul si P # (1). Le complexe )?*(P) est donc acyclique et scindé dans ce cas.
Le complexe FQ% (P) est nul si P # (1). Alors le morphisme A(P) est trivialement
un homologisme si P # (1). Comme le morphisme A(1) est égal & A(1), donc a a,
c’est une équivalence d’homotopie, donc un homologisme.

Alors les complexes FQr« et X* vérifient les hypotheéses de I'assertion 2 de la
proposition 7.5, et A est une équivalence d’homotopie, ce qui prouve que 1’assertion
3) entraine I’assertion 1). Les assertions 1), 2) et 3) sont donc équivalentes.

Alors si I'assertion 1) est vraie, i.e. si X* est homotope au complexe FQr-, le
complexe X*(1) est homotope au complexe FQr-(1), i.e. au complexe L*, donc le
complexe F'Q)x+(1) est homotope au complexe F'(Qr+, donc aussi au complexe X*.
Donc I’assertion 1) entraine ’assertion 4), et la proposition est démontrée.

Je vais utiliser ce résultat pour préciser un théoreme de Webb (cf.[8] Theorem
1) dans un cas particulier. Pour cela, j’ai besoin d’une notation: si le groupe G
opére sur ’ensemble X alors X peut-étre décomposé en orbites par (G, qui sont
des ensembles de la forme G/ H. Alors si M est un foncteur de Mackey, Webb note
Mx le foncteur de Mackey défini par

Mxqy = Mx + My Mg, = Ind§ Resfy M

D’autre part, si A est un complexe simplicial, alors A; désigne 1’ensemble des
simplexes de A de dimension i (ou de cardinal 7 4+ 1). Le théoréme de Webb est
alors le suivant:

THEOREME T.12. (Webb): Soit A un complere simplicial sur lequel opére le
groupe G. SotentY C X des ensembles de sous-groupes de G fermés pour l'inclusion
et stables par G. Alors si

1. Pour tout simplexe s de A, les sommets de s sont dans des orbites différentes

par G.

2. Le foncteur M est projectif par rapport a X.

3. Pour tout H € X =Y, le compleze A" est contractile.

4. Pour tout H €Y, le module M(H) est nul.

il existe une suite exacte et scindée de foncteurs de Mackey
0 =M —=Mar,— ... Mar, —...—0

Je vais m’intéresser ici au cas ou X est I’ensemble des p-sous-groupes de G, et
Y = (1). Alors un foncteur de Mackey projectif par rapport & X est un foncteur
dans Macky(G,1). En notant C;(A) le kG-module de base A;,

ProPOSITION 7.13. Soit M un foncteur de Mackey dans Macky(G,1), et A
un complexe simplicial sur lequel opére G. Su:

1. Pour tout simplexe s de A, les sommets de s sont dans des orbites différentes
par G,

2. Pour tout p-sous-groupe P d’ordre p de G, le complexe AT est acyclique
modulo p,

Alors le compleze
0 =M —=Mar,— ... Mar, —...—0
est homotope au complezxe

0— FQum1) — FQumecoa) = - — FQumeciay — ... — 0
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Pour démontrer cette proposition, je vais appliquer la proposition 7.11 au com-

plexe b*
0— (bp) = (bp)ag — ... = (bp)a, — ... =0

ot je note b, le foncteur z(f{)bg. C’est un foncteur projectif dans Macky(G, 1),
et comme le complexe ci-dessus est fini, il est nul en deux degrés consécutifs. La
valeur en (1) de ce complexe est le complexe de chaines de A qui est homotope
a un complexe de modules projectifs par le corollaire de la proposition 7.9. La
proposition 7.11 permet alors de conclure que le complexe b* est homotope au
complexe FQp«1) = FQc+(a)-

Mais pour tout foncteur de Mackey M dans Macky(G, 1), le foncteur H(b,, M)
est identique au foncteur M. Alors le foncteur H((by)a,, M), égal & H(by, Ma,),
est égal & Ma,. Alors si N désigne le foncteur dual de M, le complexe

0— H((bp),N) — H((bp)ao, N) — ... — H((bp)a,, N) — ... —0
est égal au complexe
0—N—Np,— ...« Np, —...<0

et ce complexe est homotope au complexe H(FQc,(a), N). Tl est clair d’autre part
que pour tout kG-module V| le foncteur H(FQv, N) est identique au foncteur
FPHomk(V,N(l))' Comme le dual de ce foncteur est le foncteur FQHOHlk(N(l),V)’
est comme Hom(N (1), C;(A)) est identique & C;(A) ® M (1), le dual du complexe
ci-dessus, qui est le complexe

0 =M —=Mar,— ... Mar, —...—0
est bien homotope au complexe

0— FQum1) — FQumecoa) = - — FQumeciay— ... — 0

ce qui prouve la proposition.

REMARQUE 7.14. L’hypothése 1) n’intervient pas dans la démonstration, mais
elle est nécessaire pour la construction du complexe considéré (cf.[8]).
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