CONSTRUCTION DE FONCTEURS
ENTRE CATEGORIES DE G-ENSEMBLES

Serge Bouc

1 Le produit og

1.1 Définition

Les groupes et les ensembles considérés ici sont supposés finis. Si GG est un
groupe, soit G-ens la catégorie des G-ensembles, i.e. des ensembles dotés d'une
action du groupe G. Cette catégorie est I'une des plus simples parmi les catégories
de représentations du groupe G.

Si H est un autre groupe, il est naturel d’étudier les foncteurs de G-ens dans
H-ens pour en déduire certaines ressemblances entre G et H. Je me restreindrai
ici aux foncteurs F' de G-ens dans H-ens possédant les deux propriétés suivantes:

1. Le foncteur F' commute aux réunions disjointes: si X et Y sont deux G-
ensembles, soient 71x et iy les injections de X et Y dans la réunion dis-
jointe X IIY. L’hypothese est alors que l'application F(ix)[[ F(iy) de
F(X)[IF(Y) dans F(X]]Y) est une bijection, quels que soient X et Y.

2. Le foncteur F' commute aux diagrammes cartésiens (“pull-back”): si

—
L=

Y
!

N
I =

X

est un diagramme cartésien (i.e. si 7" est la limite projective du systeme
formé par Y, Z et X), alors le diagramme

est un diagramme cartésien.

Ces conditions expriment aussi le fait que F' commute avec certaines limites in-
ductives et projectives finies. Elles apparaissent naturellement lorque 1’on cherche
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quels foncteurs de G-ens dans H-ens produisent par composition des foncteurs
entre les catégories de foncteurs de Mackey correspondantes.

Il est possible de classifier completement les foncteurs de (G-ens dans H-ens
possédant ces deux propriétés: ils sont associés a un ensemble A muni d’une
double action, ou H-ensemble-G' (le groupe H agit a gauche, le groupe G agit
a droite, et ces deux actions commutent au sens ot h.(a.g) = (h.a).g pour tout
g€ G,ae A he H). Alors si K est un troisieme groupe, la composition des
foncteurs induit un produit sur les ensembles munis d’une double action, défini
de la facon suivante:

Soient GG, H, K trois groupes. Soit A un H-ensemble-(, et B un K-ensemble-
H.Sibe B (resp. a € A), je note ,H (resp. H,) son stabilisateur a droite (resp.
a gauche) dans H, et b.H ou bH (resp. H.a ou Ha) son orbite par H. Je note
aussi B/H (resp. H\ A) I’ensemble des orbites de H.

Le groupe H agit a droite sur I'ensemble des couples (b, a) tels que yH.a C a.(
par (b,a).h = (b.h,h™'.a): en effet si yH.a C a.G, alors

b.hH.h_l.(l = h_l.th.h_l.a = h_l.bH.CL g h_la.G

Je pose alors

Bog A={(ba) e Bx A|+H.a Ca.G}/H

C’est un K-ensemble-GG par
k.(b,a)H.g = (k.b,a.g)H
En effet si yH.a C a.(G, alors
poH.a.g =yH.a.9g Ca.Gg=a.G=a.g.G

Cette construction est fonctorielle en A: si f est un morphisme de H-ensembles-GG
de A dans A’, soit B oy [ 'application définie par

(Bom [)((b,a)H) = (b, [(a))H

C’est une application de Bog A dans B oy A’: si yH.a C a.(, alors

yH.f(a) = f(4H.a) C f(a.G) = f(a).G

En particulier, si A est un H-ensemble-(7, je lui associe un foncteur Aog — de G-
ens dans H-ens, défini ainsi: si X est un G-ensemble, ou G-ensemble-{1}, alors
je peux construire Aog X, qui est un H-ensemble-{1}, ou H-ensemble. De méme,
si f est un morphisme du G-ensemble X dans le G-ensemble Y alors A og [ est
un morphisme du H-ensemble A oz X dans le H-ensemble A og Y.

Remarque: Comme 'orbite a droite de * € X par le groupe trivial est réduite
a x, I’ensemble A oz X n’est autre que le quotient de ’ensemble des couples
(a,2) € A x X tels que ,GG¢ C G, par I'action de G.



1.2 Classification de foncteurs

Avec ces définitions, je peux énoncer plus précisément les considérations pré-
cédentes:

Théoréeme 1: Soient (G et H des groupes (finis), et F' un foncteur de
GG-ens dans H-ens possédant les propriétés 1) et 2). Alors il existe un
H-ensemble-G unique Er, tel que F soit isomorphe au foncteur EFpog—.
Inversement, si A est un H-ensemble-(, alors le foncteur Ao;— de G-ens
dans H-ens posséde les propriétés 1) et 2).

Je démontrerai d’abord la seconde assertion.

1.2.1 La seconde assertion

Elle est facile a vérifier: soit A un H-ensemble-G. Il est clair que le foncteur
A og — commute aux réunions disjointes. De plus, si

g
T —- Y
o | |l «a
3
7 — X

est un diagramme cartésien, je dois montrer que le diagramme

Aogy
Aog T — AogY
AOG6 l l AOGOz
Aog 8

Aog Z — Aog X
Pest aussi. Or si (a,y) € Aog Y et (b,z) € Aog Z sont tels que
Aoga((a,y)) = Aog B((b,z)) dans Aog X

alors (a,a(y)) = (b,(z)) dans A og X, et il existe g € G tel que ag = b et
g ra(y) = alg™'y) = B(z). Alors il existe ¢ € T unique tel que g~y = ~(¢) et
z = 6(t). L'élément (b,t) est dans A og T en effet, si & € G est tel que b.x = b,
alors comme (b, z) € Aog Z, j’ai aussi z.z = z, donc §(z.t) = 6(1). D’autre part,
j’al aussi a.gx = a.g, soit a9z = a, et comme (a,y) € Aog Y, jai aussi 2.y =y,
ou encore r.¢”'y = ¢~ 'y, soit y(zt) = 4(¢). L’unicité de ¢ impose alors z.t = ¢,
et (b,t) € Ao T.
De plus, j’ai bien

Aog((b,t) = (b,7(1) = (ag,97'y) = (a,y)
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et
Aos 8((b,1)) = (b,6(1)) = (b,2)

Inversement, si (0',t") € Aog T est tel que A og v((V',1)) = A og v((b,t)) et
Aog 6((b,1) = Aog 6((b,1)), alors il existe s et s’ dans G tels que

WV =bs, s 'y(t)=~(), ¥ =bs'", s7'6(t) = 8(t)

Alors posant u = 58’71, j’ai bu = b et s = us’. Comme (b,1) € Aog T, j’ai aussi
ut =1, et alors

o(t) = 6(ut) = ub(t) = ud(s't") = o(us't’) = 6(st')

Comme ~(t) = 7(st'), j’ai donc ¢ = st’, et (¥',t') = (bs,s7't) = (b,1), et le
diagramme ci-dessus est cartésien.

1.2.2 Réduction au cas transitif

Notation: Je noterai pt ’ensemble réduit a un élément, sur lequel GG opere (tri-
vialement). Je suppose donné un foncteur F' de G-ens dans H-ens possédant les
propriétés 1) et 2). Alors F(pt) est un H-ensemble, et je vais me ramener au cas
ou il est transitif.

Soient F et Iy des foncteurs de G-ens dans H-ens. Je peux définir leur réunion

disjointe F' = F [] F; en posant pour tous G-ensembles X et Y et tout morphisme
¢ de X dans Y

F(X) = B(X)[] Fa(X)
F(¢’) = F1(¢) HF2(¢)

Il est alors facile de voir que si Fy et Fy possedent les propriétés 1) et 2), il en est
de méme de F.

Ceci étant, si X est un G-ensemble, il existe un unique morphisme px de X
dans pt. Alors si w est une orbite de H sur F(pt), et X un G-ensemble, soit F,(X)
I'image réciproque de w dans F/(X) par F(px). L’ensemble F,(X) est un sous-
H-ensemble de F/(X), car si F(px)(u) € w, alors h.F(px)(u) = F(px)(h.u) € w.
De plus, si Y est un G-ensemble, et f un morphisme de X dans Y, alors puisque
prf = px, Pai Flpr).F(f) = Flpx), et F(F(EL(X)) € FL(Y).

En notant F,(f) la restriction de F/(f) a F,,(X), je définis un foncteur £, de
G-ens dans H-ens, et le foncteur F' est réunion disjointe des foncteurs £,,, lorsque
w décrit H\ F(pt). Si je montre que F,, possede les propriétés 1) et 2), je pourrai
alors supposer que F/(pt) est un H-ensemble transitif.

Soient donc X et Y des (G-ensembles. Les injections 1x et 7y de X et YV
dans X []Y sont telles que F(ix)][ F(iy) est une bijection de F(X)]] F(Y)
dans F(X][Y). La propriété 1) pour les F,, résulte alors du fait que dans le



diagramme
[ Fu(X) O, Fu(Y) — FX)OFY)
! !
[ Fu(XTIY) —  PXTIY)

les fleches horizontales et la fleche verticale de droite sont des bijections. Il en est
donc de méme de la fleche de gauche.
La propriété 2) résulte quant a elle du fait que dans le diagramme

F(Z) — F(X)
siz € Fu(X)CF(X),siye F(Y)et z€ F(Z) sont tels que

Fla)(y) = F(B)(z) =«

alors F(px)(z) = F(py)(y) = F(pz)(z) € w, donc que z, y et z sont dans F,(X),
FL(Y), et F(7Z) respectivement. De plus il existe alors ¢t € F/(T') unique tel que
y = F(y)(t) et z = F(6)(t). Le méme raisonnement montre que ¢t € F,(T), et
que le diagramme

est cartésien.

1.2.3 Sous-groupes minimaux

Si F(G/G) = F(pt) est vide, I'existence du morphisme F(px) de F(X) dans

F(pt) prouve que F(X) est vide pour tout X, et dans ce cas F' est isomorphe a
0og —.
Je peux donc supposer que F(pt) est un H-ensemble transitif non-vide, donc iso-
morphe a H/ L, pour un sous-groupe L convenable de H. Dans ces conditions, un
sous-groupe minimal pour F sera par définition un sous-groupe K de G minimal
tel que F(G/K) # 0.

Si X est un G-ensemble, et K un sous-groupe de G, alors I’ensemble des
homomorphismes de G-ensembles de /K dans X s’identifie a I'ensemble X*
des points fixes de K sur X, par I'application qui & z € X associe le morphisme
m, défini par

e

mz(yK) = yz
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En particulier, ’ensemble des endomorphismes de GG/ K s’identifie & Ng(K)/K.
Si n € Ng(K), je noterai aussi m,, ’endomorphisme de GG/K qui s’en déduit.
Alors pour n € Ng(K) et z € X, jai

My (YK) = yne = my(ynK) = mym,,(yK)

c’est-a-dire
Mpz = MMy

En particulier, si * € XX le couple (z, K) est un point fixe de K sur I’ensemble
X x G/K, et j’ai une application m(, k) de GG/K dans X x G//K, définie par

M) (yK) = (yz,yK)
Avec ces notations:

Lemme 1: Soient (G et H des groupes, et /' un foncteur (non-vide) de
(G-ens dans H-ens possédant les propriétés 1) et 2), tel que F(pt) soit un
H-ensemble transitif. Soit K un sous-groupe minimal pour F, et X un
(i-ensemble. Alors ’application ¢y de X* x F(G/K) dans F(X x G/K)
définie par

ox((z,u)) = F(m,mx)(u)

est un isomorphisme de H-ensembles, ’action de H sur X¥ étant tri-
viale.

Pour prouver ce lemme, je remarque que les foncteurs X +— X% x F(G/K) et
X — F(X x G/K) commutent aux réunions disjointes si F' possede la propriété
1), et il suffit donc de supposer que X est un G-ensemble transitif, de la forme
G/K', pour un sous-groupe K’ de G.

Dans ces conditions, j’ai un isomorphisme

GIK'xG/K~ ] G/KN?K')

zeK\G/K'
défini (de droite a gauche) par les applications

M(zK! K)

y(KN*K) e G/(KNTK") """ (yzK',yK) € G/K' x G| K
De plus, comme K est minimal pour le foncteur F', ’ensemble F/(G/(KN*K")) est
vide si K € "K', i.e. si z K’ n’est pas un point fixe de K sur G/K’. I'image par
F de l'isomorphisme ci-dessus est alors I'isomorphisme [[ ¢ xnx F(m@x x))
de [T,eq/rnx F(G/K) = (G/K')X x F(G/K) dans F(G/K' x G/K). Dot le

lemme.



Comme F' possede la propriété 2), I'image par F' du diagramme cartésien

P2
XxG/K — G/K
P ! L pask
Px
X —  pt
est le diagramme cartésien
F(p2)
FIXxG/K) —  F(G/K)
F (Pl) ! ! F (pG/K)
F(px)
F(X) - F(pl)

I’application A de X x F(G/K) dans F(X) composée de F(p;) avec I'isomor-
phisme ¢x du lemme ci-dessus est donnée par

M(z,u)) = F(p)(F(m k) (w) = Flpime,i)(v)

et de plus
Py (yK) =pi(yz,yK) = yr = m(yK)
ce qui prouve que
A(z,u)) = F(me)(u)

L’application u de X® x F(G/K) dans F(G/K) composée de F(p,) avec Iiso-
morphisme ¢x est donnée par

plz,u)) = F(p2)(F(m,r)(u) = F(pams,x))(u)

et
sz(x,K)(yK) = Pz(yfﬁ, yK) =yK
donc
p(z,u)) = F(ld)(u) = u
et p n’est autre que la seconde projection.
J’en déduis le diagramme cartésien

]
XK x F(G/K) —  F(G/K)
A l ! F(pa/r)
F(px)
F(X) — F(pt)



Alors XX x F(G/K) s’identifie a ’ensemble des couples (a,b) € F(G/K)x F(X)
tels que F(pg/x)(a) = F(px)(b). Cette remarque permet le calcul du cardinal

(XE < F(GIK)| = 32 |F(px) ™ (w)l|F(peyx)™" (w)]

weF(pt)

De plus |F(px)~'(w)] et |F(pe/x)~"(w)| sont indépendants de w € F(pt) car ils
sont invariants par H qui est transitif sur F'(pt). Donc pour w € F(pt), j’ai

(X" 5 F(G/E)| = [F(p)]|F (px) ™" (0)[|F (peyx) ™ (w)]
De plus
|F(G/K)| = [F(pO)IIF (payx) ™ (w)] et [F(X)] = [F(pt)||F(px) ™ (w)]

Il en résulte que
[FXOIF(G/K)]
[ F(pt)]

et comme F(G/K) est non-vide par hypothese, il vient

(XENF(G/E) =

[F(X)] = [XE|F(pt)]

Cette égalité entraine en particulier que le groupe K est unique a conjugaison pres
par G: en effet, si K’ est un sous-groupe tel que F(G/K') # 0, alors (G/K')% # ),
et K Cq K'.

1.2.4 Existence de Ir

Exprimant a présent le fait que le diagramme précédent est cartésien, j’en
déduis que I'application A\ x g de X® x F(G/K) dans ’ensemble des couples
(v,u) € F(X) x F(G/K) tels que F(px)(v) = F(pa/x)(u) est bijective.

En particulier si (z,u) et (z',u’) sont deux couples de X¥ x F(G/K) qui ont
meéme image par A et p, ils sont égaux. Donc si

(F(mg)(u),u) = (F(me)(u),u')

alors u = v’ et @ = 2/. Ceci revient a dire que I'application = — F(m)(u) est
une injection de X® dans F(X), ce pour tout u € F(G/K).
De méme, si (v,u) € F(X) x F(G/K) est tel que F(px)(v) = F(pa/x)(u), alors
il existe (z,w) € X* x F(G/K) tel que v = F(m,)(w) et u = w, c’est-a-dire
qu’il existe z € X¥ tel que v = F(m,)(u).

Soit alors u € F(G/K) fixé et

Lu = {(h,n) € H x Ng(K) | hu = F(m,)(u)}



L’ensemble L, est un sous-groupe de H x G en effet si (h,n) et (A’,n’) sont dans
L,, alors

h'hu = h'F(m,)(u) = F(m,)(h'v) = F(m,)F(mu)(u) = F(mum)(u)

Je peux alors considérer (H x (G)/L, comme un H-ensemble-G, et définir une
application 0x de (H x G)/L, og X dans F(X) de la facon suivante: I’élément
((hyg)Lu,z) de (H x G)/L, o X est égal a ((h,1)Ly.g7",2) = ((hy1) Ly, g7 ).
Ce dernier est dans (H x )/ L, o X si g”'z est invariant par le stabilisateur de
(h,1)L, dans G. Ce stabilisateur est égal a

ka(Lu) ={g € G| (1, 9) € Lu}

Mais (1,g) € L, si et seulement si F'(m,)(u) = u = F(m)(u). Comme l'applica-
tion qui & g € (G/K)® = Ng(K)/K associe F(m,)(u) est injective, il en résulte
que g = 1 dans Ng(K)/K, i.e. que g € K. Donc ky(L,) = K.

Alors ((h,g)Ly,x) est dans (H x )/ L, og X si et seulement si g~'x est dans
XX Je peux alors considérer le morphisme m,-1, de G/K dans X et poser

Ox(((h; g)Lus 2)) = R (mg-15)(u)

Je dois vérifier d’abord que cette application est bien définie: si ¢’ € G, alors
Ox(((h,9)Lug'™",g'w)) = Ox(((h,g'9) L, g'z)) = ...

o= hF(mggy 14 )(u) = hF(mg-1,)(u)

De méme, si (I,n) € L, alors

RIF (mgpy—15)(u) = hF (mp,-1,-1,)(lu) = RF(mg-1, ) F(m,—)(lu) =

= B (m o1, ) F(m,)F(m,)(u) = hF(mye, ) (1)

L’application fx est injective, car si deux éléments ((h,g) L, x) et ((A',¢") Ly, ')
de (H x G)/L, og X ont méme image par fx, je peux supposer g = ¢’ = 1, et
alors

WE (ma)(u) = K F(m,0)(u)

En prenant I'image par F(pyx), il en résulte que

F(pax)(hu) = F(pax)(h'u)

Alors il existe n € (G/K)* = Ng(K)/K tel que k'u = F(m,)(hu), ce qui revient
a dire que (h='h',n) € L,. Alors (h, 1)L, = (h,1)(h~'h",n)L, = (K',n)L, et dans
(H % G)/Ly 06 X

(h, 1)Ly, ) = (B, 1) Ly, n" ')



Alors j'ai b F(mg)(u) = b F(m,-1,)(u), donc F(mg)(u) = F(m,-1,)(u) et 2’ =
n~'z puisque I'application = — F(m;)(u) est injective. Il s’ensuit que dans
(H x G)/Lyog X, jai ((h, 1)Ly, z) = ((h',1)L,,2'), et Ox est injective.

Pour démontrer qu’elle est surjective, il suffit alors de montrer que les en-
sembles (H x G)/L, 0 X et F(X) ont méme cardinal, ce qui résultera du lemme
suivant:

Lemme 2: Soient (G et H des groupes, et . un sous-groupe de H x (.
Si X est un G-ensemble, alors X*() a une structure naturelle de p1(L)-
ensemble, et (H x (7)/L og X s’identifie a Indg(L)XkZ’(L)

En particulier, ce lemme entraine que
(H % G)/Lyog X| = [H : pr(Lu)]| X"

et comme |F(X)| = |F(pt)|| XX, il suffit pour prouver le lemme 1 de montrer
que |F(pt)] = [H : pi(Ly)]. Or si b € pi(Ly), alors il existe n € Ng(K)/K
tel que hu = F(my)(u), et en prenant I'image par F(pg/x) il en résulte que
hF(pa/k)(u) = F(pa/x)(u). Donc pi(L,) est contenu dans le stabilisateur H, de
I’élément r = (pg/k)(u) € F(pt).

Inversement, si hr = r, alors F(pg/x)(hu) = F(pg/r)(u) et il existe n €
(G/K)X = Ng(K)/K tel que hu = F(m,)(u), donc tel que (h,n) € L,. Donc
pi(Ly) = H,, et H/pi(L,) s’identifie a H/H,, c’est-a-dire a F(pt), ce qui prouve
que fx est une bijection.

Pour prouver le lemme 2, je définis d’abord une action de p; (L) sur I’ensemble
Xk & p € p(L), alors il existe ¢ € G tel que (p,q) € L. Un tel ¢ est bien
défini modulo multiplication a droite par un élément de ky(L). Je pose alors pour
z € Xk(D)

p.T = qx
et cette égalité définit I'action cherchée.
L’application a de Indg(L)X]”(L) dans (H x G)/L og X qui a (h,z) associe
((h, 1)L, x) est alors bien définie, carsip € pi(L), il existe ¢ € G tel que (p, q) € L,
et alors
((hp™" 1)L, p.x) = ((hp™", 1)L, qz) = ((hp™', 1) Lg,z) =
= ((kp™,q7 )L, 2) = ((h, 1)L, z)
Inversement, ’application b de (H x &)/ Log X dans Indg(L)Xk2(L) quia ((h, 1)L, z)
associe (h, z) est également bien définie, car si ((h, 1)L, z) = ((h', 1)L, "), il existe
g € G tel que 2’ = gz et (K/,1)L = (h,1)Lg™", i.e. (K""*h,g) € L. Alors dans
Ind[! ) X520 jai

(h',2")y = (K, gz) = (K, K" 'h.x) = (Wh'"h,z) = (h, x)

Il est alors clair que a et b sont des bijections inverses I'une de 'autre, et
qu’elles sont compatibles avec I'action de H, ce qui prouve le lemme 2.
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[’application f#x est une bijection pour tout X, qui est clairement un mor-
phisme de H-ensembles. Je dispose ainsi pour tout G-ensemble X d’un isomor-
phisme de H-ensembles de (H x ()/L, og X dans F(X). Ces isomorphismes
sont en fait fonctoriels en X, et définissent un isomorphisme de foncteurs de
(H x )/ Ly og — sur F: en effet, si Y est un G-ensemble, et f un morphisme de
X dans Y. Je dois montrer que F(f)fx = 0y(H x G/L,)o¢ f. Or

F(N0x((h, g) L 7)) = F([)(RF(mg-10)(u)) = hF(fmy-1;)(u)

De plus
Smgg(yK) = flyg™z) = yg™' f(x) = my-1 5y (y K)

donc fmg-1, = my-14(,) et

F(NOx((hs g) Ly 7)) = RE(mg15)(u) = Oy (((h, 9) L, f(2))

ce qu’il fallait démontrer.

Ainsi tout foncteur F' de G-ens dans H-ens ayant les propriétés 1) et 2)
est la réunion disjointe de foncteurs de la forme F, og — pour w € H\F(pt).
Mais comme la réunion disjointe des foncteurs A oz — et B og — est le foncteur
(ATl B) og —, il existe un H-ensemble-G que je note Er tel que F' soit isomorphe
a EF oG —.

1.2.5 Unicité de Fr

Pour démontrer I'unicité d’un tel ensemble Fr, il suffit d’indiquer un procédé
qui en fonction du foncteur F' isomorphe a Aog— redonne A comme H-ensemble-
(G a isomorphisme pres.

Je commence par décomposer I'ensemble F'(pt) en ses orbites w sous I'action de
H. Pour chaque orbite w, je choisis un sous-groupe K, de G minimal parmi
les sous-groupes K de G' tels que w C F(pg/k)(F(G/K)). Un tel sous-groupe
est un sous-groupe minimal pour le foncteur F,,, donc K, est bien déterminé a
conjugaison pres par G.

Je choisis ensuite u,, dans F(G/K,), qui s’envoie dans w par F(pg/k). Je pose
enfin

Ly ={(h,n) € H x Ng(K,,) | hu, = F(m,)(u,)}

A conjugaison pres par H x G, le groupe L, ne dépend pas des choix de K, et
u,: si je change K, en KZ,j ’ai I'isomorphisme m, : K, — z¢gK? de G/K, sur
G/ K¢, donc I'isomorphisme F/(m,) de F(G/K,) sur F(G/K?). Alors si I’élément
v, € F(G/KY) s’envoie dans w par F(pg/kg), je peux écrire v, = F(mg)(ul,),
pour u, € F(G/K,). Alors F(pg/k,)(ul,) et F(pg/k,)(u.) sont dans w, et il
existe hg € H tel que

hoF(pa/x.,)(uw) = F(pe/x, ) (how) = F(payr., )(ul,)
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Alors il existe ng € Ng(K) tel que

u!, = F(my,)(houy)

Par suite, si (h,n?) € H x Ng(KZ) est tel que
hv, = F(mye)(vy,)

j’ai
hE(mg) F(man, ) (hous) = F(mpe) F(my) F(ma, ) (hous,)

ou encore
W F (mgimg)(ve) = F(masmgmn, ) (u.)

ce qui donne

Wty = F (11051 Mg gns ) (1) = F (Mg (ngg)=1) (t) = F(minoy ) (1)

donc que (k" "on) € L.
Le groupe L, est donc bien déterminé a conjugaison pres, et le H-ensemble-G

B= J] (Hx®&)/L,

weH\F(pt)

ne dépend que de F' a isomorphisme pres.

Si F’ est un autre foncteur, et § un isomorphisme de F sur F’, alors 1’en-
semble B’ obtenu par la construction précédente pour F' est isomorphe comme
H-ensemble-GG a B: en effet, 'application 8, est alors un isomorphisme de H-
ensembles de F'(pt) sur F'(pt), et je peux identifier les ensembles d’orbites H\ F'(pt)
et H\F'(pt).

Pour faire la construction pour F' et I'orbite w, je peux alors choisir K/, = K, et
ui} = Gg/fgw(uw).
Si (h,n) € L., jai hu!, = F'(m,)(u,), soit

heG/Kw(uw) = F/(mn)aG/Kw(uw)

et donc
hu, = Ha}KwF/(mn)eG/Ix’w (uw) = F(mn)(uo)

ce qui montre que L/ = L.

Il me reste a voir que si F' est le foncteur A o —, alors la construction pré-
cédente redonne A comme H-ensemble-G. Je peux pour cela supposer que A est
de la forme (H x (G)/L, donc qu’il y a une seule orbite w = (H x G)/L og pt =
H/pi(L). Comme (H x G)/L og X est non-vide si et seulement si X*2(F) est
non-vide, je vois que K, = K = ky(L). Alors si u, = ((1,1)L,K), si h € H et
n € Ng(K), jai

hu, = ((h, 1)L, K) et F(my)(u,) = ((1,1)L,nK)
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Donc (h,n) € L, si et seulement si
(h 1)L, K) = (1, 1)L, nK)

i.e. §'il existe g € G tel que (h,1)Lg™" = (h,g)L = (1,1)L et gK = nK. Alors
(h,g) € L et (hyn) = (h,g)(1,g7'n) € L car g"'n € K = ky(L). Donc L, C L.

Inversement, si (h,n) € L, alors
((h, )L, K) = ((h,n)Ln,K) = ((1,1)L,nK)

et L. C L,, ce qui prouve le résultat annoncé, et termine la démonstration du
théoreme 1.

1.3 Le foncteur identité

Soit Id Le foncteur identité de GG-ens dans G-ens. Ce foncteur possede évi-
demment les propriétés 1) et 2). Comme Id(pt) = pt, il y a une seule orbite w.
Comme [d(G/K) = G/ K est non-vide pour tout K, le groupe trivial est minimal
pour Id. De plus Id(G/1) est ’ensemble (& sur lequel G agit a gauche. Je peux
prendre u, =u =1 € G. Alors (h,n) € L, = L si et seulement si (h,n) € G x G
et h.1 =n.1. Le groupe L est donc la diagonale de GG x (7, et ’ensemble Ej; est
I’ensemble GG sur lequel G opere a gauche et a droite. 1l est d’ailleurs trivial de vé-
rifier directement que si A est un H-ensemble-G, alors AogG =~ Aet Hog A~ A
comme H-ensembles-G.

1.4 Associativité

Il est clair d’autre part que si F' et F' sont des foncteurs possédant les pro-
priétés 1) et 2), et s’ils sont composables, alors le foncteur composé possede aussi
ces propriétés. La proposition suivante montre que

EF oG (EF/ Oqgv —) = (EF oG EF’) Ot —
et 'ensemble Fpop associé a F o F' est donc égal & Ep og Ep:

Proposition 1: Soient GG, H, K et L des groupes. Soit A un H-ensemble-
(7, soit B un K-ensemble-H, et (' un L-ensemble-K. Alors

Cog (BogA)~ (Coxg B)og A
comme [-ensembles-G.

Sibe Betac€ A, etsiyHa C alG, je noterai boy a la classe du couple (b,a)
dans B oy A.

Soit alors cog (boga) € Cog (Bog A). Alors pour tout k € K tel que ck = ¢,
il existe g € G tel que k(bog a) = (boga)g. Donc il existe h € H tel que kb = bh
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et a = h~lag.
Donc

Vk e K ck=cdg € G,h € H tels que kb = bh ha = ag

En particulier, pour tout k tel que ck = ¢, il existe h € H tel que kb = bh, et je
peux parler de cox b € C og B.

De plus si h € H est tel que (cox b)h = cog b, alors il existe k € K tel que ¢k = ¢
et k='bh = b.

Mais comme ck = ¢, il existe b’ € H et g € G tels que bh' = kbet h'a = ag. Alors
h s’écrit h = ah’, avec a € yH. Donc

ha = ah'a = cag C aG

car aa C a(G, puisque a € yH et boyg a € B oy A. Ce raisonnement prouve que
coxbHa C al, et je peux parler de (cox b) o a € (C oxg B) oy A. 1l est clair
que cet élément ne dépend que de c ok (bogy a). J'ai ainsi défini une application
cog (boga)r— (cogb)ogade Cog (Boy A)dans (Cox B)oy A.

Inversement, si (c ox b) oy a € (C ox B) oy A, alors pour tout h tel que
(cog b)h = cog b, il existe g € G tel que ha = ag. Donc pour tout h tel qu’il
existe k € K avec ck = c et k='bh = b, il existe un tel g.

Vhe Hdk € K ck=cbh=kb = 3dg € G ha=ay

Mais si h € H est tel que bh = b, alors il existe & € K tel que ck = c et bh = kb,
par exemple £ = 1. Donc il existe ¢ € G tel que ha = ag, et je peux parler de
boga € Bog A.

De plus, si k € K est tel que ck = ¢, alors comme cog b € C o B, il existe h € H
tel que kb = bh. Cet élément h est tel qu’il existe k € K avec ck = ¢ et kb = bh.
Donc il existe ¢ € GG tel que ha = ag. Alors

k(boga)=kboga=>bhoga=bogha=boygag=(boya)g

ce qui prouve que cog (boga) € Cog (Bogy A), et il est clair que cet élément ne
dépend que de (¢ ox b) o a. D’out une application (¢ ox b) o a +— cog (bog a)
de (C og B)oy A dans C og (Bog A).

Les deux applications ainsi construites sont de facon évidente des bijections
inverses I'une de 'autre. La proposition en découle.

1.5 Calcul des produits

Notation: Si L est un sous-groupe de G x H, je note pi(L) (resp. p2(L)) sa
projection sur G (resp. H), et k(L) (resp. k2(L)) le groupe p1(L N (G x {1}))

(resp. pa(L 0 ({1} x H)))
Soient G, H, et K des groupes. 51 B est un K-ensemble-H et A un H-ensemble-
(7, le produit Bog A est un sous-ensemble du produit B x g A, quotient de B x A
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par l'action de H. Si B est libre a droite (i.e. si s = (1) pour tout b € B), ou si
A est transitif a droite (i.e. si (f est transitif sur A), alors la condition yH.a C a.(¢
est réalisée, et dans ce cas Bog A= B xg A.

Si L est un sous-groupe de K x H et M un sous-groupe de H x G, je vais
calculer le produit

P= (K xH)/L)og ((H xG)/M)
Soit e = (k,h)L og (h',g)M € P. Je peux écrire
e=k(1,1)Log (AW, 1)Mg™*
Chaque orbite de P sous 'action de K x G admet donc un représentant de la forme
(1,1)Log (h,1)M, pour h € H convenable. Un autre élément (1,1)L og (R',1)M
de ce type est dans la méme orbite si il existe &k € K, g € G et x € H tels que
((k,2)L, (xh,g)M) = ((1,1)L, (K", 1) M)

donc (k,z) € L, et € py(L). De méme, (h'~'zh,g) € M, et h'"'zh € p(M),
donc h € py(L)h'pi(L). Inversement, si h s’écrit zh'y, avec x € pyo(L) et y €
p1(M), il existe k € K tel que (k,z) € L et g € G tel que (y,g9) € M, et alors

(L,1)L og (b, 1)M = (1,1)L o (xh'y, )M = ...

= (k,x)Log x(k',1)(y,g)M = k(1,1) ofr (K',1)Mg~"
Je peux donc indexer les orbites de K x (& par des doubles classes py(L)hp(M).
Le stabilisateur dans K x G de ’élément (1,1)L og (h,1)M est 'ensemble des
couples (k, g) tels que

E(1,1)L oy (b, YMg™" = (k,1)L oy (h,g)M = (1,1)L oy (b, )M

Cela signifie qu’il existe x E H tel que (k,x)L = (1,1)L et (zh,g)M = (h,1)M,
ou encore (k,z) € L et (z",¢) € M, c’est a dire (k,g) € L+ "UM.
Les considérations ci dessus montrent que
(K x H)/L) xg ((H x G)/M) = > (K x G)/(L+ ™M)
h€p2(L)\H/p1(M)
De plus I’élément (1,1)L og (h,1)M est dans P si et seulement si

anpH.(h, )M C (h, 1)M.G

Or (1,1)L.x = (1,1)L si et seulement si & € ko(L). Donc si & € kyo(L), il doit
exister g € (7 tel que (zh,1)M = (h,g)M, ce qui revient a dire que z" € p;(M).
Je dois donc avoir ky(L)" C pi(M), et finalement le produit P s’écrit

Proposition 2: (Formule de Mackey) Soient G, H et K des groupes. Si
L est un sous-groupe de K x H et M un sous-groupe de H x (¢, alors
(K x H)/L) oy (H x G)/M) = > (K x G)/(L* "V M)

h € po( L)\H /p1 (M)
ka(L)" C py(M)
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2 L’anneau de Grothendieck

Soit GG un groupe, et I'(() le groupe de Grothendieck des G-ensembles-(7, les
relations étant données par les réunions disjointes. Alors I'((Z) peut étre muni
d’une structure d’anneau, la multiplication étant donnée par le produit og.

2.1 Un sous-anneau de I'(G)
Soient X et M des sous-groupes de (& tels que X C Ng(M). Je pose

AX,M = {(a,b) | a < X, ab_l € M}
C’est un sous-groupe de G: en effet, si (a,b) et (a’,b') sont dans Ax ar, alors
aa'b'_lb_l — a(albl_l).a,b_l

est un élément de M si X normalise M.

De plus, la premiere projection de Ax s est égale a X, car elle est contenue
dans X, et d’autre part la diagonale de X est contenue dans Ax . Il est clair
de méme que k1 (Ax p) = XN M.

De méme, la seconde projection de Ax ar est égale a X. M, et ky(Ax y) = M.

Je pose alors

tX,M = (G X G)/A)QM
et je note 7 () le sous-module de I'(Z) engendré par les éléments tx a;.
Remarque: [.’élément ¢ x s ne dépend de (X, M) qu’a conjugaison pres: si z € (7,

j’a,i tX7M = tXm7Mr.
Le lemme suivant montre que 7 ((7) est en fait un sous-anneau de I'(G):

Lemme 3: Soient (X, M) et (Y, N) des couples de sous-groupes de G, tels
que X C Ng(M) et Y C Ng(N). Alors, pour tout = € GG tel que M* C Y,
le groupe X N”Y normalise le groupe M.”N, et

tx moglyn = Z Lxney,MeN
re X\G/Y
M CY

La premiere assertion est claire car X N *Y normalise M et “N, donc M.* N, qui
est un sous-groupe de G car M C *Y C Ng(“N).
Je peux alors utiliser la formule de Mackey

lx moglyn = Z (G x G)/(Ax . * (Z’I)AY,N)
z € XM\G/Y
M*CY
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De plus, si M* C Y, alors XMzY = Xae. M"Y = XzY, et je peux sommer sur
z dans X\G/Y. D’autre part

Axarx @VAy v = {(a,b) | e, a € X, ac™t e M, €Y, &b~ € N}

Dans ces conditions, 1’élément a est dans X N (M.7Y) = X N*Y, car M C 7Y,
et a.("b)~" = (ac™")(c(*b)') € M.”N. Inversement, si a € X N*Y et a.(*b)~" €
M. N, alors je peux écrire a.(*b)™" = m."n, pour m € M et n € N. Posant
alors ¢ = m™'a = “(nb), j’ai bien ¢ € “Y car a € “Y et M C “Y. De plus

act=meM,et c®m™ =n & N. Il en résulte que

AX,M * (M)AY,N = AXmﬂfY,M.rJ\f

ce qui prouve la formule annoncée.

2.2 Des idempotents orthogonaux
2.2.1 Projecteurs dans ’anneau de Burnside

Dans [BO1], j’introduisais des projecteurs dans ’anneau de Burnside du groupe
(7, associés a des familles £ de sous-groupes de (G ayant les propriétés suivantes:

1. La famille F' est stable par conjugaison par G.

2. La famille I est stable par produit, i.e. si H et K sont dans F, et si

H C Ng(K), alors HK € F.
3. La famille F contient le groupe trivial.

Le projecteur associé au sous-groupe P € F, que je noterai ici 74, était défini
par
G G
mp(X) = > Indy, poyrr(P, Q)-X*¢
Qel

Q2P
Q mod.Ng(P)

ou pr(P,Q) désignait I'invariant de Mobius, i.e. I'invariant de Lefschetz réduit
de I'intervalle | P, Q[r, vu comme élément de I'anneau de Burnside de Ng(P, Q).
Lorsque P décrit F'/(, les projecteurs 7% obtenus sont deux a deux orthogonaux
et leur somme est 'endomorphisme identique de b(().

D’autre part, le produit og, étendu par linéarité, définit une application de
I'(G) dans I'anneau d’endomorphismes de I'anneau de Burnside de G, par 'ap-
plication

AeTl(G)— (X €b(G)— Aog X € b))

[associativité du produit oz montre que j’ai en fait un morphisme d’anneaux de
I'(G) dans Endz(b((7)). Une question naturelle est alors de savoir si les projecteurs
ci-dessus proviennent d’idempotents de I'().
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Je note tout d’abord que je peux réécrire le projecteur 7% sous la forme

79 (X) = — 3 (—1)*nd§_ X"
inf s = P
smod.Ng(P)

ot la somme porte sur des suites croissantes s d’éléments de F (ce que je noterai
s € Sd(F)), et |s| désigne le cardinal de la suite s.
J’al montré de plus que si L est un sous-groupe de G x &, alors

(G x G)/Log X =1Indy ;X%
Je pose alors, pour P € F,

Bi=— Y ()G X ) Avgm
mf s=P
s € Sd(F)/Na(P)

Comme py(Ang(s)sups) = Na(s), et comme ky(Apn,(s)sups) = SUp s, j’ai pour
tout X € b(G)
m5(X) = ES oq X

et les S sont des candidats raisonnables pour les idempotents cherchés.
Remarque: Il est clair que £S ne dépend que de la classe de conjugaison de P
dans G: si g € (G, alors E§ = E§,.

2.2.2 Calcul de E§ og (G x H)/L

Soit H un autre groupe, et L un sous-groupe de GG x H. Par la formule de
Mackey, je peux écrire, en désignant par s une suite croissante d’éléments de F
et en notant L; le groupe An(s)sup s

ES o6 (G x H)/L = ...

_ T [Na(s)] [(sup 5-Na(s))” O pa(L)]

_ |5| % *(IJ)
INa(P) [sup s Na(s)ip(L)] 1) (G H)/ (L™ L)

mf s =P
zx el
sup 57 C pi(L)

Or
Ly @D = {(a,b) | Jca € Ng(s) , a.c™' €sup s, (¢",b) € L} = ...
.={(a,b) | 3¢" a” € Ng(s%) , a”.(¢")"" €sup s”, (¢",b) € L} = ...

o={(a,b) [ (a",b) € Ly # L} = @V (Lw # L)
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De plus, comme sup s* C py(L), j’ai
(sup s.Ng(s))" N pi(L) = sup s°.(Ng(s®) Npi(L))

Donc ' '
_ Jsup &l Na(s") N (L)

(sup s:-Na(s))" N (D) = == A N7

Comme
| sup s||Ng(s)]

~ |sup s N Na(s)|

|sup s.Ng(s)]

Il vient finalement, en sommant sur s*

inf s = P*
sup s C p1(L)

Notations: Si P et () sont deux sous-groupes du groupe (i, je noterai Tg(P, Q)

I'ensembledes z € G tels que P* C Q, et Tg(P, Q) le quotient No(P)\Te(P,Q)/Q.
Si K est un sous-groupe de (7, je note F(K) I’ensemble des sous-groupes de K

qui sont dans F'. Les conditions sur la famille /' entrainent 1’existence pour tout

sous-groupe K de (&, d’un plus grand sous-groupe normal de K qui soit dans F|

que je note O (K).

Avec ces notations, je peux écrire

Bog(Gx H)/L=- ¥ S (G x (L D)
c€Tc(Ppi(L)) inf s = P*
sup s C pi(L)
mod. Ny, (r)(P”)

De plus
Lsx L ={(a,b) |a € Ng(s), ¢, a.c' €sup s, (¢,b) € L}

Il est alors clair que sup s normalise k1 (L), puisque sup s C pi(L), et en intro-
duisant le groupe Qf, = Op(ki(L)), j’ai

Ly+ L C{(a,b)|a € Ng(s), e, a.c™' €sup 5.9y, (¢,b) € L}

Inversement, si a.c”! € sup 5.0, alors il existe u € sup s et v € Qf tels que

a.c™’ = w.w. En posant ¢ = wv.c, j’ai alors a.d”' = u € sup s, et (¢,b) =

(v,1)(¢,b) € L. Donc

Lyx L ={(a,b)]| a€ Ng(s), e, a.c”! €sup 5.0z, (¢,b) € L}
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et je peux dans la somme donnant ES og (G x H)/L regrouper les termes s pour
lesquels sup 5.z, est un élément R donné de F(py(L)), contenant P*.Qy,. 1l vient

ES oG (G x H)/L = ...
=- X > > (=D)MI(G > H) /(L + L)

z€Ta(Ppi(L)) P*Q; CRC p1(L) inf s = P*®

mOd.Npl(L)(PI) sup s.Qr = R
mod.Np,(z)(P?, R)

Si K est un sous-groupe de N, (r)(P”, R), alors
Agp* L ={(a,b)e G x H|ac K, Jc, a.c”' € R, (c,b) € L}

est un sous-groupe de G x H. De plus, si u € N, )(P*, R), soit v tel que
(u,v) € L. Alors

Agup* L =1{(a,b)|ac K* 3¢, a.c”' €R, (c,b) € L} =...

co.={(a,b) |a € K* Fe, “a.("e)”' € R, (“¢,"b) € wo g, = [} = ...
co.={(a",b) |a € K ¢, a.c”t € R, (¢,"b) € L} = {(a*,b") | (a,b) € Axp* L}
Donc Agup* L = (Ag g * L)("’“). Je peux alors définir une application A\ de
I'anneau de Burnside de Ny, (1)(P”, R) dans celui de G’ x H en posant
AMNpy () (P*,R)/K) = (G x H)[(Agr* L)

Avec cette définition, j’ai

S = 3 (—DE(Gx BH)/(Lyx L) = ...
inf s = P
sup s.Qp = R
mod. Ny, (1) (P”, R)

=X > (= 1)PINyy @1y (P75 R) [Ny (1)(5))
inf s = P*
sup s.Qr = R
mod. Ny, (P, R)

Remarque: Si inf s = P7 et sup s.Qp, = R, j’ai bien N, (1y(s) € N, (1)(P*, R).

Or linvariant de Lefschetz réduit de “I'intervalle semi-ouvert” |P*, R]r des
éléments de F(R) contenant strictement P est donné par

/N\]P“,R]F = Z (_1)|5|Np1(L)(P$7R)/Npl(L)(S)
inf s = P*
mod. Ny, (0)(P®, R)
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et il est nul si P* # R. Soit Z =]P*, R|r — {Q | @.Q1, = R}. Alors

Az = > (= 1)¥ Ny 1) (P75 R) Ny 1) (5)
inf s = P*
sup s.Qr # R
mod. Ny, (r)(P”, R)

et 'ensemble Z est Ny, (1)(P”, R)-contractile par les contractions @ — @Q.ki(L) —
P* ki (L), si Qp € P* et si P*.Qy, # R.
Finalement, si P* # R, si Q7 € P* et si P*.Q;, # R, alors par différence

A]Pz,R]F - AZ = 0 = Z (—1)|S|Np1(L)(Pz, R)/Npl(L)(S)
inf s = P®
sup s.Qr = R
mod. Ny, (r)(P*, R)
De plus, si P* = R, alors P*.Q};, = R. FEt si P*.Q0;, = R et inf s = P*, jai
sup s.2;, = R si et seulement si sup s C R. Alors
S =X > (=DFINy @) (P2, R) [Ny (1) (5) = MAypegg) = 0
inf s = P*
sup s C R
mod. Ny, ()(P*, R)

si P* # R.
Il ne reste donc que les cas ou P* = R ou P® O . Mais si P = R, alors
P7* D Q. Finalement, la somme S est nulle, sauf si Q7 C P*. 1l vient

Lemme 4: Soit P un sous-groupe de (7, et L un sous-groupe de GG x H.
Alors

Foo(GxM)/L=— 3 S 0GR (L)
z €Ta(P,pi(L)) inf s = P°

Or (ki (L)) C P* sup s C p1(L)
mod.Npl(L)(Px)

et en particulier le produit est nul si Oz (k(L)) n’est contenu dans aucun
conjugué de P.

2.2.3 Calcul de (H x G)/L og E§

Si a présent L est un sous-groupe de H x (G, un procédé analogue permet le

calcul de (H x )/ L og ES:

(HxG)/LogEg=— > (HxG)/Log(GxG)/L,
inf s = P
mod.Ng(P)
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et par la formule de Mackey
(HxG)/LogES =...

N INa(o)] [p2(E) N Na(®s)]
= L NP Na@)palD)]

(—D)*(H x G)/(L+=VL,)
mf s=P
r el
ka(L) C Na("s)

De plus
L@V = {(a,b)| e (a,¢) € L, ¢ € Ng(s), b~ €sup s} =...
..={(a,b)| Fe(a,c) € L, c€ Ng(*s), c.("b)"" €sup “s} = ...
..={(a,b) | (a,°b) € L * La,} = (L * Lu;)1®

Je peux donc écrire, en sommant sur s

oG _ p2(L) N Na(s)l sl W7 ) —
(HxG)/LogE x%:G |Ng(P)||p2(L)|( DE(HxG)/(LxLg) = ...
inf s=7"P
ka(L) € Na(s)

== > S ()M X @)L x L)

z€p2(L\Tq(k2(L),NG(P))/Na(P) infs=2p
ka(L) € Na(s)
mod. Ny, )(* P)

De plus
L*Ly=1{(a,b)|3c(a,c)€ L, ce Ng(s), c.b™" €sup s}

Or la suite s est invariante par kz(L), et il est clair que, en posant Qf, = Op(ko(L)),
j’ai
L L, C{(a,b)|3c(a,c)€ L, c€ Ng(s), c.b™' € Qp.sup s}

Inversement, si (a,c) € L, si ¢ € Ng(s), et si e.b™" € Qp.sup s, alors il existe
u € sup s et v € Qp tels que c.b™! = v.u, et en posant ¢ = v~l.c, j’ai bien
d € Ng(s), puisque Q, C Ng(s). Jai aussi (a,c) = (1,v7)(a,c) € L car
v € ko(L), et b1 = u € sup s. L'inclusion ci-dessus est donc une égalité.

Dans la somme donnant (H x )/ L og ES, je peux alors regrouper les termes
s pour lesquels p,.sup s est un sous-groupe R donné, contenant *P.Qz. Il vient

(Hx G)/Log ES =...
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== > > (—DV\(H x @)/(L* L)

z EPQ(L)\TG(]CQ(L)7NG(P))/NG(P) inf s=%P
RD"PQy ks(L) C Na(s)
mod.Npg(L)(“fP) Qr.sups=R

mod.Np,r)(" P, R)
Si K est un sous-groupe de N, (P, R), alors

L+Agr=1{(a,b)c Hx G|3c(a,e)e Lece K, cb' € R}

est un sous-groupe de H xG. De plus siv € Ny, (1) (" P, R), soit u tel que (u,v) € L.
Alors

LxAgopr=1{(a,b)]|3c(a,c)eL,ce K", cb' € R} =...
o={(a,b)| e (“a,%c) e L =L, %ce K, c(b) ' €R} =...

o= {(a,b) | (*a,"b) € Y(K)} = (L + Agg)®¥)

D’on une application p de 'anneau de Burnside de Np,7y(“P, R) dans celui de
H x (@, définie par

#(Npp()("P, R)/K) = (H x G)/(L x Ak r)
L.a somme

= > (—=DPI(H x &) /(L+ L)
inf s =%P, ka(L) C Ng(s)
Qp.sup s=R
mod.Np,r)(" P, R)

est alors I'image par p de

> (=) Np (1) (" P, R) /Ny 1y ()
inf s =%P | kao(L) C Ng(s)
Qp.sups=R

mod. Ny, r)(" P, R)

Si*P # Ret "P.Qy # R et Q7P # ” P cette somme n’est autre que

APz mlr — NPe RIp—{Q | 01.Q=R)

et ces deux invariants de Lefschetz sont nuls par le méme argument que plus haut.
Or si *P = R, alors *P.Q;, = R. Et si “P.Q;, = R, alors T est I'image par p de
Aj2p,R]p, qui est nul si “P # R. Finalement, la somme 7' est nulle sauf si Q, C “P,
et alors
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Lemme 5: Soit P un sous-groupe de (7, et L un sous-groupe de H x (.
Alors
(Hx@G)/LogES = — 3 (=D)F(H x G)/(L+ L)

z € p2(L)\Ta (k2(L), Na(P))/Na(P)
Orp(ka(L)) Cinf s =7P,
mod.Np,(L)(" P)

et en particulier le produit est nul si Or(k;(L)) n’est contenu dans aucun
conjugué de P.

2.2.4 Orthogonalité
Soient P et ) des éléments de F(() tels que ES og Eg # 0. Alors:

1. Tl existe une suite ¢ telle que inf ¢ = Q et telle que E§ og (G x G)/L; # 0.
Alors Op(ki(L;)) = Op(sup tN Ng(t)) est contenu dans un conjugué de P.
Mais comme ) = inf ¢ est distingué dans sup ¢t N Ng(t), je vois que @ est
contenu dans un conjugué de P.

2. 1l existe une suite s telle que inf s = P et telle que (G’ x G)/L, og E§ #
0. Alors Op(ko(Ls)) = sup s est contenu dans un conjugué de ). Mais
comme inf s = P est contenu dans sup s, je vois que P est contenu dans
un conjugué de Q).

Donc si ES og ES # 0, alors P et ) sont conjugués dans G .

2.2.5 Calcul de la somme des £%

Soit U la somme des ES, lorsque P décrit un systeme de représentants des
classes de conjugaison de sous-groupes de (. Alors

U=- > > ()G xG)/Ls

Pmod.G lnf s = P
mod.Ng(P)

Alors il est clair que

U=— ¥ (-G xG)L,
smod.G
et je regroupe les termes pour lesquels sup s est un sous-groupe () donné de G-
Uv=— % S (=D)F(E x G Anga
Q mod.G sup s = Q
mod.Ng(Q)
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Si K est un sous-groupe de Ng(Q), alors Ax g est un sous-groupe de G x (. De
plus, si u € Ng(Q), alors

Agug = Agugu = Agg:és)

D’ou une application § de 'anneau de Burnside de Ng(Q) dans celui de G x G,
définie par

0(Na(Q)/K) = (G x G)[Akq
Alors la somme
> (=M@ @)/ Anga

sup s = @
mod.Ng(Q)

est I'image par 6 de ZNX[LQ[F, qui est nul si Q # {1}. Il en résulte que
U=— >  (=DMNGx @)/ Ange.py = (G x G)/ Ly = (G x G)/A(G)

sup s = 1
mod.Ng(1)

qui est 1’élément neutre de "anneau I'(G) pour le produit og.
Comme les ES sont deux a deux orthogonaux, il s’ensuit que ce sont des
idempotents, puisque

Ef=EfogU= Y EfogE] =EfogEg
QEL/G

D’ou

Proposition 3: Les ES, lorsque P décrit F/(, sont des idempotents
deux a deux orthogonaux de I'((), et leur somme est I’élément neutre

de I'(G).

2.3 Un morphisme de b(G) dans I'(G)

Si X est un G-ensemble, soit X Pensemble X x @, doté de la double action
du groupe G définie par
g(z,u)h = (gz, guh)

Lemme 6: Si X et Y sont des (G-ensembles, alors
XogV X XY
comme (G-ensembles-(¢
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En effet, les ensembles X et Y sont libres & gauche et a droite comme (G-ensembles-
G. Tl en résulte que X og Y est égal a X %Y, lui méme isomorphe & XxY par
les applications

((xvg)a (yvh)) € X Xa ? = (CL’,gy,gh) € X’;Y

(z,y,9) € X XY — ((z,1),(y,h)) € X xqV

qui sont des bijections inverses I'une de 'autre.

En particulier Papplication X — X se prolonge en un homomorphisme d’an-
neaux de ’anneau de Burnside b(() dans I'(G). Comme G/G =~ (G x G)/A(G),
ce morphisme est unitaire, et permet en particulier de transférer a I'(G) une
décomposition de I'unité en idempotents orthogonaux de b(().

2.4 Semi-simplicité en caractéristique 0

Notation: Si K est un anneau, je noterai I'x (G) (resp. b (()) le produit tensoriel
K @7 '(G) (resp. K ®z b(G). Je suppose de plus dans cette partie que K est un
corps de caractéristique 0 ou p > 0 ne divisant pas 'ordre de (G. D’autre part,
les idempotents ES considérés sont ceux associés a la famille F de tous les sous-
groupes de G.

Dans ce cas, 'anneau b ((7) est semi-simple. Ses idempotents primitifs sont
indexés par les classes de conjugaison de sous-groupes de (7, I'idempotent e%
étant donné par la formule

G = Ty 2 | KRG/ )

KCH
Puisque GF/VK = (G x G)/A(K), I'image de €% par le morphisme X — X est
égale a

S KIVK, HL.(G x G)JA(K)

o 1
" [Na(H) KCH

2.4.1 Produits par %

Je dispose donc de deux décompositions de I'unité de I'x () en idempotents

orthogonaux. Il est naturel d’essayer de les multiplier. Pour cela, j’étudie d’abord

la multiplication par €&:

Lemme 7: Soient (¢ et G' des groupes, et I un sous-groupe de G x G'.
Alors

1. Le produit (% og (G x G')/L est nul si p(L) # G.
2. Le produit (G x G')/L o ng est nul si po(L) # G'.
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Remarque: Comme ¢4 est somme algébrique de G-ensembles-G libres & gauche
et a droite, si A est un G-ensemble-G’, j’ai

eGog A=eS xg A et Aog el = A xg €&,

En notant A* le G'-ensemble-G' “dual” de A, égal a A en tant qu’ensemble, la
double action étant définie par

¢ .a.gdans A* = g.a.¢' dans A, pourg' € G', a € A, g€ G

j'ai de plus (A X B)* & B* xg A*, pour tout groupe GG” et tout G’-ensemble-G”
B. La seconde assertion du lemme se déduit donc de la premiere.
Il s’agit de calculer le produit

1

P=—
|Gl

S IXI(GNG x G)JA(X) o6 (G x /L

Xca

Par la formule de Mackey, il vient

_ e X 0 (D)) % 4 (@1)
P=ra )EG (@)= PG X G (AX) + )
red

et

AX)* @V = {(a,b) | a € X N "py(L), (a®,b) € L}
Je peux alors sommer en fixant le groupe Y = X N “py(L). Le lemme résultera
alors du lemme suivant, appliqué au treillis des sous-groupes de G"

Lemme 8: Soit X un ensemble ordonné ayant un plus grand élément
v, et dans lequel toute paire {z,y} admet une borne inférieure = A y.
Soient y <z € X. Si z # v, alors

>, Xazy[=0
reX
rNz=y

En effet, si z # v, alors soit ¢ I'injection de |y, z] dans Jy,~[. Elle est telle que si
z €]y, 7], alors
1" ={u€ly, 2] [ i(u) <z} =]y, 2 A z]

Donc ¢* a un plus grand élément x A z si y # x A z, et 1" est vide sinon. Alors

z €ly, 7l z €]y, ]
rANz=y TNz=y
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Donc

yalt X Xzal= X Xza[=0
z €]y, 7] z € [y,7]
rANz=y rANz=y

D’ou le lemme, puisque si z € X est tel que x A z =y, alors x € [y, 7].
Lemme 9: Soit H un sous-groupe de (. Alors

1. Le produit % og ES est nul si H n’est pas un sous-groupe normal

de G.

2. De plus eG og EG = eG og ES oG eg

En effet, j’ai
=Y ()G x o)L,
inf s = H
mod.Ng(H)

et le produit eG (GxG)/Ls est nul, sauf si p1(Ls) = G. Or p1(Ls) = Ng(s), done
s est composée de sous groupes normaux de (¢, et en particulier H = inf s<a G,
d’ou la premiere assertion.

Alors la seconde assertion est trivialement vraie si H n’est pas un sous-groupe

normal de G. Et si H <G,

CogEG= 3 (=D)Fleoq (G xG)/L,
inf s=H
Ng(S)IG

Par le méme argument, puisque py(Ls) = sup s.Ng(s), jai aussi

ES og €S = > (-G x @)/L, og €&
inf s = H
sup s.Ng(s) =G
mod.G

D’autre part, I’élément €& est combinaison linéaire de termes de la forme

(G x G)/A(X), ou X parcourt les sous-groupes de G. Or comme py(Ls) = G, le
produit (G x G)/Ls og (G x G)/A(X) est nul si ky(Ls) = sup s € X, et égal a
(G xG)/(Ls * A(X)) sinon.

Mais le produit €& o (G x G)/(Ls x A(X)) est nul si p;(L, *x A(X)) # G. Et
si p1(Ls * A(X)) = @G, alors en particulier p;(Ls) = G, donc Ng(s) = G. De
plus, pour tout a € G, il existe des éléments b et ¢ tels que (a,¢) € L, et
(¢,b) € A(X). Donc il existe b € X tel que a.b™' € sup s. Donc X.sup s = G,
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et comme sup s C X, le seul terme % og ES o (G x G)/A(X) non-nul est celui
correspondant a X = (7, dont le coefficient est 1. Donc

eGog ES = €S og ES og €&
ce qui prouve le lemme.

2.4.2 Définition des FEH

Il en résulte que si je pose Fi§ = €8 og ES, pour H a4, jobtiens des idem-
potents othogonaux de T'x((), dont la somme est €&. Plus généralement, si
H4aK C G, je note x +— T la projection de K sur K/H = K, et je considere le
K-ensemble-(& ax g défini par

agn = (K x K)/{(k,k) | k € K} ok F; og (K x G)/A(K)
Je note de méme S p le G-ensemble- K défini par
Brm = (G x K)/A(K) o Fy ox (K x K)/{(k, k) | k € K}
Alors soit H' « K' C (. Je vais calculer le produit ax g og Bk mi. Je peux écrire
ar.m o6 Brrm = (K x K)[{(k, k) | k € K} ox Fy o (K x G)/A(K) oG ...

(G X KYA(K") oger F& o (K" x KN/{(K, %) | k € K'}

Comme
FE o (K x G)/A(K)oq (G x K')/AK')og FE = ...
.= Fff ox e ox (K x G)/A(K) o6 (G x K')/A(K") ogr e, oxer B,
et comme

(K x G)JA(K)og (Gx KVAKY= Y (K xK')/{(kE)|keKn“K'}
zeK\G/K'

je dois avoir

m({(k, k) | ke KN"K'}) =K

soit K C*K', et
p({(k, k") | k€ KNTK'}) ="K’

donc K D "K’. Finalement, le produit ax gog Bk g est nul si K et K’ ne sont pas
conjugués dans G. Et si K’ = K9, pour ¢ € (7, alors en notant 4 I'isomorphisme
canonique entre K/H et K9 = K9/HY et en posant

t = (K7 x K)/{(+(R),F | k € K}
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v = (K x B0)[{(F.A(F) | k € K}
il est clair que t o 1* = Ir e et que 1" ozt = 117, De plus
tOf O H = OK9 H9

et il suffit de considérer le couple (K, H) a conjugaison pres par (. Je peux donc
supposer K = K', et dans ce cas

(0% ele! /BK,H’ = Z (F X [X,)/{(E, k) | k € [X’} OK FI{} oK ...

zeNg(K)/K

(K< K)J{(k, k) | k€ Ky og Fiyiox (K x K)/{(k,k) | k€ K}

De plus, je peux écrire
Ffog (K x K)/{(k, k") | k€ K} = (K x K)/{(k,k") | k € K} ox F}j
ce qui résulte par exemple du lemme suivant:

Lemme 10: Soit H un sous-groupe du groupe (&, et # un isomorphisme
de G sur un groupe G’. Alors

6 oa (G x @) /{(u,0(w)) | u € G} = (G x G')/{(u,0(w)) | u € G} ocr e

ES o6 (G x Q) /{(u,0(w) | v € G} = (G x G)/{(u,0(w)) | u € G} ogr By,

En effet la premiere assertion résulte de ce que
(GxG)JA(X)og(GxG)/{(u,0(u)) | v e G} = (GxG)/(A(X)*{(u,8(u)) |ue G}) =...

o= (Ex A/ A{(z,0(2)) |z e X}
Alors que

(G x G/ {(u,0(w)) | v € G} og (G x G)JAB(X)) = ...
o= (GG ({(u,0(w) | v € G}« A(O(X))) = (G x G")/{(2,0(z)) | z € X}

La seconde résulte quant a elle de maniere analogue de 1’égalité
(GG Laoa( G G {(,0(w)) | 0 € G} = (GxG)/{ (1, 0(w)) | 0 € Gogr(GX )/ Lags
En utilisant ce lemme et I'orthogonalité des Fi, pour H 1 K, je vois que

axmocbim = Y (KxK){(Fk)| ke Kjox(KxK)/{(k4") | k€ K}ox...

zeNg(K)/K
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L FE og FE o (K x K)/{(k, k) | k € K}
)

et cette somme est nulle sauf si il existe © € Ng(K) tel que H* = H', auquel cas
(K,H)* = (K, H').

Donc le produit ax g og Brrm est nul si (K, H) et (K', H') ne sont pas
conjugués par (.

Je peux donc supposer K = K’ et H = H', et alors

oxubn= S (KxE)/{(FF) | ke Kyor(KxK)/{(F, k)| k€ K}ox...

zeNg(K,H)/K
B og (K x K)J{(k,k) | ke K} = ...
=0 Y (KxT)H{ER) | ke K})og X

zeNg(K,H)/K

moyennant le lemme suivant

Lemme 11: Soit / un sous-groupe normal du groupe K, et K = K/H.
Alors

(K x K)/{(k,k) | k€ K} ox Fi = FF o (K x K)/{(k, k) | k € K}
De méme

(K x K)J{(F, k) | k € K} ox (K x K)/{(k,F) | k € K} = (K x K)/A(K)

En effet, par définition

Hi=Fox b= ¥ ()" ox (K x K)/L,
inf s=H
mod. Nk (H)

et je sais que je peux sommer uniquement sur les suites s formées de sous-groupes

normaux de K. D’autre part, I’élément eX est combinaison linéaire de termes de
la forme (K x K)/A(X), pour X décrivant les sous-groupes de K. Le produit
(K x K)/{(k,k) | k€ K}or (K x K)/A(X) est nul si koy({(k, k) |k € K})=H
n’est pas contenu dans p;(A(X)) = X, et sinon, il est égal a

(K x K)/{(z,z) |z € X}
De plus

(K x K)/{(F,2) |z € X} ox (K x K)/L, = (K x K)/({(T,2) | = € X} % L,)
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Or, en notant 5 la suite des quotients par H des termes de s, j’ai
{@,z) |z e X}xL,={(F,y) |z € X, zy ' €sup s} = A(X)xLsx{(k, k) | k € K}
ce qui prouve que
(K x K)/{(Z,z) |z € X}ox (K x K)/L, = ...
.= (K x K)/A(X) o (K x K)/Ls o (K x K)/{(k,k) | k € K}
et la premiere assertion du lemme en résulte, en multipliant cette égalité par

1
| K]

XX, KI(=) = o XX R

et en sommant sur les suites s telles que inf s = H et Ni(s) = K, et les sous-
groupes X D H de K.
La seconde assertion du lemme résulte du fait que

(B k)| ke Ky« {(,F) | k€ K} = A(K)
Pour calculer fx.i o ax.gr, j observe que
(K x K)J{(F, k) | k € K} o (K x K)J{(F, k) | k € K} = (K x K)/Ax.n
qui n'est autre que 'élément (x5 de Panneau 7(K). Jai donc

Brm owar = (G x K)/A(K) o Fy o tiem o Fiy o (K x G)/A(K)

Comme FF = eK o EE. comme FE est combinaison linéaire de termes de la
forme (K x K)/Ls; = Iny(s)sup s POUr des suites s telles que inf s = H, et comme

INg(s)sup s OK TR, H = Ny (s)nK sup s.H = ENge(s),sup s
il en résulte que
Br.mogary = (G x K)/A(K) ok FE ok (K x G)/A(K)
Notation: Si K et H sont des sous-groupes du groupe G tels que H < K, je pose

1
FG =
KH ™\ Ng(K,H)/K| (

G x K)JA(K) o Fy o (K x G)/A(K)

J’ai donc

5[«',H oK OK,H = |NG([(7 H)/K|FI§,H
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Pour obtenir une autre expression des éléments FI?H, je développe le produit

FE = X ox EX sous la forme

FE=eKop Y (=DF(K x K)/L,
infs=H
Ni(s) = K
[.’élément eAé est quant a lui combinaison linéaire de termes de la forme
(KxK)/A(X), pour X parcourant les sous-groupes de K. De plus, si Nx(s) = K,
alors

(K x K)/A(X) ok (K x K)/L, = (K x K)/(A(X) % L)

et A(X)* L, n’est autre que Ax qup 5, €t ne dépend que de sup s. Or la somme des
(=)l pour les suites s formées de sous-groupes normaux de K, telles que inf s =
H et sup s = N est aussi égale a la caractéristique d’Euler-Poincaré réduite de
I'ensemble | H, N[® des sous-groupes normaux de K contenant strictement H et
contenus strictement dans N. Comme de plus

(GxK)/AK)or (K x K)/Ax yor(KxG)/AK) = (GxG)/(A(K)sAx y+A(K)) = ...

.= (G X G)/AXJV
qui est aussi I'élément ¢y nx de 7 (), il vient finalement
1 -
Fip=1——"r XXX, K[N|H,N[* .
IX,H |NG(I(, H)| Z ) | |X] Y X[)&] Y [ X,N
XCK
HCNaK

2.4.3 Orthogonalité et somme des FEH

Il résulte du calcul des produits ax m o Br/,m et de la formule FEH =
mﬂf{ﬂ ox ax,g que le produit Fi g og Fig, g est nul si (K', H') n’est pas

conjugué de (K, H) dans (. De plus, si g € G,

1 -
Fics o = 3 I X[RX, K[RH, NT¥ tx0 0
K9, H |NG(I(’ H)| XZC:IP | |X] I [X] ) [ X9 N
N
HCNaK

et comme dans 7 (), j’ai txs ns = tx,G, je Vois que Fggﬂg = FEH
Je peux alors calculer la somme des différents F' E 1, lorque (K, H) décrit un
systeme de représentants des classes de conjugaison de couples de sous-groupes

de G tels que H <G

> Frxm= ).

(K,H) mod.G (K,H)

[Na(K, H)|  |K|
|G| [Na(K, H)|

(GXK)[A(K)og Fljor (K xG)|A(K)
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De plus
_ K K _ K
Z Fr = Z ex Ox by = ex
H H

car la somme des FE pour H sous-groupe normal de K est égale & Ire (k). D’autre
part, il est facile de vérifier que

(G x K)/A(K) o ;}E o (K x G)/A(K) = |Ng([()/[(|;%
car si X est un sous-groupe de K, alors
(G x K)JA(K)og (K x K)JA(X) og (K x G)JA(K) = (G x G)]A(X)

Alors No(K)
4& — —
ZFK,H = Z %e?{ = Z ef = Ire@)
H

K K mod.G

Il en résulte comme plus haut que les FEH sont des idempotents: en effet

G _ pG G _ G G
FK,H = FK,H e Z FK/,H/ = FK,H e FK,H
(K',H"Ymod.G

Finalement:
Proposition 4: Les éléments FEH, lorsque (K, H) décrit un systéeme de
représentants des classes de conjugaison par (G de couples de sous-

groupes de (G tels que H < K, sont des idempotents deux a deux ortho-
gonaux de I'x((7), et leur somme est égale 1r ().

2.4.4 Identification de I'x(G)

Soient H <« K et H' 4« K’ des sous-groupes de G tels que Fﬁ,7H,oGF;C(G)oGFgH
ne soit pas réduit a {0}. Alors soit X un G-ensemble-G tel que

Fgog X og Fiiy #0
J’ai donc en particulier
arrg oq X og Br.H oq axH # 0
En posant Z = agr g og X o Br.m o FIIT7 comme par le lemme 11, j’ai
agg = (K x K)/{(k,k) | k € K} ox Ffy o (K x G)JA(K) = ...

.= FF o (K x K)J{(k, k) | k € K} ox (K x G)/A(K)
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j’ai FlK 0% Ok, H = af, i, donc
K’ K _
Fl OB_'/ZOFFI —Z7{—'O
Dans ces conditions, il existe un sous-groupe L de K’ x K tel que

FE o0 (K" x K)/L o FE 40

Lemme 12: Pour tout groupe G,

ESoq FE = FE

En effet, j’ai B¢ og FE = E¥ og €S og EY, et ce produit est combinaison linéaire
d’éléments de la forme

(G x G)/Lyoq (G x G)/A(X) og EY

pour inf s = {1} et X sous-groupe de G.
Or

(G x G/ L, o6 (G x G)/A(X) = > (G x G)/(Ly * @YA(X))

z € p2(L)\G/X
ko(Le)* C X

et ky(L,) = sup s. Mais si le produit
(G x G)/(Ly* @YA(X)) og EY
est non-nul, alors ky(L; * (I’l)A(X)) = 1. Comme
ky( Ly * @YA(X)) = X N (sup s)° = sup s°

il en résulte que sup s = {1}, donc que s est réduite au groupe trivial. Comme
Ly = A(G), le lemme en découle.
Dans ces conditions, si

FE o (K" x K) /L oe FE 40

alors comme

K _ pK' K _ pK' K’
B =1 ogreqm = Iy o By

je vois que p; (L) = K’ et k(L) = {1}. De méme, comme

K_ K . 1K _ pK . 17K
F —6701«'F1 = Ey o Fy
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j’ai aussi po(L) = K et ko(L) = {1}. Alors les groupes K et K’ sont isomorphes
a q(L), donc isomorphes entre eux. Finalement, j’ai montré la

Proposition 5: Soient H 14K et H' 4« K’ des sous-groupes de (G tels que
Fi o6 Tk(G) og FEy # 0. Alors les quotients K/H et K'/H' sont iso-
morphes.

Corollaire: Si S est un groupe, soit

Bs = > Fgy
(K,H)mod.G
HaK
K/H~=~S

Alors les Bg, lorsque S décrit un systéme de représentants des classes
d’isomorphismes de sections de , sont des idempotents centraux de
I'k(G), et leur somme est égale a 1r ().

Le corollaire provient du fait que la somme des Bg est égale a la somme des FI?H,
donc a 1r, (). Alors si 2 € T'(G), j'ai

Bsogw:ZBsogl’OGBT
T

et 1l est clair que le produit Bgs og x o Br ne peut étre non-nul que si S = T.
Alors Bs og ¥ = Bs og x oG Bs, et le méme raisonnement appliqué a = og Bs
prouve que x oz Bs = Bs og x og Bs, donc que Bs est central.

Pour identifier I'algebre Bsog ' ((), je choisis un systeme Rg de représentants
des classes de conjugaison de couples (K, H) de sous-groupes de G tels que H < K
et K/H = S. Pour chaque (K, H) € Rgs, je pose

L5
[Na(K, H)/ K[

YK, H =

Je fixe alors un isomorphisme g de K/H = K sur S, et je note prpg le
S-ensemble- K défini par

prcar = (5 x B)/{(micn(F).F) | k € K}

Je note B B B
P = (K x S)/{(k,7xnu(k))| ke K}

son “inverse”, qui est tel que
O Pl = 1
PEHOK PK,H = 1Tk(S)
W HgOs prH = lp (%
Pr,H °S PK.H = 11 (R)
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Si z € Ng(K, H), alors z induit un automorphisme i, de K = K/H, qui est
intérieur si x € K, et je note ax g le morphisme de Ng(K, H)/K dans le groupe
Ezxt(S) des automorphismes extérieurs de S défini par

agp(zr) = WI&',H-%-”[Z’}H

Je pose également

zeNg(K,H)/K

IEH =

C’est un idempotent de T (K). Enfin je note ox i 1'idempotent de Tx(S) cor-
respondant, défini par

OK,H = PK,H O LK ,H O P?{,H
Il résulte du lemme 10 que
FFop (K x K)J{(k, ) | k€ K} = (K x K)/{(k,&°) | k € K} oz FF
Il s’ensuit que px o F{T = FlfT of /iK1, donc que
OK,H 0§ FIS = FIS 05 OK,H

et en particulier o g og F¥ est un idempotent de ' (9).
Soient (K, H) et (K', H') deux éléments de Rs, et u € F jogTx(G)og Fg g-
Je pose
KH x
O (4) = pRH OF QK i 0G U 0G VK HY OFT Pt
C’est un élément de I'(5). Il est clair de plus que

ox.mos F os prm = pr.g oF K.H OFF FllT
Or j’ai vu que _
pr.m o FIY = axm o Yrm
Il en résulte que
OK,H ©S F Os Hﬁl H;( ) = PK,H O QK,H °G VK,H O OK,H OG U OG YK' H' OF7 p?{gH/

: _ G G _
Mais vx,m 07z k. g = FKH, et FK,H og u = u. Donc
K.H
OK,H ©Os F Os QB, H;( ) = PK,H O OK,H 0G U OG YK/, H' OF7 PA/ JH — 91&/ H'( )
De la méme maniere, comme

* S K’ *
Prr 08 Ok 05 FY = picr o oger FYY oger per
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j’ai
91& H FS — *
K’ Hr( ) 050K H'Os 'y = PK,HORFOK HOGUOGYK! H' O K H' OG VK’ H' OF7T PR H'

G G
De plus v+ fr o7 agr i = FK,7H/, et uwog Fg iy = u. Donc

Ril(w) os o 05 FY = prr o ax,m 06 w06 Y 05 Pier g = O g (1)

e e e e 1 . . K.H
Ainsi, j’ai défini une application 05 3, de FEH oG I'k(G) og Fﬁ,7H, dans
w05 Fy o5 (S , P
OK,H Os I'y Og )C(A )Os OK' H' 085 I’y

Inversement, si v est un élément de ox g og Fls 05 I'k(S) o5 o 05 FIS, je pose

K H o *
K (V) = YK.H OF Pl pr 05 U 05 PRI HY OFT QK H!

Alors, je peux écrire

FG I{,H _ _ ok -
K. OG O (V) = VKH OF QK. H OG VK,H OF Pl 05 V 05 PK'H' OF7 OK! H/

et
FB
OzIxHOG’}/I&HOIxIOBHOS’U—IMAHOA OI&IOAHOSU—-..
* *
- = p[&",H Os OK,H Os Fl O ¥ = pr,H og v
Donc
G K.H
FI(vH ¢le] ¢IX”7HI(U) - ’YIX H OIX pIX H 05V Og IOIX/H’ O]@’ aIX’Hl — ¢A;H,( )

De meéme

K.H

G *
x,m (V) 06 F§' i = YK, OF Pl ©5 ¥ 05 PR/ H OFT OK/H' OG VK, H' OFT OK',H'

et
. — aw : - . — Y 7 Q-
U Os PK' H' OI&’" QiK' H Og YK',H' — V O0g PK' H' OI&’" UK H OI&’" 1 = ...

s
.=wvos0og g 05 Fy 0s pgi g = v os pr
donc

tonr (v) 06 Fi = YK, OF Pie.ar O5 v 05 pi i Oy ki = G ()
J’ai ainsi défini une application qbﬁ,ilq, de ok i os F$ og I'c(S) os okr.m 05 FS
dans FI?H oG I'k(G) og FI N
Les applications 93, 0 et qb & sont des bijections inverses I'une de I'autre:
en effet,

KH gK.H
K H'
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Alors
. — F . — v — s — v — FG _
VYK,H K Pr,H ©S PK.H O OK,HOG U = VK.H O OK,HOG U = I'g g Og U = U
et
* G
UOG YK H' OFT PR g OS PK' H' O 7T K/ H' = UOGVK' H' O7T QK H' = UOqg F]{gg/ =u

Ix H
et j’ai bien qu,H, B,H,( ) =u.
De la méme maniere,

0]&”,]‘[ K H _ * *
KOk (V) = PR HOROK HOGYK, HORP K, HOSVOSPK! HIORTOK! HIOGYK! ,H' ORTP K" H'
Or
I O QK OG VK OF Pl 05 U = prear 0w fre. X o0 ple py 05 v =
PK.H O OK.H °G VK.H O Pr,ig S ¥V = PKH O PK.HI'Y O PR OSV = ...
. : % } FS .
- = PK.HOF Pk, HOK,HOs I'y 05U =170
et

UOSPIX’",H’OB_'/O[I(’,H’OG’}/I(’,H’OB_'IPI(I7H/ = UOS/)I(’,H’OR_’I/LIX",H’O]@’_'/Fl OI&’_”pIX’",H’ =

S *
- =05 0K 05 Iy 05 PRt HY OF7 PRor i =V
o : K.H KH _
et j’ai donc bien O 5. dp) (v) = v
Si a présent j’ai trois éléments (K, H) (K',H') et (K” H”) de Rs, si u est
un élément de Fh 1 9G I'c o FI S et u' un élément de FI o 9G I'c o FIW Y
alors

K,H no_
9]{/7]{/( ) OS 9['77 Hﬂ(u ) = ...
= PK,HOFOK HOGUOGVK! H’OB/PA/ H'OSPK! H'OFTQK!, mogu’ OGYK” H" O+ Prw H?
Mais
* ! !
U O ’YIX"/’HI OI&’_" p[{’,H' Og PK',H’ OB_'/O[IX",H’ OgU = UOog "}/B'I7H/ OI&’_" a]&",H’ Ooqgu =

—quFI,H,oGu =uogu

Il vient donc .
93/ H’( ) o5 91'” H( ) = 91'” H(u oG U )

Soit alors Ag 'algebre F¥ og Tk (S) os FY, et

Ws= P Asosoxn

(K,H)ERgs
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vu comme un Ag-module. Alors

Enda, (Ws) ~ P or,H 05 As 05 OK1 HY
(K,H),(K',H')€Rs

De méme, pour 'algebre Bg og I'c(5), j’ai
Bs og Tk (9) ~ P Fi g ogTx(G) og Fi

(K,H),(K',H')€Rg

et les considérations précédentes montrent que I'application 6 de Bg og I'c(5)

dans End4,(Ws) définie par

. KH (G G
O(u) = 69(K,H),(KCH’)ERS‘QKI,H'(FK,H 0G U °q FK’,H’)

est un isomorphisme d’algebres.
D’autre part, si ( est un automorphisme de S, alors le S-ensemble-S diagonal

(S x 8)/{(((s),s) | s € S} ne dépend que de la classe de ¢ dans Fzt(S5), a

isomorphisme pres. Je pose alors
Z; = FSos (S x 8)/{(C(s),s) | s € S} os F?
Comme F$ commute avec (S x S)/{(¢(s), ) | s € S} (lemme 10), j’ai aussi
Z¢ = F o5 (S x 8)/{(((s),5) | s € S}
et si (' € Aut(S), alors
Zpos Zer = FSog (S x §)/{(C(s),5) | s € S}os (S x 8)/{(C'(s),s) | s € S} =...

coo= B os (S % 9)/{(CC(s),8) | s € S} = Zeo

D’ott un homomorphisme d’algebres de K Ext(S) dans As. Cet homomorphisme
est surjectif, car si L est un sous-groupe de S x S tel que F¥o5(Sx S)/LosF? # 0,
alors

pi(L) =5, k(L) = {1}, po(L) = 5, ka(L) = {1}
et il existe un automorphisme ¢ de S tel que L = {({(s),s) | s € S}.
Il est de plus injectif, car le seul terme (S x S)/L figurant dans le développement
de Z;, pour lequel L vérifie les propriétés ci-dessus correspond a L = L, =

{((s),s) | s € S}, avec coefficient 1: en effet, 1’élément Z; est combinaison
linéaire d’éléments de la forme

(S % S)/A(X) o5 (S x §)/Ls 05 (S x 8)/Le

ou X est un sous-groupe de 5, et s est une suite de sous-groupes que je peux
supposer normaux de S. Ce produit est aussi égal a

(S x S)/(A(X) * Lsx L¢)
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Mais si py (A(X) * Ly * L¢) = 5, alors X = S et A(X)* Ly Le = Ly + Le. Side
plus ki (L * L¢) = {1}, alors ky(Ls) = {1}, donc sup s = {1}, et s est réduite au
groupe trivial. Et alors j’ai bien L, + L, = L.

En d’autres termes, je vois que l'algebre Ag est isomorphe a 'algebre du
groupe Ezt(S). Il est clair que cet isomorphisme transforme I'idempotent o g os
F? en I'idempotent

1
" Ng(K, H)/K]| 2

zeNg(K,H)/K

K H aK,.H (37)

de KEzt(S). Or en tant que K FEzt(S)-modules, j’ai I'isomorphisme

Ezxt(S
ICE.rt(S)AI{’H 7 Ind ( 3\7G(IX’,H)/I{)IC

ax,H(

et j’ai finalement montré le

Théoréme 2: Si K est un corps de caractéristique 0 ou p > 0 ne divisant
pas 'ordre de (¢, alors ’algébre ' ((7) est isomorphe au produit direct
des algebres

EndEmt(S)(@(K,H)eRsIndaEIiiﬁg\fG(K,H)/K)IC)

lorsque S décrit les classes d’isomorphisme de groupes finis, I’ensemble
Rs étant un systéme de représentants des classes de conjugaison par
(¢ de couples de sous-groupes (K, H) de G tels que K/H ~ S, le groupe
ar,ig(Ne(K,H)/K) étant I'image de Ng(K,H)/K dans Ezt(S) déduite
d’un tel isomorphisme.

Corollaire: Si K est un corps de caractéristique 0 ne divisant aucun des
ordres des groupes Ezi(S), pour S section de (7, alors ’algebre I'(()
est semi-simple.

3 Catégories associées

Le produit og est associatif et possede un élément neutre. Il est naturel d’es-
sayer de lui associer une catégorie dont les objets sont les groupes finis, un mor-
phisme d’un groupe G dans un groupe H étant un H-ensemble-G, le produit des
morphismes étant donné par le produit og. Il est possible de raffiner un peu cette
définition, en ne considérant que certains types d’ensembles munis d’une double
action.

3.1 Ensembles P-libres-Q
Soit P une famille non-vides de groupe finis telle que

1. Si PeP,etsi Q C P, alors ) € P.
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2. SiQaP € P,alors P/Q € P.
3. SiQuP,si QeP,etsi P/IQ € P, alors P e P.

Remarque: Ces propriétés signifient en fait que P est la famille des groupes
finis dont les facteurs de composition sont dans une famille donnée de groupe
finis simples.

Si GG et H sont des groupes finis, et A un H-ensemble-(G, je dirai que A est
P-libre (resp libre-P ) si pour tout a € A, le groupe H, est dans P (resp. le groupe
.G dans P). Cette appellation tient au fait que, dans le cas ou P est réduite au
groupe trivial, cette définition est celle d’'un ensemble libre a gauche. Si @) est
une autre famille ayant ces propriétés, je dirai de méme que A est P-libre-Q s’il
est P- libre et libre-Q .

Les ensembles P-libres se multiplient entre eux par le produit og:

Lemme 13: Soient (G, H, et K des groupes. Soit A est un H-ensemble-G
et B un Kensemble-H. Si A et B sont P-libres (resp. libres-P), il en est
de méme de B oy A.

Soit en effet boya € Bog A, et k € K tel que k(bog a) = bop a. Alors il existe
h € H tel que kb = bh et ha = a. Soit P l’ensemble des h € H, tels qu’il existe
k € K avec kb = bh. Alors P est un sous-groupe de H,, donc P est dans P, de
méme que son quotient P/, P .

Mais I'application qui a k € Kjo,,q associe dans P/, P I'image de I’élément h € H
tel qu kb = bh est bien définie et surjective. Son noyau est K; qui est dans P par
hypothese. Donc Ko, est dans P, et B oy A est P-libre. Le raisonnement pour
les ensembles libres-P est analogue.

3.2 La catégorie C(P, Q)

Je peux a présent définir la catégorie C(P, Q): ses objets sont simplement les
groupes finis. Un morphisme du groupe G dans le groupe H est un élément du
groupe de Grothendieck des H-ensembles- G qui sont P-libres-Q, ou encore une
somme algébrique de tels H-ensembles-GG (que j’appellerai aussi H-ensemble-G¢
virtuel). Le produit du K-ensemble-H virtuel V' différence des ensembles C' et D
et du H-ensemble-GG virtuel U différence de A et B est donné par la regle des
signes

VoU:(C—D)o(A—B):((COHA)H(DOHB))—((COHB)H(DOHA))

ce qui a un sens car le produit oy est distributif a gauche et a droite par rapport
aux réunions disjointes.

C’est une catégorie additive, au sens ou pour tous groupes finis G et H,
I'ensemble Home(p 0)(G, H) a une structure de groupe abélien, telle que la com-
position des morphismes soit bi-additive.
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Je vais en fait étudier les représentations de cette catégorie dans une catégorie
de modules. Je fixe pour cela un anneau R, et je note Fr(P, Q) la catégorie des
foncteurs de C(P, Q) dans la catégorie R-mod des R-modules de type fini, au
sens des catégories additives (les foncteurs induisent des morphismes de groupes
entre groupes d’homomorphismes).

Cette catégorie de foncteurs est une catégorie abélienne, et je dispose des
notions classiques d’objets projectifs, injectifs, simples, etc. ...

Il est facile de vérifier que la catégorie Fr(P, Q) est équivalente a la catégorie
des foncteurs R-linéaires a valeurs dans R-mod de la catégorie Cr(P, Q) “produit
tensoriel” de C(P, Q) par R, i.e. la catégorie dont les objets sont les groupes finis,
et telle que

Homeg(p,0)(G, H) = R @ Home(p,o)(G, H)

Dans cette catégorie, un morphisme de G dans H est une combinaison linéaire
a coefficients dans R de H-ensembles-G, le produit de deux morphismes étant
défini par R-linéarité.

3.3 La catégorie Fp(P, Q)
3.3.1 Structure des foncteurs simples

I résulte de [BO2] que les foncteurs simples peuvent étre indexés par des
couples (H, V), ou H est un groupe fini et V un FztH-module simple: le foncteur
simple associé au groupe H et au module V' est donné par

Sav(G) = Luv(G)/Kgv(G)

avec Ly y(G) = Hom(H,G) @enqmy V, le sous-module Ky y(G) étant ensemble
des éléments w = 3_; ¢; @ v; tels que Y, (d1h;).v; = 0 pour tout ¢ € Hom (G, H).

Comme le groupe H est minimal pour Sy v, il en résulte que si ¢ € Hom(H, )
factorise sous la forme b = af par un groupe K d’ordre strictement plus petit
que celui de H, alors dans Sy v(G)

'QZ) Qv = SH7v(Oz)(,B ® U) =0

car # ®v =0 dans Sgyv(K).
Or si ¢ = (G x H)/L, pour un sous-groupe L de G x H, alors en notant a (resp.
b) une surjection de pi(L) (resp. de py(L)) dans ¢(L) telle que

L={(g1,92) € pr(L) x p2(L) | a(g1) = b(g2)}

je peux factoriser ¥ sous la forme

= (Gxq(L))/{(g1,a(91)) | g1 € p1(L)}oum)(a(L) < H)/{(b(g2), 92) | g2 € p2(L)}

et si ¢ est P-libre-Q, il en est de méme des deux facteurs du produit ci-dessus.
Si donc % ne factorise pas par un groupe d’ordre strictement inférieur a celui de
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H | et si ¢ est un G-ensemble- H transitif, alors il existe un sous-groupe 7 de G
et une surjection s de (7 dans H telle que Kers € P, tels que

= (G x H)[{(g1,5(g1)) | 91 € G}

De plus, si  est un automorphisme de H, alors

pom (H x H)/{(0(h),h) | h € H} ~ (G x H)/{(g:1,07"s(¢1)) | 1 € G}
Donc dans Sy v (G)

(G x H)/{(91,07 s(91)) @ v = (G x H)/{(g1,5(91)) | g1 € Gr} @ Ov

Remarque: De méme, si © € G et y € H, alors

(G x H)[{(g7,5(91)") | 91 € Gi} = (G x H)[{(91,5(g1)) | 91 € G}

Si x normalise GGy et le noyau Ny de s, i.e. @ € Ng(Gy, Ny), alors il existe un
automorphisme ¢, de H tel que pour tout ¢; € G4

s(“g1) = 6z(s(g1))

et dans ces conditions

(G x H)/{(97,5(91)") | g1 € Ga} = (G x H)[{(g1,5(°1))" [ 91 € CGa} = ...
=G < H)[{(g1, 1y ¢25(1)) | 1 € Gh}

en notant ¢, ’automorphisme intérieur associé a y. Donc dans Ly v (G)

(G x H)/{(91,5(91)) | g1 € G} @ v = (G x H)[{(g1,5(¢1)) | ¢ € G1} @ ¢4, v

Je vois donc que Sy (G) est engendré par les images des éléments

(G X H)/{(9175G17N1(gl)) | g € Gl} ®v

ou j’ai choisi pour chaque représentant des classes de conjugaison par GG de couples
(G, N1) de sous-groupes de G tels que Ny € P et Ny < (Gq, le quotient (i1 /N; étant
isomorphe a H, une surjection sg, n, de noyau Ny de Gy sur H.

Pour connaitre Ky v (G), je dois évaluer les produits

(¢ 0a (G x H)/{(g1, 56,3 (1)) [ 91 € Ga})v

pour un morphisme ¢ de G dans H.

Comme le module V' est annulé par tout morphisme factorisant par un groupe
d’ordre strictement inférieur a celui de H, je peux supposer qu’il existe un sous-
groupe (G5 de (G et une surjection ¢ de G5 dans H, de noyau Ny € Q tels que

¢ = (H x G)/{(t(g2),92) | 92 € Ga})
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Je peux alors calculer le produit

(H x G)[{(L(g2): 92) | g2 € Ga}) o (G x H)[{(g1,5(91)) [ 91 € Gh}) = ...

= Y (Hx H)/{(t(a),s(a®) | a € Gy NGy}
x € G2\G/G,
N§ C Gy

Soit u, = (H x H)/{(t(a),s(a%)) | @ € GaN =Gy }. Alors u,.v = 0, sauf si il existe
un automorphisme 6 de H tel que
{(t(a),s(a”)) |a € GaN"Gh} = {(0(h),h) | h € H}
Ceci impose en particulier que ¢(Gy N *Gy) = H, donc que
(G2 N"G1) Ny = Gy

mais comme NS C G, j'al G N "Gy = Gy et Gy € *Gh.
Je dois avoir de méme s(G35 N G1) = H donc

(G; N Gl)Nl — G;Nl — Gl

ou encore (G3." Ny = *(7;.
De plus, si a € Ny N *Gy, alors t(a) = 1, et je dois avoir aussi s(a”) = 1. Donc
sS(NyNGy) =1 et

NyNGy =Ny C Ny
Et en particulier, comme N; est dans P, le groupe N; est aussi dans P, donc
dans PN Q.
De méme, si a € Gy N *Ny, alors s(a”) = 1, et je dois avoir t(a) = 1. Donc
G N"Ny) =1 et

Gy NTNy C Ny

mais comme Ny C *Nq, j’ai finalement
GQ N le = N2 et GQ.INI = IGl
Notation: Je résumerailes conditions ci-dessus en écrivant (G, Na) < (G, " Np).

Inversement, si ces conditions sont remplies, alors I'application uNy — u”. Ny est
un isomorphisme A, de G5 /Ny sur G1/Ny. Si t (resp. 3) désigne I'isomorphisme de
(i3 /Ny (resp. de Gy /Ny) sur H déduit de t (resp. de s), je note 8, "automorphisme
de H tel que 0,.s(a”) = t(a) pour tout a € G5. 1l peut étre défini par

0, =1);'57!
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Finalement, je peux donc écrire

(¢ oc (G x H)/{(g1,36,m(g1)) | 1 € Gi})v= > 0.
T e Gg\G/Gl
(Ga,N2) < ("G1,"Ny)

Je remarque alors que si G5 C Gy, j’ai Gz Gy = x(Gy, et alors

(606 (G x H)/A{g1,56,m(90)) | 61 € Gi})ow = 5 b
T c G/G1
(G2, N2) < (*G1,"Nq)

Je peux alors décomposer la somme sur /G en une somme sur G/ Ng(G1, N7)
et une somme sur Ng(Gy, Ny)/Gy:

(¢ 06 (G x H)[{(g1,56:,n(91)) | 1 € Gi})o = > Ory-v
xr EG/NG(Gl,Nl)

y € Ng(G1,N1)/Gy
(G2, N2) < (*G1,"Ny)

Mais comme pour y € Ng(Gy, Nq), jai
Oys(a”™) = Hr_yqby_ls(ar') =t(a) = 0,s(a”)

je vois que 8., = 0,0,.
Alors le groupe Ng(Gh, N1)/Gy agit sur V (par y.v = ¢,(v)), et en posant

e (R DI
yENG(G1,N1)/G1
j’ai
(¢ oG (G X H)/{(9175G17N1(91)) | g1 € Gl})‘v =
= D 0,.Try (NG
xr € G/Ng(Gl,Nl)
(G2, N2) = ("G1,7 N1)

Lrélément 3G, nyymoa.c(G < H)/{(g1, 56,3 (91)) | g1 € Gi} @ vg, N, est donc
dans Kpyv(G) si et seulement si pour tout ¢ = (H x G)/{(t(92),92) | 92 € G2},
avec Kert = Ny, € PN Q, j’ai la relation

3 3 Hx.TriVG(Gl’Nl)/Gl(val,Nl) =0
(G1,N1)mod. G G/Ng(G1, N1)
(G2, N2) < (*G1,7N1)

46



Soit alors Ty v(G) la somme directe

Tuv(G)= & TTiVG(Gl,Nl)/Gl(V)
(leNl)

ou la somme porte sur les classes de conjugaison de couples (G1, Nq) tels que
Ny € P, Ny aGy et G1/Ny =~ H. 1l résulte du raisonnement ci-dessus que I'appli-
cation de Ty v(G) dans Sy v(G) qui a w = TriVG(Gl’Nl)/Gl(v) associe I'image de
(G x H)/{(g1,56,.7m(g1)} @ v est bien définie, et surjective, et cette application
montre que

SHy(G) ~ THy(G)/R

o R est I'ensemble des éléments v de la forme v = 3" n, vo, N, tels que pour

tout (Gq, Na) avec Ny € PN Q,

Z ew(leJ\ﬁ) =0
x EG/NG(Gl,Nl)
(G2, N2) = (*G1,%Ny)

En particulier dans le cas ou P C Q, si v = Y, n, V6,8, € R — {0}, alors je
peux prendre pour ((5, N3) une paire maximale pour < telle que vg, n, # 0. La

somme ci-dessus se réduit a vg, n, = 0, et cette contradiction prouve que R = 0.
D’ou la

Proposition 6: Soit H un groupe, et V un REzi(H)-module simple. Si
P C Q, alors pour tout groupe G,

Sav(@)~ P TriVG(Gth)/Gl(V)
(leNl)

ou la somme porte sur les classes de conjugaison de couples (G, N;) de
sous-groupes de G tels que N; 1y, Ny € P, et G;/N; =~ H.

3.3.2 Exemples de foncteurs simples

a) En caractéristique zéro:

Soit K un corps de caractéristique zéro. Je suppose que les familles P et Q sont
la famille de tous les groupes finis. Je vais évaluer le foncteur simple S; g pour le
groupe (.

Je dois trouver les couples (G, N7) pour lesquels le quotient Gy /Ny est tri-
vial. Cela revient a classer les sous-groupes (G; de G a conjugaison pres. Comme
TrivG(Gl’Nl)/Gl(K) = K, il est clair que 57 i s’identifie au foncteur de Burnside.
b) En caractéristique p > 0
Soit k un corps de caractéristique p > 0. Je suppose que les familles P et Q sont
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la famille de tous les p-groupes finis. Je vais évaluer le foncteur simple Sy j pour
le groupe G.

Je dois trouver les couples (G, Ny) pour lesquels Ny est un p-groupe, le
quotient GG1/N; étant trivial. Cela revient a classer les p-sous-groupes de G.
D’autre part, je dois calculer TriVG(G1 ’Nl)/Gl(l), qui est simplement le cardinal
|No(G1, N1)/G1| = |Na(G1)/G1], qui est non-nul dans k si et seulement si G
est un Sylow de son normalisateur, donc un Sylow de . En d’autre termes, le
module Sy ;(G) est de dimension 1 sur k, pour tout G.

3.3.3 Action sur les foncteurs simples

La proposition précédente permet d’identifier S v () avec le quotient Ty v(G)/R.
Si G est un autre groupe, il me reste a expliciter I'application Sy v (f), lorsque
f est un G'-ensemble-G de la forme

J= (G x @)L

pour un sous-groupe L de G' x G.
Soit e € Sy v(G) provenant de 1’élément TriVG(G1 ’Nl)/Gl(w) de la composante

(G1, Ny) de Ty v(G). Alors e est 'image dans Sy v (G) de

(G < H)[{(g1,86:,:(91)) [ 91 € Gi} @w

Or, en posant s = s¢g, N, ] al
(G % G)/) oa (G x H) (g, (1)) | € Ga}) = ...
L= > (G x H)/L* (g1, 5(91))}

v € p2(L)\G/ G4
ka(L)® C Gy

Je dois chercher les éléments 2 pour lesquels le groupe L * (“1{(g;,5(g1))} est
conjugué dans G' x H d’un sous-groupe de la forme {(g., 056 ni(9:)) | 9 € G}
pour un représentant (G, N;) convenable dans GG des classes de conjugaison de

couples tel que N, € P et G!./N. ~ H, et un automorphisme 6 de H. Cela revient
a dire que

Ea L O { (g1, 5(90))}) = 1 et pa(L+ &0 (g0, (90))}) = H

Or un élément u est dans ky(L * ®D{(g1,5(g1))}) si et seulement si il existe
un élément v tel que (1,v) € L et (v",u) € {(g1,5(¢g1))}, i.e. §'il existe v €
ko(L) N*Gy = ko(L) tel que u = s(v”). Donc ko(L * (g”’l){(gl,s(gl))}) =1siet
seulement si ky(L)" C Njy.

De méme, pour tout h € H, il doit exister u et v tels que (u,v) € L, avec
v" € Gy et s(v”) = h. Ceci revient a dire que s(p2(L)” N Gy) = H, donc que
Ni(G1Npa(L)7) = Gy
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Inversement, si ces conditions sont remplies, alors il existe un unique repré-
sentant (G, N1), un automorphisme o, de H, et des élémentsy, € G et h, € H
tels que

L+ C0 (g1, 5(00))} = {920 asst ve00) | 2 € G} =

= {(g O‘rS/G;,N;(gT))hm)}
L’image de e par Sgv((G' x G)/L) est alors

Suv((G'x G)/L)(e ZT Nor (G, N2) /G “(oy lw)

ot la somme porte sur les @ € py(L)\G/G tels que
kg([/)x g N1 et Nl(Gl ﬂpg(L)I) = Gl

En particulier, cette condition impose que kz(L) soit dans P, donc dans P N Q,
et cette remarque montre que le foncteur Sy v est le méme pour Fr(P, Q) et

Fr(P,PNQ).

3.4 Semi-simplicité

Il résulte de 1’étude des foncteurs simples que pour étudier la semi-simplicité
éventuelle de la catégorie Fr(P, Q), je peux me contenter du cas ou Q@ C P. Je
vais montrer ici, que si @ = P, et si R est un corps K de caractéristique 0, alors
la catégorie Fr(P, Q) est semi-simple, au sens ou un objet indécomposable est
simple.

3.4.1 Des idempotents orthogonaux

Notation: Les propriétés exigées de la famille P assurent ’existence, pour chaque
groupe (&, d’un plus grand sous-groupe normal de GG qui soit dans P. Je noterai
Op () ce sous-groupe.

Avec ces notations, si K est un sous-groupe de G, et P un sous-groupe normal
de K appartenant a P, je pose

(I)g’,P = Z FIE;H
H«aK
Op(H)=P
Hmod.Ng(K, P)

C’est a priori un élément de I'x((G). Je vais montrer qu’il est dans D'algebre
Endeppy(G), que je noterai Endg p(G) pour simplifier:
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Lemme 14: Avec les notations ci-dessus

1 .
G “ T K
cp = T X|v|X, K|x|P, N["*t
¢I\7P |Ng(](,P)| Z | X] 3 [X] 3 [ X,N
XCK
PC N4K
NeP

et les gb%P, lorsque (K, P) décrit un systéme de représentants des classes
de conjugaison de couples de sous-groupes de G tels que P € P et

P aK, sont des idempotents orthogonaux de Endyx p(G), et leur somme
est I’élément neutre (G' x G)/A(G).

En effet, j’ai vu que

1 .
Fe, = XXX, K[X|H, N[®t
IX,H |NG([(, H)| Z ) | X] Y 1 [X] Y [ X,N
XCK
HCNaK
Il en résulte que
Ne(K, H, P)| 1 . ~ .
o5, = NelX, H, , XIRIX, K[, N
K,P Op(%:):P INo(K, P)| |Na(K,H)| XXQ:K
HCNaK

Or si Op(H) = P, alors Ng(K,H,P) = Ng(K, H). D’autre part, si H est un
sous-groupe normal de K, alors Op(H) = HNOp(K). Mais le lemme 8, appliqué
au treillis [P, N]¥ des sous-groupes normaux de K contenant P et contenus dans
N, montre que la somme

3 XJH,N[¥

est nulle si N # N N Op(K), i.e. si N n’est pas un sous-groupe de Op(K), ou
encore si N ¢ P. Et si N € P, alors ki(Axn) = X NN € P, et ko(Axn) =
N € P. 1l en résulte que CI)%P a bien la forme annoncée, et qu’il appartient a
End;gp(G).

Comme de plus, si (K, H') est conjugué de (K, H), et tel que Op(H') = P, alors
il existe g € Ng(K, P) tel que (K,H') = (K,H)?, les idempotents FI?H qui
figurent dans la somme CI)%P sont deux a deux distincts, donc orthogonaux, et
CI)%; p est un idempotent. LLe méme raisonnement prouve que les CI)%; p sont deux
a deux orthogonaux, et un calcul simple montre que leur somme est égale a celle
des FIE;H D’ou le lemme.
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3.4.2 Identification de Endx p(G)

Je vais montrer que 'algebre Endg p((G) est semi-simple, et pour cela, je vais
utiliser une démonstration analogue a celle concernant I'c ().
Notation: Si P est un sous-groupe normal de K, et si P € P, je note ®F
I’idempotent CI)ﬁ;P de Endik p(K). Je remarque que

o= Y
HaK
Op(H)=P

Lemme 15: Soit L (resp L') un sous-groupe de K x K’ (resp. de K' x K)
tel que k(L) € P (resp. tel que ky(L') € P). Alors ®F ox (K x K')/L =0,
sauf si k(L) C P et p;(L) = K. De méme, le produit (K’ x K)/L' o ®§
est nul, sauf si k(L) C P et po(L') = K.

En effet, si le produit ®% ox (K x K')/L est non-nul, alors il existe un sous-groupe
normal H de K tel que Op(H) = P, et

Ff o (K x K')/L #0

Alors p1(L) = K, et k1(L) C H. Alors k1(L) est un sous-groupe normal de K qui
est dans P, et en particulier k1(L) C Op(H) = P. Le raisonnement pour L' est
analogue.

Je peux alors introduire I'analogue des éléments ax g et B g je pose K =

K/P, et
Agp = (K x K)J{(F,k) | k € K} ox K o (K x G)/A(K)
Brp = (G x K)/A(K) o ®F o (K x K)/{(k,F) | k € K}

Alors pour calculer le produit Ax p og Bgs pr, je commence par calculer
S =08 ox (K x G)/A(K) og (G x K'Y /A(K') o ®X/
qui est la somme pour z € K\G/K' de
O op (K x K" /{(k, k) | k € KN"K'} ogr ®F,
Un tel produit est nul sauf si
m({(k, k%) | ke KN®K'} = K et po({(k, k) | ke KN®K'}) =K'
ie.si K =7K'. Je peux donc supposer K = K’, et alors

S= > 0K ox (K x K)/{(k,k") | k€ K} ok ®F,

zeNg(K)/K
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Finalement, j’ai aussi par le lemme 10
O op (K x K)/{(k, k") | k€ K} = (K x K)/{(k, k") | k € K} ox ®X,

et il en résulte que le produit Ax p og Bk: pr est nul si les couples (K, P) et
(K', P') ne sont pas conjugués par (7. Et sinon:

AKJDOGBK’]D = Z (FX[()/{(E, k) | ke [(}O]X([(X[X’)/{(k,kz) | ke [X’}OK. ..

zeNg(K,P)/K

0K o (K x K)/{(k, k) | k€ K}
De plus

(K x K)J{(F, k) | k€ K} ox (K x K)/{(k, k") | k€ K} = ...

= (B xK){(EF) | ke K} ox (K x K)/{(F. k) | k € K}

J’ai alors, généralisant le lemme 11

Lemme 16: Soit P un sous-groupe normal du groupe K, appartenant a
P, et K = K/P. Alors

(K x K)/{(k, k) | k € K} og ®% = K o (K x K)/{(k, k) | k € K}

En effet, je sais que

¢y = > | X[X]X, K[X]P N " tx v

De plus, le produit
(K x K)J{(F, k) | k € K} ox tx.n
est nul si P € X, et égal &
(K x K)J({(F, k) | k € K} * Ax.v)

sinon. Le lemme résulte alors du fait que si P C N, en posant X = X/P et
N = N/P, jai

{(E,k) | kE[(}*AX7N:AY7N*{(E,k) | kEI(}
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Finalement, le produit Ax pog Bk pr est nul si les couples (K, P) et (K', P') sont
distincts modulo (5, et

AxpogBrp= Y  (KxK)/{(EE)|keK}ordF

ceNG(K,P)/K
De méme, comme
(K x K)/{(k,k)| k€ K}ow (K x K)/{(k, k) | k€ K}
n’est autre que I'élément tx p de 7(K), j’ai
Brpow Axp = (G x K)/A(K) o ®5 o txpox ®F ox (K x G)/A(K)

De plus, I’élément ®F est combinaison linéaire d’éléments ¢x n, pour X C K et
P C NaK. Comme

lx NOoK kP =Ilxnk,NP =1lx N
j’ai finalement CI)%' og lkp = CI)%', et
Brpog Axp = (G x K)/A(K) o ®F ox (K x G)/A(K)
Comme de plus
(G'x K)/A(K) og 15 yox (K x G)/A(K) =15

j’en déduis que

By.pog Axp=|Ng(K, H) /K|c1>?{7p

Continuant le parallele avec la démonstration de la semi-simplicité de T'x(G), je
suppose que les couples (K, P) et (K', P’) sont tels que

%, pi oG Endyp oG PG p # 0
Alors il existe un G-ensemble-(7, que je note X, qui est P-libre-P et tel que
O, prog Xog @G p#0
En posant 7 = AKIJD/ oG X oG B[@p Ox% AKJD, j’ai
K’ K
q)lx OI&_"Z qu)f =7 7£ 0

par le lemme 0. De plus I'ensemble Z est combinaison linéaire d’ensembles P-
libres-P. 1l existe donc un sous-groupe L de K’ x K, tel que k(L) € P et
ko(L) € P, et tel que

0K o0rr (K7 x K)/L oz ®F £ 0
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Il en résulte que py (L) = K', et que po(L) = K. De plus ki (L) = ko(L) = {1}, et
alors les groupes K et K’ sont isomorphes a ¢(L).
Alors si pour tout groupe fini S (& isomorphisme pres), je pose

Cs = Z (I)AP
(K, P)mod.G
PaK, PeP
K/P=~S

j'obtiens des idempotents centraux deux a deux orthogonaux de Endy p((G), dont
la somme est (G x G)/A(G).

Alors en calquant toujours la démonstration du théoreme 2, je choisis un
systeme Rp s de représentants des classes de conjugaison par & de couples (K, P)
de sous-groupes de G tels que P € P, P4 K et K/P = S. Pour chaque (K, P) €
Rp s, je choisis un isomorphisme nxp de K = K/P sur S. Si z € Ng(K, P),
je note encore i, I"automorphisme de K associé, tel que ¢ (k) = ok, et agp le
morphisme de Ng(K, P)/K dans Fxzt(S) défini par ax p(z) = 71']&/>7p.ix.7r1}7lp.

Je pose alors

C{ = B(
B ING(K, P)J KT

prp = (S x K)[{(rx.p(k). k) | k € K}

P = (K x 8)/{(k, 7k p(k)) | k € K}

|NG(A1 )/[X| E (F X F)/{(Zz(y)aé) | ke [(}

zeNg(K,P)/K

HEP =

*
OK,P = PK,P OK IK,P K PK.P

Le lemme 10 montre que
Of o (K x K)/{(ia(F), k) | k € K} = (K x K)/{(ia(F), k) | k € K} oz @
donc que CI){T commute pour le produit o avec g p. Il en résulte que
ox.pos ® =0 o5 ok p

et ce produit est un idempotent de Endx »(5).
Alors si (K, P) et (K', P') sont deux éléments de Rp s, et si

u € CI)%P oG Endx.p(G) og (I)?{,’P,

je pose
K,H
0]&’ P/( ) == ,0]{7]3 OF A[{JD OGg U O¢ C](/JD/ OIX’_" I()I{/JD/

Le calcul de Ag p og Bk p montre que

K
pr,p o ®7 = Arxpoc Ckp
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et celui de Bk p oz A p montre que
G
Crpog Axp =P p

La transcription mot a mot du calcul du théoreme 2 montre alors que

K,P S S
HIX/P'( ) & OK,pPOS @1 [OFN gnd}C7P(S) Os OK' p! O8 @1

Inversement, si v € o p 05 ®F 05 Endx p(S) os oxr pr og B, je pose

IxP()

*
K',P! Cr,p OF Pi,p 05 v 05 pr1,Pr OFzr Ak pr

et le méme calcul que dans le théoreme 2 montre que
K,P
12'7/7]3;(’0) € q)gip oG End;c;p(G) oG @?{/7P/

Elle montre aussi que les applications HB, pr et qb o pr sont des bijections inverses
I'une de 'autre, et que pour trois éléments (K,P), (K',P") et (K”,P”) de Rp_s,
j’al ) )

OIS 0) o 01T () = 035 e 1)

Finalement, en notant Eg 1’algebre CI)IS og Endk p og CI)IS, et Ws le Es-module
Ws = &k p)erp s /s 05 0K ,P

les applications 6 et ¢ établissent des isomorphismes inverses I’'un de 1’autre entre
lalgebre Cs og Endi p(G) et algebre Endg, (Ws).
Il reste a voir que si L est un sous-groupe de S x S tel que k(L) € P et
ky(L) € P, et tel que
P 05 (S x S)/Los®7 #0

alors les deux projections de L sont égales a S, et les deux groupes kq(L) et ko(L)
sont triviaux. Ceci montre que 'application qui a ( € Ext(S) associe

Zg = 07 05 (S x 8)/{(((s),5) | s € S}os @7

se prolonge en une surjection de l'algebre KX Ext(S) sur Eg. Finalement, comme
CI)IS = (g1 est central dans Eg, et comme

q)f:m X
"l xcs
N«S
NeP

X/]Xv S[X/]lv N[St}g{',N

je vois que Z; est combinaison linéaire de termes de la forme
1% n 05 (S x S)/{(C(s),5) [ s € S} = (S x §)/Lxng

3D



ou j’ai posé Lxn¢ = Axn* {(((s),s) | s € S}. Or si les deux projections de
Lx n, sont égales a S, alors X = S. Et si ky(Lxn¢) = k2(Lxne) = {1}, alors
X NN = {1}, et N est trivial. La somme Z; comporte donc un seul terme
(S x S)/L pour lequel p;(L) = po(L) = S et k(L) = ko(L) = {1}, et ce terme
est égal a (S x 9)/{({(s),s) | s € S}.

Le morphisme prolongeant ’application { +— Z; est donc injectif, ce qui prouve
que l'algebre Fg est isomorphe a K Ezt(5). Finalement, le théoreme 2 se généralise
sous-la forme suivante

Proposition 7: Si K est un corps de caractéristique 0 ou p > 0 ne divisant
pas |G|, alors ’algebre Endx p((G) est isomorphe au produit direct des
algebres

EndEIt(S)(65(1\"713)ERP,SIndiﬁi(;(g])\fG(K,P) /K)IC)
lorsque S décrit les classes d’isomorphisme de groupes finis, I’ensemble
Rp s étant un systéme de représentants des classes de conjugaison par ¢
de couple (K, P) de sous-groupes de G telsque P € P, PaK et K/P ~ S,
le groupe ag p(Ng(K,P)/K) étant I'image de Ng(K, P)/K dans Ext(S)
déduite d’un tel isomorphisme.
Corollaire: Si Kest de caractéristique 0 ou ne divisant pas |Fzt(5)|, pour
S = K/P, pour K sous-groupe de (G et P € P, alors ’algebre Endx »(G)
est semi-simple.

3.4.3 Résidus

Si M est un objet de Fi(P,P), et si (G est un groupe fini, je définis le résidu
M(G) de M en G par la formule

M(G) = 0 og M(G)
cette notation désignant par définition I'image de I’application M (®$). C’est un
K Ext(G)-module. Si Pa K C (G, le groupe Ng(K, P)/K agit sur M(K/P), et je
pose
M(G) = (Dx,pyM(K/P))a = B Pymod.c M (K[ P)Ng(k,P)/K
ol les sommes portent sur les couples (K, P) de sous-groupes de 7 tels que P < K
et P € P. Cest aussi un K FEzt(G)-module. )
Je définis une application a de M((G) dans M () par
a(u) = Sx,p)Ax.p og u

J’ai de méme une application b de M(G) dans M(() définie par

b(v(k,p)) = Br,p o(rx/p) v
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Les calculs de la section précédente et le fait que, puisque K est un corps de
caractéristique 0, j’ai

M(K/P)nax.pyx &~ M(K/P)NaISPUR — ppNaUSPR (i) py)
montrent alors que a et b sont des isomorphismes inverses I'un de 1'autre.

Proposition 8: Soit M un objet de Fi(P,P), et (G est un groupe fini.
Alors
M(G)~ @  M(K/P)Ne(EP)/K
(K,P)mod.G
ou la somme porte sur les classes de conjugaison de couples (K, P) de
sous-groupes de G tels que P« K et P € P.

Remarque: Comme I'idempotent CI)%P est combinaison linéaire d’éléments ¢ x n,
pour X C K et P C N, et comme g(Axn)~ X/(X N N), il en résulte que tx n
factorise par le groupe X/(X N N) d’ordre strictement plus petit que |G|, sauf si
X =G et N = {1}, auquel cas K = G et P = {1}. Ainsi, si (K,P) # (G, 1),
tout élément de CI)%P og M(G) est combinaison linéaire d’éléments de la forme
M (f)(u), pour des groupes H tels que |H| < |G|, des éléments u € M(H) et des
morphismes f de H dans (. Comme inversement, j’ai ®¢ og f = 0 pour tout
morphisme de ce type, je vois que M(() s’identifie au quotient de M((G) par
la somme des M(f)(M(H)), pour des groupes H d’ordre strictement inférieur a
celui de GG, et des morphismes f de H dans (.

Un raisonnement analogue montre que M((F) est I’ensemble des éléments
u € M(G) tels que M(f)(u) = 0 pour tout groupe H d’ordre strictement inférieur
a celui de G et tout morphisme f de G dans H.

3.4.4 Décomposition

Soit I un groupe fini. Si M est un objet de Fx(P,P), et G un groupe fini,
je note Mp(() la partie de M(G) correspondant aux couples (K, P) tels que
K/P ~ T, c’est-a-dire

MF(G) = ) M([(/P)NG(K,P)/K:
(K, P)mod.GG
K/P~T

.= & Br,por/p Ax,pog M(G) = CFog M(G)

(K, P)mod.G
K/P~T
avec
Cf =Cr = > % p
(K, P)mod.G
K/P~T
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Alors Mp est un sous-foncteur de M: en effet, si G’ est un autre groupe, si f est
un ('-ensemble-G, et si pour un autre groupe fini I | j’ai

CIQ;/ OFeZ fOG CI(} # 0

alors il existe des couples (K', P') et (K,P) avec K' C G' et K'/P" ~ 1", et
K CGet K/P&T, tels que

Z = Agrprog [og®Prp #0

Alors Z est un (K'/P')-ensemble-(K/P) virtuel non-nul, combinaison linéaire
d’ensembles P-libres-P, tel que

Z = q’{{//Pl o(k'/Py Z O(K/P) CD{{/P
Dans ces conditions, j'ai vu que K'/P' &~ K/P, et donc I" = T', ce qui montre
que M(f)(Mr(G)) € Mr(G"). Donc Mr est un sous-foncteur de M, et M est la
somme directe des Mr, lorsque I' décrit les classes d’isomorphisme de groupes
finis.

De plus, si ¢ est un groupe tel que Mr(G) # 0, alors ®% 0 CF # 0, et comme
®¢ = CF, j’en déduis que G est isomorphe a I'. Le seul résidu non-nul de Mr est
donc Mr(T') = Mr(T), car I' est un groupe minimal pour Mr, et ce dernier n’est
autre que ®} or M(T') = M(T).

D’autre part, si H est un groupe et V un Endg »(H)-module simple, je sais
définir le foncteur simple Sgy. Je peux supposer que H est un groupe minimal
pour Sy v, ce qi revient a dire que V est un K Ezt(H )-module simple. Le foncteur
Su,v est le quotient du foncteur Ly y défini par

Luv(G) = Hom(H,G) @¢nay py V
par son unique sous-foncteur maximal. J’ai montré que ’application

(G x H)/{(g1, 56,35 (01)) | g1 € G1} @ w € Ly (G) s Try el NG ()

passe au quotient en un isomorphisme de Sy v (G) sur &(Gy, Nl)TriVG(Gl’Nl)/Gl V),

la somme directe portant sur les classes de conjugaison de couples (G, Nq) tels
que Ny € P, Ny <Gy, et Gi/N; ~ H.

Or si TriVG(Gl ’Nl)/Gl(w) = 0, comme K est un corps de caractéristique 0, je sais
que w est somme de vecteurs de la forme ¢,.v — v, pour des vecteurs v € V et

des automorphismes ¢,, de H provenant d’éléments n de Ng(G1, Nq1). Et comme

dans Ly v(G), jai
(GxH)[{(91, 56,3 (91)) | 91 € G1}@n.v = (GxH)/{(g1, 56, 5 (g1)) | 91 € G1}@w

je vois que w = 0 dans Ly y(G), ce qui prouve que Ly y(G) = Sy v(G), done
que Ly = Su,yv. De plus, si M est un foncteur quelconque,

Homz,ppy( Ly, M) = Homena, ,my(V, M(H))
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Comme V est un Endg p(H)-module projectif (comme 'algebre Endx p(G) est
semi-simple, tous les Endx p((G) sont projectifs), et comme le foncteur M +—
M(H) est exact, je vois que le foncteur Lyy = Sy v est un objet projectif de
Fx(P,P).

Le raisonnement précédent montre que si V est un Endg p(H)-module (non-
nécessairement simple), le foncteur Sy = Ly y est semi-simple et projectif. En
particulier, pour tout groupe fini I', le foncteur SF,M(F) est un foncteur semi-
simple et projectif, et 1’application identique de M(T') dans Mr(T') donne par
adjonction un morphisme A de SF,M(F) dans Mr, qui est I'identité en évaluation
au groupe I'.

De plus, je sais que pour tout groupe G,

Na(K,P)/ K~
Srarr) (G) ~ 5 Tyl EPERI(T)) ~ ..
K/P~T
(K, P)mod.G

o M(K)P)NoEPIK o Bx.py on (K PYNGEPYE o Aoy
K/P~T
(K, P)mod.G

Si je sais que A est surjectif, alors A sera un isomorphisme. Or le groupe I' est
minimal pour Sp 37y et pour Mp. Donc Ag est nul si |G| < |I'|, donc un isomor-
phisme, et c’est aussi un isomorphisme si G &~ I'. Soit alors G un groupe d’ordre
minimal tel que Ag ne soit pas surjectif. Comme G n’est pas isomorphe a I'; je
sais que Mr(G) = 0. Alors tout élément w de M((G) est combinaison linéaire
d’éléments de la forme Mrp(f)(u), pour des groupes H d’ordre strictement plus
petit que celui de (7, des éléments v € Mp(H) et des morphismes f de H dans
G. Comme Ay est surjectif, il existe v € SF,M(F)(H) tel que v = Ag(u), et alors

Mr(f)(w) = Mr(F)Ar(v) = AaSt 370y () (v)

et Mr(f)(u) est dans 'image de A, qui est donc surjective. Cette contradiction
prouve que Ag est surjective pour tout G, donc que c’est un isomorphisme. En
particulier, le foncteur Mt est semi-simple, et le foncteur M 'est aussi. Ainsi tout
objet de la catégorie Fi(P,P) est semi-simple. Finalement, j’ai prouvé le

Théoréme 3: Si K est un corps de caractéristique 0, alors la catégorie
Fx(P,P) est semi-simple: le foncteur M se décompose en

M ~ @Sy a7y

la somme portant sur les classes d’isomorphisme de groupes finis.
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4 Applications

4.1 Foncteurs de Mackey
4.1.1 Composition

Une des définitions possibles des foncteurs de Mackey est la suivante: soit R
un anneau commutatif. Un foncteur de Mackey M pour le groupe (G, a valeurs
dans R-mod, est un bifoncteur de G-ens dans R-mod, c’est-a-dire un couple
de foncteurs (M*, M,) de G-ens dans R-mod, avec M* contravariant et M,
covariant, qui coincident sur les objets (i.e. M*(X) = M.(X) = M(X) pour tout
G-ensemble X)), et possédant les deux propriétés suivantes:

1) Si X et YV sont des G-ensembles, soient ix et iy les injections respectives de
X et Y dans X [[Y. Alors les applications M*(ix) & M*(1y) et M. (1x) D M. (iy)
sont des isomorphismes de R-modules inverses I'un de I"autre de M (X [[Y) dans
M(X)® M(Y).

2) Si

~

T — Y

6 | !
B

Z — X

est un diagramme cartésien de G-ensembles, alors M*(3).M.(a) = M.(6).M*(~).
Soit alors H un autre groupe, et F' un foncteur de GG-ens dans H-ens. S1 M
est un foncteur de Mackey pour le groupe H, et si X est un G-ensemble, je pose

o

(M o F)(X) = M(F(X))

De méme, si Y est un H-ensemble, et f un morphisme de H-ensembles de X
dans Y, je pose

(Mo F)*(f) = M*(F([)) et (Mo F).(f) = M(F([))
J’al ainsi défini un bifoncteur sur les (G-ensembles.

Proposition 9: Si M est un foncteur de Mackey pour le groupe H, et F
un foncteur de G-ens dans H-ens possédant les propriétes 1) et 2) du
théoréme 1), alors M o F' est un foncteur de Mackey pour le groupe G.

En effet, j’ai le diagramme commutatif suivant de G-ensembles:

F(ix) F(iy)
FIX) —  F(XIIY) «  F(Y)
N Tf /

ircy FX)IF(Y) iry)
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ou f est Iapplication F(ix)][ F(iy). En prenant 'image par M* et M, de ce
diagramme, j’obtiens le diagramme commutatif suivant de R-modules:

a b
S = Mo F(XITY) — S
7N\ a /N B )
M(F(X)IF(Y)) — M(F(X)IIF(Y))

avec

S=MoF(X)®MoF(Y)

= (Mo F).(ix) & (M o I').(iy)
b= (Mo F)(ix)® (Mo F)(iy)

v = M.irx)) © dwm)

6= M"(irx)) & M (iry))

a=M(F(ix HF y))
B =M (F(ix) [T F(iv))

Or si M est un foncteur de Mackey, et si ¢ est un isomorphisme de U sur V', alors
le diagramme

1d
v — U
Id | L ¢
¢
v — V

est cartésien, donc M*(¢).M.(¢) = M.(Id).M*(Id) = Id. 1l en résulte que
M*(¢) = (M.(¢))~'. Comme F possede la propriété 1), 'application F'(ix) I F(iy)
est un isomorphisme, et le produit 3.« est donc I'identité. Alors le produit des
fleches en oblique du diagramme précédent vaut

6.8.ay = (M (ipcx)) & M™(iry)))-(Mu(irx)) © Mi(ip(r))
qui est Iidentité si M est un foncteur de Mackey. Donc
(Mo F)(ix) & (Mo F)(iy)).(M o F).(ix) & (M o F).(iy)) = Id
et un raisonnement analogue montre que
(Mo F)ix) & (Mo F)(iv)).(Mo F)"(ix) & (M o F)(iy))) = Id

et le foncteur M o F' possede la premiere propriété des foncteurs de Mackey.
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Pour la seconde, si le diagramme

~
T —- Y
6 | |l «a
3
7 — X

est cartésien, alors comme F' possede la propriété 2), le diagramme

F(7zZ) — F(X)
I” est aussi, et puisque M est un foncteur de Mackey, j’ai alors
M*(F(8))-M.(F(a)) = M.(F(6)).M*(F(y))

ce qui montre que M o F' est bien un foncteur de Mackey.

4.1.2 Identification

Notation: Si G et H sont des groupes, si A est un H-ensemble-G, et M un
foncteur de Mackey pour le groupe H, je noterai M o A le foncteur de Mackey
pour (G défini par composition de M avec le foncteur A og —.

Pour interpréter ce foncteur en termes plus classiques, je remarque d’abord que
le foncteur M o (A1l B) s’identifie a la somme directe (M o A) & (M o B). 1l suffit
donc de considérer le cas ou A est isomorphe a (H x &)/ L, pour un sous-groupe

L de H x GG. Alors si X est un G-ensemble, j’ai
(Mo A)(X) = M(Aog X) = M(Ind , X*"))

Or si GG’ est un sous-groupe de &, alors la restriction de M a &' peut étre définie
par

(Res& )M (X') = M(Indg, X")

De méme pour I'induction des foncteurs de Mackey, j’ai
(Ind&, M')(X) = M(Res& X)

D’autre part, si N est un sous-groupe normal de (7, alors 'inflation des foncteurs
de Mackey du groupe G = G/N au groupe G peut étre définie par

(Infg, M')(X) = M(X™)
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Inversement, je noterai p& la “coinflation” des foncteurs de Mackey du groupe
G au groupe G', définie par

(PG M)(X') = M(InfG, X")

Enfin, en notant 67, I'isomorphisme canonique entre py(L)/ki(L) et pa(L)/ko(L)
déduit du groupe L, et M +— §(M) le transport par isomorphisme d’un foncteur
de Mackey, je vois que le foncteur M o A s’identifie a

2 L) 1 L
Mo A= Indi(L)InfiEL;/b(L)HL(p;ng/kl(L)Resg(L)M)

4.1.3 Fonctorialité

J’ai vu que si le foncteur F' de G-ens dans H-ens possédant les propriétes 1)
et 2), alors F' induit un foncteur entre les catégories de foncteurs de Mackey
correspondantes. Une question naturelle est alors de savoir si cette construction
est fonctorielle en F: en d’autres termes, si F' est un autre foncteur de G-ens
dans H-ens possédant les propriétes 1) et 2), si § un morphisme de foncteurs
de F" dans F, et si M est un foncteur de Mackey pour le groupe H, a quelle
condition # induit-il un homomorphisme de foncteurs de Mackey de M o F' dans
Mo F'?

J’al deux manieres d’associer a # un morphisme de foncteurs de Mackey éven-
tuel: la premiere consiste a poser, pour un G-ensemble-X

0% = M*(0x)
c’est une application de (M o F)(X) dans (M o F')(X), et ’ensemble de ces

applications est susceptible de définir un morphisme #* de foncteurs de Mackey
de M o F dans M o F".
Inversement, je peux poser

O.x = M.(0x)
(est une application de (Mo F')(X) dans (Mo F')(X), définissant éventuellement
un morphisme 6, de foncteurs de Mackey de M o F' dans M o F.
Pour savoir si * est un morphisme de foncteurs de Mackey, je dois vérifier que
si f: X — Y est un morphisme de G-ensembles, alors les carrés

M.(F(f))
Mo F(X) — Mo F(Y)

0% ! l Oy

et



commutent. Pour le second, c’est facile, car
Ox M™(F(f)) = M™(0x)M*(F(f)) = M*(F()fx) = ...

o= MOy FI(f) = MP(F/(f))M™(0y) = M™(F'())0

Pour faire commuter le premier carré, il semble par contre nécessaire d’imposer a
6 la condition (C) suivante: si X et Y sont des G-ensembles, et f un morphisme
de X dans Y, alors le carré

est cartésien. Dans ces conditions en effet, comme M est un foncteur de Mackey,
j’ai bien

MF'([))0x = M(F'([)M™(0x) = M*(6y)M.(F([)) = 05 M.(F(]))

ce qui prouve que #* est un morphisme de foncteurs de Mackey. Un raisonnement
analogue montre que si (C) est vérifiée, alors 6, est un morphisme de foncteurs

de Mackey. D’ou la

Proposition 10: Soit § est un morphisme de foncteurs de F’ dans F
vérifiant la condition (C). Si M est un foncteur de Mackey pour H,
alors #* est un morphisme de foncteurs de Mackey de Mo F dans Mo F",
et 0, est un morphisme de foncteurs de Mackey de M o F' dans Mo F.

Par le théoreme 1), je peux supposer que F est le foncteur Uog — et F’ le foncteur
U’ og —, pour des H-ensembles-(G convenables, notés U et U’. 1l est naturel de
se demander a quelle condition un morphisme f de H-ensembles-G de U’ dans
U induit un morphisme de foncteurs f og — de F’ dans F' vérifiant la condition
(C).

Si X est un G-ensemble, la seule définition raisonnable de I'application f og X
de U' og X dans U og X est la suivante

(fog X)(u'ogx)= f(u)ogx

Malheureusement, rien ne dit que si G C G, alors ;)G C G, donc que
f(u')ogx € Uog X. Une facon de s’en assurer est d’'imposer pour tout v’ € U’
I’égalité des stabilisateurs .G’ = ;G ce qui revient a dire que la restriction de
f a chaque orbite a droite de G sur U’ est injective.
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Dans ces conditions, je peux définir I’application fog X de U’ og X dans U og X.
Si a est un morphisme de G-ensembles de X dans Y, il est clair que le carré

U’oGa
UlogX — U’OGY
fogX | l focY
UOGCL

commute, car
(Uoga).(fogX)(uogz)=(Uoga)(f(u')oga)= f(u)ogalz)=...

o= (foe V) (v oga)(x))=(fogY).(U oga)(u og )

Ce carré est de plus cartésien: si en effet les éléments u’' ogy € U' og Y et
uogx € Uog X sont tels que

(f 06 Y)(u' o6 y) = f(u") oy = (U o a)(u g &) = u og af)

alors il existe ¢ € G tel que f(u') = u.get y = g~ .a(x). Alors I'élément v’ ogg~'x

ne dépend pas du choix d’un tel g, car si u.¢g’ = u, alors ¢'"'.a(z) = a(¢'~'.2) =
a(x), car uog x € U og X. Il est de plus dans U og X, car si ¢’ € G est tel que
u'.g' = u', alors

ug = f(u) = f(u.g) = f(v).g = ulgg)

donc u = u.?g’, et comme uogz € Uog X, jai ?¢g'.x = x, ou encore ¢'.(¢7 .x) =
97"
Enfin j’ai bien

Z.

(U'og a)(u'og g™ 'z) =u'oga(g'z) =u'ogy

et
(foa X)(u'og g™ z) = f(u')og g™ e =ugogg™ 'z =uog

Inversement, si v oG z est un élément de U" o X dont les images par U’ o a et
f og X sont respectivement u’ og y et u og z, je peux écrire

voga(z)=u'ogyet f(v)ogz=uogx

1 1

Il existe donc g € G tel que f(v).g =u et g~'.z = z. Et comme v.gog ¢~ '.z =
vog 2, je peux supposer ¢ = 1, i.e. f(v) = uet z = z. Alors il existe ¢ € G tel que
v.g' =u' et ¢""t.a(z) = y. Alors j’ai bien f(u') = f(v.g') = u.g' et y = ¢’ .a(x),
donc v og z est égal a 1’élément défini précédemment.

Donc si f est un morphisme de H-ensembles-G de U’ dans U qui est injectif sur
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les orbites a droite de G sur U’, je lui associe un morphisme de foncteurs f og —
de U’ og — dans U og —, et ce morphisme vérifie (C).

Je vais montrer inversement que si § est un morphisme de foncteurs vérifiant
(C) de F' = U' og — dans F' = U og —, alors 8 provient naturellement d’un
morphisme de H-ensembles-G de U’ dans U, qui est de plus injectif sur chaque
orbite a droite de G sur U’.

Je note tout d’abord que la condition (C) impose la structure de F'(X), lorsque
F, F'(pt) et 8, sont connus. En effet, le diagramme

F'(px)
Fi(X)  —  Fl(pt)
Ox l 1 0,
F(px)

F(X) = F(pt)

doit étre cartésien, donc F'(X) est isomorphe a la limite projective du systeme
formé par les trois autres ensembles.
De plus, si F' = U og —, alors F(pt) s’identifie narurellement a U/G. Soit alors

A={(u @) e U x U'JG | uG = 0,,(u'G)}
Je fais de A un H-ensemble-G' en posant
h(u,v'G).g = (hai.g, ha'G)
pour (h,g) € H x G et (u,u'G) € A.

La premiere projection 7 est alors un morphisme de H-ensembles-G de A dans
U, et la seconde 7' factorise par un isomorphisme ¢ de H-ensembles de A/G sur
U'/G, défini par ¢((u, v'G)G) = u'G: en effet, si v'G € U'/G, alors il existe u € U
tel que uGG = 0,,(v'G), et alors (u,u'G) € A est tel que v'G = '((u,v'G)). Et si
' ((u,v'G)) = 7'((v,v'G)), alors v'G = v'G, donc uG = v(G, et il existe g € ¢
tel que v = u.g. Dans ces conditions, j’ai (v,v'G) = (u.g,u'G) = (u,v'G)g, et
(v,0'G)G = (u,v'G)G.

Comme de plus le morphisme 7 est injectif sur les orbites a droite de GG, puisque
(u,v'G).g = (u,u'G) si et seulement si v = u.g, je sais que # induit un morphisme
de foncteurs 7 og — vérifiant (C) de Aog — dans U og —, et en particulier le carré
de gauche du diagramme suivant est cartésien:

Aog px ¢
Aog X — Aogpt — U og pt
mog X ! ) 7o pt ! ept
Uogpx — Uog pt — U ogpt
UOGpX ]d

La définition de A montre d’autre part que le carré de droite est commutatif, et
que ses fleches horizontales sont des isomorphismes. Il en résulte qu’il existe un
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isomorphisme py unique de U' og X sur A og X, tel que
d.(Aogpx).ux =U' ogpx et (mog X).ux =0x

L’unicité de px montre de plus que si f est un morphisme de X dans le G-
ensemble Y, alors (A og f).ux = py.(U' og f), donc que les px définissent un
isomorphisme g du foncteur U’ og — sur le foncteur Aog—. Alors U’ est isomorphe
comme H-ensemble-G a ’ensemble A, et le morphisme 6 provient du morphisme
7 oG —, ce qui prouve finalement la

Proposition 11: Soient U et U’ des H-ensembles-G, § un homomor-
phisme du foncteur U’ oz — dans le foncteur U oz —. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

1. Le morphisme § vérifie la condition (C).

2. Il existe un morphisme = de H-ensembles-G de U’ dans U, injectif
sur les orbites a droite de G, tel que 6 = 7 o —

4.2 Classes de conjugaison et cohomologie de Hochschild

Si GG est un groupe, je note [G] un systeme de représentants des classes de
conjugaison de (G, et je pose

G = H tOG ),<g>
9€[G]

considéré comme élément de 7((G). Si M est un foncteur de Mackey pour le
groupe (i, et si K est un sous-groupe de (7, alors en notant C'¢(g) le quotient

Calg)/ < g>,Jai

Mo cg = @gE[G]IHdgG( )I fC (( ))’00 (( ))RGSCG( )M

En particulier, si K est un sous-groupe de G, j’ai

. c .
(Mocg)(K) = ®gE[G]IndgG(g)Infgz((i))pai((z))Reng(g)M(G/[&) =

OG(g)Reng(g)M(ResC G/K) =

C
.= @gE[G]Inf—G(g))paG(g)
(
al

Calyg
L= @ge[G](ng g))Resg (9 )M)(Resc G/[&)

c = Oy M(Indg,_ g)InfCG (Resg, )G/ K)°)
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Or en tant que Cg(g)-ensemble, j’ai

(ReSgG(Q)G/K)g = H UG(Q)/E”K(Q)

z€Ca(9)\Ta(9.K)/K

et finalement

(M o cg)(K) = @yei6] PoccaoN\Ta(,k)/ K M(Car(g))

ce qui peut encore s’écrire, en sommant sur ¢* € K
(M o cq)(K) = reix)M(Cr (F))

Je noterai HM le foncteur composé M o cg: cette notation tient au fait que
si M est le foncteur de Mackey H'(—,R) (resp. H;(—, R)), alors I’égalité ci-
dessus permet d’identifier (M ocg)(K) avec le i-eme groupe de cohomologie (resp.
d’homologie) de Hochschild de K, souvent noté HH'(K, R) (resp H H;(K, R)) (cf.
[BE] chp.2).

En particulier, la cohomologie de Hochschild peut étre dotée d’une structure
de foncteur de Mackey: dans le cas : = 0, cette structure n’est autre que celle du
foncteur de Mackey “centre de 1’algebre de groupe”, duale de celle des fonctions
centrales: ce foncteur 7 est tel que pour tout sous-groupe K de G, jai Z(K) =
ZRK. La restriction de ’élément 3y cx ry.x de ZRK au sous-groupe K' C K
est définie par projection

Resk, Z Tp.t = Z Ty

reK reK'’

alors que le transfert a K de 1'élément ) g/ rp.x de ZRK' est défini par les

Trﬁ:,( E Tp.) = E r..Fx

zeK'’ keK/K'

traces relatives

Plus généralement, la structure de foncteur de Mackey pour la cohomologie de
Hochschild peut étre définie ainsi: si

.—~ 11— Ly— RK — 0

est une résolution de RK par des RK-bimodules projectifs, alors en restreignant
ces bimodules a K’, j’obtiens une résolution de RK par des RK’-bimodules pro-
jectifs. D’autre part,

Homprx i (Resgry it Ly RK') & Hompes i (L, Ind %55 RK)
Comme RK' est facteur direct de Resg/xx'RK, les groupes HH*(K', R) sont

facteurs directs des groupes de cohomologie du membre de gauche. Le mor-

phisme canonique de Indﬁfxl}ﬁ—,]%f( " dans RK fournit alors un homomorphisme
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du complexe du second membre dans le complexe Homp x x ( Ly, RK), dont la co-
homologie est égale a HH*(K, R). D’ou finalement le transfert de HH*(K', R)
dans HH*(K, R). La restriction se déduit de méme du morphisme de RK dans
IndX7 5 RK'.

Dans le cas général d’un foncteur de Mackey M, si K est un sous-groupe de

G, alors HM(K) est aussi égal a
HM(K) = (Srex M(Ck (k)))

et si L C K, alors le transfert T (m;) de HM(L) dans HM(K) de I’élément
my € M(CL(l)) est donné par

K Cr(l
T (ma) =ty (me) € M(Cie(D)
et la restriction R (my) est donnée par

RE(my) = 3 27t (ma)
re K
k* € L

ou 1’élément :z:_lrgfL(flg)(mk) est dans M(Cr(k")).

4.3 Foncteurs de Mackey et conjecture d’Alperin

Dans [TH-WE], Thévenaz et Webb proposent la conjecture suivante, qu’ils
prouvent étre équivalente a la conjecture d’Alperin:

Conjecture: Pour tout groupe fini G, et tout nombre premier p, il existe
des foncteurs de Mackey M, et M,, tels que M (H) et M,(H) sont des
espaces vectoriels sur un corps R de caractéristique 0 ou premiere a
|7], satisfaisant les conditions suivantes:

1. Pour tout sous-groupe I de G, les restrictions Res% M, et Res% M,
sont projectifs par rapport au sous-groupes p-locaux de H.

2. Pour tout sous-groupe H de G,
dim My (H) — dim My(H) = np(H)

ou np(H) désigne le nombre de k(G-modules simples non-projectifs,
pour un corps k algébriquement clos de caractéristique p.
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Les définitions des sections précédentes permettent de donner une version expli-
cite de cette conjecture. Soit en effet sg I'idempotent EC, lorsque F est la famille
5,((G) des p-sous-groupes de G, i.e.

Sqg = — Z (_1)|S|tNg(s),s

mf s=1

s € Sd(s,(G))/G

Soit d’autre part F' Pg le foncteur de Mackey dont la valeur en tout sous-groupe
de G est égale a I’anneau R, la restriction ris étant I'identité, et le transfert t5
la multiplication par [K : H]. Alors pour tout G-ensemble X, j’ai F'Pr(X) =
Homeg([X], R), en notant [X] le RG-module de permutations de base X. Donc
FPr(X) admet une base sur R, en bijection avec G'\ X.

Soit alors A un G-ensemble-G. La valeur de F'Pro A en (G est égale a

(FPro A)(G) = FPr(Aog (G)G)) = F Pr(A/G)

et admet donc une base en bijection avec G\ A/G.
Soit alors Alpg = ¢ oG sq € I'(G). Le calcul donne

Alpg = — > > (=) i(g).0 0 ENg(s).s
9€[C] inf s = {1}
s € Sd(s,(G))/G

En développant le produit ¢c,(y),4 06 tNg(s),s €t en réorganisant la somme, il vient

AlpG = - Z (_1)|S|tCG(g)r‘lNc;(s),<g>.sup s
geG,se Sd(gp(G)),inf s={1}

g c N(;(S)
(g, ) mod.G

Comme tx n est un G-ensemble-G transitif pour tout (X, N), j’ai |G\tx n/G| =1,
et alors

|G\Alpe /G| = — > (—1)
geG,s€ Sd(gp(G)),inf s={1}

S Ng(s)
(g, ) mod.G
ce qui s’écrit encore
|G\ Alpa/G| = — > (—=1)Fk(Na(s))
s € Sd(s,(G))/G
inf s = {1}

en notant k(H) le nombre de classes de conjugaison de sous-groupes du groupe

H.
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En particulier, la version de Robinson (cf. [KN-RO]) de la conjecture d’Alperin
donne la valeur conjecturale du second membre, égale a fo((), nombre de modules
simples projectifs sur un corps k algébriquement clos de caractéristique p. Cette
conjecture équivaut donc a

G\ Alpa /G| = o(G)
De méme, le lemme 5 montre que le produit
Leg(9),<g9> O0G SG = Leg(g),<g> OG Elg

est nul si O,(< g >) n’est pas contenu a conjugaison pres dans P = {1}, i.e.si g
n’est pas un p’-élément. Donc, en posant

g = Z L g(g),<g>

QE[GPI]
j’al aussi
Alpg = C/G oG Sqg = — Z (_1)|S|tOG(9)nNg(S),<g>.sup .
9 € Gy, s € Sd(s,(G)),inf s = {1}
g e Ng(s)
(g, ) mod.G

ce qui redémontre que la conjecture d’Alperin équivaut aussi a

folG) = = > (=1)"I(Ne(s))
s € Sd(s,(G))/G
inf s = {1}

en notant [(H) le nombre de classes de conjugaison p-régulieres de H.
Finalement, j’observe que ¢g et sg, donc aussi Alpg, commutent a I'induction,
au sens suivant:

Lemme 17: Soit H un sous-groupe de (. Alors
cgoq (Gx H)Y/A(H)=(Gx H)/A(H) o ¢y

¢eog (G x HY/A(H)= (G x H)/A(H) oy cy
sgog(Gx H)Y/A(H)= (G x H)/A(H) og sy

En effet, soit X un sous-groupe de G normalisant N. Alors

tx.noq (G x HY/A(H) = > (G x H)/(Ax.n* @YA(H)
x e X.N\G/H
N*CH
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Axn* "YAH) = {(a,b) | Fc,a € X, ac' €N, "=bec H} = ...
.={(a,b)|a€ X, b€ H, a.("b)"" € N}
ou encore
Axn* OYA(H) = @D (a,b) |a € XT, a.b™ € N"} = ...
=D a,b) |ae X"NH, ab™' € N}
la derniere égalité résultant du fait que b € H et N* C H. Finalement
Ax oy * CUA(H) = @D(A(H) * Axsnmne)
de sorte que
(G x H)/(Axn+ "VAH)) = (G x H)A(H) o (H x H)/Axenpne
Alors pour la premiere assertion du lemme

cgoq (G x H)/A(H) = Z leg(e)<g> 06 (G x H)JA(H) = ...

9€[G]

[Ca(g)| 1Calg”) N H|

o= (G A ) on > ET e

geG

r€eG
9" €H

(H x H)[Acy(5%),<g>

et la premiere assertion en résulte, en sommant sur ¢* € H. Pour la seconde,
le calcul est analogue, la somme ne portant que sur des éléments p-réguliers. De
meéme, pour la troisieme

sgog(GxH)/A(H) = — > (—1)|5|tNG(S)7sup soc(GXH)/A(H) = ...
s € Sd(s,(G))/G
inf s = {1}

.= —(G x H)/A(H) og 3 Fo(=D)EH % H) /ANy (s5),sup 52
s € Sd(s,(G))
inf s = {1}
reG
sup s* C H

avec
£ IN6(9)] [ No(s).sup s 0 H| _ [ No(s)] [sup " Ni(s)] _
GI [No(s).sup s[[H] |G| | No(s)-sup s|[H]
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C_ INe(ollsup slINe) [Nl
|G| Na(s) Nsup s||Ng(s).sup s||H]| |G||H |

Une sommation sur s* donne alors la seconde assertion du lemme.

I en résulte que
Alpg o (G x H)/A(H) = (G x H)/A(H) o Alpg
Or pour tout H-ensemble X, j’ai
nd% X = (G x H)/A(H) oy X

Donc

Alpg o Ind$ X = IndS(Alpg o X)

Dans ces conditions, le “foncteur de Mackey virtuel” F Pr o Alpg est tel que
(Res%(F Pro Alpg))(X) = (FPgo Alpg)(Ind$ X) = F Pr(Alpg og Ind5X) = ...

... = FPr(Ind%(Alprog X)) = (Res% F' Pr)(Alprog X) = (Res% I Pro Alpg ) (X)

Donc

Resg(FPR o Alpg) = (RengPR) o Alpg = FPro Alpy

et la valeur en H de F Pro Alpg, égale a la valeur en H de sa restriction a H,
est donc différence de modules libres sur R, et de rang virtuel

rangn(FPro Alp)(H) = — 5 (=1)Pi(Na(s))
s € Sd(s,(H))/H
inf s = {1}

Conjecturalement, ce rang vaut fo(H) pour tout sous-groupe de G.
Le lemme précédent prouve aussi que

Resfl(FPR o (cy — Alpg)) = (RengPR) o (¢ — Alpg) = FPro (cfy — Alpg)

De plus, j'ai ¢ty — Alpg = ¢ oq (la, 1y — sa), et

tG,{l} — SG = — Z (_1)|S|tNg(s),sup s
s€Sd(sp(G))/G

ou Sd(s,(G)) désigne 'ensemble des suites croissantes de p-sous-groupes non-
triviaux de (. Ainsi tout foncteur de Mackey de la forme M o (¢, — Alpg) est
combinaison linéaire de foncteurs de la forme M’ oy (s) sup s- D’apres les formules
d’identification, si A = (G x )/ L, alors le foncteur M’ o A est un foncteur induit
de po(L) a G. Ici, jai pa(Ls) = Ng(s).sup s, pour une suite s de p-sous-groupes
non-triviaux. En particulier Op(py(Ls)) # {1}, et le foncteur M’ o {n(s) sup s €5t
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un foncteur induit de Ng(O,(p2(L))) & G. Le foncteur M o (¢l — Alpg) est donc
projectif par rapport aux sous-groupes p-locaux de G.

Le foncteur M = FPg o (i — Alpg) est donc tel que Res$ M est projectif
par rapport aux sous-groupes p-locaux de H, pour tout sous-groupe H de G. Le
rang sur R de son évaluation en (& est égal a

- > (=DVl(Ns(s))

s€5d(sp(G))/G

Il est aussi égal a |G\(c; — Alpg)/G| = I(G) — |G\ Alpe /G|, et la conjecture
d’Alperin équivaut au fait que ce rang soit égal a I(G) — fo(G) = np(G). Jai
donc

Proposition 12: Le foncteur de Mackey virtuel M = FPgro (¢; — Alpg)
est tel que

1. Si H est un sous-groupe de (, alors Res% M est projectif par rap-
port aux sous-groupes p-locaux de H.

2. Si H est un sous-groupe de (, le rang sur R de M(H) est égal a

I(H)—|H\Alpy/H| = — Z (—1)|5|Z(NH(3))
s€Sd(sp(H))/H

Corollaire: La conjecture d’Alperin est équivalente a

|G\ Alpa /G| = fo(G)

4.4 p-sous-groupes et résidu de Steinberg
4.4.1 Autres expressions de sg

Notation: Si p un nombre premier, et G est un groupe fini, je note R ()
I’ensemble des suites s de p-sous-groupes de G qui sont strictement croissantes,
et telles que sup s C Ng(s). Je note également a,(G) 'ensemble des p-sous-
groupes abéliens élémentaires (triviaux ou non) de G.

Lemme 18:: Avec ces notations,

Sqg = — E (_1)|S|tNG(s),sups
s € Sd(a,(G))/G
inf s = {1}
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SG = — Z (_1)|S|tNg(s),sups
SER(G)G
inf s = {1}

En effet, en regroupant dans la définition de sg les termes pour lesquels sup s est
un p-sous-groupe P donné de G, il vient

SG = — Z Z (_1)|S|tNG(5)7P
Pes, (D] 5 e Sd(s,(G))/Na(P)
inf s = {1}
sup s =P

Soit alors ¢p 'application de b(Ng(P)) dans I'((7) définie par
¢p(No(P)/K) = ixp

Alors
- > (=) "tng(s),p = ¢p(1(P))
s € Sd(s,(G))/Na(P)
inf s = {1}
sup s = P

ou yi(P) désigne I'invariant de Mébius de P dans I’ensemble s, ((7), i.e. I'invariant
de Lefschetz de [{1}, P[. Cet ensemble est Ng(P)-contractile si P n’est pas abélien
élémentaire, par les contractions @ +— Q.®(P) — ®(P). Donc u(P) = 0 si
P ¢ a,(G), et la premiere assertion du lemme en résulte.

Pour démontrer la seconde, je pose provisoirement

S/G = — E (_1)|S|t]\7g(s),sups
SER(G))G
inf s = {1}

et je regroupe dans sg; les suites s € R () pour lesquelles sup s est un p-sous-
groupe P donné de G. 1l vient

Sqg = — Z Z (_1)|S|tNG(5)7P
Pes, (DG 5 € Sd(s,(G)F)/Na(P)
inf s = {1}
sup s = P

J’observe alors que
- > (=) tngo.p
s € Sd(s,(G)")/Na(P)

inf s = {1}
sup s = P
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est I'image par ¢p de l'invariant de Lefschetz de {1}, P[", et ce dernier est nul
pour la méme raison que précédemment si P ¢ a,(G). Et si P € ap(G), alors
{1}, P[P=]{1}, P[, et s} est égal au second membre de la premiére assertion du
lemme, donc a sg.

4.4.2 Autre expression de F§

Si P est un p-sous-groupe de G, soit Ng(P) = Ng(P)/P, et
up = (Na(P) x G)/{(nP,n) | n € No(P)}

up = (G x Na(P))/{(n,nP) | n € Na(P)}
Soit EF I'idempotent de I'(G) associé au groupe P et & la famille F = s (G),

a savoir
E]g; = - Z (_1)|S|t]\7g(s),sup s
s € Sd(5,(G))/Na(P)
mmf s =P

Par un calcul analogue a celui de la section précédente, je peux regrouper les
suites pour lesquelles sup s est un p-sous-groupe () donné, contenant P. Il vient

Ef =— > > (=1 tng )0
Q € 5,(G)/Na(P) s € Sd(s,(G))/Na(P,Q)
QDOP inf s = P
sup s = @)

Soit alors ¢pg 'application de b(Ng(P,Q)) dans I'(G) définie par

¢rQ(Na(P,Q)/K) = tkq

Alors
- > (=D)"tng.0 = dra(u(P.Q))
s € Sd(s,(G))/Na(P, Q)

inf s =P

sup s = @
ou (P, Q) est I'invariant de Lefschetz de |P,Q[. Cet ensemble est Ng(P,Q)-
contractile si P 2 ®(Q), par les contractions R — R.®(Q) — P.®(Q).

Et si P C Q, alors P <@, et de plus | P, Q[=]P, Q[?. Ces considérations mon-

trent finalement que

Eg = — Z (_1)|S|tNg(s),sup s
s € B,(G)/No(P)
inf s =P
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J’observe alors qu’en notant 5 la suite des quotients par P des termes de s, j’ai

th;(s),sup s = u}g ON@(P) tNg(E),sup 5 ONG(P) up
et il en résulte que

EB = up 0N, (p) SNo(p) ONo(p) UP

4.4.3 Résidus de Steinberg

Je suppose ici que la famille P contient la famille des p-groupes finis. 51 M
est un objet de Fr(P,P), et G un groupe fini, j’appelle résidu de Steinberg de
M en G, et je note SM(G), le R-module image de M(sq), i.e.

SM(G) = M(s6)(M(G)) = sg og M(G)

Comme up est un morphisme de (¢ dans Ng(P), j’ai une application a de M(G)
dans @Peép(g)/GsM(Wg(P)), définie par

a(m) = @pM(sx,p) Ons(p) wP)(M)
J’ai de méme une application b de @peﬁp(G)/GSM(NG*(P)) dans M () définie par
b(mp) = M(up)(mp) pour mp € SM(Ng(P))

Alors a et b sont des bijections inverses I'une de l'autre: en effet, si m € M(G),
alors

ba(m) = b(&pM(sy pyox pyur)(m) = D M(upoasy,powpur)(m) = ...
Pmod.G

=M Y Ef)m)=m

Pmod.G
De méme, si mg € SM(Ng(Q)), alors

ab(mQ) = &pmod.aM (s (p) Oxypy uP)M(up)(mq) = ...

= OPM (s (p) OFo(p) UP 06 Ug OF(Q) SW4(@)) (MQ)

Le calcul donne

up oG Uy = Z (Ng(P) x Na(Q))/ L.
z € Na(P)\G/Na(Q)
PTC Ng(Q)

ou j’al posé

Ly, ={(nP,n°Q) | n € No(P,”Q)}
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Alors ko(L;) = P*.Q/Q est un p-groupe, et si O,(ka(L;)) = {1}, alors P* C Q.
Donc si P* Z @, alors le produit

(Na(P) x N(Q))/ L. ONa(Q) SN&(Q)
est nul. Mais si P* C @, alors k(L,) = “Q/P n’est égal a {1} que si “Q) = P.

Finalement, le produit

SNo(P) ONa(P) UP OG Ug ON (@) SNa(Q)

est nul si P n’est pas conjugué de Q). Et si P =@

SN () "N (@) URCGUON (@) SN u(@) = “Na(@)°Na(@)(Na(Q)xNa(@))/L19F 4 (0)5Nu(a)

Mais (Ng(Q) x Ng(Q))/ L, est 1'élément neutre de I'(Ng(Q)), donc

* .2 e
SNe(Q) “Ne(@) UQ °G UQ ONy(Q) SN&(Q) = SNe(@) ~ “Nae(@)

et comme M(SNG(Q))(TI’LQ) = mg, j’al bien ab(mg) = mg. D’ou

Proposition 13: Si P contient les p-groupes finis, et si M est un objet
de Fr(P,P), alors pour tout groupe &

M(G) ~ SM(Ng(P
(@)=, 5 SMNa(P)

Exemple: Si P est la famille des p-groupes finis, et si Sy est un objet simple
de Fr(P,P), alors jai vu que
S (O A 7 NaKPYE (1
() (K,P)@wd.G " (V)

la somme portant sur les couples de sous-groupes (K, P) de G tels que P soit un
p-sous-groupe normal de K et tels que K/P soit isomorphe a H. En sommant
d’abord sur P, je vois que

Suv(G)~ & @ NP ()
P (@G K/P C No(P)/P
K/P~H

K/Pmod.Ng(P)P/P

Comme
No(K, P)/K ~ Nygpyp(K/P)/(K/P)
il en résulte que pour tout groupe fini (7, j’ai
SSuv(Gy= @&  Tre®E W)
KCG
K=~ H
K mod.G
En particulier, si R est un corps k de caractéristique p, et si V est le module
trivial, alors je sais que Sgy((G) est de dimension 1 sur k& pour tout (. Donc
SSuv(G) est de dimension 1 sur k si H est isomorphe a un p-sous-groupe de
Sylow de G, et il est nul sinon.
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4.5 Adjonction et modules de Steinberg généralisés

Soient GG et H des groupes, et A un H-ensemble-G. Si M est un foncteur
de Mackey pour le groupe H, alors l'identification effectuée plus haut permet
d’observer que le foncteur qui a M associe M o A admet un adjoint a gauche:
en effet, les opération d’induction, de restriction, d’inflation et de coinflation ont
chacune un adjoint a gauche. Je noterai N — AoN cet adjoint. Si A = (GxH)/L,
alors

1 L — 2
A (0] N = Indg(L)[’ilgL;/kl(L)eLl(Reszi(L)N)k (L)

ol ¢ désigne I'adjoint de p, et N — N*¥2(I) le foncteur adjoint du foncteur d’in-
flation de pa(L)/ko(L) & po(L).

Comme de plus le foncteur qui a M associe M o A est un foncteur exact, il
en résulte que le foncteur qui a N associe Ao N transforme un foncteur projectif
en un foncteur projectif.

Si R est un corps de caractéristique p, alors les foncteurs de Mackey projec-
tifs indécomposables et projectifs par rapport aux p-sous-groupes peuvent étre
indexés par les modules de p-permutations indécomposables. Il est facile de voir
d’autre part que si P est la famille des p-groupes finis, et si A est P-libre-P, alors
le foncteur A o M est projectif par rapport aux p-sous-groupes si M 1’est.

Dans ces conditions, si pg((G) désigne le sous-anneau de 1’anneau de Green
engendré par les modules de p-permutations, je vois que pg(G) devient un objet
de Fr(P,P): Si N est un module de p-permutations pour le groupe G, et si A est
un H-ensemble-G' qui est P-libre-P, alors il existe un unique foncteur de Mackey
Ly pour G qui soit projectif, projectif par rapport aux p-sous-groupes, et dont la
valeur en {1} est N. Alors le foncteur A o Ly est projectif, projectif par rapport
aux p-sous-groupes de H, et sa valeur en {1} est par définition le module Aog N.
C’est un H-module de p-permutations.

Dans la cas ot A est isomorphe a (H x (7)/L, alors il est possible de montrer
que

Aog N ~ Indll [ N[ky(L)]
ou, lorsque P est un p-sous-groupe de (7, le module N[P] est défini par

N[P]=N"/ > TriN®
QCP

Ces remarques permettent de retrouver les modules de Steinberg générali-
sés des modules de p-permutations définis dans [BO1]: Le module de Steinberg
St(G, N) n’est autre que sg o N. De méme, le résidu de Steinberg du foncteur
pg est tel que Spg((G) est le sous-module de pg(G) engendré par les modules
projectifs.
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