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Dans  ia premi6re partie, j '~tudie des anneaux de s6ries formelles ~ coef- 
ficients dans des anneaux  de Burnside. I1 est possible d '6tendre ~ ces 
anneaux les propri6t6s usuelles des anneaux de s6ries formelles. 

En particulie1:, il est possible de fabr iquer  l 'exponentielle d 'une s6rie 
sans terme constant .  Cet te  exponentielle poss6de les propri~t6s exig~es 
d 'habi tude  d 'une telle applicat ion.  

Dans  ia troisi~me partie,  j '6tend la not ion de composi t ion  des s6ries 
formelles, ce qui permet  le calcul du logari thme.  

La quatr i6me part ie est une appl icat ion au calcul des modules  de 
Steinberg des produi ts  en couronne,  dont  la s6rie s 'exprime de faqon 

�9 naturelle en termes d'exponentielle.  
Enfin la cinqui6me part ie  est une suite d 'exemples  dans le ,cas des 

groupes  sym6triques,  qui vont  de certains r6sultats sur les fonctions classi- 
ques au calcul des modules  de Steinberg des groupes  sym6triques S ,  pour  
p = 2  et n ~  13. 
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EXPONENTIELLE ET MODULES DE STEINBERG 1 19 

1. L'ANNEAU ,~ (G)  

Soit G u n  groupe fini. Je note b(G) l 'anneau de Burnside de G ,h. coef- 
ficients entiers, dot6 de sa base standard form6e des G/H, o~ H d6crit les 
sous-groupes de G 5. conjugaison pr~s. 

Si k est un entier strictement positif, je note Gk le produit en couronne 
G ~ Sk de G par le groupe sym6trique Sk, et si k = 0, je pose G O = (1), de 
sorte que b(Go)= Z. 

Ceci 6rant, je consid6re 

~(G)= I-I b(G~). 
k;~O 

En tant qu'ensemble, c'est le produit des b(Gk). 
L'addition dans .~(G) est dSfinie terme ~ terme par 

(Xk)k >~O'~ ( Yk)k >~o : (Xk dl- Yk)k ~O 

et il est alors 16gitime de noter Zk~oXk"  T k l'616ment (Xk)k~o de ~(G).  
Si K (resp. L) est un sous-groupe de Gk (resp. Gt), alors le produit K x  L 

est un sous-groupe de Gk x Gt, et la classe de conjugaison de K x L dans 
Gk x Gt ne d6pend que de celle de K dans Gk et d~ celle de L dans Gt. 

Je peux donc par Z-lin6arit6 d6finir une application bilin6aire de b(Gk) x 
b(Gt) dans b(Gk x Gt), notre (X, Y)~-~ X.  Y, en posant (Gk/K).  (Gi lL)= 
(Gk x Gt) / (Kx  L). 

D'autre part, le groupe Gk x Gt se plonge naturellement dans Gk +t. Je 
d6finis alors le produit dans ~3(G) en posant 

Xk. T k ~ Yt. Tt= ~ Z,,. T" 
k ~ O  I>~0 m ~ O  

avec 

Z m  = ~ ,  T~AGk+t X �9 Y I .  slL~'~ Gk x G I k 
k + l - - m  

Avec ces d6finitions, il est facile de v6rifier que .~(G) est un anneau com- 
mutatif  unitaire. L'616ment neutre de la multiplication est 1. T ~ que je 
noterai simplement 1. Plus g6n6ralement, puisque GJGk est l'616ment 
neutre de b(Gk), je noterai simplement T k l'616ment Gk/Gk. T k de B(G), en 
prenant garde ~.u fair qu'avec ces notations, le produit T k �9 T t n'est pas 6gal 

T k+t mais :~ G k + t / ( G k x G t ) . T  k+t. 
Je note J ( G )  l'ensemble des 616ments Z Ark" T k de .~(G) pour lesquels 

Xo = O. C'est un ideal de B(G). 
Je note ql(G) l'ensemble des ~l~ments Z Xk. T k de .~(G) pour lesqucls 
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Xo = I. C'est une partie tie ~3(G) stable par multiplication, et l'ensemble des 
~13ments inversibles de ~ (G)  est la rdunion ql(G)w ( -q l (G) ) .  

Si X = ~ . k X k ' T  k est un 616ment de .~(G), je note IXI l'616ment de 
l'anneau Q [ [ T ] ]  des s6ries formeiles :4 coefficients rationnels d6fini par 

T k 

I.u = ~  la'~l 
IG~I" 7 

Alors /'application X~-+ IXl est un homomorphisme d'anneaux de B(G) darts 
Q [ [ T ] ] .  

Le plongement du groupe sym&rique S k _  ~ d a n s  Sk induit un plonge- 
ment de Gk_ 1 dans Gk, et je pose 

LEMME 1. 
que 

L'application d ainsi d6finie est une ddrivation tie ~(G),  telle 

IdXl = IGI d(IXl). 

Pour d6montrer l'identit6 d(X.  Y )= dX.  Y+  X .  dY, qui est bilin6aire en 
X et Y, il suffit de consid6rer le cas off X =  G. / I I .  T" et Y= Gm/K. T ' ,  et 
tout revient :4 prouver que 

Reso . . . .  , G , + , , / ( H x  K).  T "+m-I 

= (Reso._, G, / I I .  T") .  (am/K.  T" )  + (G,/I#.  T") .  (Reso._, G,, /K.  Tin). 

Par la formule de Mackey, ie premier membre s'6crit 

Rest. . . . .  i G.+,./(  H x K) 

= E 
x~ ( l l x  KJ~Gs+m/Gs§ 

G.+,~_I / (HxK)~  n G . + . , _ I .  

L'ensemble ( H x  K)\G.+. , /G.+m_ t est l'ensemble des orbites de H x  K sur 
G.+., /G.+.,_ I. Or pour tout entier /, l'ensemble GffGt_t s'identifie :4 
l'ensemble G x { l  .... , l},  sur lequel Gt op~re par (g, ..... gt, r ) (g , i )=  
(gw), z(i)), par l'application qui :4 (gl .... ,gt ,  r)Gt_ t associe (g,i,J, r(/)). 
Done l'ensemble G.+, . /G.+, ._ ,  s'identifie :4 G x ( { l  ..... n } H  {1 ..... m}). 
L'616ment (hi ..... h~, a)(kl ..... k, . ,  ~) de H x K envoie (g, i) sur (hot o, a(i)) 
si i t  {1 .... ,fl}, et sur (kw),T(i)) si i t  {1 .... ,1}. Ceci prouve que 

( I I  x K) \  G,,+,,,IG,,+,,,_, = (H \  G.IG._,)  H (K\  G.,IG,,,_ ,) 
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et que (l lxK)Xc~G.+,._~ est 6gal fi (H"nG._I)• si xeH\G,,/G,,_~. 
et fi H• si x~K\G.,/G,, ,_~. Done 

Resc;.+._,G,+m/(H• ~ G,+ .... j / ( ( H ~ n G , , _ l ) x K )  
x c  t l \ G n / G n - I  

+ ~, G.+,, ,_I/(IIx(K~c~G.,_I))  
x c K \  r m - I 

et la premi6re assertion du lemme est alors une cans6quence de la formule 
de Mackey. La second assertion est triviale. 

Si H est un sous-groupe de G, alors H t se plonge dans Gt, et je d6finis 
une application lin6aire i~ de ~ ( I t )  dans ~)(G) en posant 

. G  i~ I I I /L=GI /L  si kg-0 et I n ( l ) = l .  

Alors i~ est un nlorphisnle d'anneaux. 

Renlarqlw. I1 est aussi possible de d6finir une application de restriction 
de &(G) dans .#(H). Pour que la formule de Mackey soit vraie, il faut 
prendre i ~ ( 1 ) =  [G :  H],  mais alors i~ n'est plus un morphisme d'anneaux. 

' 2. L'EXI'ONENTIELH-: DANS &(G) 

2.1. Dkfinition des Uk 

Soit H u n  groupe fini. Si II op~re sur un ensemble ordonn6 X, je note 
.'~x (resp. Ax) te module de Lefschetz de X (resp. le module de Lefschetz 
r6duit) de X. Ces modules sont les 616ments de b(H) d6finis par 

.4x= - ~ (-I)I~IH/H, et A . v = Z ] x - l l / n  
s ~. S (  X 1/11 

off S(X) est l'ensemble des suites strictement croissantes de X, et H~ le 
stabilisateur dans H de la suite s de S(X). 

LEMME 2. Si Y est 1111 OlOnlent de b(H), il existe i111 ensemble ordonnO X o 
(resp. X), sur (equel H opOre, tel que A.vo = Y (resp. A x = Y). 

En effet, soient A et .~ les parties de b(H) d6finies par 

A~= { Yeb(H)J~Xordonn~ tel que A x =  Y} 

= { Y ~ b(H) 13X ordonn~ tel que  ~ x = Y } 
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puisque A x =  A x -  H/H,  et puisque Axu x ,=  Z]x+ ,'Ix,, je vois q u e  

A x u  x, = A x  + Ax .  + t t / H  

et en prenant pour X' l'ensemble pt r6duit fi un point, il vient 

A x u p , = d x  

ce qui prouve que d ~ A. 
Inversement, en notant E,, un ensemble discret ~. n 616ments, sur iequel 

H op6re trivialement, j'ai 

A E 2 . E = - - A E 2 . A E 3 = - - 2 . H / H ,  d'ofi 7 1 e 2 . E ~ = - H / H  

et donc 

"t x u {E2 �9 E3~ = f i x -  H / I t =  A x.  

Donc A = d .  De plus A est stable pour l'addition (puisque A x u x , =  
d x + f l x ,  ), et puisque Ax .  E2= - A  x,  je vois que A est un sous Z-module 
de b(H).  Enfin, notant [ t t / K ]  l'ensemble discret des classes ,h gauche de H 
modulo K. sur lequel H op6re par translations, j'ai bien stir d ut/h] = lI/Ir 
et A contient la base standard de b(H), ce qui prouvc le lemme. 

Si X et Y sont des ensembles ordonn~s sur lesquels op&e H, et si 0 
(resp. I) d~signe ttn plus petit  ~ldment (resp. un phts grand ~l~ment) 
kventuellement ajout~s gt X ou Y, alors j e  note 

X *  r = X u { l } •  r u { l } - { ( l , l ) }  

Xo Y= {0} ,., x,_, {l} • {0} ~ r,_, {l} - {(0, 0), (l, I)} 

X "k = X * X * . . .  * X (prothdt de k fac teurs )  

X "k = X o X . . . . .  X (produit de k faeteurs) .  

LEMME 3. Le groupe lIk opkre sttr X ~, sur X "~, et sur X ~ et zl a.k ne 
d@end que de ,;l x .  

En effet, l'616ment Z]x~ est enti6rement d&ermin6 par la donn6e, pour 
chaque sous-groupe K de Hk, de la caract6ristique d'Euler-Poincar6 
~((xk)X). 

Soit  done K un sous-groupe de Hk. Un 616ment z de K s'6crit sous la 
forme z = (hi ..... hk, a), o6 les h~ sont dans H e t  a est une permutation de 
f2=  {1 ..... k}. Un tel z op6re sur X k e n  transformant x =  (x~ ..... xk) en 
z . x =  (h~ -x,,-ql), ..., h~ �9 xo-~)) .  

En particulier, ie groupe H k op6re sur X k, sur X "j', et sur X "k. 
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De plus, l'616ment x de X t e s t  fix6 par z si et seulement si pour tout i, 
j'ai xi = hi ..xa-,u). Je poserai 

/~= {a e Sk I 3(hi ..... hk) �9 H k, (hi ..... h , ,  a) e K} 

et pour  tout / de  {I ..... k} 

Kti~ = {hil 3(Iq ..... ha, a) e K, o(i) = i}. 

L'ensemble K" est un sous-groupe de Sk, et les Ku~ sont des sous-groupes 
de tL 

Alors s i x  est invariant par K, il est clair que xl est invariant par Kur  
Inversement, si pour tout i de f2//~, je choisis un x; de XX% et si je pose 
pour j dans l'orbite sous /s  de i 

x j = h ; - l . x i  si (h, .... ,hk, a ) e K  e s t t e l q u e a - ' ( i ) = j  

alors xj est bien d6fini: En effet, si (h' l ..... h~, a ' )  est un autre 616ment de K 
tel que a ' - ' ( i ) = j ,  alors 

(h] ..... h'k, a')(h, ..... hk, a) - I  = (h'lhL!-,{i} .... ~ h'kh L!-,{a~, a'a - l )  

est un 416ment de K tel que r r 'a - ' ( i )=  i, done par hypoth4se sur les x; , j 'ai  
h~hr ~, d'ofi h ; - I x i = h T l x i  . I1 est alors facile de v6rifier que 
(x, ..... xk) est invariant par K. 

En d'autres termes, je vois que (xk) x s'identifie fi I-L~mx X^"~- Done 

2((x~)K) = l-I ~.(x*,,,) 
tet2/g 

done/ ix*  ne d6pend que de / ]x -  
Ceci permet de d6finir une application Uk de b(H) dans b(Hk) en posant 

uk(Y)=/]xk si X est choisi tel q u e / I x  = Y. Je d6finis de plus uo de b(H) 
dans b { l ) = Z  en posant , to (Y)= 1 pour tout Yde b(H). 

LEMME 4. La suite (Uk)k~O est la settle suite d'applications de b(H)  darts 
b(Hk), telle que: 

1. Si k >1.1, alors uk(H/L ) = Hk/Lk.  

2. Pour X et Y darts b(H), j 'ai  uk (X+ Y ) = ~ , ~ = o l n d ~ . m _ , u t ( X  ). 
uk_t(Y).  

3. Si k >~ 1, alors Uk(0)=0. 

4. Si X e b ( H ) ,  alors uo(X )=  1. 
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De phts, si H opbre stir X, alors 

Jx. =.,(AD 
A .v" = - uk ( - A x)  

A v~ = uk(Ax) .  

La condition (1) exprime le fait que avec les notations pr6c6dentes, 
j'ai z i t m L a ~ = H J L k ,  ce qui r6sulte du fait que [ t I / L ] k = [ H J L k ] :  le 
stabilisateur dans H k de (L ..... L) est 6gal fi Lk, et Hk est transitif sur 
[ H / L ]  ~. 

Pour la condition (2), j'ai besoin de la dSfinition suivante: 

Si  K est un groupe opdrant sur l 'ensemble ordonn~ X, et si H est un groupe 
contenant K, j e  note I n d e x  l 'ensemble (H  • X)/K,  l'action de K ~tant doml~e 
par (h, x )  . k  = (hk, k - I x ) .  Le groupe t t  opbre sur Ind t /X  par h' .'(h, x )  = 
(h'h, x). EnJTn Ind~..tX est ordomld en posant 

(h, x) < (h', x ' )  si et seulement si h -  Ih' e K et x <~ h -  th'x'. 

Cette d6finition est bien-sfir faite pour qtle zi,,d~x = Ind,. ~/ix: il est facile 
de voir que si la suite s =  ((ho, Xo) ..... hn, x,,)) est croissante, alors les hi 
sont dans une seule classe modulo K, et alors s s'Scrit aussi s =  
ho. ((1, Xo), (1, h o l h i x t )  ..... (1, h o l h o x , ) ) ,  avec de plus x o <~ho 'h lx t  �9 .. <~ 
h o ' h n x  ~. Enfin deux suites ((1, Xo) ..... (1, x,))  et ((I, Yo) ..... (1, Yn)) sont 
conjugu6es par H si et seulement si (Xo ..... xn) et (Yo ..... y,,) sont con- 
jugu6es par K, le stabilisateur dans H de ((l, xo) ..... (1, x~)) &ant le 
stabilisateur de (Xo ..... x,,) dans K. 

Ceci 6tant, il est facile de v6rifier que si le groupe H op~re sur les 
ensembles ordonn~s Z et T, alors 

( Z H T )  k= I_I - ~ m  Z t •  In(1 I l l  x I l k  - I 

O~<l~<k 

d'ofi l'assertion (2). 
Les assertions (3) et (4) sont vraies par d6finition. D'ofi l'existence 

d'applications uk v6rifiant (I) fi (4). 
Pour l'unicit6, j'observe que les assertions (1) et (2) permettent de d6finir 

uk(X) pour tout k, si X est combinaison linSaire ~. coefficients positifs des 
vecteurs H / K  de la base standard de b(H). En 6crivant que u k ( X - X )  doit 
~tre nul pour k # 0  (condition 3)), et en utilisant (2) et (4), je trouve par 
r6cut:rence" sur k la valeur de uk( -X) .  L'assertion (2) permet alors de 
calculer u k ( X -  Y), d'ofi l'unicit6 des uk. 
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Enfin par d6finition, j 'ai z tk(Ax)=Aa~.  De plus, en notant  E l 'ensemble 
E2 * E3, j'ai. vu que A x u  E = Ax, done 

uk(Ax) = A(xn ~)~. 

Donc,  si K est un sous-groupe de Hk, puisque K agit trivialement sur E, 
j 'ai  comme plus haut  

luk(ax)" l= I-I 7.((XH E)X")) = 1-I z(xX"))=z((X'k) x) 
ietJ/l~ ir 

ce qui prouve que Uk(Ax)= Aa-k. 
De mfime, puisque - A  x = Ax.E2 = - ' ] ( x .  E2) u E, j 'ai  

u k ( - - A x )  = A((x.  E2)u E) k 

luk(--Ax)'<l = l-I ~.(((x, E2) I_I E) x,,' 
i �9 %//R 

= 1-'[ Z(Xs'(') * Ez) = ( - 1) I'z'/x't VI 
i r s'llR I ~ OIR 

z(XX(',) 

et comme IA.~.kl = ( -- 1 )lWxt- i I-Ii~wx z(XX(')), j 'ai  ,bien - -Uk( - -Ax)  = Ax,~. 

2.2. DLfinition de l'exponentielle 

Je vais d6finir une application d'xp de .,r dans q[(G). Pour  cela, je 
note que le produit  en couronne  (Gk) t=  Gk "" S l =  (G ~ Sk) ~ S~ se plonge 
naturellement dans G,,~ Sk~= Gkt. Je pose alors: 

et 

8xp(X,.  r k) = Z I n d ~ t , ) / t , ( X k )  �9 Tkt 
I~>O 

pour  X~b(Gk)  

Autrement  dit: 

avec 

k~>l I~O 

Z I - -  Z - 
g)-.-i 

g= lal2a2...la! 

c, ua,(X,), ua,(X2)-.- ua,(X,). Ind(aoo, x (a,)~ 2 x -.. • (a,)~ I 
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PROPOSITION 1. 1. .l'ai Sxp (X+ Y ) = ~ x p  X . ~ x p  Y VX, Y~ J (G) .  

2. De phts dLrp est une bijection de J ( G )  sur ql(G). (Je noterai c.LPog 
rapplication inverse.) 

3. Les applications ~xp et d t, krifient la formule classique 

d(cSxp X) = ~xp X .  dX VX~ J(G).  

4. Si H est un sous-groupe de G, alors 

.,7 exp=o~# . i~ .  l I I  " 

5. Enfin 

lexp Xl = Exp(IXI) VX~ ~(G). 

Pour l'assertion (1), puisque r  est d6fini comme le produit des 
~xp(Xk. Tk), il suffit de v6rifier que 6xp(X+ Y ) = S x p  X ~ x p  Y lorsque X 
et Y sont tous deux homog6nes de degr6 k, et rassertion (1) est alors une 
cons6quence de rassertion (2) du iemme 4. 

L'assertion (2) se d6montre en isolant dans le d6veloppement de Zt 
ci-dessus le terme contenant Xt, qui correspond ~ n = ( / ) ,  et vaut 

GI  Ind(aa~ u l (Xi )=  XI, les autres termes de'Zt ne faisant intervenir que des X, 
pour n < / .  Cela prouve par r6currence que les Xt sont d6termin6s de 
mani6re unique par les Z~, donc que ~xp est une bijection de or sur 
qZ( G). 

De m~me si rassertion (3) est vraie pour X et Y, alors 

d(~xp(X + Y)) = d(dL~cp X dL,cp Y) = d~xp X.  ~xp Y+ ~xp X .  d~xp Y 

=dX.o~xp X . ( x p  Y + d Y . 6 x p  X . S x p  Y 

=d(X+ Y).exp(X+ Y) 

et rassertion (3) est vraie pour X +  Y. De m~me puisque d(Sxp X S x p ( - X ) )  
= d ( l ) = 0 ,  j'ai 

d~xp X.  ~xp( - X) + 8xp %. d~xp( - X) 

= 0 = ~xp X .  (dX. 8 x p ( - X )  + d ~ x p ( - X ) )  

et l'assertion (3) est vraie pour - X .  II suffit donc de v6rifier rassertion (3) 
lorsque X =  G J K .  T ~. 

Dans ce cas, j'ai 

6~xp X =  E India's, u , (GJK)-  Tk '= ~" Gk,/K,. T k' 
I I 
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et tout  revient :~ mont rer  que 

Res~,_, Gkl/Kt = Ind o~ ~ , - , i  Resok _, (Gk/K) .  Gktl- i ) /Kt-  i 

ce qui par la formule de Mackey  s'~crit encore 

Z x X,_ 
x ~ I (1 \  G k I / G I t -  1 y e K \  G k / G k  - I 

Or je peux voir l 'ensemble B =  K \ G k / G k _  ~ comme i 'ensemble des orbites 
de K sur i 'ensemble Gk/Gk_~, et ce dernier s'identifie h G x  {1 ..... k} par  
l 'application qui fi (g~ ..... gk, a)Gk_~ associe (g,,t~), or(k)), l'616ment 
(xl ..... xt, z) de K t ransformant  (g, i) en ( x , . ) .  g, z(i)). 

De m~me, l 'ensemble A = Kt\Gkt/Gkt_ l e s t  l 'ensemble des orbites de K t 
sur Gkt/Gkt_l,  qui s'identifie fi G x  {1 ..... k} x {1 ..... l}. Pour  d6crire 
rac t ion  de Kt sur cet ensemble, il faut d 'abord  indiquer comment  (Gk)t se 
plonge dans Gkt: Un ~16ment de (Gk)t est une suite (gl.~ ..... gk.~, a~ ..... 
gl,t .... , g~,t, at, Z), Ofa les g;,j sont dans G, les ai dans Sk, et ~ dans St. Cet 
~16ment s'envoie sur l'616ment (g,,l  ..... gk, t, [a~ ..... at, z ] )  de Gkt, en 
notant  [cr~ ..... at, r ]  la permutat ion de {1 ..... k} x {1 ..... l} d6finie par 

[a I ..... at, z](i ,  j )  = (a.<j)(i), z(j)) .  

L'616ment x =  (gL~ ..... gk.~, crl ..... gt.t, "", g~,,t, at, Z) de K agit alors sur A 
par x -  (g, i, j )  = (g,,,,~.~, ,~j) g, a,~j~(i), z(j)) .  

Alors rappl icat ion q~ de Gkt/Gkt_ 1 dans B qui :~ (g, i, j )  associe rorbi te  
de (g, i) par K passe au quotient  par Kt et d6finit une application r de A 
dans B: en effet, r  i, j ) ) =  (g,,,c~,).~tj)g, a . j ) ( i ) )  est le transform6 de 
(g, i) par  i'616ment (gL,tJ) ..... gk.,tj), a,~j)) de K. 

L'applicat ion ~ est surjective puisque ~b I'est. Elle est de plus injective: si 
(g, i, j )  et (g' ,  i ', j ' )  ont m~me image par  ~b, alors il existe x = (x~ ..... Xk, a)  
dans K tel que i ' =  a(i)  et g ' =  x,,t~)g. En posant xi.y=x~ et ay=  a pour  
tout i , j ,  l'616ment X=(x i . y ,  [a ..... a, 1])  est un 616ment de Kt tel que 
X(g, i, j )  = (g', i', j ) .  Choisissant enfin � 9  St tel que z ( j )  = j ' ,  j 'obtiens 
un 616ment Y = ( I  ..... 1, [1 .... , l , z ] )  de Kt tel que Y ( g ' , i ' , j ) = ( g ' , i ' , j ' ) ,  
ce qui prouve que (g, i , j )  et (g', i ' , j ' )  sont dans la m~me orbite par Kt, 
et que ~ est bijective. 

La bijection 4; devient plus claire en prenant  des syst~mes de repr6sen- 
tants: si (g~,~, or) est dans G~t, je pose h i .~=g~j~  si (i, j ) ~  (k, 1), et hk, t= 1. 
Alors (h; j ,  1) est dans G~t_l.  En notant  67,')"(g) l'61~ment de G d~fini 
par  67')"(g ) = 1 si (i, j )  ~ (m, n), et 6.~:~(g) = g, j 'ai (gt,~, cr)(h~,j, 1) = 
{'gatk't)['~' ~ a). I1 est alors clair que si je choisis pour  tout  (m, n) une ~vi, j ~ . l S a ( k . I ) ] ~  

permutat ion cr .... de { 1 .... , k} x { 1 ..... !} telle que a,,,,.(k, !) = (m, n), alors 
m,R les 616ments r(g.m.~ = (r (g), fire.n) forment un syst~me de repr6sentants 

de Gkt/Gkt_ ~. 

481/150,'1-9 
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De plus si T e s t  une permutat ion de {1 ..... /}, alors Y = ( I  ...... 1, 
[1 ..... 1, z-I) est dans Kt, et tel que Yr<g ..... ) est dans la m~me classe modulo  
Gkt- l  que r{g.,,.,{,)). L'ensemble des rtg.,,.t) contient  donc un syst~me de 
repr~sentants de Kt\GkffGkt_ i, et bien stir rt~r.,,,.t) et r<g..,,,j) sont dans la 
m~me double classe si et seulement si (g, m) et (g' ,  m')  sont dans la m~me 
orbite par  K. 

m ,  +,I Je peux supposer que x = rtg.,,,.t ) = (tS+. 1 (g),  0~ x 1), off m est une permuta -  
t ion de {1 ..... k} telle que a ( k ) = m ,  et off je note c t x l  la permuta t ion  
d6finie par  (ctx l ) ( i , j ) = ( c t ( i ) , j ) .  Dans ces conditions, j 'ai x - m =  

. . . .  t c t - l  1), et ( ,5~.~,;(g ), • 

x-~(x,.j, [G, ..... at, 3 ] )x  

m,I I ' "~( i ) , j~a( l l ,  j ~ 1 ~  "", =(tS=ti).j(g - ' ~ "  .v'"J't")"(t)t ~,~ ( ~ - ' x  l ) [ a , ,  at,  3-l(c~ x 1)) 

et ce dernier  est dans Gkt_ i si et seulement si 

(~-~ x l ) [a~ ..... at, 3](~t x 1)(k, 1) = (k, 1) 

i.e. 3(1)=1 et at(~t(k))= at(m) = m  

et 

~m, I  { t r - - l ' l r  " ~ ~ 1 7 6  - -  I - - 1  
~t(k),l~,6 I 'Xz(k) , tu: t (k) , l  X 6 I - -  = g  Xm,lg" 

Donc  

K~ + n Gkt_ l = { (x,.j, [ a  I ..... a/, x l )  E Ktl3(l)  = !, at(m) = m, x,,.t = 1 }. 

Soit 3, dans Gk d6fini par  y =  (,57(g), ct). En envoyant  (x~.j, [aj ..... at, 3])  e 
K 7 c~ Gkt_l sur ((x,.t, at), ( (x i j ) j~ t ,  [al ,  ..., a t - l ,  3[ti.. . . .t_l}])) 
( K Y c ~ G k _ l ) x K t _ l ,  j 'obtiens un isomorphisme de Kt~nGkt_!  sur 
(K y c~ Gk_ l) x Kt_ l, ce qui prouve rassert ion (3). 

Pour  l 'assertion (4), en notant  que i~  est un morphisme d 'anneaux,  ii 
suffit de v~rifier que .c , k tuo~xp( t tk /K.  T ) = ~ x p ( i ~ ( n J K .  Tk)). Or  le 
membre  de gauche s'~crit 

i~o~xp(Hk/K . T k ) = i ~ ( ~  t HkffKt" Tkt)  = ~ t  Gkt/Kt. T kt 

et celui de droite 

8 x p ( G J K .  T k) = ~ Gkt/Kt" T kt 
t 

Coil  rassert ion (4). 
Enfind 'asser t ion (5) r6sulte du fait que lut(X)l = lXl t pour  tout  X de 

b(GD. 
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2.3. Pro&tit tensoriel 

Soient G. et H deux groupes finis, et k et 1 deux entiers strictement 
positifs. Je vais d6finir une application de G k x H t  dans (GxH)kt:  
un 61~ment z de (G x H)k/s'&rit 

z =  ((g;,j, h;. j) , . j~{l ..... I,},,{1 ..... I~, a) 

off les g ; j  sont dans G, les h~.j dans H, et o est une permutation de 
{ 1, ..., k} • { 1 .... , l }. Alors six--- (g,, ~) ~ Gk, et v-~ (by, B) ~ H ,  j'envoie le 
couple (x, y) s Gk x Ht sur l'~16ment z de (G x H)kt d6fini par 

gi.j=gi,  hi.j=hj, a=otx f l .  

I1 est facile de v&ifier que l'application ainsi d6finie est un plongement 
de G k x H t  dans (GxH)kt .  Elle induit une application bilin6aire de 
b(Gk) • b(Ht) dns b((G x H)kt), que je noterai (A, B) ~ A x B, telle que 
G J K  x H t /L=  (Gx H)kt/( K x L ). 

Je d~finis alors mw applicaton de J ( G )  x J ( H )  darts J ( G  x H), notre | 
en posant 

z 
I l>~ 1 k,l>~ 1 

Les propri6t6s de cette loi de composition externe sont r6sum6es dans le 
lemme suivant: 

LEMME 5. 1. La loi | est distributive h gauche et h droite par rapport 
h l'addition. 

2. La loi | est associative: si G, H, et K sont des groupes finis, et si 
(X, Y, Z)  ~ J ( G )  x J ( H )  x J ( K ) ,  alors aprOs identification de (G x H) x K 
avec G x ( H x K), j 'ai  

( X |  Y) | Z = X |  ( Y |  Z). 

3. La loi | est commutative: si (X, Y)~ J ( G ) •  J(G) ,  alors 

X |  Y=  Y |  X. 

h droite et gtgauche, aprks identifi- 4. L'ElOnwnt T~,.~(1) est neutre 
cation de G • (1) et de (1) x G avec G. 

L'assertion (1) exprime uniquement la bilin6arit6 de | 
L'assertion (2) r6sulte du fait que l'identification de (Gx H ) x  K avec 

G x ( H x K )  envoie ( G i x H j ) x K ~  sur G~x(HjxKk) .  
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L'assertion (3) provient du fait que les groupes Gk x Gt et Gtx Gk sont 
conjugu~s dans Gtt par l'61~ment (1 ..... 1, 6), off 6 est la bijeetion de 
{l ..... /,-}x {1 ..... 1} sur {1 ..... l }x  {1 ..... k} telle que 6( i , j )=( j , i ) .  

L'assertion (4) est triviale. 

2.4. Exponentielle externe 

Les remarques ci-dessus permettent de d6finir une exponentielle externe, 
dont l'int6r~t apparaitra & la section suivante: 

Si Get  H sont deux groupes finis, si X ~ J ( G )  et YEql(H) , je  note yCX) 
l'~l~ment de ql(G x H) defini par 

ytx) = d'xp( X | ~.Lgog( Y) ) 

ce qui a un sens puisque ~ o g  envoie q/ sur d', et puisque 8xp envoie or 
sur q/. 

Les propri6t6s pr6c6dentes se traduisent alors sous la forme suivante: 

LEMME 6. 1. Si Y~ql(H),  ets iX,  X 'EJ (G) ,  alors yCx+x')= ycx)y(x'). 

2. Si Y, Y' Eql(H), et si X~d'(G),  alors (yy , )r  y(X)y,~X). 

3. Si Z~ql(K) ,  si Y ~ J ( H )  et si X~oC(G), alors (ZCr))(x)=z (x| 

4. Soit T (=(1) / (1 ) .T )  darts J (1) ,  et X ~ J ( G ) .  Alors (d'xp T)(X)= 
8xp X darts ql(G). 

3. COMPOSITION 

Soit n un entier strictement positif. 

Je note rr{n} lYnsemble des partitions de re,lsemble {I . . . . .  I1}. Cet 
ensemble est ordonn~ par la relation "~tre phts fine que". 

S i n  est sup~rieur ou ~gal h 2, je note ~{n} le sous ensemble de n{n} 
formd des partitions propres non-triviales. Je note L,,=A,t[o } l'~13ment 
correspondant de b(So). 

Je pose de phts Ll = Sl /Sl .  
Je note not) l'ensemble des partitions de l'entier n. 

Plus g6n6ralement, si G est un groupe fini, je peux faire op6rer G,, sur 
n{n} sur r~{n}, en utilisant l'inflation de So ~. Go. Je noterai encore L,, 
i'616ment correspondant de b(Go), avec cette fois L~ = GIG. 

L'ensemble quotient n{n}/G, s'identifie ~. n(n). L'orbite par Go de 
n ~ n{n} est une partition de n, que j'appelle le type de ft. 

Si froze{n}, je note G, son stabilisateur dans G,,: s i r t  est de type 
1"' ..- n",  alors G,, est isomorphe ~. I-L (G,.)a, et ne d6pend que du type de 
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5. conjugaison pr6s dans G~. S i n  est une partition de l'entier n, je noterai 
6galement G= le stabilisateur dans Gn d'une partition de type n. Enfin je 
note s(n) la somme des ai. 

3.1. Composition externe 

Soient G e t  H des groupes finis. Si i est un entier strictement positif, le 
groupe t l x  G .̀ se plonge dans ( H x  G)`.. Alors si a est un entier strictement 
positif, le groupe ( H x G i )  ~ se plonge dans ( (HxG)i )a ,  donc dans 
( t t x  G);~. 

Si donc nes t  un entier strictement positif, et s in  = 1 ~ . . .  n ~" est une par- 
tition de n, le groupe H x ~  G = l--Ig ( H x  G~)~, se plonge dans ( H x  G)~. Une 
autre fa~on de voir le groupe H x~ G est de le consid6rer comme le produit 
fibr6 de I-I,-H,,, et de G,~ au dessus des morphismes de chacun de ces 
groupes dans I-I`. S,,~. 

Les morphismes de premi6re projection de H x G .̀ dans H induisent un 
morphisme de H x= G dans I-I`. H,,,, qui se plonge dans H,(~). Ceci permet 
de consid6rer un 616ment de b(H,(~)) comme un 616ment de b(Hx~ G). De 
mSme, les morphismes de seconde projection de H x G .̀ dans G .̀ induisent 
des morphismes de H x # G  dans G~, qui permettent de consid6rer un 
616ment de b(G=) comme un 616ment de b(Hx~ G). 

Ces remarques permettent de d6finir dans le c:~dre des anneaux ,~(G) 
l'analogue de la composition de s6ries formelles usuelles: 

Soit Y= ~ i  Yi" Ti un 616ment de ~(H) ,  et X =  ~,l XI" T ~ un kldment de 
~r 

Sirc = 1 ~ . . . n  ~" est une partition de rentier n, je note u=(X) l'~l~ment de 
b(G=) d~fini par u=(X) = I-Ii u~(X`.). 

Je ddfinis alors 1'~16ment Yo X tie ~ ( H  x G) en posant 

Y o X = ~ .  ~ (Ux c)~ TL Indll• c Y,(=) �9 u~(X) �9 
n n ~ n ( n )  

Ii est clair avec cette d6finition que ie terme de degr6 0 de Yo X est 6gal 5. 
Yo, ce qui a un sens puisque b(Ho) et b((H x G)o) sont tous deux 6gaux 5. 
Z. En particulier J ( H )  o,.r _ J ( H  x G), et ql(H) o ~r ~ ql(H x G). 

THI~ORI~ME 1. 1. Pour tout X~oC(G), l'application Y~--, Y o X  est un 
morphisme d'anneaux de ~ ( H )  darts ~ ( H  x G). 

2. Si K, H, et G sont des groupes finis, et si (Z, Y, X ) ~ ( K ) x  
J ( H )  xoC(G), alors aprOs identification tie (K x  H) x G avec K x ( H x  G), 
j 'ai 

( Z o Y ) o X = Z o ( Y o X )  darts ~ ( K x H x G ) .  
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Soit T la variable tle B(I  ). A/ors aprEs identification de (1)x  Get  . 

de. G x ( 1 ) avec G, j'ai 

T o X = X o T = X  

4. Si Y6~C(H) et X~..C'(G), alors 

8xp( yo X) = (Sxp Y) o X darts ql(H x G) 

5. Enfin, si Y ~ ( H )  et X~..C(G), alors 

I roXI  = IYIolXI aans Q[[T]]. 

Pour l'assertion (1) je remarque que l'application Y~-~ YoX  est 

dans ~(G). 

Z-lin6aire. Soient Y= Y,,.  T met Z = Z,,- T" dans &(H), et X =  ~ ,  X~- T; 
dans J (G) .  Alors l'Sgalit6 (Y .  Z)o X =  (Yo X)(Zo X) est triviale si l'un des 
entiers m ou nes t  nul. Je suppose donc m e t  n non nuls. 

Puisque _ H~+. T,+,,, Y - Z -  IndH~ ,,, H. Y,," Z , -  je vois que le terme de degr6 k 
de ( Y . Z ) o X e s t  6gal :~ 

y'. 
n o n ( k )  

I.~I(H• ~_.,H.+. Ym'Z , ' u , (X) .  " ' ~ l l x l G  "l lUl lmXitn 

lna#.,+, v .Zn par son Alors si re= I"' . . . k  "~, le groupe H x =  G agit sur . . . .  H~• 
quotient I-L Ho. Par la formule de Mackey 

tim + n . ResH,,,~ Ind,t.,xH" Y,,. Z , =  ~" Ind~'~/;',.,.,, • (Y,, Z , )  x 
1 11 aj t m 

.It 

off la somme porte sur les doubles classes (Hm x H,)\H,,+,[1--Ii Ho,. Une 
telle double classe caract&ise ia position relative d'une pattie de cardinal n 
par rapport ~ une partition donn6e de {1 ..... n + m }  par des ensembles de 
cardinal a~ .... , a,,. Tout  revient done :~ ehoisir pour tout i, des entiers bl tels 
que 0~b,.~<a~ et Z~b ;=n .  L'interseetion ei-dessus s'identifie alors ~. 
I - L  ( H b i  X Ha~-b), et 

" - + .  �9 = V o . Z m .  ReSlq, m lndlt~• Y,, Z ,  ~ tto,_O 
b i ~ a i  

h i+  "'" " i 'bk=n 

Prenant ensuite l'inflation ~ H x ,  G, le noyau 6tant I-It (Gi)% il vient 

( ( Y ' Z ) o X ) k =  ~, ~, 
nE n(k) b~<~a~ 

n =  l a l - . . k a k  h i +  " ' "  + b t - - n  
a l +  . . .  + a k - - n + m  

x Y , , . Z , . u = ( X ) . T  m+". 

ind(HX ~)...- Hi  (Gi) a'" Hi  (lib t x Ila,-bj) 
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Soit ). la partition I b' --.k bk de h = ~ i b i ,  et It la partition 1 "~-~' --.k ~ - ~  
de l=~i[a~-b~).  Le groupe I'Ii(Gi)~'.I-Ii(Hb• s'identifie ~, 
(HxaG)x(Hx~,G),  et je dois consid6rer Ia restriction de u.(X) ~ ce 
groupe. J'utilise pour cela le 

LEMME 7. Pour tout groupe G et tout A de b(G),j'ai Resg]7,'a,. u.+.,(A) 
=u.(A)-...(A). 

En effet, si A = A v ,  j'ai u ,+, , , (A)=,~v . . . .  et ]'6galitb U "+m~- U"• U'" 
est compatible avec raction de G, • Gm. 

Ce Iemme prouve que Res~tt,,~ q~,, Ctt • a~ u,~ {X) = u~ (X)u~, (X), et je peux 
finalement ~crire 

(rZ)oX=Z Z Z "-"("~)~" r . . z , , , ' .Ax) . , , . (x)  T~+' L I I U  ( t l  • G)  • (11 x v G)  
h, l  ~..en(h) Itcrr{l) 

s(.:.} = n ~ ( , . )  = m 

done j'ai bien 

( r z )  o x =  ( vo x ) ( z  o x)  

ce qui prouve l'assertion (1). 
Pour l'assertion (2}, je consid~re X = ~ . . X . . T "  dans .f(G), et 

Y= Z~ Y,," T" dans .Y-(H). Alors si Z = ~ .  Z,,- T" est dans B(K), le terme 
de degr6 n de (7_0 Y)oX est ~gal 

. . . .  ( x •  t ~ ~  Y ) , ( . ) u . ( X )  

= ~ ind(X• (K• ~ Ind~h.'~;tl)~"'Z,t~.)u).(r)",(X) �9 
rr ~ n fn)  ;.e n(s(n)) 

Je peux aiors voir la somme en r c ~ ( n )  ci-dessus comme une somme 
pour rce~{n}/S,, et la somme en 2e~z(s(rc)) comme une somme pour 
).ezt{rO}/S,(,). Or prendre une partition de rensemble {1, ...,s(r0}, c'est 
prendre une partition de l'ensemble des parties de rr, ou encore prendre une 
partition 7r' de {1, . . . , i t }  moins fine que ft. Je peux alors remplaeer la 
somme double ci-dessus par une somme sur/es couples de partitions r~ ~< n' 
modulo S,. 

Le groupe Kx). H est 6gal ~ K m)- H "('). S~, et s(2) est alors le hombre 
s(z') de parties de 7t'. L'irttersection de ce groupe avec (Kx  H) * ~ - S .  est 
6gale ~ K't~')H ~ .  (S~ n S~.). En notant que 2~ est le nombre (~, n')~ de 
parties de re' qtai se dEcomposent en i parties de n, et en posant u.,~,(Y)=' 
I-L u(,~.,~,),(Y~), et S,~.~. = S,, c~ S ' ,  j'ai 

((Zo Y)o X)',= ~ ,_~(K~,,~aj. ~"'~A'~',n,,.,c.s..., Z.(=.)u..=,(Y)u.(X'). 
~ < r e e = { . }  
E, = '  r r t g d  S n 
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D'autre part 

(Zo (YoX) ) .=  ~, , _ . ~ ( A ' •  7 .. I'Vo X )  Z. tXtU KS(tl(llxG)nS~ ~s(n)~*n~,  * 
n ~ n { n } / S .  

et par d6finition 

u.( yo X) = I-I u.,(( yo X)i ). 
i 

Enfin 

( yo X )  i = E ( t l  x G) Ind.a~)a% Y.(u)uv(X). 
I~ e n { i}/Si 

Une g6n6ralisation imm6diate du point 2 du lemme 4 dit alors que 

u k Q ~ j L j ) =  ~ lnd~'jafo, Hu/(/)(Lj) 
f~ F(d.k) j 

off je note F(J, k) l'ensemble des applications de J dans rensemble des 
entiers naturels dont la somme sur J est 6gale fi k. Donc 

u.,(( Yo X),) = 2 Ind!(/t~ff~ ):':, �9 H t'fw) I I~ H t l  gJhl/(l~) 
f a F(n{i} /Si ,  ni) # r n{ i  }/Si 

I I ~ A ( I I x  G), x ~,.um~)~,s. Y~(,,)u.(X)). 

Je note alors que u~(Ind~ X ) =  I n d ~  u~(X) pour tout groupe G, tout sous 
groupe t i  de G, tout cq et tout X de b(H), ce qui r6sulte de l'6galit6 
i~.  &vp(X. T) = o~x? .a �9 tn(X.  T). I1 vient aiors 

u,,(( yo X)i ) = 

et alors 

E . . ( ( l l xG) i )~  i 

f e ~ 7 , t { i } l & , , ~ )  v ~ n{i }l& 

X It / ( , )(Y,(v))  I/f(,) u/~(X) 

�9 = E I nd (~ ' : (~ t )~ ]~%) f (# ,  u f , o ) ( Y . ( v , ) U y , , , ) u , , ( X )  
f~ F(n{i}/S,,n~) 

u. (YoX) = E Ind~l,~.. ' . '~%)I,.,H H uf,(., 
f~eF(rt{ i} /Si ,  rti) 1 I te •{ l } /S i  

x (Y.~,)).z(,,)u,,(X). 

FinalemSnt, j'ai pour tout i subdivis~ les n,. parties de cardinal i de 7: en 
partitions plus fines, en prenant f ( /O fois la partition ll: j'ai donc choisi une 
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partition n' plus fine que n dans r~{n}. Le groupe 1-I~ 1--Iu (H'W)G~S.)I(.) est 
6gal 5. 

I-I I~ H'~176 H~:""/;'(~)'t~)GE"~ i/;(u) l-I ~1,(u)e - -  , . . , p  o f . ( / , ) .  
i It I,/I 

Alors la somme des fl(/() pour i t E lz{i}/S iest le nombre de parties de rc de 
cardinal i. Done ~ i a , ~ ( / t ) = n .  De plus, la somme 5~.uf,.(ll)S(ll) est le 
nombre de parties de n'. Enfin le groupe I-I;.~, ~/'~ est le stabilisateur ~ p  ',-'f,(p) 
du couple 7z', lr dans S,. 
J'utiliserai aiors les iemmes suivants 

LEMME 8. Si A et B sont darts b(G), a/ors u . (AB)=u.(A)u.(B)  darts 
b(G.). 

LEMME 9. Po,lr tout A de b(G), j'ai Res~),~ u#,,(A) = u,,,(u,(A)). 

En effet, si A=,~ t , ,  alors U#m(A)=At,~, et l'Sgalit8 u#m=(u~)"' est 
compatible avec l'action de (G,,),,,. De mSme, si B=. '~v, alors 
u,(AB)=A(u• et l'Sgalit6 ( U x V ) " = U " x V  ~ est compatible avec 
l'action de G,,. 

Ces lemmes prouvent que le produit I-I~I-L~,tq/s~U/,(u)u~(X) est la 
restriction de u~,(X): en effet, si lb est le nombre de parties de cardinalj  de 
it, alors 

H H 
i / ( ~ n { i } / S i  i p j 

= I-I I-I I-I Res uy,(.)u,(Xj)= Res ]-I uE,..r,(u)uj(Xj) 
i II j j 

et la somme Zi. ,~(l ,) l l j  est le nombre de parties de cardinal j de n,. 
De mSme, le produit ]-Ii I-Iu~ ,{q/s, 'l/,o,)(Y,(u)) est 6gal 5. la restriction du 

produit des u;.j(Yj), of a 2/est la somme 

i ,p 
s ( p ) = j  

c'est-5.-dire le nombre de parties de n qui se d6composent en j parties de n'. 
Finalement 

(Zo(YoX) ) .=  ~. t..c(x• H• a). 7 .. ty)u . . (X ) 
xAl~ K.rlx)lt~(t')G,TSs.,I ~ s ( n ) ~ t , , n  ~. 

n'on rood Sn 

ce qui prouve l'assertion (2), en permutant n e t  n'. 
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Pour l'assertion (3), il est clair que les seules partitions 7r de n telles que 
s(Tr)= 1 sont les partitions ~ un seul terme n ~, et comme u~(X.)=X., j'ai 
bien ToX---X. De m~me, les seules partitions n telles que u=(1/1)r sont 
les partitions 1% et alors u=(1/1)= S./S.. De plus, j'ai s(l")=n, donc 

Xo T= ~ I-'~a. nua• 
n 

et puisque G x 1. (1)  = G , ,  j 'ai bien Xo T =  X. 
Dans le cas off H =  (1) et Y= T, l'assertion (4) affirme que 8xp(ToX)= 

(~xp T)o X. Puisque 8xp T= ~ .  T ~, il vient 

(exp T ) o X =  E E Indg ;u~(X)=6xP  X 
n h e n ( n )  

et le cas g6n6ral en d6coule puisque 

8xp( Yo X) = (Sxp T) o ( yo X) = ((~xp T) o Y) o X = (Sxp Y) o X. 

Pour rassertion (4). il suffit de calculer 

1 
I Y ~  ~ I n x .  GI IY.(=)I lu.(X)l .T". 

n ~ n ( n )  

Or si n =  1 "~.. .n% alors 

IHx~ GI = l-[ IHI ~ Ial ia' iV'a,! 
I 

et de plus I,~(X)I = I-L IX, I% donc 

I 
I Y o XI =Y",. YI, In l "  IGI'' iV'a,t IYx'"'I I-I IX, l ' -  Z x'i" 

i 

lr ,o: l (Ix, l r y '  
IY~176 a , t ~ \  IG,I ) 

iyo::l__ lyol r ,,_, :lx, l 'y, 
]H.[ X,~=. I-[i ai! ~ \ ~ ]  

i Y o X l = ~  Y - . ,  y ~ - ~  a = olXJ. 

3.2. Calcul du logarithme 

L~ thSor6me 1 permet de calculer le logarithme d'un 61~ment Y de ah'(G). 
Je commencerai par un cas particulier: 
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PROPOSITION 2. Da,ls ~(1 ), j 'ai 

..~og(l + T)= Z L,,. T". 
n ~ l  

II suffit en effet d'exprimer A~I.I pour n>~2 sous la forme 

A,{.} = - S . / S . -  ~ IndS: A ].,.[ 
n ~ { n } / S .  

et de remarquer que s i n  est de type 1 "~-.-n'", alors ] -, n[  s'identifie fi 
{2} ~ . . . . .  r~{n}~% donc que 

A].,.[ = H u.,(Li) 
i 

puisque j'ai pos6 Li = SI/SI. 
Je peux alors r~6crire l'6galit6 pr6c6dente sous la forme 

IndS: u~(X) = 0. 
n ~ n ( n )  

La somme ei-dessus est d'autre par 6gale fi SI/S~ pour n = 1, ce qui prouve 
que 

Jxp ( ~ L. . T")  = I + T dans N(I). 
n ; ~ l  

D'ofi la proposition (2). 
Comme cons6quence 

et 

PROPOSITION 3. Si Y= I + Z~ Y~" T t ~ qZ(G), alors 

.LPog Y= Z Z Ind , :  L~(=) H u,,,(r,), z".  
n;~ l n~---n i 

/t ~ la l ,  . . . ,  nail 

Les assertions (3) et (4) du th6or/:me 1 permettent en effet d'~crire 

I+ Y = ( I +  T)oY 

,g'og((1 + T)o Y)= (..~og(1 + T))o Y 

et la proposition'3 est alors une cons6quence proposition 2 et de la 
d6finition de la Ioi o. 
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4. MODULES DE STEINBERG 

4.1. D#finitions 

Dans toute cette partie, je note p un nombre premier. Alors avec les 
notations de I f ] ,  et en prenant pour _Fk I'ensemble des p-sous-groupes de 
G,,  je sais d6finir dans chaque b(G,) une application de Steinberg 
Xk~--~St(Gk, Xk). Cette application peut 6galement ~tre d6duite par 
lin6arit6 du fait que si H est un sous-groupe de Gk, alors St(Gj,, G J H ) =  
- Indl~* StpH. 

Alors si X = Z k  Xk. Tk~&(G), je pose 

St X=  ~. St(Gk, Xk). T*. 
k 

PROPOSmON 4. 1. L'application St est un endomorphisnze idempotent 
de l'anneau ~(G), dont l'bnage est form~e des Ol~ments p-projectifs de ~(G) 
(i.e. les 616ments X=  ~k Xk. T k tels que pour tout k, l'Ol~ment Xk soit 
p-projectif dabs b(Gk)). 

2. Soient G et H deux groupes. Alors si (X, Y) ~ d(G) x J(H) ,  j'ai 

S t (X|  Y) = St X |  St Y. 

3. Si H est un sous-groupe de G, alors St.  i~t = i~.  St. 

II r6sulte de [1]  que St est un projecteur sur l 'ensemble des ~l~ments 
p-projeetifs de .~(G). II sultit done pour prouver l 'assertion (1) de v6rifier 
que St est un morphisme pour la structure d 'anneau de .~(G). 

Soit done X =  G,/K. T* et Y =  GJL.  T t dans .~(G). Alors 

X.  Y= G, +t/(Kx L).  T T M  

done 

St(X.  Y) = St(G, +b Gk +t/(Kx L)). T * + t =  - IndxC.k~_ Stp(Kx L).  T T M  

soit encore 

d'ofi 

St(X. Y)= ~k+l Tk+t Indx• t. StpK. StpL. 

= ,nut a~k+,Gk x ~, lnd~ -~ StpK'Ind~JStp L" Tk+t 

St(X. Y) = (Ind, .  ~ StpK. Tk)(Ind~ ' StpL. T t) 

= ( - S t  X ) .  ( - S t  Y )  = S t  X .  S t  Y 

ce qui prouve que St est un endomorphisme de l 'anneau .~(G). 
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Les deux membres de 1'6galit6 de l'assertion (2) 6tant bilin6aires en 
(X, Y), il suffit de considhrer le cas o6 X =  Gk/K. T k et Y= Ht/L .  T t. Dans 
ce  c a s  

St(X@ Y) = St((G x t t)kl /(K • L) .  T kt) = -- Ind {x~"~ t)~' Ste (Kx  L) T kt 

" d (6"tt)~ Stp(Kx L) T kt = - - I n  K •  

= Ind ~ t'~' StpK• StpL.  Tkt= (Ind~ ~ StpK. T ~) 

| (Ind,!' SteL.  T t) = ( - -S t  X ) |  (-~St Y) 

d'of i  l ' a s s e r t i o n  (2 ) .  
Pour rassertion (3), si X =  H J K .  T k dans .~(H), alors 

i~  . St X = "~ ttk -- i l t (Ind x StpK. Tk)= - I n d ~  k StpK T k 

= S t ( G J K .  T k) = S t .  i~(X) 

et de plus i t ~ - S t ( 1 ) = i ~ ( 1 ) =  1 = S t . i ~ ( l ) .  

4.2. Modules de Stehlberg et exponentielle 

Pour pourvoir calculer des expressions du genre St(&rp X), j'ai besoin 
de quelques remarques: 

�9 Si k est un entier naturel, alors les sous-groupes ab~liens 616men- 
taires d'ordre pk du groupe sym~trique S d, sont deux ~. deux conjugu6s, et 
je noterai pk run d'entre eux: le plongement de (Z/pZ) k darts S,~ est obtenu 
par la repr&entation r6guli6re de permutations de ce groupe sur lui-mfime. 

�9 Le normalisateur N(p ~) de p~ dans Sp est ~gal au produit semi- 
direct de pk par le groupe lin6aire GL(k, Fp), not6 pk:~ GL(k, Fp). Je note 
p(pk) le module de M6bius de pk, qui est aussi le module de Steinberg 
usuel du groupe lin6aire, consid&6 apr6s inflation comme 616ment de 
b ( p ~ G L ( k ,  Fp)). Enfln je note �9 l'616ment Zk~olnd~p~)/a(pk)-T '~ 
de .~'( 1 ). 

Avec ces notations: 

Ttlt~ORI~ME 2. 
Y e qI( H ), alors 

1. Soient G e t  H deux groupes finis. Si X~dr(G) et 

St(y(Xl) = (St y)(S, Xl 

2. De phts 

St(~xp T) = 6xp �9 darts .~(I ). 
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COROLLAIRE. I. Si X e ~ ( G ) ,  alors S t (Sxp  X ) = E x p ( S t  X |  darts 
~.(G). 

2. ~.~ Stp(Gk). T k = -Sxp(-StpG. T| darts ~(G). 

L'assertion (1) du th~or~me est en fait ~quivalente fi l'assertion (1) du 
corollaire: en effet si l'assertion (1) du corollaire est vraie, alors 

St (r tx ) )  = S t ( 6 x p ( X |  C~#og Y)) = 8 x p ( S t ( X |  s Y) | tD) 

= ~xp(St  X |  St(Zeog Y) | r 

par le lemme 5 et la proposition 4. Donc 

St(y tx) )  = (Sxp(St(.Sflog Y) | cD)) tst x) = (St(~xp ..~#og y)){s, x) 

= (St y){StX). 

Inversement, l'assertion (1) du corollaire est le cas H = (1) et Y= 6~xp T de 
l'assertion (1) du th6or6me. 

De m~me, l'assertion (2) du th6or6me est le cas off de plus G = (1), et 
X =  T. L'assertion (2) du corollaire est une reformulation de l'assertion (1), 
dans le cas off X =  GIG. T, puisque St X est alors ~gal fi - S t p G .  T. 

Tout revient donc h prouver l'assertion (1) du corollaire. 
Pour pouvoir r6duire encore ia questi6n, je vais d6finir un morphisme de 

~3(G~) dans •(G), qui sera ranalogue de la transformation T~---, T ~. 

Soit k un entier strictement positif. Je note e k l'application Z-lin~aire de 
~(Gk)  darts B(G)  telle que ek(1) = (,1) et ek((Gk)JK" T ~) = Gk,/K" T k". 

Autrement dit, pour X ,  e b((Gk),), j'ai ek(X , .  T~) __ indwk) ~Gk~ X,,- T k'. 

LEMME 10. 1. L'application ek est un morphisme d'anneaux de B(Gk) 
darts g~(G). 

2. Si X ~ J ( G )  et Yeor alors e k (X |  Y ) = e ~ ( X ) |  Y. 

3. De plus e x p .  ek = ek. 8xp, et S t .  e k = ek. St. 

Soit X =  (G,)h/H.  T het  Y= (Gk)t/L. T t dans :3(Gk). Alors 

ek(XY)  = ek((Gk)h + J ( H  x L) . T h +t) = Gkth + t~/(H • L ) .  T ~t~ + 0 

= (G~h/H" Tkh)(Gkt/L �9 T kt) = ek(X)ek(Y)  

d'ofi l'assertion (1) puisque el, est Z-lin6aire. 
De mfime pour l'assertion (2), il suffit de consid6rer le cas off 

X =  (Gk)t/L. T t et Y= S m / M .  T ' .  Alors 

e ~ ( X ~  Y) = ek((G~)t/L. T t |  Sm/M.  T m) = ek((Gk)tm/(L x M ) .  T t") 

= Gkt,./(L x M ) .  T ~" 
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alors que ek (X) = Gkt/L" T kl, donc 

ek(X) |  Y =  Gklr~/(L x M ) .  T kl'. 

D'ofi rassertion (2). 
Pour  montrer que 8 ' x p . e k = e k . r  je note que les deux membres 

transforment les sommes en produits, et les diff6rences en quotients, et je 
calcule pour X =  (Gk)I/L.  T I 

o~xp(ek(X)) = 8xp (GkJL .  T kl) = ~ Gkt~,/L,,. T kt" 
m 

alors que 

ek(SxP X ) = e k  ( ~  (Gk)tm/L"" T t " )  = ~  Gkt'JLm" 

d'ofi la premiere partie de (3). 
De mfime, pour prouver que S t . e k = e k . S t ,  je note que les deux 

membres sont Z-lin6aires, et pour X =  (Gk)I/L.  T t, j'ai 

St( e ~ ( X) ) = St( G kt/ L . T kt) = - IndL ak~ St eL . T kt 

alors que 

ek(St X) = ek( -- lnd~ ~)~ StpL.  T l) = - I n d ~  k~ StpL.  T kt 

ce qui prouve rassertion (3). 

LEMME 11. Soit H u n  sous-groupe de G. Si X ~ J ( H )  et Y E J ( I ) ,  alors 

i~(x| r)= i~,(x)| r. 

Ici encore, les deux membres sont bilin6aires. Si donc X =  n t / L .  T t et 
Y = Sm/M" T m, j'ai 

i a ( x |  Y) = i~ (n t , , / (L  x M ) .  T tin) = G,,~/(L x M ) .  T" '  

i~ (X)  | Y = Gt /L .  T t |  S , , / M .  T m = Gtm/(L x M) .  T tr" 

d'ofi ie lemme. 
Alors pour prouver que St (gxp  X ) =  8xp(S t  X |  puisque les deux 

membres transforment les sommes en produit, je consid~re le cas off 
X =  G J H .  T h, et alors 

St (gxp  X) = St(gxp(eh ( G J H .  T)))  = eh(St(gxp(i~A(H/H �9 T))))  

= ehi~hSt(o~xp t i / I t .  T)  
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ct si je sais que St(8.,cp H/H.  T )=gxp (S t (H /H .  T ) |  alors 

St(c~xp X) = eh i ~t~Sxp(St(H/H �9 T) | ~ )  = ~xp(eh i ~h(St(H/H. T) | ~ ) )  

= :;xp(eh(i~(St(H/H �9 T)) | ~ ) )  = ~xp(e~(St(G~/n. T)  | ~ ) )  

= ~xp(e~(St(G~/H. T)) | ~ )  = o~xp(St(e~(GJtl �9 T)) | ~ )  

= gxp (S t (GJ t t .  T ~) | ~ )  = gxp(St X |  ~). 

I1 reste donc ft. prouver que pour tout groupe tt, j'ai 

St(~.x'p H/H.  T) = ~.x'p(St(tt/n. T) | ~ )  

qui n'est autre que I'assertion (2) du corollaire. J'utiliserai le lemme 
suivant: 

LEMME 12. Soit G u n  groupe fini et H un sous-groupe de G. Soit ~1 
(resp. ~ )  l'ensemble ties sous-groupes Q tie ap( G) tels que Q n H ~ (1) (resp. 
op( H c~ Cc,( Q ) ) ~ ( 1 ). Alors a?( H) ~_ zr ~ ~,  et si ~ est une partie stable par 
No(H) telle que w / ~ _ ~ q ~ ,  alors l'hzchtsion de ap(H) darts cC est une 
No( H)-Oquivalence d'homotopie. 

Si Q ~ , ~ ,  alors Q c ~ H ~ O p ( H n C ~ ( Q ) ) ,  done a p ( H ) g s t ~ & .  
Soit alors i rinjection de ap(H) dans d .  Alors pour Q ~ d ,  j'ai 

i 0 = a p ( t t n  Q) qui est contractile, et i est une 6quivalence d'homotopie. 
Si j est l'injection de ~t dans :6', et si Q ~ c6', alors 

j o =  {R~L~/IR~_Q}. 

Soit f l'application de Je dans ap(ltc~ Ca(Q)) qui fi R associe R c~ H, et g 
rapplication de ap(ltc~ Ca(Q)) dans Jo qui ft. S associe S .Q.  Alors f et g 
sont croissantes, et fog(S)~_S,  alors que g o f ( R ) ~ R .  Donc Je est 
homotope fi ap(Hc~Ca(Q)), qui est contractile puisque Qe~___&. Les 
applications i, j &ant compatibles avec l'action de Na(H), rinclusion de 
ap(H) dans :6' est une Na(H)-6quivalence d'homotopie. 

Le lemme 12 permet de prouver la 

PRQPOSITION 5. Soit Gun groupe fini et K un sous groupe de Sk. Soit cj 
rensemble des sous-groupes Q de ap(G,~ K) qui sont contenus h conjugaison 
pros par G k darts K. Alors ap(G ~ K) -- 5aest G ,~ K homotope ~ ap(Gk). 

Je vais-appliquer le lemme en prenant pour G le groupe G-.~ K, et pour 
H son sous-groupe normal G k. 
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Je vais montrer que si Q est un p-sous-groupe de G ~ K  tel que 
Op(G~c~ Ca~x(Q) ) = (I), alors Q est contenu ~ conjugaison pr6s dans K. 

En effet Gkc~Ca~x(Q) est rensemble des points fixes de Q sur G k 
par conjugaison: si Y=(q i  .... ,qk, a ) eQ  et x = ( g l  ..... g , , l ) e G  ~, j'ai 
Yx= (q~g,-,,)q7 ~, 1). Alors, comme dans le lemme 3, en notant O l'image 
d e Q d a n s K e t  

I2={1  ..... k}, Q,,={qlB(q , , . . . ,q~ ,a)eQ,  q ,=q,a( i )=i}  

le groupe GknCG~x(Q) est isomorphe .4 I-IiE'~/oC6(Q,~). De plus, 
puisque Qto est quotient d'un sous-groupe de Q (fi savoir l'image 
r6ciproque dans Q du stabilisateur de i dans Q), c'est un p-groupe. Donc, 
si Op(G~n Ca~x(Q))= (1), alors Qti)= (1) pour tout i. 

Je cherche un 616ment x de G k tel que Q~' soit contenu dans K. Ceci 
revient fi trouver un 616ment x de G ~ K tel que Q~ ~_ K, ou encore un point 
fixe de Q sur (G..~K)/K. Or cet ensemble s'identifie fi G k, l'616ment 
y=(ql , . . . ,qk,  a )eQ transformant fi pr6sent x = ( g l  ..... g , , l ) e G  k en 
yx= (q~g,-,,~, I). L'ensemble des points fixes de Q est alors en bijection 
avec I-Ii~o/o GQ~ 06 G Qo~ est l'ensemble des points fixes de Qc~ par son 
action par translation sur rensemble G, qui est 6gal fi G puisque Qt;)= (1). 
L'ensemble des points fixes de Q sur G..~ K/K est. done en bijection avec 
G ~a/Ot, done non-vide, ce qu'il fallait d6montrer. 

Soit done H u n  groupe fini, et Hk son produit en couronne par Sk. Je 
note 6 e l'ensemble des 616ments de ap(Hk) qui sont contenus ~ conjugaison 
pr6s dans Sk. Alors ap(H~)--6" est Hk-homotope fi ap(Hk). Soit i l'injec- 
tion de ap(Hk)--6 D dans a,(H~). Elle est telle que i o est contractile si 
Q ~ ,  et i o est Nm(Q)-homotope /~ ap(C,~(Q)) si Q e ~ .  Je peux done 
6crire 

/lap(ilk ) = Aap(ll~ ) q- ~ Tnrlttk . . . .  N,,ktQ~ ll( Q ) A ~:tc,?te~ 
Q E ~.9*]lht 

ou encore 

Stv(Hk)=Stp(Hk)+ ~. '~d "k . .  N,,kcQ, It(Q)Stp(C,~(Q)). (1) 
Q ~ ..~]11 k 

Or 6"/Hk s'identifie /l ap(Sk)/Sk, et si Q~--Sk, alors N m ( Q ) =  CHk(Q). 
Nsk(Q ). De plus Crib(Q) est isomorphe :~ H laml, puisque je peux ici 
identifier Q et Q. 

Si to est une orbite de Q, et si tr ~ Q, je note tr I~, l'616ment de S~ d6fini 
par tr I~, ( i ) =  a(i) si i t  to et a I~,(i)= i sinon. Je note a,,,(Q) l'ensemble des 
a[~, pour tre Q. " 

Puisque (trr) I~, = a l~,zl~,, je vois que a,o(Q) est un p-sous-groupe ab61ien 

481/150/|-I0 
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t~16mentaire de Sk. De plus a,,,(Q) et a,o.(Q) commutent si ~ 4: w'. Alors si 
je .pose 

a ( Q ) =  I-I a,,,(Q) 
eJ ~ t l lQ 

j'obtiens un 616ment de ae(Sk), qui eontient Q puisque a=l-l~,al~,. 
Comme de plus pour xeNsk(Q), et a e  Q, j'ai x-lal,,,x= ( x - l a x )  I.,-.~,, j'ai 
Nsk(Q)~_Nsk(a(Q)). Enfin je note que Cl:(Q)=Ct:(a(Q)) puisque ce 
groupe ne d~pend que des orbites de Q sur 12. 

Soit A = a(ae(Sk)), qui est aussi rensemble des 61~ments R de ap(Sk) tels 
que a(R)=R (puisque a2=a). Dans l'6quation (1), je peux sommer en 
regroupant les termes Q pour lesquels a(Q) est un 616ment R donn~ de A. 
I1 vient l'6quation (2) 

m Stp(Cm(R)) Stp(Hk)=Stp(H k)+ ~ Indc,:~mUsk~m 
R E a/Sk 

x y" ,,auskCR, p(a) .  
�9 l lU Nst (Q ) 

OEap(SD 
a(Q) = a 

Q rood Ns,(R) 

Si R e A, alors R est le produit direct des a,o(R). Pour calculer la somme 
en Q ci-dessus, je consid~re l'application~fde ]. ,  R]  - {QIa(Q)= R} dans 
I'I~,~nm 3", a,o(R)[ (la notation 1~I d6signant le produit pour la loi o) qui 
envoie Q sur la suite des a~,(Q), et g rapplication en sens inverse qui 
envoie la suite L~, sur le produit dans R des L,o. Ces deux applications sont 
croissantes, et de plus g .f(Q) = a(Q) ~_ Q, alors que f . g  = Id. Comme f et 
g eommutent ~ l'action de Ns~(R), les ensembles ] . ,  R]  - {Qla(Q)= R} et 
I~I~,,o/R 3., a~,(R)[ sont Ns~(R)-homotopes. 

Soit alors i l'injection de X = ] - ,  R ] - - { Q i a ( Q ) = R }  dans ] . ,  R]. Elle 
est telle que i o est contractile si a(Q)~R, et i o est vide si a(Q)=R. De 
plus ] . ,  R]  a un plus grand ~l~ment R. Done 

A]..RI=O= Ax+ I ~ A N s k ( R  ) 

Q �9 ap(SD 
a ( Q ) =  R 

Q rood NSk(R) 

donc 

A x = A l'u,n,~ ]., a~(mt Y', Ns~m = Ind us~Q~/a(Q), 
Q~ap(Sk) 
a(Q) -- R 

Q rood Nstt(R) 

Or chaque a~,(R), restreint ~ ~o, est un p-sous-groupe ab61ien 616mentaire 
maximaVdu groupe sym6trique de ~o (puisqu'il est ab~lien et transitif sur co, 
il y op~re r6guli6rement), donc conjugu~ de Fun des p( 
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Je noterai rip(n) l'ensemble des partitions de l'entier n dont toutes les par- 
ties sont des puissances de p. Alors s i n  ~ rip(n), soit n = 1 ~Op~t .... je note p" 
le groupe I-'Ii (p")"~, qui est ddfini ?, conjugaison pros par S~ = I-Ii (Sr,)~,, et 
N(p ") son normalisateur darts Sk. 

I! est clair que N(p ") est isomorphe fi I-l~ (N(p")L,. 
Alors si R e A, et si n = l"~ est la partition de k d6finie par ies orbites 

de R, je vois que R est conjugu6 de p" dans S k .  De plus, modulo  cette 
identification, j'ai 

A n , . o  ~ ]..,,,~(R)t = I-I u~,(/~(p')). 
i 

Finalement, r6quation (2) devient 

Stp(Hk) = Stp(H k) + ~ Ind m Stp(C,,~(p~)) C l l t ( p t ) N s l , ( p  ") 

n ~ rip(k) 
n = laopal. . .  

n ~ l  k 

x I-I u.,O~(p')). 
I 

(3) 

Comme de plus C , , (p  ~) est isomorphe au produirdirect  I-L H ~', j'ai 

- S t v ( C n ' ( P ~ ) )  = I-I ( - s t v ( l t a ' ) )  �9 
i 

De m~me, le groupe Cnk(p '~) Ns,(p") est 6gal au produit direct des groupes 
(Hx  N(pl)L,, et 

Iq ( - S t r ( H ~ ' ) ) =  I]  tG , ( -S t r t l ) .  
I i 

Enfin, puisque S t r ( H k ) = - u k ( - S t v H ) ,  je peux t~crire l'6quation (3) 
sous-la forme 

- Stp(Hk) = u k ( - S t p H )  + ~ d m , In l-Z,(n • ^'(p ))~, 
n ~ np(k ) 

n -  la0pal. . .  

x I-I tG, ( -S tvH)u . , (p(p i ) )  
I 

ou encore 

- St r (Hk)-= Ind'*, ( .  • ~(r I ]  u~,(--StpH.la(Pi)) 
n ~ n p ( k )  i 
n = l*Opaz 
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ou encore, en plongeant t t  x N(p ~) dans t l  v, 

- S t r ( H k )  = ~, 
n ~ np(k)  

n -  laOpal... 

Ilk Indl],tn/),~ 1-I "-~tndtn~'tn • e,'tp')~., u,~(--Stvt l ' I t (pi))  �9 
i 

II vient donc 

--Stp(Hk) = ~'. I ' '~m I - '~'~ Stet l . l t (p ' ) ) .  �9 "~rl~tn~)~, I-I ua~(- -ud•162 
n ~ n r ( k  ) i 

n = l~Op~, . . .  

En multipliant cette 6quation par T k et en sommant sur k, il vient alors 

( ~o lnd~"^'tP" St ,  H. l , (p i ) .  T p,) - ~ StI,(Hk). T k = &vp - 1 
k 

et le th6or6me 2 est d6montr6, puisque l'argument de l'exponentielle est 
6gal :~ - S t p H .  T |  

4.3. Modules projectifs et exponentielle 

Je note ~'(G) l'ensemble des ~l~ments p-projectifs de ~(G) ,  et S l'~l~ment 
&vp �9 de ~(1). 

Alors 

PROPOSITION 6. L'application P w-~ S (e) est une bijection de or c~ ~ (G )  
sur qZ(G) c~ ~(G).  

En effet, si P e s t  p-projectif, alors P = St(P), donc si P e,,C(G)c~ ~(G)  

S {e~ = &xp(P|  .~r S) = &vp(St P |  ~ ) )  = St(&vp P) 

et S ce~ e qt(G) n ~(G).  
Inversement, si ~ e q[(G) c~ ~(G),  j'ai 

e = st(P) = st(&vp(s = 6xp(St(C.~?og P) | ~ )  = S ts'c~~ ej} 

ct st(Leog P) est dans ..r ~(G). D'ofi la surjectivit6. 
L'injectivit6 se d6duit du 

LEMME 13. I! existe un dlbnent �9 dam .9"(1) tel que ~ |  T. 

Eneffet,  le lemmr 5 fait de ,,r un anneau commutatif unit~iirr pour 
l'addition ordinaire, et la multiplication donn6e par le produit tensoriel. 
Alors �9 est dans le sous-anneau ~ ( l ) = I - I i ~ o b ( S ~ )  de ..,r Ce dernier 
est gradu~ additivement par i, et 1r lemme consiste fi montrcr que �9 est 
inversible dans or 
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Or le coefficient du terme de degr6 0 de @, 5. savoir T, est 6gal 5. 1, done 
est inversible dans ~ ( G ) ,  d'inverse ~.  
Alors bien stir si Stp) = S t~ j'ai (S(e)) t'~ = 8xp P = r Q, done P = Q, 

d'ofi la proposition. 

4.4. CaractOristique d'Euler-Poincar6 

Comme corollaire, en notant 7.(X) la caract6ristique d'Euler-Poinear6 
r6duite d'un ensemble ordonn6 X: 

PROPOSITION 7. 
Alors 

1. Pour tout 
-~ [ [T] ] .  

2. De phts 
{v (-I)~7:" 

A ( T) = Exp ~ Z~ p~(p~-- ]~.':-~p_ l i)" 

En effet par l'assertion (2) du corollaire du th6or6me 2, j'ai 

fG(T) --- Id 'xp(-StpG.  T|  ~)] -= Exp(]-'StpG. T|  r 

de plus pour X darts b(G) et Y=Z~>I Y~'T i dans J (1) ,  j'ai 

[XT| YI= I ,~,~ Indg',, s X-Y, .  T'  = , ~ , . .  IXI~IG'I IY, I--T' 
. IGA 

=IXI V T' IXI IYl(Z) Ial ,~  I Y;I i-T = IG'--~ 

d'ofl l'assertion (1), puisque 18xp(r =f~(T). 
L'assertion (2) provient du fait que Ip(pl)l = ( -  1)~p;Ct- ~v2, et du fait que 

IN(p")I = p '  IGL(i, Fp)[. 
Les formules pr6c6dentes permettent de calculer les nombres 7.(sp(Gk)) 

en fonction de Z(sp(G)): 

Soit f c ( T ) =  ISt(Sxp T)I = - Z ~  Z(sp(Gk))(Tk/IG~l). 

groupe fini G, j 'a i  fG(T)=(fl(T))-zcspcm)/l~l dans 

COROLLAIRE. Pour tout groupe fini G, j'ai 

z(~ , (a) ) . ' f  ~ 
.Z(sp(G,))_ ~ IGI ] 

n = l a O p a l . . .  

(_ l)Z,,,, 
X 

I-I [p,(pi_ 1 ) - . . ( p -  1)]"i.a,!" 
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De mgme, en notant x le quotient "/.(sp(G))/lG[ et K, le quotient "/.(sp(S,))/n! 

Z(sp(G,)) = _ ~ x ( x  + 1 ) . . .  ( x  + ~ a i -  1 ) x,~ ~''" ~,~,. 

IG, I I-I a~! 
= lal ...nan 

La premi6re formule provient du calcui de rexponentielle d'une s6rie 
formelle sans terme constant, ia second du calcul de la puissance x-i6me 
d'une s6rie formeile de terme constant 6gal fi 1. 

5. EXEMPLES: LE CAS OU G = (1 )  

5.1. Fonctions classiques 

Soit a un entier strictement positif. Si n est un cntier naturel, je note 
P~(n) rensemble des parties propres et non-vides de l'ensemble {1 ..... n} 
dont le cardinal est multiple de a. Cet ensemble est ordonn6 par inclusion, 
et le groupe S,  op6re sur P~(n). Alors: 

PROPOSITION 8. 1. ~.k>~oAt ,{k , , ) .Tka-- - - l i~k>~oTk~dans~( l ) .  

2. De m~me, s i r  est tin entier compris entre 1 et p -  1 

Z Apa(ka+r)" T k a + r  Zk>~o T k~+" 
k >~ o = Z k  >~ O Tk~ " 

En effet, il sut'fit d'exprimer, pour k > 0 

O < h < k  

qui s'6crit encore 

I ndsk" .4 ~'~ Sha • S{k -h}a Pa( ha ) 

IndS~,, s~_h~a A e~{ha) = O. 
O~h<~k 

En multipliant cette 6galit6 par T ka et en sommant sur k, je trouve 

d'ofl l~assertion (1). 
De m~me, pour l'assertion (2) 

/ l e . ~ k , + . ~ = - - S k , + , / S k ~ + . - -  ~'. TnAs.+, ~ " ~  Sha • S(k -h)a + t ~ Pa(ha)" 
O<h<~k 
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En multipliant cette 6galit6 par T *~ et en sommant  sur k, il vient 

Z APa{ka+r)" Tka+'= --(~kAPa(ka) ~ Tka)(~ I Tla4-r) 
k~O 

d'ofi l 'assertion (2), par  l 'assertion (I) .  
La premi6re formule permet  en prenant  les degr6s dans Q [  [ T]  ] l e  calcul 

de 

7.(P,,(ma)) 

01+2a2+ --- +marn=m 
( _ l ) a , + . . .  +,~,, (a, + . . .  +a,,)! (ma)! 

a l l - - -a , , ,  ! (a!)" ' - - -  (ma) V"" 

En particulier pour a = 2, il vient 

1 
Z AP2(2k) " T2k 

, ~o  Z ~ o  T 2k 

~_, dp2(2k+l)'T 2k+l= ~-*~o T2k+ l  
k;~O Z k ~ o  T2k 

et en prenant  les modules dans Q [ [ T ' ] ] :  

1 T 2k 
eb r =, ~ z(G(2k))(2~)! 

k~O 

th T =  - ~, z(P2(2k + 1)) - -  
k~O 

T2k + 1 
( 2 k +  1)! 

d'ofi par  des formules classiques la valeur des nombres  de Bernouilli 

2 k - z ( P 2 ( 2 k -  I))  
b ~  = 22k(2 z~ -- 1 ) (et b2, + 1 = 0 si k/> 1 ). 

Remarque. I1 est possible de mont re r  que P,dn)  a un seul module  
d 'homologie  non-nul,  celui de rang [ ( n -  l ) / a ]  - 1. Le signe de z(P~(ka)) 
est done  6gal fi ( - 1 )k. De m~me, le module  ( - 1 ) " -  l Ae2(2,+ 1) correspond 
fi une vraie repr6sentation lin6aire du groupe $2,+ 1. 

5.2. Partitions 

J'ai indiqu6 dans la proposi t ion 3 comment  les modules de Lefschetz 
L.=A~{ , I  intervielanent dans le calcul du Iogarithme. I1 est possible de 
connai tre  exactement  l'616ment L,  de b(S,,): 
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PROPOSITION 9. Soit H u n  sous-groupe tte S, .  AIors r~{n} tl est contrac- 
tile., sauf si to,is les H c~ S~_ l sont confltgugs darts t t  (i.e. si la representation 
de permutation de H sur {1 ..... n} est "isotypiq,te"). Si K est l'un d'entre 
eux, et si h = n/[ H : K] est le hombre d'orbites de II, j 'ai  alors 

Z(r~{n} H) = z]K, HI  INn(K)  : K] h- i ( _  1 )h- t (h - 1)!. 

Si x~  {I,..., n}, je note Hx son stabilisateur dans H. Je d6finis une 
relation d'6quivalence sur { 1 ..... n} par 

x.~y .r Hx et H~. sont conjugu6s dans H 

et je note co la partition des classes d'6quivalence obtenue. Alors les parties 
de co sont toutes stables par IL Si co est triviale, alors H =  (1) et co est 
grossi6re. Done co n'est pas triviale. Si coer~{n}, et si rce~{n} 't, soient A 
une partie de re, et x # y  deux points de A. 

Si rcc~ co est triviale, alors x et ), sont dans des parties col et co2 distinctes 
de co. Alors H:, stabilise A puisque H x . x = { x  }, done H x . ) , ~ A n c o  2. 
Comme A c~ co2 contient au plus le point y, j'ai Hx ~- Hy, et H.~ = Hy par 
sym6trie. Alors col =co2, et cette contradiction prouve que rcnco n'est pas 
triviale. Alors r~{n} n est contractile par,les contractions rc ~,  rc n co ~ co. 
D'ofi la premi6re partie de ia proposition. 

Soit alors it la partition des orbites de H. Si p e s t  grossi6re, alors H est 
transitif. Soit x~  {1 ..... n}, et K = H x .  Si r t ~ { n } ' ,  soit rex la partie de n 
contenant x, et H , ,  son stabilisateur dans H. Alors H,x contient K stricte- 
ment (sinon nes t  triviale), et est un sous-groupe propre de H (sinon rr est 
grossi6re). L'application n ~ H , ~  est alors une bijection croissante de 
r~{n} It sur ]K, HI', ce qui prouve la proposition dans ce cas, puisque h = I. 

Si H = ( I ) ,  alors Z(r~{n}')=7.(r~{n}), et la proposition 2 entraine en 
prenant les degr6s que Z(r~{n})= ( - 1 ) " - ~  ( n - 1 ) ! ,  et la proposition est 
vraie dans ce cas. 

Sinon, soit P la partition des orbites de H. Je note K(p) tt l'ensemble des 
compl6ments de p dans r~{n} H, i.e. l'ensemble des partitions n stables par 
H telles que rrc~it soit triviale et rcwp grossi6re. Alors je sais que 
r~{n}H--K(p) u est contractile (cf.l-2]). Soit alors j l'injection de 
~ { n } ' - K ( p )  u dans ~{n} it. Alors j "  est contractile s i n  (~ K(p) n. 

Si n ~ K(p) ' ,  alors puisque n u 11 est grossi~re, il existe une partie A de 
n telle que U s , t t h . A =  {1 .... ,n},  et A rencontre toutes les orbites de H. 
De plus, puisque n c~p est triviale, alors A rencontre chaque orbite de H 
en un point. Si x, y ~ A ,  alors Hx stabilise A, done H x - y  rencontre l'orbite 
de y e n  un point, ce qui prouve que H x =  H~.. Ainsi A est obtenue en 
choisissarft dans chaque orbite un point de stabilisateur donn6 K dans H, 
et ne s t  alors compos6e des translat6s par H de A. 
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Dans chaque orbite, il y a [Nn(K):K] choix possibles, et il y a h 
orbites. Comme des choix translat6s par Nn(K) fournissent la m~me parti- 
tion, il y a finalement [Nn(K) : K] h-l  compl6ments de p dans r~{n}". Si 
n est l'un d'entre eux, a lors j"  s'identifie h r~{h}, et ]rt, . [  h ]K, HI.  Donc 

Z(~{n}H) = [Nn(K) : K]h-Iz(~{{h})z]K, HI 

d'ofi la proposition 9. 

Remarque. Il est possible de montrcr que ~{n} a un seul module 
d'homologie non-nul, celui de rang n - 3 .  Donc Ln corrcspond au signe 
pros fi une vraie repr6sentation de Sn. 

5.3. p-Eldments 

Soit p u n  nombre premier, et Ep., l'616ment de b(S,) obtenu en faisant 
op6rer Sn sur ses p&16ments. 

PROPOSITION 10. Soit Cpk le sous-groupe engendrO darts Spk par un o'cle 
de longueur pk. Alors. 

z z 
n;~0 \ k ~ 0  ' 

C'est une consequence directe des d~finitions, et du fait que le centralisateur 
dans S~ d'un cycle de longueur pk est 6gal ~. C~. 

En prenant les modules, il vient ia formule classique, off je note ?v.n ie 
nombre de p-~l~ments de S,:  

"tp,. n--( = Exp 
n ~ O  k 0 

5.4. Groupes alternds 

Sip  est diff6rent de 2, alors le module de Steinberg du groupe altern6 A,, 
est 6gal ft. celui de S,, puisque tout p-sous-groupe de S,, est en fait dans A,,. 

Si p = 2, la formule suivante relie le module de Steinberg de An ,4, celui 
de S, 

PROPOSITION 11. Dans ..~(1 ), j'ai 

~, St2(A~). T" = (1 + T 2) ~ St2(S~). T" = - ( 1  + T 2) 8xp(~). 
n~>0 n ~ O  

En effet, si P e s t  un 2-sous-groupe ab61ien 616mentaire de ,7,, tel que 
02(CA,(P)) = (1), ~alors P est engendr6 par une transposition. Le lemme 12 
permet alors d'affirmer que le compl6mentaire dans a2(S,) de l'ensemble 
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des sous-groupes engendr6s par une transposition est homotope fi a2(A.). 
Et si P est engendr6 par une transposition, alors ] P , . [  s'identifie avec 
a2"(S._ z). Done 

A~,(s,) = A ~2(~.)- IndS~ • s._, A~,(s,_2) 

d'o~ la proposition 11, d'apr~s le corollaire 2 du th6or6me 2. 

5.5. Caractkres 

Soit (t~)~ ~ une suite de variables. Je note ~? ranneau des s~ries formelles 
St coefficients rationnels en lest,., off je consid6re que t~ est degr8 i. Si X. 
est dans b(S.), je note K(X.)  l'616ment de ~d d6fini par 

E x,,(s,,)n i 
=~,  ~, j~A,n.  (Tj(S,))! 

off s .  est une permutation de type rt de S,,, et 7j(s.) le nombre de cycles 
de longueur j de s . ,  et X.(s . )  est la valeur en s.  du caract6re de X.. 

Ainsi K(X.)  n'est autre que le produit scalaire sur S,, de X. par la 
fonction centrale St valeurs dans ~ qui A s associe/-/j t) ~"). 

Je pose par convention K ( n ) = n  pour n ~ b ( S o ) = Z .  Alors si X =  
Z .1".. T" e .~(1 ), je pose K(X) = Z K(X.).  

LEMME 14. L'application K ahlsi dOfinie est un morphisme d'anneaux tie 
~ (  1 ) darts ~ .  

Soit c(,,) la fonction centrale sur S,, ~ valeurs dans ~M qui h s associe 
FIj t~ j(*). Alors si X = X . -  T" et Y = Y . , .  T ' ,  j'ai 

K(X.  Y) = (IndS];'s X. Y.,, cu,))s..~. 

= (X . .  Ym, Ress.• 

= (X. ,  co,))s.( Y.,, cu,))s" = K(X) .  K(Y)  

ce qui prouve ie iemme. 

Remarque. L'application X~-+ [XI est la compos6e de K avec l'applica- 
tion qui envoie t~ sur 0 si i #  1, et tt sur T. 

La connaissance de K(X) permet alors de trouver les valeurs de tous les  
X.(s),  done d6termine les caract6res des .t".. 

Si Y est un ~16ment de ~ ,  et i un entier strictement positif, je note y(o 
l'616ment'tte ~ obtenu en remplaqant dans Y, et pour tout j, la variable tj 
par t 0. 
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PROPOSITION 12. Si X = ~ .  >~ 1 X#. T # ~ Jr( 1 ), alors 

K((fxp X)= Exp ( t . ~  ~ { K(X.)u) ). 

Je note tout d'abord que les deux membres transforment les sommes en 
produits, et les diff6rences en quotient, et il suffit donc de consid6rer le cas 
off X est de la forme X =  S . / I I .  T", off H est un sous-groupe de S..  

Alors par d6finition, j'ai 

o~xp X = ~ S.k/Hk" T "k 
k 

de sorte que 

K(o~xp X ) =  ~ (1, c(t,)),,. 
k 

II s'agit donc de connaitre, pour (h~,. . . ,hk)eH k et r~S~,, ie type de 
l'~l~ment s = (hi ..... h~, z) de Hk. 

Or si 1 ~< i~< ne t  1 ~<j~< k, j'ai s(i, j ) =  (h,u)(i), z(j)). Je note l-2t(s) (resp. 
12t(r)) rensemble des couples (i, j )  (resp. des j )  qui appartiennent :~ une 
orbite de Iongueur / d e  s (resp. de r). Alors (i,j)E~-2t($) si et seulement si 
il existed divisant / te l  que jE  12a(*) et i e Qt/a(hjhta-,(j)... hit j)). En notant 
cot(s ) (resp. cot(r)) le cardinal de I2t(s) (resp. de I21(z)), j'ai alors 

Z l] tU 
( l ,  c . , ) ) . , -  l i f t *  k !  h, ..... h,~,,i I 

1 
(1, c . , 3 , , , - l i f t *  k'  5" I-I t~ '/O~'~lhj*#-'u''''*"'') 

�9 hi . . . . .  h k ~ l !  d l l  
r(~Sk j e  f2dir) 

En posant l/d= m e t  en notant que wt = l?t, il vient 

1 ~,, I-I '(l/a)"~(h/"a-'~ 
- -  �9 md (l'c("))'k IHIkk!h, ..... ~,,~. ,~.m 

%~Si j ~  f2d(r) 

SOit encore puisque ?,,(hjh,~-,(j)...h,(j)) ne d~pend que de rorbite de j 
par 

1 
~, I-I tr~(hJh~- ' u )  h,(jO (1, c(,,))m = iHik k). h,._.  . .  #. , .  "~' 

t e s t  j e O s ( ~ ) / ~  

Sije fixe ~ et tousles hj p o u r j # r ,  et s i r  est dans 12a(O, la somme 

hr m 
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, . . ( d )  est 6gale au produit de ]tll par le produit sealaire sur H de 1 avee ~,,), 
puisque h.he,-,~.. . .h.o d~crit le groupe IHI iorsque hr varie. Aiors la 
s o m m e  sur ies autres hi, p o u r . / d a n s  rorbite  de r par ~, fournit un faeteur 
IH] a -~  suppl~mentaire.  D o n e  ia s o m m e  sur les hi, p o u r j  dans une orbite 
de Iongueur d de z, des termes correspondants vaut Itt[a(l, "~u~ ~ ' ( t ~ )  111" 

Finalement 

Done 

1 
(1, c.,~) m IHl* k! ~ IHI* I-I (1, cr176 r~r176 - -  ( t i ) l t  I �9 

T ~ S k  d 

{ I  e ( d ) ~  "a 

E I1'" 
n l k  d daJaa ! 

/ t  = l a l  �9 �9 �9 kak 

I1 reste fi sommer sur k, et 

l c ( d )  ~ 

ee qui prouve la proposition, puisque (1, "aa~ - ( I n d S / 1 , - ~ a q  = w ( t~ )  I l l  ~ t" ( t , )  ,' Sn 

K~a~(S,/H. T"). 
Dans le eas off X =  ~ ,  je sais que o~xp X =  - Z ,  S tp(S , ) .  T", et le earac- 

t6re de Stp(S,)  est projectif, done nul sur ies 616ments d'ordre multiple de 
p de S,.  En d'autres termes, je peux dans la formule pr~e~dente supposer 
que t~= 0 si i est multiple de p. D'ofi 

K ( S t . ( S . ) ) = - E x p (  ~ 1 K,.,(indS~,,//t(p,)) 
I'l tl, k >~ I I t  

( n , p )  = I 

Je noterai M ~  le module IndS~p~)lt(p~). I1 est possible de calculer K(MrO 
par la formule suivante: 

PROPOSITION 13. Si ti=O pour p divisant i, alors 

( - 1 ) ~  
l-I t] '(~) 

�9 a L ( k .  Fp)p . /aL(k .  Fp) 

oz'~ (~ d~crit lot systbme de reprOsentants des classes de cottjugaison des 
p'-klkments de GL(k, Fp). Sous Faction d'un tel q~ semi-shnple, l'espaee se 
d~eompose en eomposantes irr~duetibles. Je note Irr(~) l'ensemble de ces 
composantes. Alors kw est la multipficitd de w, et d,. sa dintension. En 
partieulier'kl est la multiplieit~ du module trivial. Enfin je note k((~) la 
somme des k,. pour wE Irr(~b).) 
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En effet, ie groupe N(p k) est le produit semi-direct de p~ par le groupe 
lin6aire GL(k, Fp). Puisque 6 = 0  si P l i, alors K(Mp~) s'~crit 

1 
x(] . ,  p~E x) I-I a . '~  K(Mr~) =pk IGL(k, Fp)l .~ N~%. ; -' " 

Mais puisque p~ est un p-groupe, un p'-616ment x de N(p k) est conjugu6 
par un 616merit w de pk d'un p'&16ment g, de GL(k, Fp). Puisque 
~ '=w-I r  je vois que x s'6crite sous la forme v.g,, off ves t  darts 
l'image de g , -  1 (avec une notation additive). 

lnversement, l'616ment v-~b, pour ~ G L ( k ,  Fp)p. et v~ I ra (C-1) ,  est 
dans N(p~)p,, car il est conjugu6 de ~b. Puisque v agit trivialement sur pk, 
et puisque pour tout i, j'ai ? i (x )=  ?~(~b), la somme pr6c6dente devient 

1 
I l m ( r  I)1Z(] ' ,  P~[r I-I tl -~'~ �9 

K(M~) --pk [GL(k, Fp)l (k~GL(k. F,) V i 

Or avec les notations de ia proposition, le quotient p~/lIm(~b-l)l  est le 
cardinal du noyau de r  1, c'est-5.-dire p~'. D'autre part, la caract6ristique 
d'Euler-Poincar6 de ]-, pk[O est la valeur en ~b du earact6re de Steinberg 
de GL(k, Fj,) (cf. [2]),  et est 6gale au signe ( - I )  k~J pr6s ,6 la p-partie de 
l'ordre du eentralisateur C(~b) de ~b dans GL(k, Fp). Finalement 

K(M~) = ~ (--1) k(~) IC(r t~,~) 
r162 rp)p'[GL(k,k~) pkl IC(r 

d'o6 la proposition, puisque 

IC(r = I-I [GL(k,,., Fa.)] p. 
w 

Par exemple si p = 2, il vient 

t~ K(~t4)= t~ tit 3 
K(M,) = t,, K(M2) = - 2 '  12 3 ' 

t~ 2 2 t i t  3 2/117 
K(Ms) = ! 

168 6 7 

Les valeurs de caract6res de Steinberg pour p = 2 des groupes sym6triques 
S,, pour n~< 15 sont donn6es par le d6veloppement ft. l'ordre 15 de 

t2 t 3 t 4 t i t  3 15 t 2 t 2 t  2 
_ _  . . ] . . . 1 3  -Exp t , - ~ - + ~ - +  12 3 +~-~-- i3  t77 168t~8 6 

2ttl7 19 12 F9"-- 5 t i t  . t~ t 3 t  9 / i3 t7 2 . t l 5 ' ~  

7 "i-o+'i-i "'~ 36 9 ! 13 14 t--~-j] 

dans lequel t~ est de degr6 i. 
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L 'u sage  d ' u n  m i c r o o r d i n a t e u r  et des ma t r i ce s  de  d 6 c o m p o s i t i o n  donn6es  

par. J a m e s  d a n s  [3  ] fourn i ssen t  a lors  les va leurs  su ivan te s  p o u r  les m o d u l e s  

de Steh~berg des groupes symdtriques pour p = 2: 

St2($5) = - p(3.2), 

St2($7 ) = p~4.2.1> + pc4.3), 

S12($9) 

Sl2(Slo) 

Sl2(Stt)  

St2(St2) 

St,,.(Sj3) 

S l  2 ( S 6 )  ~_- _ pr 

St2($8) = pCS,2.1) + p(4.3.1), 

= p(4.3.2)_ p(5.4) + p(6.2.1) 

= _ 3p(a.3.2.x) _ p~5.4. I) _ p(5.3.2), 

= p(6.51 _ 3 p ( 6 . 3 , 2 )  p(7.3.1) @ p(6.4, I), 

= pc6.5, l) + 2p(5,4.3) -t- 2P  r I) + 3pr t j 

= _ p17.6) -I- plS.4A) W 2P  18"3"2) -t- 4 P  17"4'2) --  p(6.5.2) 

+ 2p(6.4.3) _ 7p(7,3,2, I) _ p(6.4.2, l ) _ 3p(5.4.3.J). 

P o u r  n ~< 7, ces m o d u l e s  son t  d6j,"t ind iqu6s  pa r  W e b b  d a n s  [ 4 ] .  C e u x  de  

S 9, S ,  et 813 s o n t  in t6ressants  ca r  ce ne s o n t  pas  au  s igne pr6s de vra is  

modu les ,  ce qui  i n d i q u e  q u e  les ensembles  s2(Sn) c o r r e s p o n d a n t s  o n t  p lus  

d ' u n  m o d u l e  d ' h o m o l o g i e  non -nu l .  

5.6. Valeurs num6riques 

Les  fo rmules  donn6es  plus hau t  d o n n e n t  les va leurs  su ivan te s  p o u r  

z(sAS.)): 

n p = 2  p = 3  p = 5  p = 7  

1 - - !  - I  - 1  --1 
2 0 - 1  - I  --1 
3 2 0 - 1  --I 
4 0 3 - 1  - 1  
5 --16 9 5 - 1  
6 - 1 6  9 35 - 1 
7 160 - 3 6  125 119 
8 512 -225 335 959 
9 -640  - 2  997 755 4 319 

10 - 7  936 - 2 4  381 - 3  025 14 399 
11 - 2 0  736 --127 656 - 4 7  125 39 599 
12 235 520 37 179 -294 625 95 039 
13 3 244032 5 388 525 --1 289 575 205 919 
14 2 232 320 44534 853 - 4  528 525 - 2 4  298 561 
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