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Dans la premiére partie, j'étudie des anneaux de séries formelles & coef-
ficients dans des anneaux de Burnside. Il est possible d’étendre & ces
anneaux les propriétés usuelles des anneaux de séries formelles.

En particulier, il est possible de fabriquer I’exponentielle d’une série
sans terme constant. Cette exponentielle posséde les propriétés exigées
d’habitude d’une telle application.

Dans la troisiéme partie, j’étend la notion de composition des séries
formelles, ce qui permet le calcul du logarithme. .

La quatriéme partie est une application au calcul des modules de
Steinberg des produits en couronne, dont la série s’exprime de fagon
-naturelle en termes d’exponentielle.

Enfin la cinquiéme partie est une suite d’exemples dans le .cas des
groupes symétriques, qui vont de certains résultats sur les fonctions classi-
ques au calcul des modules de Steinberg des groupes symétriques S, pour
p=2etngl13,
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1. L’ANNEAU Z(G)

Soit G un groupe fini. Je note 5(G) 'anneau de Burnside de G a coef-
ficients entiers, doté de sa base standard formée des G/H, ou H décrit les
sous-groupes de G a conjugaison pres.

Si k est un entier strictement positif, je note G, le produit en couronne
G ~ S, de G par le groupe symétrique Sy, et si k=0, je pose G,=(1), de
sorte que b(Gy)=Z.

Ceci étant, je considére

A(G) =[] b(Gy)-

k=0

En tant qu'ensemble, c’est le produit des b(G,).
L’addition dans #(G) est définie terme a terme par

(Xe)isot (Yideso=(Xi+ Yidiso

et il est alors légitime de noter 35 o X - T* Iélément (X, )i 5o de %(G).

Si K (resp. L) est un sous-groupe de G, (resp. G,), alors le produit Kx L
est un sous-groupe de G, x G,, et la classe de conjugaison de Kx L dans
G, x G, nc dépend que de celle de K dans G, et d¢ celle de L dans G,.

Je peux donc par Z-linéarité définir une application bilinéaire de 5(G,) x
b(G,) dans b(G, xG,), notée (X, Y)+— X-Y, en posant (G,/K)-(G,/L)=
(G x G)/(Kx L).

D’autre part, le groupe G, x G, se plonge naturcllement dans G, ;. Je
définis alors le produit dans 4(G) en posant

VX T*Y Y. T'= Y Z,-T"

kz0 =0 mz0

avee

Zm= Z ]ndg:;’Gl Xk ) Yl'

k+{i{=m

Avec ces définitions, il est facile de vérifier que #(G) est un anneau com-
mutatif unitaire. L'élément neutre de la multiplication est 1-7°, que je
noterai simplement 1. Plus généralement, puisque G,/G, est I'élément
neutre de b(G,), je noterai simplement T* I'élément G /G, - T* de #(G), en
prenant garde au fait qu'avec ces notations, le produit T* - T/ n’est pas égal
a T**!'mais & G, /(GyxG,)- Tk

Je note #(G) 'ensemble des éléments 3 X, - T* de #(G) pour lesquels
Xo=0. Cest un idéal de %(G).

Je note #(G) 'ensemble des éléments 3 X, - T* de #(G) pour lesquels
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Xo= 1. C’est une partie de #(G) stable par multiplication, et I'ensemble des
éléments inversibles de B(G) est la réunion %(G)u (—%(G)).
Si X=3, X, -T* est un élément de B(G), je note |X| I'élément de
lanneau Q[[7T]] des séries formelles a coeflicients rationnels défini par
k

T
X=X
=L X G

Alors Papplication X | X| est un homomorphisme d’anneaux de B(G) dans

QLLT]]
Le plongement du groupe symétrique S,_, dans S, induit un plonge-
ment de G, _, dans G, ct je posc

d(z Xk'T‘) Z Res(“ IXk'Tk

k=0 k=1

LemMme 1. L'application d ainsi définie est une dérivation de %(G), telle
que

ldX| = |G| d(|X]).

Pour démontrer l'identite¢ d(X-Y)=dX-Y + X -dY, qui est bilinéaire en
X et Y, il suffit de considérer le cas ot X=G,/If-T" et Y=G,/K-T", et
tout revient a prouver que

ResGu+m—|Gn+m/(Hx K) ° T"+m_l
= (ReS, ,Go/H - T") - (G /K- T™) + (G, /H-T") - (ReSc;,_, G /K- T7)

Par la formule de Mackey, le premier membre s’écrit
Resg,, . Gnim/(HXxK)

= Z Gn+m—l/(HxK)ann+m—-l'

x€(HxK)\Gpym/Grem-1

Lensemble (Hx K)\G, , ,./G,+.._ cst 'ensemble des orbites de H x K sur
Gt m/Grym—1- Or pour tout entier /, I'ensemble G,/G,_, s'identifie a
lensemble Gx {l,..,1}, sur lequel G, opére par (g,,.., & t)(g i)=
(&:s» t(i)), par lappllcatlon qui & (g4, .., 8 T)G,_ associc (g, (/).
Donc lensemble G,,,./G,,_, Sidentifie a Gx ({1,..,n} T {1,..,m}).
L¢lement (hy, ..., h,, a)(k;, .., k,,, T) de H x K envoic (g, i) sur (h,,(,,, a(i))
siie{l, ...,‘n}, ct sur (k.(), 7(f)) si ie {1, .., I }. Ceci prouve que

(IIXK)\Gn+m/Gn+m—l = (H\Gn/Gn—l) 8| (K\Gm/Gm—l)
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et que (FFxK)'0nG,,moqest égald (FI"nG,_,)xKsi xe H\G,/G,_,,
eta Hx(K*nG,,_,)si xeK\G,,/G,, _,. Donc

ResG,;..‘]Gn+m/(HxK)= Z Gn+m-l/((Hann—l)XK)

x€ FING,/Gn—)

+ Y Guym i /UHX(K*AG,_y)

XCK\Gn/Gm—

ct la premiére assertion du lemme est alors une canséquence de la formule
de Mackey. La second assertion est triviale.

Si H est un sous-groupe de G, alors f, se plonge dans G, et je définis
une application linéaire i§, de #(f) dans B(G) en posant

i$H,/L=G,/L si k20 et i§(1)=1.
Alors i$, est un morphisme d’anneaux.

Remarque. 11 est aussi possible de définir une application dc restriction
de #(G) dans B(H). Pour que la formule de Mackey soit vraie, il faut
prendre i%(1)=[G : H], mais alors i, n’est plus un morphisme d’anneaux.

' 2. L’EXPONENTIELLE DANS 4(G)

2.1. Définition des u,

Soit H un groupe fini. Si /7 opére sur un ensemble ordonné X, je note
Ay (resp. Ay) le module de Lefschetz de X (resp. le module de Lefschetz
réduit) de X. Ces modules sont les éléments de b(#7) définis par

dy== T (=D™HH, o Ay=A-HH

se S(X)/ 1

ol S(X) est I'ensemble des suites strictement croissantes de X, et H, le
stabilisateur dans H de la suite s de S(X).

LEMME 2. Si Y est un élément de b(H), il existe un ensemble ordonné X,
(resp. X), sur lequel H opére, tel que Ay, =Y (resp. Ay=7Y).

En effet, soicnt A4 ct A les parties de b(#) définies par
A={Yeb(H)|IX ordonné telque A, =Y}
A={Yeb(H)|3X ordonné tel que A, =Y}
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puisque A, = Ay— H/H, et puisque /i‘\.u = A+ Ay, je vois que.
Aypyy=Ax+Ay+ HIH

et en prenant pour X’ I'ensemble pt réduit & un point, il vient

Axup=Ax

XUpr

ce qui prouve que 4 < A.
Inversement, en notant E, un ensemble discret a4 n ¢léments, sur lequel
H opére trivialement, jai

Agyop,=—Ag - Ag=—2-HJH, d’ou /iEz-E3=_H/H

et donc

Axu(g. E,)=/i,\-—H/”=AX,

Donc A=A. De plus A est stable pour I'addition (puisque A, =
A+ Ay, et puisque 4, g = —x, je vois que A est un sous Z-module
de b(H). Enfin, notant [/{/K] I'ensemble discret des classes a gauche de H
modulo X, sur lequel H opére par translations, j’ai bien siir ﬂ[,,,” = H/K,
et A contient la base standard de b(H), ce qui prouve Ie lemme.

Si X et Y sont des ensembles ordonnés sur lesquels opére H, et si 0
(resp. 1) désigne un plus petit élément (resp. un plus grand élément)
éventuellement ajoutés & X ou Y, alors je note

XxY=X0u{l}xYu{l}-{(,1)}

XeY={0}uXu{1}x{0}uYu{1}-{(0,0)(1,1)}
X*=X*Xx*---xX  (produit de k facteurs)
X*=XoXo---oX  (produit dek facteurs).

LemMe 3. Le groupe H, opére sur X*, sur X**, et sur X*, et A ne
dépend que de Ay.

En cffet, I'élément A« est entiérement déterminé par la donnée, pour
chaque sous-groupe K de H,, de la caractéristique d’Euler—Poincaré
F(X)F).

Soit donc K un sous-groupe de H,. Un ¢élément z de K s'écrit sous la
forme z=(h,, .., I, a), ou les h; sont dans ! et ¢ est une permutation de
Q={l,..,k}. Un tel z opére sur X* en transformant x=(x,,.., X;) en
2-X =y 7Xom101ys s i » X gm1009)-

En particulier, le groupe /1, opére sur X*, sur X%, et sur X%
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De plus, I'élément x de X* est fixé par z si ct sculement si pour tout i,
jai x;=h;-x,-1;. Je poserai

K= {oeS;|3(h,, .., u)e H (hy, .., by, 6) e K}

et pour tout i de {1, .., k}

K= {h;|3(hy, .., by, 6) €K, a(i) =i}.

L’cnsemble K est un sous-groupe de S, et les K;, sont des sous-groupes
de H.

Alors si x est invariant par K, il est clair que x; est invariant par K.
Inversement, si pour tout i de Q/K, je choisis un x; de X*, et si je pose
pour j dans T'orbite sous K de i

— -1
x;=h"-x;

si (hy,.,h,6)eK esttelqueo™!(i)=]
alors x; est bien défini: En effet, si (4, ..., i, ¢’) est un autre élément de K
tel que ¢’ ~!(i) =}, alors

(s ey My @Yty oy Iy, 6) ™ = (W gy v MRS 1y, 667 Y)

est un élément de X tel que ¢’c ~'(i) =1, donc par hypothése sur les x;, j’ai
hihgg-1xi=%;, d'ou h;~'x,=h'x;. 1l est alors facile dc vérifier que
(xy, ., Xx) est invariant par K.

En d’autres termes, je vois que (X*)* s'identifie & [T, /2 X*®. Donc

AXHH= T ux*)

ief2/R

donc A+ ne dépend que de A,.

Ceci permet de définir une application u, de b(H) dans b(H,) en posant
1, (Y)= A« si X est choisi tel que Ay=Y. Je définis de plus u, de b(H)
dans b(1)=Z cn posant uy(Y)=1 pour tout Y de b(H).

LEMME 4. La suite (4, ), est la seule suite d’applications de b(H) dans
b(H,), telle que:
1. Sikz]1, alors u,(H/L)=H,/[L,.
2. Pour X et Y dans b(H), j'ai w,(X+ Y)=3F_oInd%}, .. u/(X)-
. _(Y).
3. Sik=1, alors u,(0)=0.
4. Si Xeb(H), alors uy(X)=1.
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De plus, si H opére sur X, alors

/ix* = “k(AX)
A==ty (—4y)
A=, (Ay).

La condition (1) exprime le fait que avec les notations précédentes,
jai /1[,,/,_]&=Hk/Lk, ce qui résulte du fait que [H/L]*=[H,/L]: le
stabilisateur dans H, de (L,.., L) est égal a L;, et H, est transitil sur
[H/L]~

Pour la condition (2), j’ai besoin de la définition suivante:

Si K est un groupe opérant sur ensemble ordonné X, et si H est un groupe
contenant K, je note Ind¥ X I'ensemble (H x X)/K, I'action de K étant donnée
par (h, x)-k=(hk, k='x). Le groupe H opére sur Ind" X par I -(h, x)=
(W'h, x). Enfin Ind¥ X est ordonné en posant

(h,x)< (W, x") siet seulementsi h='h"e K et x<h™'hx.

Cette définition est bien-sar faite pour que /],ndg v=Ind¥ A, il est facile
de voir que si la suite s=((/y, Xq), --» M.y X,)) €St croissante, alors les /;
sont dans unc scule classe modulo K, et alors s s’écrit aussi s=
ho- ((1, xo), (1, hg thyxy), ws (1, By 'h,x,)), avec de plus xo < By thyx,-- <
hy'h,x,. Enfin deux suites ((1, Xo), ..., (1, x,,)) et ((1, yo), ..., (1, »,)) sont
conjuguées par H si et sculement si (xg, ..., X,) et (), .., ¥,) sont con-
juguées par K, le stabilisateur dans H de ((1, xo),.., (1, x,)) étant le
stabilisateur de (xo, ..., X,) dans K.

Ceci étant, il est facile de vérifier que si le groupe H opére sur les
ensembles ordonnés Z et T, alors

(zuTy= I Idf.,,  Z'xT!

0<i<k

d’ou l'assertion (2).

Les assertions (3) et (4) sont vraies par définition. D’ou I'existence
d’applications 1, vérifiant (1) a (4).

Pour l'unicité, j'observe que les assertions (1) et (2) permettent de définir
u,(X) pour tout k, si X est combinaison linéaire a coefficients positifs des
vecteurs H/K de la base standard de b(H). En écrivant que u, (X — X) doit
¢étre nul pour k#0 (condition 3)), et en utilisant (2) et (4), je trouve par
récurrence sur k la valeur de 1,(—X). L’assertion (2) permet alors de
calculer 1, (X — Y), d’oti I'unicité des u,.
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Enfin par définition, j'ai 1, (4 ) = A4 \«. De plus, en notant E I'ensemble
E,* E,, jai vu que A, =4y, donc

u(Ay)= /i(x 11 Ef:

Dong, si K cst un sous-groupe de H,, puisque K agit trivialement sur E,
j'ai comme plus haut

le(A ) 1= [] 2((XWEY W)= [] x(X*0)=y((X*)")

ie /R e}k

ce qui prouve que u(Ay) = A,
De méme, puisque —Ay=A, ;. =A ., gyu s Jai

u(—Ay)=4 (X s E3) L E)

(=4 = [] (X E) L E)*w

ie /R
= 1 u(X¥0« Ey)=(—1)R [T z(x*w)
ie /R ieR/R

et comme | A %] = (= D)= T g/p 1(X*0), jai bien —u,(—Ay) = A yor.

2.2. Définition de I'exponentielle

Je vais définir une application &xp de J(G) dans %(G). Pour ccla, je
note que le produit en couronne (G);= G, ~ S;=(G~ S;)~ S, se plonge
naturcllement dans G ~ S, = G,,. Je pose alors:

Exp(Xy-TH) =Y Ind3y 1,(X,)-TH  pour X, €b(Gy)

>0

ct
6“.\'p< Y Xk-Y'k>= [1 &xp(Xi - T*).
k=1 k21

Autrement dit:

L‘f.\’p( Y Xk-T")= Y Z,-T!

k=1 120

avec

Z,= 2 = Ind@ g x - x @y (K1) 10y (X2) - 10, (X)),

I

r=1429%.../1
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ProrosiTiON 1. 1. Jai Exp(X+ Y)=6Exp X -Exp Y VX, Ye S (G).

2. De plus &xp est une bijection de #(G) sur %(G). (Je noterai Log
I'application inverse.)

3. Les applications &xp et d vérifient la formule classique
d&xp X)=6xp X -dX VX e (G).
4. Si H est un sous-groupe de G, alors
i%.Exp=6xp-iS,.
5. Enfin
|&xp X| = Exp(| X]) VX € B(G).

Pour l'assertion (1), puisque &xp X est défini comme le produit des
Exp(X, - T*), il suffit de vérifier que Exp(X+ Y)=&Exp X &xp Y lorsque X
ct Y sont tous deux homogénes de degré &, et assertion (1) est alors une
conséquence de I'assertion (2) du lemme 4.

L’assertion (2) se démontre en isolant dans le développement de Z,
ci-dessus le terme contenant X,, qui correspond a m=(/), et vaut
IndfG’I,l u,(X,)=X,, les autres termes de'Z, ne faisant intervenir que des X,
pour n<l Cela prouve par récurrence que les X, sont déterminés de
maniére unique par les Z,, donc que &xp est une bijection de #(G) sur
U(G).

De méme si 'assertion (3) est vraie pour X et Y, alors

dExp(X+ Y)=d(Exp X Exp Y)=dExp X -Exp Y+ Exp X -dExp ¥
=dX-Exp X -Exp Y+dY-Exp X-Exp Y
=d(X+7Y)-Exp(X+7)
et I'assertion (3) est vraie pour X+ Y. De méme puisque d(&xp X&xp(— X))
=d(1)=0, jai
dExp X -Exp(—X)+ Exp X - dExp(— X))
=0=&xp X-(dX-Exp(—X)+ dExp(— X))
et I'assertion (3) est vraic pour — X. Il suffit donc de vérifier I'assertion (3)

lorsque X =G, /K- T*.
Dans ce cas, jai

ép.rp X=Z Ind?&bl lll(Gk/K) - T’d:Z Gk//Kl. Tkl
! !
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et tout revient & montrer que

Resg,,_,Gu/K;=IndGx-! Resg, [ (Gy/K) Gry—1)/Ki_,

Gy -1 % G-y

ce qui par la formule de Mackey s’écrit encore

Z Gu_/(KinGy_y)= Z G /(KNG ) x K, y).

x € K\Gu/Gri-1 y€ K\G/Gk -1

Or je peux voir I'ensemble B= K\ G,/G,_, comme I'ensemblc des orbites
de K sur I'ensemble G,/G, _,, et ce dernier s’identific 4 G x {1, .., k} par
'application qui a (gy,.., &, 0)G,_, associc (g,u), o(k)), I'élément
(x15 s X5, 7) de K transformant (g, i) en (x, - &, t(i)).

De méme, 'ensemble A = K\G,,/G,,_, est I'ensemble des orbites de K,
sur Gy/Gy_y, qui sidentifie & Gx{l,..,k}x{l,..,1}. Pour décrire
action de K; sur cet ensemble, il faut d’abord indiquer comment (G,), se
plonge dans G,;: Un élément de (G,), st une suite (g1, - &k.15 O1s oo
81,1+ k1> 015 T), OU les g, ; sont dans G, les o, dans S, et 7 dans S,. Cet
élément s’envoiec sur I'¢lément (g, ;, .., &xp [0, 04, 7T]) de Gy, en
notant [o,, .., 0, 7] la permutation de {1, .., k} x {1, .., I} définie par

Lo1, 0] )= (or(j)(i)) T(]))

Lélement X = (81,15 - k1> O1s - 115 - &k, 01, T) de K agit alors sur A4
par x-(g, i, j)= (ga,(,)(i).x(j) &, Ut(j)(i)$ (/).

Alors l'application ¢ de G,,/G,,_, dans B qui a (g, i, j) associe l'orbite
de (g, ) par K passe au quoticnt par K; et définit une application ¢ de 4
dans B: en eflet, ¢(x-(g, i, j))= (&ov,i0. <) & T(nli)) est le transformé de
(g, i) par I'élement (gy,.(ys s &, ) o) de K.

L’appllcatlon @ est surjective puisque ¢ I'est. Elle est de plus injective: si
(g.1,j)et (g, i, j') ont méme image par ¢, alors il existe x = (xy, ..., X4, &)
dans X tel que i'=g(i) et g'=x,; g En posant x; ;=x; et 6;=0 pour
tout i, j, I'élément X'=(x;;, [0,..,0,1]) est un élément de K, tel que
X(g 1, j)=(g', i’, j). Choisissant enfin t dans S, tel que t(j)=,’, j'obtiens
un élément Y=(1, .., 1, [1, ., 1,7]) de K, tel que Y(g',i', j)=(g',i', "),
ce qui prouve que (g, i, j) et (g', i, j') sont dans la méme orbite par K|,
et que ¢ est bijective.

La bijection ¢ devient plus claire en prenant des systémes de représen-
tants: si (g, ;, o) est dans Gy, je pose h; ;=g si (i, j)# (k, 1), et Iy, =1.
Alors (h;;, 1) est dans G,_,. En notant 075"(g) lélément de G défini
par 675(g)=1 si (i, j)#(m,n), et 5$Z(g)— g Jai (g, 0)h;1)=
(6' ’(ga(k n) ). Il est alors clair que si je choisis pour tout (m, n) une
permutation o, , de {1, .., k} x {1, .., I} telle que o, ,(k, /)= (m, n), alors
les €léments 1, .. 3= (674"(8), G .m,x) forment un systéme de représentants
de Gyy/Gpy_ ;.

481/150/1-9
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De plus si 7 est une permutation de {I,.. [}, alors Y=(1,..,]1,
[1,..,1,7])est dans K,, et tcl que Yr(,,,, » Cst dans la méme classe modulo
Gii—1 QUE F(g pmo(ny- L'ensemble des r(, ., contient donc un syst¢me de
représentants de K\Gy, /Gy _,, et bien slir r(, .,y €t re .y sont dans la
méme double classe si et seulement si (g, 71) et (g’, m') sont dans la méme
orbite par K.

Je peux supposer que X =r(, . = (07"(g), a x 1), ol « est une permuta-
tion de {1, ..k} telle que a(k)=m, ct ot je notc ax1 la permutation
définie par (ax 1)(i, j)=(«(i), j). Dans ces conditions, jai x~'=
(67 (g™ 1), a7 x1), et
x7Nx; 5 [01,0m 0, T])X

= (075,08 ") Xain 058G O g), (™' x 1)@y oy 01y T (2% 1))
et ce dernier est dans Gy,_, si et seulement si

(e ') 1)[o}, e 05 T(ax 1)(k, )= (k, ])
ie. t(l)=1 et o/ (a(k))=0c,(m)=m
ct
Srter.1(8 ™) Xaur 05 (8) = 1 =g " 'x, 8.
Donc
KinGy_={(x, [0y, ..o 1] eK|t()=1]0,(m)=m,x,, ,=1}.

Soit y dans G, défini par y = (67'(g), «). En envoyant (x, ;, [6,, .., 0,,7]) €
KinGuy_y sut ((x;, 00), ((xij)jwss Lo4s s 0y Tlu-1y])) €
(KN Gy_)x K,;_,, jobticns un isomorphisme de K;nG,_, sur
(KN G,_y)xK,_,, ce qui prouve 'assertion (3).

Pour P'assertion (4), en notant que i% est un morphisme d’anneaux, il
suffit de vérifier que i$&xp(H,/K-T*)=&xp(iS(H/K-T*)). Or le
membre de gauche sécrit

i Exp(HA/K - T*) =15, Hul Ko T4) = GulK - T
] 1
et celui de droite
Exp(Gy/K-T*)= Z Gu/K,- T
1
d’ou l'assertion (4).

Enfin-I'assertion (5) résulte du fait que |u,(X)]=|X|’ pour tout X de
b(Gy).
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2.3. Produit tensoriel

Soient G. et H deux groupes finis, et k et / deux entiers strictement
positifs, Je vais définir une application de G,x H, dans (G xH),:
un élément z de (G x H),, s’écrit

z= ((gi,js hi.j)(i,i)e (1, kY x (1, 1} o)

ou les g;; sont dans G, les /i, ; dans H, et o est une permutation de
{1, ., k}x {1, ., 1}. Alors si x=(g;, 2)€ Gy, ¢t y=(h;, )€ H,, j’envoic le
couple (x, y)€ G x H, sur I'élément z de (G x H),, défini par

8ij=8i> h,“j:hj, o’=axﬂ.

11 est facile de vérifier que I'application ainsi définie est un plongement
de G.xH, dans (Gx H),,. Elle induit une application bilinéaire de
b(Gr) x b(H,;) dns b((G x H),), que je noterai (4, B)i—» A x B, telle que
G./Kx HJL=(Gx H),/(KxL).

Je définis alors une applicaton de #(G)x S(H) dans F(G x H), notée ®,
en posant

(Z Xk-T")®(Z Y,-T’)= Y, (XexY)-TH

kz1 21 k=1

Les propri¢tés de cette loi de composition externe sont résumées dans le
lemme suivant:

LEMME 5. 1. La loi ® est distributive a gauche et a droite par rapport
a Paddition.
2. La loi ® est associative: si G, H, et K sont des groupes finis, et si
(X, Y, Z)e S(G)x S(H)x F(K), alors aprés identification de (Gx H)x K
avec G x (H x K), jai

X®Y)®Z=X®(Y®Z).
3. Laloi ® est commutative: si (X, Y)e #(G)x #(G), alors
XQY=Y®X.

4. Lélément Te B(1) est neutre a droite et a gauche, aprés identifi-
cation de Gx (1) et de (1) x G avec G.

L’assertion (1) exprime uniquement la bilinéarité¢ de ®.
L’assertion (2) résulte du fait que l'identification de (G x H)x K avec
G x (H x K) envoie (G, x H;)x K, sur G;x (H;x K}).
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L’asscrtion (3) provient du fait que les groupes G, x G, et G;x G, sont
conjugués dans G, par Iélément (1,..,1,8), ol & est la bijection de
{i, ., k}x {1, ., I} sur {1,.., 1} x {1, .., Kk} telle que 8(i, j) = (J, ).

L’assertion (4) est triviale.

2.4. Exponentielle externe

Les remarques ci-dessus permettent de définir une exponenticlle externe,
dont Tl'intérét apparaitra a la section suivante:

Si G et H sont deux groupes finis, si X€ #(G) et YeU(H), je note YX)
l’élément de U(G x H) défini par

Y™ =8xp(X® Log(Y))

ce qui a un sens puisque Zog cnvoic % sur ., ct puisque &xp envoic f
sur 4.
Les propriétés précédentes sc traduisent alors sous la forme suivante:

LEMME 6. 1. SiYe¥U(H) etsiX, X' € 5(G), alors YX+¥) =y Xy
2. SiY, Y eUH), et si Xe I(G), alors (YY')¥) = YWy ™),
3. Si ZeWU(K), si YeS(H) et si Xe F(G), alors (ZV)) = ZzX@ M),
4. Soit T(=(1)/(1)-T) dans F(1), et Xe F(G). Alors (&xp T)*' =
Exp X dans %(G).

3. CoMPOSITION

Soit 1 un entier strictement positif.

Je note m{n} Ulensemble des partitions de I'ensemble {l, .., n}. Cet
ensemble est ordonné par la relation “étre plus fine que”.

Si n est supérieur ou égal a 2, je note #{n} le sous ensemble de n{n}
Jormé des partitions propres non-triviales. Je note L,=Ay,, I'élément
correspondant de b(S,).

Je pose de plus L,=S§,/S,.

Je note n(n) 'ensemble des partitions de Ientier n.

Plus généralement, si G est un groupe fini, je peux faire opérer G, sur
n{n} sur #{n}, cn utilisant I'inflation de S, a G,. Je noterai encore L,
I'élement correspondant de 5(G,), avec cette fois L, = G/G.

L’ensemble quotient n{n}/G, sidentifie & =n(n). L’orbite par G, de
nen{n} est une partition de n, que jappelle lc type de n.

Si men{n}, je note G, son stabilisateur dans G,: si n est de type
1% -..n*, alors G, est isomorphe a [, (G,),, et ne dépend que du type de
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7 & conjugaison prés dans G,,. Si 7 est une partition de U'entier », je noterai
également G, lc stabilisatcur dans G, d’une partition de type n. Enfin je
note s(n) la somme des a;.

3.1. Composition externe

Soient G et H des groupes finis. Si 7 est un entier strictement positif, le
groupe H x G; sc plonge dans (H x G),. Alors si a est un entier strictement
positif, le groupe (HxG,), se plonge dans ((HxG),),, donc dans
(HxG),. .

Si donc u est un entier strictement positif, et si #=19---n% cst une par-
tition de n, le groupe H x, G =TT, (H x G;),, se plonge dans (H x G),. Une
autre fagon de voir le groupe H x, G est de le considérer comme le produit
fibré de [T, f, et de G, au dessus des morphismes de chacun de ces
groupes dans [, S,

Les morphismes de premiére projection de H x G; dans H induisent un
morphisme de¢ H x, G dans []; H,, qui se plonge dans H,,. Ceci permet
dc considérer un élément de b(H ) comme un élément de b(H x, G). De
méme, les morphismes de seconde projection de H x G, dans G, induisent
des morphismes de Hx,G dans G,, qui permettent de considérer un
¢lément de b(G,) comme un ¢lément de b(H %X, G).

Ces remarques permettent de définir dans le cadre des anneaux %(G)
I'analoguc de la composition de séries formelles usuelles:

Soit Y=Y,Y;-T' un élément de B(H), et X=3,X,-T* un élément de
J(G).

Si n=1%---n" est une partition de I’entier n, je note u,(X) I'élément de
b(G,) défini par u, (X)=TT,u,(X,).

Je définis alors I’élément Yo X de #B(H x G) en posant

YoX=) Ind‘,";‘.g”'Y,(,,,-u,(X)-T".

n nenr(n)

Il est clair avec cette définition que le terme de degré 0 de Yo X est égal 4
Yy, ce qui a un sens puisque b(H,) et b((H x G),) sont tous deux égaux a
Z. En particulier #(H)o S(G)S F(HXG), et U(H) S (G) =% (H xG).

THEOREME 1. 1. Pour tout Xe #(G), lapplication Y- YoX est un
morphisme d’anneaux de B(H) dans B(H x G).

2. Si K, H, et G sont des groupes finis, et si (Z,Y,X)e B(K)x
F(H)x F(G), alors aprés identification de (Kx H)x G avec Kx (HxG),
Jai

(ZoY)oeX=2Zo(YoX) dans B(Kx HxG).



132 S. BOUC

3. Soit T la variable de A(1). Alors aprés identification de (1)x G et
de Gx (1) avec G, j’ai

TeX=XeT=X  dans Z(G).
4. Si YeJ(H) et Xe I(G), alors
Exp(YeX)=(Exp Y)o X dans U(H x G)
S. Enfin, si Ye B(H) et Xe I(G), aqlors
|YoX|=|Y|o|X]  dans QLLT]]

Pour lassertion (1) je remarque que lapplication Y= YoX est
Z-linéaire. Soient Y=Y, -T™ et Z=2Z,-T" dans #(H), et X=3,X,-T'
dans J(G). Alors I'égalité (Y-Z)o X = (Yo X)(Zo X) est triviale si I'un des
entiers :m ou n est nul. Je suppose donc m et n non nuls.

Puisque Y-Z=Ind{j~t", Y, -Z,-T"*", je vois que le terme de degré &
de (Y-Z)o X est égal a

(Y-Z)oX)= Y  Ind@xGkIndmsn ¥, -Z, u.(X).
(B =mrn
Alors si m=1%..-k*, le groupe H x, G agit sur Indjj"+%, Y, - Z, par son
quotient []; H,. Par la formule de Mackey

Hman _ I H,, :
Respy, Hy, Indu,,.; Hhy Y, Z,= Z Indn: Ha, 3 (H x ) (Y. -Z,)*
R

ol la somme porte sur les doubles classes (H,, x H,)\H,,, ,/T1; H,.. Une
telle double classe caractérise la position relative d’une partic de cardinal
par rapport a unc partition donnée de {1, .., n+m} par des ensembles de
cardinal a, .., a,. Tout revient donc a choisir pour tout i, des entiers b, tels
que 0<bh;<a; et 3;b,=n. Llintersection ci-dessus s’identific alors a
[T, (Hyx Hy_y), ct

im — r]l'lla,
Respy, g, Ind{mioy, Yo Z,= y Indyy, i w1, 5) Yo" Zon-
bi<a;
b+ .- +abk=n

Prenant ensuite I'inflation a H x, G, le noyau étant []; (G,)?, il vient

((Y-Z)oX),= D ) Ind (G P, -1

nen(k) bi<a;
n=19... k% bi+ - +by=n
ar+ cc- +ay=n+m

XY, -Z, u (X)-Tm+"
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Soit 2 la partition 1%'...k%* de h=Y,ib;, et u la partition 191=5 ... k=~ b
de I1=3%;i(a;—b;). Le groupe [T;(G)% -[1:(H,xH,_,;) sidentifie a
(Hx,G)x(Hx,G), et je dois considérer la restriction de u,{(X) & ce
groupe. J'utilise pour cela le

LEMME 7. Pour tout groupe G et tout A de b(G), j’ai Resg i 1, ,,(A4)
=u,(4)-u,(A4).

En effet, si 4=Ay, jai u,, (A)=Ayrn et Iégalité U™ = U"x U™
est compatible avec I'action de G, % G,,.

Ce lemme prouve que Res ;.. 6yxrx, 6) Ux(X)=2:(X)u,(X), et je peux
finalement écrire

(YZ)°X=Z Z Z Ind{;;::;c)ih);l(llx,.c) Yn'Zm'"/‘.(X)'"y(X)'Th+1

K i Aenlh) wmen{l)
s(i)=n s(uy=m

donc j’ai bien
(YZ)oX=(YoX)(Z-X)
ce qui prouve I'assertion (1).
Pour [lassertion (2), je considere X=3,X,-T" dans JS(G), et

Y=3,Y,-T"dans S(H). Alors si Z=3, Z_-T" est dans #(K), le terme
de degré 1 de (Zo Y)o X est égal &

(ZoY)oX)= ¥ IndKITe(ZoY),mua(X)

nen(n)

— (K x H xG), (K x {1 )o(x

= Z Ind(leI)x,,)G Z Indxxx; e ’Zs(i.)"l( Y)u (X).
nen(n) ien(s(n))

Je peux alors voir la somme en men(n) ci-dessus comme une somme
pour nen{n}/S,, et la somme en 2en(s(n)) comme une somme pour
Aien{n)}/S,- Or prendre unc partition de I'ensemble {1, ... s(n)}, cest
prendre une partition de 'ensemble des parties de =, ou encore prendre une
partition n’ de {1,..,n} moins fine que n. Je peux alors remplacer la
somme double ci-dessus par une somme sur les couples de partitions n < =’
modulo S,.

Le groupe K'x, H est égal a K. H*™ .5, et s(1) est alors le nombre
s(n') de parties de n’. L'intersection de ce groupe avec (Kx H)*™.S_ est
égale a K**7H*".(§_nS,). En notant que 2, est le nombre (=, '), de
parties de =’ qii se décomposent en i parties de =, et en posant u, ..(Y)="
I'l: u(n,n’),-(Yi)’ et Srz.n' =5:NSy, jai

(Zo¥)eXhy= ¥ IndEsiiis. . Zuw thnnl V)itn(X).

< enfn)
7, ' mod S,
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D’autre part
(ZO(YOX))"= Z Ind(KA;():’(I;IXXG(JZ;"S, Z:(n)“n(YoX)
nen{n}/Sy

et par définition
u (Yo X)= n U, ((YoX);)
Enfin
( Yo X)l = Z Ind(lﬁ‘:)g’)éﬂ Y:(u)"y(X)'
nen{i}/S;

Une généralisation immédiate du point 2 du lemme 4 dit alors que

uk<z L,.)= S 1d% o ] woL)

jed Je F(J.k) J

ol je note F(J, k) I'ensemble des applications de J dans I'ensemble des
entiers naturels dont la somme sur J est égale 4 k. Donc

_ ((H x G,
U ((YoX);)= ) Indpy, crxenym Ll W

fe Fin{i}/Sini) unen{i}/s;
HxG),
X (Indf,,,(,’.‘,G.}” Yyt (X))

Je note alors que 1, (Ind$, X) =1Ind%: u,(X) pour tout groupe G, tout sous
H Hy

groupe H de G, tout «, et tout X de b(H), ce qui résulte de I'égalité
i$-Exp(X-T)=Exp-iS(X-T). 1l vient alors

— ((H xG))) ; (({I x G),),
w(YoX))= X Indiy iy, Tl Ind{fegkie
Se Fn{i}/Si.m;) pen{i}/S;

X U Y 540 10, (X)

- (1% G))x;
= > Ind 5y Grstcis, g Uy Vs g, (X)
Se F(r{i}/S,ni) .

et alors

— <G
uYeX)= Y Ind{ ey, 1 T %0
H

fie F(n{i}/Sini) nen{i}/S;

X (Y ) gy 1, (X).

Finalemént, j’ai pour tout / subdivisé les n; parties de cardinal i de = en
partitions plus fines, en prenant f(u) fois la partition u: j’ai donc choisi une
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partition 7’ plus fine que n dans n{n}. Le groupe [T, [T, (H**G'S,),,, est
égal a

W) filp) i) O fiti) — HXiuiln)s(u) 2 Xip ifi(p) fi(n)
HH”su nG “S" "Sf.(u)_H w il s G in #HS“.;‘SL_(”)_

i n Lyu

Alors la somme des f;(st) pour e n{i}/S; est le nombre de partics de n de
cardinal i. Donc ¥; , if;(u)=n. De plus, la somme 3, , f;(1)s(p) est le
nombre de parties de n'. Enfin le groupe H,.',,Sﬁ“"Sf‘(,,) est le stabilisateur
du couple 7', n dans S,,.

Jutiliserai alors les lemmes suivants

LEMME 8. Si 4 et B somt dans b(G), alors u,(AB)=u,(A)u,(B) dans
b(G,).

LEMME 9. Pour tout A de b(G), j'ai Res{any w,,(A)=u,,(1,(A)).

En cffet, si A=Ay, alors u,,(A)=A =, et l'égalitt U™ =(U")" est
compatible avec laction de (G,),,. Dec méme, si B=d4d,, alors
u,,(AB):xi(u,(,,y., et Iégalite (UxV)"'=U"xV" est compatible avec
I'action de G,,. .

Ces lemmes prouvent que le produit TT;IT,c a0t (X) est la
restriction de u,.(X): en effet, si y; est le nombre de parties de cardinal j de
u, alors

[T II uf.m",l(X)=HH"f,mﬂuu,-(Xj)
i penli}/si i n j

= I_I I_I I_I Res 1y, (X;) = Res H U, s (X7
i p g Jj

et la somme 3, , f;(n)y; est le nombre de parties de cardinal j de n'.
De méme, le produit TT; [T, e xgiys %700 Y) est égal a la restriction du
produit des u; (Y;), ou 4; est la somme

2 filw)
it
s(u)=j
c'est-a-dire le nombre de parties de @ qui se décomposent en j parties de n’.

Finalement

(Zo(YoX))u= ) Ind{5)aSs,., Zmttn (V)i (X)

n' < nen{n}
n’,n mod S,

ce qui prouve l'assertion (2), en permutant = et =’
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Pour I'assertion (3), il est clair que les seules partitions n de n telles que
s(z)=1 sont les partitions a un seul terme n', et comme u,(X,)=X,, j’ai
bien To X =X. De méme, les seules partitions = telles que u,{1/1) #0 sont
les partitions 17, et alors 1,(1/1)=S,/S,. De plus, jai s(1"}=n, donc

XoT=YInd&, ) X, G./G,
et puisque Gx . (1)=G,, j ’ai bien XoT=X.

Dans le cas oit H=(1) et Y =T, I'assertion (4) affirme que &xp(T- X)=
(Exp T)o X. Puisque Exp T=3, T", il vient

(ExpT)eX=Y Y IndGu(X)=6xpX

n nren(n)
et le cas général en découle puisque
Exp(YeX)=(Exp T)o (Yo X)=((Exp T)e Y)o X=(Exp Y)o X.

Pour P'assertion (4), il suffit de calculer

1
[YoX|=Y ¥ IH—xGT Y sl |1 (X)] - T

n ren(n)

Orsiz=1%...n", alors

|Hx, G| =[] |HI% |G| i'"a,!
]

et de plus |u (X)) =TT; X%, donc

1
[T |HI" |Gl it*a,!

Yox|=F

a;i

IY ,.a,] 1 |X,| T\ %
|Y°X|=ZIHIEZ""‘H,-0.-!H( IGil )

a; i

| Y,| n! | X, TH\*
Yo =) ——Z
YeXI=2ig, .2 n.-a,-!n( |G.-|)

n ai=n i

| Yol [T1XA%- T

|Y,|
|H,|

|YoX]=3 |X]"= Y]] X].

n

3.2. Calcul du logarithme

Le. théoréme 1 permet de calculer le logarithme d’un élément Y de #(G).
Je commencerai par un cas particulier:
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PROPOSITION 2. Dans (1), j’ai

Log(1+T)=Y L, -T"

nz1

I suffit en cffet d’exprimer A, pour n2>2 sous la forme

Aﬁ{n}= _Sn/S"_ Z Iﬂdg:A]._,,[

ner{n}/S,

ct de remarquer que si @ est de type 19'---n%, alors ] -, n[ s'identific & #
{2}7%%0 .. o#{n}=, donc que

A]-.n[ =H "u,(Li)

puisque j'ai posé L,=S,/S,.
Je peux alors réécrire I'égalite précédente sous la forme

Y. Ind§u.(X)=0.

nenin)
La somme ci-dessus cst d’autre par égale a S, /S, pour n=1, cec qui prouve
que
o’.\‘p(z L,,-T")=1+T dans #(1).
nzl
D’ou la proposition (2).

Comme conséquence

ProrosiTiON 3. Si Y=1+3,Y,-T'e¥(G), alors

FLog Y= Y Indg L., [Tu,(Y) T

nzl n—n
=191, ..., n%

Les assertions (3) et (4) du théoréme 1 permettent en effet d’écrire
I+ Y=(14+T)Y
ct
ZLog((14+T)eY)=(Log(1+T))oY

ct la proposition”3 est alors une conséquence proposition 2 ct de la
définition de la loio.
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4. MODULES DE STEINBERG

4.1, Définitions

Dans toute cette partie, je note p un nombre premier. Alors avec les
notations de [1], et en prenant pour F; I'ensemble des p-sous-groupes de
G,, je sais définir dans chaque b(G,) une application de Steinberg
X, St(Gy, X;). Cette application peut également étre déduite par
linéarité du fait que si H est un sous-groupe de G,, alors Si1(G,, G,/H)=
~Ind§} S, H.

Alors si X=3, X - T*e %(G), je pose

St X=Y S(Gy, X;)- T
k

ProposITION 4. 1. L'application St est un endomorphisme idempotent
de 'anneau B(G), dont I'image est formée des éléments p-projectifs de #(G)
(ie. les éléments X =3, X,-T* tels que pour tout k, I'élément X, soit
p-projectif dans b(G,)).

2. Soient G et H deux groupes. Alors si (X, Y)e S(G)x F(H), jai
SHX®Y)=St X® St Y.

3. Si H est un sous-groupe de G, alors St-i$,=if,-St.

Il résulte de [1] que St est un projecteur sur 'ensemble des éléments
p-projectifs de #(G). 11 suffit donc pour prouver l'assertion (1) de vérifier
que St est un morphisme pour la structure d’anneau de Z(G).

Soit donc X=G,/K-T* et Y=G,/L-T' dans #(G). Alors

X -Y=G,, /(KxL)-T**!
donc

SUX-Y)=SHGy (4, Gry (KX L)) -T**'= —Ind@2; St,(Kx L)-T*+!
soit encore
SHX-Y)=Ind$s; S1,K-St,L-T**!
=Indg ' Ind$ St,K-Ind{' St,L-T*+!
d’ou
SHX-Y)=(Ind$* St,K-T*)(Ind§' S1,L-T")
=(=-StX)- (=St Y)=StX-5tY

ce qui prouve que St est un endomorphisme de I'anneau 3(G).
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Les deux membres de I'égalité de I'assertion (2) ¢étant bilinéaires en
(X, Y), il suffit de considérer le cas ot X=G,/K-T* et Y=H,/L-T' Dans
ce cas

SH(X®Y)=81((Gx H)/(Kx L)- T*)= —Ind (/™ St (Kx L) T*
= —Ind{¢ M St (Kx L)TH
=Ind{&>% S1,Kx St, L - T* = (Ind% S1,K - T*)
® (Ind? St,L-T')=(—St X)® (=St Y)
d’ou I'assertion (2).
Pour l'assertion (3), si X = H,/K-T* dans #(H), alors
iG-St X=—iG(Ind% St,K-T*)= —Ind% S1,K - T*
=SU(G/K-T*)=St-i§(X)

et de plus i%-S1(1)=i%(1)=1=Sr-i%(1).

4.2. Modules de Steinberg et exponentielle

Pour pourvoir calculer des expressions du genrfe St(£xp X), j'ai besoin
de quelques remarques:

+ Si k est un entier naturel, alors les sous-groupes abéliens élémen-
taires d’ordre p* du groupe symétrique S, sont deux a deux conjugués, et
je noterai p* I'un d’entre cux: le plongement de (Z/pZ)* dans S« est obtenu
par la représentation réguliére de permutations de ce groupe sur lui-méme,

« Le normalisateur N(p*) de p* dans S est égal au produit semi-
direct de p* par le groupe linéaire GL(k, F,), noté p* x GL(k, F,). Je note
u(p*) le module de Mébius de p*, qui est aussi le module de Steinberg
usuel du groupe linéaire, considéré aprés inflation comme élément de
b(p* % GL(k,F,)). Enfin je note ® Iélément Y., Indf, p(p*)- 77
de #(1).

Avec ces notations:

THEOREME 2. 1. Soiemt G et H deux groupes finis. Si Xe J(G) et
Ye%(H), alors

SHYX) = (St Y)5' D
2. De plus
St(Exp T)=6Exp @ dans A(1).
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CoROLLAIRE. 1. Si Xe%B(G), alors S{Exp X)=Exp(St X Q@ @) dans
A(G).
2. T St,(Gy)-T = —&xp(—S1,G- T D) dans B(G).
L’assertion (1) du théoréme est en fait équivalente a lassertion (1) du
corollaire: en effet si I'assertion (1) du corollaire est vraie, alors

SHYY) = SH(Exp(X® Log YV))=Exp(SHX R Log V)@ D)
=&xp(St X® St(Log Y)R D)
par le lemme 5 et la proposition 4. Donc
SHYX) = (Exp(St(Log V)® D))" ¥ = (St(Exp Log Y))5' D
= (St Y)5' ¥,
Inversement, I'assertion (1) du corollaire est le cas H=(1) et Y=6&xp T de
I'assertion (1) du théoréme.

De méme, I'assertion (2) du théoréme est le cas ol de plus G=(1), et
X =T. L’assertion (2) du corollaire est une reformulation de I'assertion (1),
dans le cas ou X'=G/G - T, puisque St X est alors égal 3 —S1,G-T.

Tout revient donc a prouver I'assertion (1) du corollaire.

Pour pouvoir réduire encore la question, je vais définir un morphisme de
A(G,) dans 4(G), qui sera 'analogue de la transformation T T,

Soit k un entier strictement positif. Je note e, I'application Z-linéaire de
B(G,) dans B(G) telle que e, (1)= (1) et ex((Gi)n/K-T")= Gy, /K- T*".

Autrement dit, pour X,€b((Gy),), j’ai ex(X,-T") =IndZ, X, - T*"

LemMME 10. 1. Lapplication e, est un morphisme d’anneaux de %(G,)
dans %(G).

2. SiXEH(G)et Yes(1), alors e,(X® Y)=¢,(X)®Y.
3. Deplus Exp-e,=e,-Exp, et St-e,=e¢, - St
Soit X =(G,),/H - T" et Y=(G,),/L-T' dans B(G,). Alors
e(XY)=e,((G)ns i/ (HX L) - T"*')= Gy 4 y/(Hx L) - TKE+D
=(Gup/H -T*)(Gpy/L - TH) = ex(X)e(Y)
d’ou l'assertion (1) puisque e, est Z-linéaire.

De méme pour lassertion (2), il suffit de considérer le cas ou
X=(Gy),/L-T'et Y=S8,,/M-T™. Alors

e(X® Y)=e.((Gi)/L-T'® S,s/M - T™) = e, ((Gi)1 /(L X M) - T'™)
= Gum/(Lx M)-TH"
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alors que ¢, (X)=Gy/L-T*, donc
e(X)® Y= G, /(L x M) - T,

D’ou I'assertion (2).

Pour montrer que &xp-.e,=e,-Exp, je note que les deux membres
transforment les sommes en produits, et les différences en quotients, et je
calcule pour X=(G,),/L-T"'

Explen(X))=Exp(G/L-T*) =} Gy /Ly - TH™

alors que

ek(énxp X) = ek (Z (Gk)lnx/Lm " Tlm) = Z lem/Lm * Tklm

d’oti la premiére partie de (3).

De méme, pour prouver que St-e;=¢e,-St, je note que les deux
membres sont Z-linéaires, et pour X =(G,),/L-T", jai

St(ex (X)) = S(G/L - T*) = —Ind$* S, L. TX
alors que
ey (St X)= e, (—Ind{®" St,L-T')= —Ind§¥ St,L- T

ce qui prouve l'assertion (3).

Lemme 11, Soit H un sous-groupe de G. Si Xe #(H) et Ye #(1), alors

HX®Y)=ijNeY.

Ici cncore, les deux membres sont bilinéaires. Si donc X=H,/L-T' et
Y=S,/M-T™, jai
I5(X®Y)=i§(H,,/(LxM)-T")=G,,/(LxM)-T"
iS(XY)® Y=G,/L-T'®S,,/M-T"=G,,[(Lx M)-T"™

d’ou le lemme.

Alors pour prouver que Si(&xp X)=Exp(St X® ®), puisque les deux
membres transforment les sommes en produit, je considére le cas ou
X=G,/H-T* et alors

St(6xp X) = S(Exp(es(Gr/H - T))) = e, (SUExp(i§}(H/H - T))))
=e,iSHExp HIH - T)



142 S. BOUC
et si je sais que St(Exp H/H - T)=Exp(St(H/H - T)® @), alors
S(Exp X) = e, i Exp(SI(H/H - T)® ®) = Expleyi SHSH(H/H - T) @ D))
= 8xpley (i (SH(H/H - T)) @ ®)) = xp(es(SH(G4/H - T) @ D))
=8xp(e,(S1(G,/H-T))® ®)=Exp(St(ex(Gy/H-T)) @ @)
= Exp(SHG,/H - TH)@ ®) = Exp(St X ® B).

Il reste donc a prouver que pour tout groupe H, jai
St(Exp HIH - T)=Exp(St(H/H-T)@ D)

qui nest autre que l'assertion (2) du corollaire. JFutiliserai le lemme
suivant:

LEMME 12. Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Soit s/
(resp. B) I'ensemble des sous-groupes Q de a,(G) tels que Q n H # (1) (resp.
0,(HNnCg(Q))# (1). Alors a,(H)<S s/ S 3, et 5i € est une partie stable par
Ng(H) telle que s/ <€ <%, alors I'inclusion de a,(H) dans € est une
Ng(H)-équivalence d’homotopie.

Si Qew/, alors Qn 1l O,(Hn Cg(Q)), donc a,(H)c s/ = 4.

Soit alors i l'injection de a,(H) dans &/. Alors pour Qes/, jai
i®=a,(Hn Q) qui est contractile, et i est unc équivalence d’homotopie.

Si j est I'injection de &/ dans €, ct si Q € €, alors

Jo={Res/|R20Q}.

Soit f I'application de j, dans a,(I1n Cg(Q)) qui @ R associe Rn H, et g
l'application de a,(H n C;(Q)) dans j, qui a S associe S-Q. Alors fet g
sont croissantes, et fog(S)2S, alors que geof(R)= R Donc j, est
homotope a a,(Hn Cg(Q)), qui est contractile puisque Qe ¥ <4. Les
applications i, j étant compatibles avec I'action de Ng(H), I'inclusion de
a,(H) dans € est une Ng(H)-¢quivalence d’homotopie.

Le lemme 12 permet de prouver la

PROPOSITION 5. Soit G un groupe fini et K un sous groupe de Sy. Soit &
I’ensemble des sous-groupes Q de a,(G ~ K) qui sont contenus a conjugaison
prés par G* dans K. Alors a,(G ~ K)— Fest G~ K homotope a a,,(G").

Je vais appliquer le lemme en prenant pour G le groupe G ~ K, ¢t pour
11 son sous-groupe normal G,
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Je vais montrer que si O est un p-sous-groupe de G~ K tel que
0,,(G"n Cg~ x(Q))=(1), alors Q est contenu d conjugaison prés dans K.

En effet G*NCs;. x(Q) est I'ensemble des points fixes de Q sur G*
par conjugaison: si y=(q;,., qx,06)€Q et x=(g, .. &, 1)€G*, jai
*x=(q;8,-vn,q; ', 1). Alors, comme dans l¢ lemme 3, en notant Q I'image
de Q dans K et

Q2= {l,..., k}, Q(i)= {‘1|3(‘Ih, (]k,o')EQ, q:=4q, 6(’)=I}

le groupe G*nCgs.. x(Q) est isomorphe a H.-;n/o Cs(Q). De plus,
puisque Q, est quotient d'un sous-groupe de Q (& savoir l'image
réciproque dans Q du stabilisateur de i dans Q), c’est un p-groupe. Donc,
si 0,(G*N Cg . x(Q))=(1), alors Q= (1) pour tout i.

Je cherche un élément x de G* tel que Q* soit contenu dans K. Ceci
revient a trouver un élément x de G ~ K tel que 0* < K, ou encore un point
fixe de Q sur (G~ K)/K. Or cet ensemble sidentifie 4 G*, I'élément
y=(q,, - qx,0)€Q transformant a présent x=(g;,.., &> 1)€G* en
yx=1(q,8,-14i), 1). L’ensemble des points fixes de Q est alors en bijection
avec [Ticq/p G2, ol G2 est I'ensemble des points fixes de Q;, par son
action par translation sur I'ensemble G, qui est égal & G puisque Q= (1).
L’enscmble des points fixes de Q sur G~ K/K est:donc en bijection avec
G2 donc non-vide, cc qu'il fallait démontrer.

Soit donc H un groupe fini, et H, son produit en couronnc par S,. Je
note & l'ensemble des ¢léments de a,(H,) qui sont contenus & conjugaison
prés dans S,. Alors a,(H,)— & est H,-homotope & a,(H*). Soit i linjec-
tion de a,(H,)—% dans a,(H,). Elle est telle que iy est contractile si
Q¢ et iy est Ny, (Q)-homotope a a,(C,x(Q)) si Qe&. Je peux donc
écrire

— H,
Ay = Agyty + > Indy;, o) (@) aiciron

Qe/H;
Oou cncore
St,(H)=St,(H*)+ 3 IndQ o, 1(Q)S1,(Cpi(Q)). (1)
Qes/H;

Or &/H, sidentifie a a,(S,)/Sk, et si Q< Sy, alors Ny (Q)=Cu(Q)-
Ns(Q). De plus Cyu(Q) est isomorphe a H'¥2l, puisque je peux ici
identifier Q et Q.

Si w est une orbite de Q, et si 6 € Q, jec note o, I'¢lément de S, défini
par g, (i)=0(i) si iew et ¢],(i) =1 sinon. Je note a,(Q) I'ensemblc des
gl,pourceQ. ~

Puisque (o7)]{,=01,7|., je vois que a,(Q) est un p-sous-groupe abélicn

481/150,1-10
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élémentaire de S,. De plus a,(Q) et a,,.(Q) commutent si @ # w’. Alors si
je pose

a(@)= ] a,(Q)

weN/Q

jobtiens un élément de a,(S,), qui contient @ puisque o=]],0o|,.
Comme de plus pour x e Ng,(Q), et € @, jai x o], x=(x"'ox)| -1, j'ai
N, (Q)< Ng,(a(Q)). Enfin je note que C,n(Q)=C(a(Q)) puisque ce
groupe ne dépend que des orbites de O sur .

Soit A =a(a,(S,)), qui est aussi l'ensemble des ¢léments R de a,(S;) tels
que a(R)= R (puisque a’=a). Dans I'¢quation (1), je peux sommer en
regroupant les termes Q pour lesquels a(Q) est un élément R donné de A.
1l vient I’équation (2)

Stp(Hk)':Stp(Hk)'*'_ Z Ind’CI;klk(R)Nsk(R) Stp(cllk(R))

Re A/Sk
N5, (R)
X Y Ind3x5) 1(Q).
Q mod Nsk(R)

Si Re A4, alors R est le produit direct des a,(R). Pour calculer la somme
en Q ci-dessus, je considére I'application f de J-, R] — {0la(Q)= R} dans
Ia[wen,R']g a,(R)[ (la notation [T désignant le produit pour la loi o) qui
envoie Q sur la suite des a,,(Q), et g 'application en sens inverse qui
envoic la suite L, sur le produit dans R des L,,. Ces deux applications sont
croissantes, et de plus g-f(Q)=a(Q)=20Q, alors que f-g=1Id. Comme f et
g commutent a P'action de N, (R), les ensembles -, R]— {Q|a(Q) =R} et
I“IM,,,R J-, a,(R)[ sont Ng,(R)-homotopes.

Soit alors i linjection de X=1-, R]—{Qla(Q)=R} dans ]-, R]. Elle
est telle que iy, est contractile si a(Q)+# R, et iy, est vide si a(Q)=R. De
plus J-, R] a un plus grand élément R. Donc

—0— N5 (R)
Ay m=0=Ay+ Y Indi3%G n(Q)
Qeas
a(0)= R
QmodNSk(R)

donc

- - N5(R)
Ax=Apy gptiaamr= Y IndRG u(Q).
Qea,(Sk)
a(Q)= R
Q mod N5, (R)
Or chaque a,,(R), restreint 4 w, est un p-sous-groupe abélien élémentaire
maximaldu groupe symétrique de w (puisqu’il est abélien et transitif sur w,

il y opére régulié¢rement), donc conjugué de l'un des p'.
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Je noterai n,(n) I'ensemble des partitions de I'entier n dont toutes les par-
ties sont des puissances de p. Alors si memn,(n), soit m=1%p%..., je note p*
le groupe T1; (p')*, qui est défini a conjugaison prés par S, =T11;(Sy)a, €t
N(p™) son normalisateur dans S,.

11 est clair que N(p~) est isomorphe a [T, (N(p')),,

Alors si Re 4, ct si m=1%p?... est la partition de k définic par les orbites
de R, je vois que R est conjugué de p™ dans S,. Dec plus, modulo cette
identification, jai

AnmcD,R 1., au(R)[ = n "”A(#(pi))'

Finalement, I’équation (2) devient

St,(H)=St(H )+ Y Ind% e oo SLCim(p™))
nenyk
x=l"g;(7"l{..
1k

x [T g, (1(p)). (3)
i
Comme de plus C«(p”) est isomorphe au produit'direct [T, H*, jai
—St,(Crn(p")) = H (—St,(H)).

De méme, le groupe C,u(p™) N5 (p™) est ¢gal au produit direct des groupes
(HXN(p'))a,» et

[1(=5St,(H*)=T] u,(—St,H).

Enfin, puisque St,(ll*):—zlk(—SlPII), je peux écrire I'équation (3)
sous-la forme

— Hi
—St(H)=u(=St,H)+ ¥ Ind% 0 v,
r€npy(k)
no= 1%0p01...
a1k

x [1 0, ( = St, H)u,, (u(p))
i
ou encorc

_S’p(Hk): Z Indﬁ‘.(llxN(p'))qu"a,('"S’pH'Il(Pi))

n€ny(k)
n = 19p°1
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ou encore, en plongeant H x N(p) dans H

—St,(H)= Y Ind{} g, [110d0G 50, te(— St H - p(p")).
nenplk i
- 1‘:,5"1?..
Il vient donc
—Slp(Hk)= Z Indﬁki(”p")u,n uai(—lnd;’;h.(p,-) S’pI{Il(p'))
neny(k
n=el“g;§"l?.. i
En multipliant cette équation par T* et en sommant sur k, il vient alors
=Y St,(H,)-T*=6xp (— Y Ind iy ny St H - pu(p) - T#)
k >0
et le théoréme 2 est démontré, puisque Pargument de I'exponentielle est
égala —S1, H-T®.
4.3. Modules projectifs et exponentielle

Je note P(G) lensemble des éléments p-projectifs de B(G), et S I’élément
Exp @ de $(1).

Alors
PROPOSITION 6. L'application P S'¥) est une bijection de 5(G)n P(G)
sur U(G) n 2(G).
En effet, si P est p-projectif, alors P = St(P), donc si Pe #(G)n P(G)
SP)=&xp(P® Log S)=&xp(St PR D))= St(&xp P)

et SV eu(G)n 2(G).
Inversement, si 2 € %(G) N 2(G), jai

P=St(P)=St(Exp(Log(P)) = Exp(St(Log P)® B) = S5 <og P)

et St(ZLog P) est dans J(G)n2(G). D'ou 1a surjectivité.
L’injectivité se déduit du

LEMME 13. Il existe un élément ® dans S (1) tel que DR O =T.

En effet, le lemme 5 fait de .#(1) un anneau commutatif unitaire, pour
Paddition ordinaire, et la multiplication donnée par le produit tensoricl.
Alors @ est dans le sous-anneau %,(1)=]T;, 0 b(S,) de #(1). Ce dernier
est gradu¢ additivement par i, et le lemme consiste 3 montrer que @ est
inversible dans .#(G).
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Or le coefficient du terme de degré 0 de @, a savoir T, est égal 4 1, donc
® est inversible dans J,(G), dinverse .

Alors bien sfr si S“”—S‘Q’ jai (§V)®) =¢gxp P=Exp Q, donc P=0,
d’on la proposition.

4.4. Caractéristique d’Euler—Poincaré

Comme corollaire, en notant y(X) la caractéristique d’Euler-Poincaré
réduite d’'un ensemble ordonné X:

ProrosimiON 7. Soit  fo(T)=|St(Exp T)|= -3, z(s,,(Gk))(T“/le]).
Alors

1. Pour tout groupe fini G, jai fo(T)= (f,(T)) VG daps
2[[T11
2. De plus

fl(T)—E\‘p (Z k(p

N---(p—1))

En effet par I'assertion (2) du corollaire du théoréme 2, jai

(=7 )

Je(T)= |Exp(—St,G-T® ®)| = Exp(| —81,G- T D|)
de plus pour X dans 6(G) et Y=3,,, Y,;-T? dans J(1), jai

_ , G
X Y|= Ind% . X.Y,.-T= !
IXT® Y| Z nagys, i g. |G|i'| X '||G|
=1 iz1
| X1 T |X|
il =y = 7+~7 Y(T
=i ZI¥ir=ig M

d’ou P’assertion (1), puisque |&xp(D)] =fi(T).
L’assertion (2) provient du fait que [u(p’)] = (—1)' p**~ 12, et du fait que

IN(p)| =p' IGL(i, F,)|.
Les formules précédentes permettent de calculer les nombres y(s,(Gy))
en fonction de y(s,(G)):

COROLLAIRE.  Pour tout groupe fini G, j’ai

250G _ _z(s,,(G)))Z"-
G, o ( |G]
n=1%pAL,,.

(—1)=™ ,
H LP(p =1~ (p—1)]%aq,V
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De méme, en notant x le quotient y(s,(G))/|G| et k, le quotient y(s,(S,.))/n!

16(G)) g XDt Fal) b,
|G, =, TIa,! L
7= 191-.-n%

La premiére formule provient du calcul de Pexponentielle d'une série
formelle sans terme constant, la second du calcul de la puissance x-iéme
d'une série formelle de terme constant égal a 1.

5. EXEMPLES: LE cas oUu G= (1)

5.1. Fonctions classiques

Soit a un entier strictement positif. Si n est un entier naturel, je note
P,(n) Pensemble des parties propres et non-vides de I'ensemble {1, .., n}
dont le cardinal est multiple de a. Cet ensemble est ordonné par inclusion,
et le groupe S, opére sur P,(n). Alors:

PROPOSITION 8. 1. is0 A p ey TX=1/T450 T* dans B(1).
2. De méme, si r est un entier compris enire 1 et p—1

ka+r

Z A Tka+r___2k>0T
Pglka+r) "~ - Tka .

k=0 Zk?O

En effet, il suffit d’exprimer, pour k>0

— S a
A4 Palka) ™ — Ska/Ska - Z Ind s:,, x s(._,.,,A Py(ha)

O<h<k

qui s’écrit encore

Z Inds"" A Po(ha) = 0.

Sha % Stk - h)a
O<h<k

En multipliant cette égalité par T** et en sommant sur %, je trouve

(Z Apkay- Tka)(Z T’a) =1
k I
d’ot Passertion (1).

De méme, pour Passertion (2)

5 o _ St
APg(ka+r)_ Ska+r/Ska+r Z IndS;,:;’S(k-;.),”,APa(ha)'
O<h<k
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En multipliant cctte égalité par 7%**" et en sommant sur Kk, il vient

2 Aprasn T = _<Z Ap,kay* Tka)(z TIH')
k ;

kz0
d’oti I'assertion (2), par I'assertion (1).

La premiére formule permet en prenant les degrés dans Q[ [7]] le calcul
de

#(P,(ma))

— Z (_l)al.,....

ar+2a1+ - +mam=m

va, (@it - +a,)! (ma)!
at---a,! (al)®---(ma)t

En particulier pour a=2, il vient

1
L Aoy TH=——5
) 2k
Km0 XksoT
2k +1
> AP(2k+l)'T2k+l= _ZkZOT 2%
2 2k
k=0 k20T

et en prenant les modules dans Q[[T]]:

! T
a2, 1) G
T2k+l
lh T= —kgo l(P2(2I\ + l)) (2_1\'-{-_1)—'

d’oul par des formules classiques la valeur des nombres de Bernouilli

2k - 7(P2(2k — 1))
2%(2% —1)

b)_k=_ (etb2k+1=05ik>1).

Remarque. 11 est possible de montrer que P,(n) a un seul module
d’homologie non-nul, celui de rang [(n— 1)/a] — 1. Le signe de y(P,(ka))
est donc égal & (—1)* De méme, le module (—1)"~"! A pyi2n + 1) COTTEspond
a une vraie représentation linéaire du groupe S,, . ;.

5.2. Partitions

Jai indiqué dans la proposition 3 comment les modules de Lefschetz
L,=A,,, intervichnent dans le calcul du logarithme. Il est possible de
connaitre exactement I'élément L, de b(S,):
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PROPOSITION 9. Soit H un sous-groupe de S,. Alors #{n}" est contrac-
tile, sauf si tous les Hn S}, _ | sont conjugués dans H (i.e. si la représentation
de permutation de H sur {1, .., n} est “isotypique”). Si K est I'un d’entre
eux, et si h=n/[H : K] est le nombre d’orbites de H, j’ai alors

1@ {n}") = 21K HL [Ny(K) : K1*~ 1 (=D (h =D)L,

Si xe{l,..,n}, je notc H, son stabilisatecur dans H. Je définis une
relation d’équivalence sur {I, ..., n} par

xRy <> H, et H sont conjugués dans

et je note w la partition des classes d’équivalence obtenue. Alors les parties
de w sont toutes stables par H. Si w est triviale, alors H=(1) ¢t w cst
grossiére. Donc w n’est pas triviale. Si w e #{n}, et si e A{n}*, soient 4
une partic de n, ¢t x # y deux points de 4.

Si 7~ w est triviale, alors x et y sont dans des parties w, ¢t w, distinctes
de w. Alors II, stabilise A puisque H,-x={x}, donc H, -ySAnw,.
Comme A4 N w, contient au plus lc point y, jai H. < H,, ¢t H.=H, par
symétric. Alors w, = w,, et cette contradiction prouve que mNw n’est pas
triviale. Alors #{n}*" est contractile par:les contractions n1+>nNw+— w.
D’ol la premiére partie de la proposition.

Soit alors it la partition des orbites de H. Si p est grossiére, alors H cst
transitif. Soit xe {1,..,n}, et K=H_. Si ne#{n}”, soit n, la partic de n
contenant x, et H,_son stabilisateur dans H. Alors H, contient K stricte-
ment (sinon 7 est triviale), et est un sous-groupe propre de H (sinon & est
grossiére). L’application n+— H,_ est alors une bijection croissantc de
#{n}" sur ]K, H[, ce qui prouve la proposition dans ce cas, puisque = 1.

Si H=(1), alors x(#t{n}")=y(#{n}), et la proposition 2 entraine en
prenant les degrés que y(#{n})=(—1)"""'(n—1)}, et la proposition est
vraic dans ce cas.

Sinon, soit u la partition des orbites de H. Je note K(u)" I'ensemble des
compléments de p dans #{n}", i.e. 'ensemble des partitions n stables par
H telles que mnp soit triviale et mup grossiére. Alors je sais que
#{n}"” — K(pu)" est contractile (cf. [2]). Soit alors j Dlinjection de
#{n}" — K(p)" dans #{n}". Alors j™ est contractile si n ¢ K(u)".

Si me K(u)", alors puisque mu p est grossiére, il existe une partie A de
m telle que Uy i-A={1,.., n}, et A rencontre toutes les orbites de H.
De plus, puisque 7 np est triviale, alors A rencontre chaque orbite de H
en un point. Si x, y € A4, alors H, stabilise 4, donc H, -y rencontre l'orbite
de y en un point, ce qui prouve que H,.=H,. Ainsi A est obtenue en
choisissarit dans chaque orbite un point de stabilisateur donné K dans H,
et m est alors composée des translatés par H de A.
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Dans chaque orbite, il y a [N,(K):K] choix possibles, et il y a &
orbites. Comme des choix translatés par N,(K) fournissent la méme parti-
tion, il y a finalement [N,(K): K]*~! compléments de p dans #{n}". Si
m est I'un d’entre eux, alors j” s’identifie & #{/}, et Ix, -[ & 1K, H[. Donc

w(@{n}")=[N,y(K): K"~y {h}) 11K HL
d’ott l1a proposition 9.

Remargue. 11 est possible de montrer que #{n} a un seul module
d’homologie non-nul, celui de rang n—3. Donc L, correspond au signe
prés a une vraie représentation de S,,.

5.3. p-Eléments

Soit p un nombre premier, et E, , I'élément de b(S,) obtenu cn faisant
opérer S, sur ses p-tléments.

PrOPOSITION 10.  Soit C,x le sous-groupe engendré dans S, par un cycle
de longueur p*. Alors.

Y Ep',,-T"=6”.\‘p< Y Su/Ch Tﬂ*).
nz0 k20 '
C’est une conséquence directe des définitions, et du fait que le centralisateur
dans S, d’un cycle de longueur pX est égal & Cp.

En prenant les modules, il vient la formule classique, ot je note y,, le
nombre de p-éléments de S,,:

T" T
> ?p.nﬁ=ExP( > _A>

nz0 kz0

5.4. Groupes alternés

Si p est différent de 2, alors le module de Steinberg du groupe alterné A4,
est égal a celui de S,,, puisque tout p-sous-groupe de S, est en fait dans A,,.

Si p=2, la formule suivante relie le module de Steinberg de A, a celui
de S,

ProrosiTiON 11. Dans %(1), j'ai

Y S(A,) - T'=(1+T?) ¥ S1,(S,)-T"= — (1 + T?) Exp(D).

nz0 nz0
En effet, si P est un 2-sous-groupe abélicn élémentaire de S, tel que
0,(C 4 (P))=(1), alors P est engendré par une transposition. Le lemme 12
permet alors d’affirmer que le complémentaire dans a,(S,) de I'ensemble
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des sous-groupes engendrés par une transposition est homotope a a,(4,,).
Et si P est engendré par une transposition, alors P, -[ s'identifie avec
a,(S, _,).- Donc

— Sa
Aa,(sn) = Aaz(a,) —Indg, s, , Aa,(S,_z)

d’ou la proposition 11, d’aprés le corollaire 2 du théoréme 2.

5.5. Caractéres

Soit (#,);5 une suite de variables. Je note # I'anneau des séries formelles
a coeflicients rationnels en les ¢;, ol je considére que ¢, est degré i. Si X,
est dans b(S,), je note K(X,) I'élement de & défini par

tu(-"x)

KX)= % X(S)H

nr—n YI(JK) (y (s ))'

ou s, est une permutation de type n de S,, et y;(s.) le nombre de cycles
de longueur j de s,, et X,(s,) est la valeur en s, du caractére de X,,.
Ainsi K(X,) n'est autre que le produit scalaire sur S, de X, par la
fonction centrale a valeurs dans # qui & s associe IT, 1))
Je pose par convention K(n)=n pour neb(Sy)=2Z. Alors si X=
> X, -T e B(1), je pose K(X)=3 K(X,).

LeMME 14. L'application K ainsi définie est un morphisme d’anneaux de
2(1) dans R.

Soit ¢, la fonction centrale sur S, a valeurs dans & qui a s associe
[1,¢7%. Alors si X=X,-T"et Y=1Y,,-T", jai
KX-Y)=(Indgis X, Y, Cuy)soan
= (X, - Yo, R€S5,05,€000) 5, x 50
= (X0, €p)s,(Yoms €(p)s, = K(X) - K(Y)

ce qui prouve le lemme.

Remarque. L'application X+— | X] est la composée de K avec 'applica-
tion qui envoie 7, sur 0 si i1, et 1, sur T.

La connaissance de K(X) permet alors de trouver les valeurs de tous les
X,(s), donc détermine les caractéres des X,,.

Si Y est un élément de &, et i un entier strictement positif, je note ¥
I'élément de # obtenu cn remplagant dans Y, et pour tout j, la variable ¢,
par t.
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ProposITION 12. SiX=3,.,X,-T"eS(1), alors

s %K(X")"").

Lnzl

K(6xp X)=Exp (

Je note tout d’abord que les deux membres transforment les sommes en
produits, et les différences en quotient, et il suffit donc de considérer le cas
ol X est de la forme X=S,/H-T", ol H est un sous-groupe de S,,.

Alors par définition, jai

ExpX=Y Su/Hy - T™
k

de sorte que
K(&xp X)=Y (1, c(0) -
k

I s'agit donc de connaitre, pour (h,,..,h)e H* et teS;, le type de
I'élément s= (I, ..., i, 1) de H,.

Orsil<ignet 1 <j<k, jai s(i, j) = (hy,(1), (/). Je note £2,(s) (resp.
,(t)) 'ensemble des couples (i, j) (resp. des j) qui appartiennent & unc
orbite de longueur / de s (resp. de ). Alors (7, j) € £2,(s) si et seulement si
il existe d divisant / tel que je 2,(t) et i € Qy,(;jha-1¢y- -+ Iy y)- En notant
w,(s) (resp. w,(t)) le cardinal de £,(s) (resp. de £2,(1)), j’ai alors

1
= DS 21 S je 0 ©rdhhd =15 b))
(L cop))m =715 Y ] e e Eieosn cratihed-lorha
|I{| [\'hl.....hkell 1
1€ St

1
=TIk (1/1) ey glhjhed = 1(jy+ - hegpy)
b eam=prg, & L1 aromasmiie

1o hi € FH d|l
T € Sk Jje4(t)

En posant //d=m et en notant que w,=1y,, il vient

1
— (1/d)ym(byhed=1(g) -+ - hegpy)
(1’ c(li))”k - HI* k1 Z l—[ Lo '™ e v
I I “hyy . hxeH dm
T€ Sk J€84(1)

soit encore puisque Y, (il a-1iy---hy;) ne dépend que de l'orbite de j

part

——l bk

= U hed =1y =+ o)

(L e = IHF R E I | fimhyhed= 1= b,
k.,

o hi€H d,m
1€ 5k JER24(x)/e

Si je fixe 1 et tous les /i; pour j#r, et si r est dans £2,(t), la somme

. d=lgine-e .
Zl"[,z:‘}’u"- 14) =~ he( )

h, m
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est égale au produit de || par le produit scalaire sur H de 1 avec c}‘,’,)’,
puisque /1, hia-1iy - hiygy décrit le groupe |H| lorsque A, varic. Alors la
somme sur lcs autres /1;, pour j dans I'orbite de r par 1, fournit un facteur
|H|4~! supplementalrc Donc la somme sur les h;, pour j dans unc orbite
de longucur d de 1, des termes correspondants vaut |H|4 (1, c(,,)),,
Finalement

(L o) = IHI TR & |H|* ]“[(1 ),

1€ Sk

Donc
(1, ey
1 . — ’ LV H
( ’C(l,))llk Z I;I da.lad!

nlk
r=19...k%

11 reste a4 sommer sur &, et

K(&xp X) = Exp ( Y (1{(1, cf‘,"{),,)
dz1
ce qui prouve la proposition, puisque (1, c{®)y=(Ind3} 1, c{d)s =
K“(S,/H-T").

Dans le cas ou X =, je sais que &xp X = —3, S1,(S,)-T", et le carac-
tere de St,(S,) est projectif, donc nul sur les ¢léments d’ordre multiple de
p de S,. En d’autres termes, je peux dans la formule précédente supposcr
que 1;,=0 si i est multiple de p. D’ou

1
Y K(S1,(S,) = —E.\-p( Y . K‘"’(IndMP yi(p ))

nkz>1
(n,p)=1

Je noterai M le module IndMP ),u(p ). 11 est possible de calculer K(AM )
par la formule suivante:

ProrosiTiON 13. Si t;=0 pour p divisant i, alors

(=D (&)
K(M,)= o
( P") Z [7 Huelrr(é) |GL(]‘“’ F "n)l n

é€ GL(k,Fp)y/GL(k, Fp)

ou ¢ décrit un systéme de représentants des classes de conjugaison des
p'-éléments de GL(k,F,). Sous Paction d’un tel ¢ semi-simple, I'éspace se
décompose en composantes irréductibles. Je note 1rr(@) I'ensemble de ces
composantes. Alors k., est la multiplicité de w, et d, sa dimension. En
particulier-ky est la multiplicité du module trivial. Enfin je note k(¢) la
somme des k.. pour welre(¢).)
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En effet, Ic groupe N(p*) est lc produit semi-direct de p* par le groupe
linéairc GL(k, F,). Puisquc 1,=0 si p|i, alors K(M ) s'écrit
__1— . nklr~ yi(x)
K(A{P") pk IGL(]\, F )l xe/%l,k)p. X(] 3 p [ )H Il *
Mais puisque p* est un p- groupc un p-¢lément x de N(p*) est conjugué
par un élément w de p* dun p-élément ¢ de GL(k, F,). Puisque
#*=w"'¢(w)-¢, je vois que x s’écrite sous la forme v-¢, ou v cst dans
I'image de ¢ — 1 (avec une notation additive).
Inversement, I'élément v-@, pour ¢eGL(k, F,), et velm(g—1), cst
dans N(p ),-» car il est conjugué de ¢. Puisque v agit trivialement sur p*,
ct puisque pour tout i, j'ai y,(x)=1y,(#), la somme précédentc devient

1 Y lm(@— 1] x(1 AL IT 1.

K(Mp) ==
P pk IGL(k, Fp)l ¢eGL(k, Fp)y

Or avec les notations de la proposition, lc quotient p*/[Im(¢—1)] est le
cardinal du noyau de ¢ — 1, c'est-a-dire p*.. D’autre part, la caractéristique
d'Euler-Poincaré de ]-, p“[? est la valeur en ¢ du caractére de Steinberg
de GL(k, F,) (cf. [2]), et est égale au signe (—1)*) prés & la p-partie de
'ordre du centralisatcur C(¢) de ¢ dans GL(k, F,). Finalement

5 (— 1)@ IC(¢)I,,rI (7

K(M )=
4 #eGL(k, Fp)y /GL(K, Fp) P ICo) i

d’oul la proposition, puisque
IC(¢)|p = I_I IGL(kwv Fd.-)lp'

Par cxemple si p=2, il vient
. 1? 11,1
KM)=t;, KM)=-3, KM)=7-",

LNt

168 6 7

Les valcurs de caractéres de Steinberg pour p =2 des groupes symétriques
S, pour n< 15 sont données par le développement a I'ordre 15 de

K(Mg)= —

L SN WU SN S F A L O L
Ex"(" 2+3+12 MG TR

6
2 4 2
2087 19 15ty U3 U3l L3 13 ’15)

7 7910 1136 9 13 14 1

dans lequel ¢; est de degré i.
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L’usage d'un microordinateur et des matrices de décomposition données
par James dans [3] fournissent alors les valeurs suivantes pour les modules
de Steinberg des groupes symétrigues pour p=2:

St,(Ss) = — P32, S1,(Sg) = — P>2D,
Sty(S;) = P*2D 4 pa.3) S1,(Sg) = P21 4 p.3n),
S1,(Sy) = P32 _ ps4) 4 p6an)
St,(S)p) = —3PE321 _ p.&h _ p(5.3.2)
SIZ(S“)=p(o.s)_3p(6.3.2)_P(7.3.1)+ pEAD
S15(Syy) = PESD 4 2p5:43) 4 2 p6:3.2.0) 4 3p(sd.21)
St3(S);) = — PO 4 pEAD L o pB32 4 4p42) _ pl65D)
+2p643) _7p3nl)_ pled2l)_ 3ptsd.3l)
Pour n<7, ces modules sont déja indiqués par Webb dans [4]. Ceux de
S5, Sy et Sy; sont intéressants car ce¢ ne sont pas au signe prés de vrais

modules, ce qui indique que les ensembles s,(S,) correspondants ont plus
d'un module d’homologie non-nul. '

5.6. Valeurs numériques

Les formules données plus haut donnent les valeurs suivantes pour
2(5,(S,)):

n p=2 p=3 p=>5 p=1
1 -1 -1 -1 —1
2 0 -1 -1 —1
3 2 0 -1 -1
4 -0 3 -1 -1
5 —16 9 5 -1
6 —16 9 35 -1
7 160 -36 125 119
] 512 —225 335 959
9 —640 —-2997 755 4319
10 -7936 —24 381 —3025 14 399
11 -20736  —127656 —47125 39599
12 235 520 37179 —294625 95039
13 3244032 5383525 —1289575 205919

—
Py

2232320 44534853 —4528525 —24298 561
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