FONCTEURS D’ENSEMBLES MUNIS D’UNE DOUBLE ACTION

Serge Bouc

1 Introduction

La théorie des foncteurs de Mackey peut-étre vue comme une axiomatisation
des procédés d’induction et de restriction. Par exemple si H est un sous-groupe
d’un groupe G, et si N (resp. M) est un module pour le groupe H (resp. pour
le groupe (), alors il est possible de parler des modules IndeN et Res% M. Les
foncteurs d’induction et de restriction définissent alors des applications Z-linéaires
entre 'anneau de Green de H et celui de (G, qui outre des propriétés de transi-
tivité, vérifient 'identité de Mackey. La généralisation formelle de ces propriétés
conduit a I’étude des foncteurs de Mackey.

Or si a présent K est un sous-groupe normal du groupe G, si H = G/K, et
si M est un G-module et N un H-module, alors il est possible de construire le
module Inff[N, qui est un G-module, et le module des points “cofixes” par K sur
M, i.e. le plus grand quotient de M sur lequel K agit trivialement, que je noterai
Mg . C’est un H-module.

Une question naturelle est alors de savoir s’il est possible d’intégrer les opé-
rations d’inflation et de “points cofixes”, ou co-inflation, au formalisme des fonc-
teurs de Mackey.

La premiere remarque consiste a dire que les quatre cas ci-dessus relevent
d’un méme cadre: dans chaque cas, si H est le groupe de départ, et GG le groupe
d’arrivée, et si N est le H-module de départ, alors il existe un bimodule F sur
lequel G agit a gauche, et H a droite, tel que le module d’arrivée M soit donné
par

M=F®&gN

La seconde remarque est que dans chaque cas, le bimodule F provient d’un en-
semble sur lequel G agit par permutations a gauche et H a droite. Dans le cas
de I'induction, cet ensemble est le groupe G lui-méme, ainsi que dans le cas de la
restriction (les groupes de départ et d’arrivée étant alors échangés). Dans le cas
de I'inflation, cet ensemble est le groupe H = GG/ K, ainsi que pour la co-inflation
(méme remarque).

Plus généralement, si I est un ensemble sur lequel G agit a gauche et H a
droite, de facon que

g(xh) = (gx)h pour tous g € G,x € E,h € H

si [F] désigne le bimodule associé a F, et si N est un H-module, alors je peux
construire le G-module [EF] @y N. Jobtiens ainsi une application M(E) de 'an-
neau de Green M(H) de H dans celui de G.



En d’autre termes, j’ai pour tout groupe fini H, un Z-module M(H), et pour
tout G-ensemble-H E un morphisme de Z-modules M(FE) de M(H) dans M(G).
Si a présent K est un troisieme groupe, et /' un H-ensemble-K, alors il est facile
de voir que

M(EYM(F)=M(E xg F)
ou K xpg F désigne I'ensemble des orbites de H par son action sur le produit
E x F donnée par h.(z,y) = (zh™' hy). C’est un G-ensemble-K: si g € G et
k € K, alors par définition

g-(z,y).k = (g2, yk)

Soit alors C la catégorie dont les objets sont les groupes finis. Si H et G sont des
objets de C, alors Home(G, H) est par définition le groupe de Grothendieck des
G-ensembles- H finis (i.e. les sommes algébriques finies de G-ensembles-H finis,
la réunion disjointe K IT E’ étant identifiée & K+ E'). Le produit des morphismes
F de K dans H et E de H dans (G est défini par linéarité comme ci-dessus par

FEolF=FExgF

Le morphisme identique de G dans G n’est autre que ’ensemble GG lui-méme,
muni de son action naturelle par multiplication a gauche et a droite.

Alors I'opération qui a tout groupe fini (¢ associe son anneau de Green M(G),
et a tout G-ensemble-H F associe I’application M(FE) n’est autre qu’'un foncteur
de la catégorie C dans la catégorie des Z-modules. L’objet du présent article est
détudier de tels foncteurs, ou plus généralement des foncteurs de sous-catégories
de C (non-nécessairement pleines) dans des catégories de modules.

Outre le cas des modules, le foncteur qui associe a tout groupe fini GG son
anneau de Burnside b(() fournit un autre exemple de tel foncteur. De méme,
si K est un corps de caractéristique 0, le foncteur qui a G associe le groupe
de Grothendieck Ry (G) des KG-modules est aussi un foncteur de C dans la
catégorie des Z-modules. Par contre, si k est un corps de caractéristique p > 0,
alors 'application qui a un groupe (& associe le groupe de Grothendieck Rj(G)
n’est pas un foncteur sur C: cela tient au fait que le produit tensoriel par F
doit conserver les suites exactes. Il faut alors éliminer des morphismes possibles
les ensembles ' dont le module associé n’est pas projectif en caractéristique p:
c’est possible en considérant par exemple la sous-catégorie C' de C dont les objets
sont ceux de C, le groupe Home:/(G, H) étant le groupe de Grothendieck des
(G-ensembles- H libres a droite. Alors Rj, est un foncteur pour C’.

2 Notations. Généralités

Soit C une catégorie additive, i.e. telle que si X et Y sont des objets de C,
alors Home (X, Y) est doté d’une structure de groupe abélien, pour laquelle la loi
de composition est bi-additive, et A un anneau commutatif.



Je noterai Fonct(C,4 Mod) la catégorie dont les objets sont les foncteurs de
catégories additives de C dans la catégorie 4 Mod des A-modules, les morphismes
étant les morphismes de foncteurs. Ainsi, un objet M de Fonct(C,4 Mod) est
caractérisé par la donnée, pour tout objet X de C, d'un A-module M(X), et pour
tout morphisme ¢ de X dans ¥ d’un morphisme de A-modules M(¢) de M(X)
dans M(Y). Ces données sont sujettes aux conditions habituelles concernant les
foncteurs, a savoir

M()M () = M(¢p) — M(Id) = 1d

Un morphisme § d’un objet M de Fonct(C,4 Mod) dans un objet N est caractérisé
par la donnée, pour tout objet X de C, d’'un morphisme de A-modules fx de
M(X) dans N(X), de maniere a ce que tous les diagrammes

M(X) 5 N(X)
M(4) | L N(¢)

MY) 25 N(Y)

soient commutatifs.

Alors Fonct(C,4 Mod) est une catégorie abélienne (le noyau d’un morphisme
6 est défini par Kerf(X) = Ker(fx), de méme Imf#(X) = Im(fx), (M B M')(X) =
M(X) & M'(X), etc...). D’ou la notion de sous-foncteur et de foncteur quo-
tient. Un foncteur simple est par définition un foncteur n’ayant aucun sous-
foncteur propre. Un foncteur M est projectif (resp. injectif) si le foncteur N —
Homponet(M, N) (resp. le foncteur N +— Hompnet(N, M)) est exact, comme
foncteur de Fonct(C,4 Mod) dans 4Mod (comme A est commutatif, le groupe
Hom ponet(N, M) est bien un A-module).

Il y a un foncteur naturel de C dans Fonct(C,4 Mod): si X est un objet de C,
soit Lx ’application qui a Y objet de C associe

Ly(V) = Homa(X,Y) = A @7 Home(X,Y)
Si ¢ est un morphisme dans C de Y dans 7, alors
Lx(¢)(a®@1p) =a® ¢
Tl est alors bien connu que
Homponet(Lx, M) = M(X)

et en particulier Hompon.t(Lx, Ly) = Homa(X,Y).
Soit alors C4 la catégorie dont les objets sont les objets de C, et telle que
Home,(X,Y) = Homa(X,Y). Alors la catégorie C4 est une catégorie A-additive,
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au sens ot si X et Y sont des objets de C4, alors Home, (X, Y) a une structure de
A-module, les compositions des morphismes étant des applications A-bilinéaires.

Si D est une catégorie A-additive, je note Fonct 4(D) la catégorie des foncteurs
(entre catégories A-additives) de D dans 4Mod (qui est A-additive car A est
commutatif). Il est facile de voir que les catégories Fonct(C,4 Mod) et Fonct 4(C4)
sont équivalentes, donc que Fonct(C,4 Mod) ne dépend que de C4. Je supposerai
donc dans la suite que Home(X,Y) a une structure naturelle de A-module, et
j’oublierai les indices A autant que possible.

Dans ces conditions, pour tout objet X de C, 'anneau End(X) = Ende(X)
est une algebre sur A. De plus, il y a un foncteur Ex d’évaluation en X de
Fonct4(C) dans ¢nq(xyMod, défini par Ex(M) = M(X): le A-module M(X) est
en fait un End(X)-module si 'action de ¢ € End(X) sur m € M(X) est définie
bar gm = M(4)(m).

Le foncteur Ex a un adjoint a gauche, qui a un End(X)-module V associe le
foncteur Lx y de Fonect4(C) défini par

LX7V(Y) = HOHI(X, Y) @ end(x) V LX,V(¢)(¢ ® U) =R

Il a également un adjoint a droite L%y défini par

Ly v (Y) = Homgngoxy(Hom(Y, X), V) L v (6)(@)(B) = a(B¢)

si o € Homg,,q¢x)(Hom(Y, X), V), et 3 € Hom(Z, X).
Comme ExLxy = Lxv(X) = &End(X) QgnaxyV =V, et comme

HomFonct(LX,Va LX,W) — Homc‘)nd(X)(Va LX,W(X)) — Homgnd(X)(Vv W)

je peux voir g,qxyMod comme sous-catégorie pleine de Fonet 4(C).

Si V est un End(X) module projectif (resp. projectif indécomposable), alors
Lx v est un foncteur projectif (resp. projectif indécomposable), car le foncteur
qui a V associe Ly y est adjoint a gauche d’un foncteur exact. Par contre, si V
est un End(X)-module simple, en général Lx y n’est pas simple, mais:

Lemme 1: Si V est un &nd(X)-module simple, alors Lyy a un unique
sous-foncteur maximal Jx v, et le quotient Sxy = Lxy/Jx v est simple,
tel que Sxv(X)=V.

En effet, soit M un sous-foncteur de Ly y. Alors pour tout Y, le module M(Y) est
un sous-module de Lx v(Y) = Hom(X,Y) @enqx) V. En particulier, le module
M(X) est un sous-End(X)-module de Lx y(X) = V. Comme V est simple, il y
a deux cas:

a) Ou bien M(X) = V. Alors si Y est un objet de C, si ¢ est un morphisme de X
dans Y, et siv €V, comme ¢ @v = Lx y(¢)(Id®@v), et comme Id®@v € M(X),
je vois que M(Y) = Lx v(Y) pour tout Y, donc que M = Lx v dans ce cas.



b) Ou bien M(X) = 0. Alors si }_; ¢; ® v; € M(Y'), et si ¢ est un morphisme de
Y dans X, alors

M(¢)(Z ¢ Qv;) = Z%/N/f% @uvi=> (Véi)vie M(X) =0

k3

Si je pose
Jxv(Y) = {Z ¢i@vi € M(Y) [V : Y — XaZ(@Z)(/bi)Ui = 0}

je vois que M(Y) C Jx v(Y). De plus la définition ci-dessus fait de Jx y un sous-
foncteur de Lx y: en effet, si Z est un objet de C, si ¢ est un morphisme de Y
dans Z, et si Y; ¢ @ v; € M(Y'), alors

Lxy (@)D ¢i®vi) =3 6 @ v;
Si ¢ est un morphisme de Z dans X,
Y (oo = ((¢)di) @v; =0

7 7

car ¥ ¢ est un morphisme de Y dans X.
Donc Jx v est I'unique sous-foncteur maximal de Lx y. Le quotient Sx y est
donc simple. Il est clair de plus que Jx v (X) = 0, donc que Sx v (X) = V. c.q.f.d.
Ainsi a un couple (X, E), ou X est un objet de C et £ un End(X)-module
projectif indécomposable, je peux associer un foncteur projectif indécomposable
Lx g. De méme, a un couple (X, V), ou X est un objet de C et V un End(X)-
module simple, je peux associer un foncteur simple Sx yv. En fait:

Lemme 2: Si £ est un enveloppe projective de V, alors Lxz est une
enveloppe projective de Sxv.

Le lemme 2 se démontre par le méme argument que le lemme 1, en utilisant le
fait que le morphisme £ — V est essentiel.

Il y a donc la un moyen d’indexer certains foncteurs projectifs et certains
foncteurs simples par des couples formés d'un objet X de C et d'un End(X)
module. Mais je ne dis pas que cette correspondance est surjective, ni injective: il
se pourrait en effet qu’il y ait d’autres foncteurs simples que les Sx v, et il arrive
souvent que des couples (X, V) et (Y, W) différents donnent des foncteurs Sx v
et Sy w isomorphes.

Remarque: Si e est un idempotent primitif de End(X), alors Lx gnax)e(Y)
s'identifie & Hom(X,Y )e, i.e. aux morphismes de X dans Y qui factorisent a
travers e. De plus

HOmFonct(LX,snd(X)e, M) =eM(X)



3 Ensembles munis d’une double action

Dans toute la suite, la catégorie C = C4 sera celle dont les objets sont les
groupes finis. Si GG et H sont des objets de C, alors Home(H, ) est le produit
tensoriel par A du groupe de Grothendieck de la catégorie des G-ensembles-H,
le produit de deux morphismes étant défini par A-linéarité a partir du produit
d’ensembles défini dans 'introduction.

Je serai amené a considérer certaines sous-catégories de C, non-néces saire-
ment pleines mais ayant “des propriétés raisonnables”, dont la définition nécessite
quelques notations et remarques.

3.1 Notations

a) Tout G-ensemble-H est réunion disjointe de G-ensembles- H transitifs, qui
sont aussi des (G x HP-ensembles de permutation transitifs, donc associés a un
sous-groupe de G x H°?. Si K est un sous-groupe de GG x H, je noterai G x H/ K
le G-ensemble- H des classes a gauche de G x H par K, la double action du couple
(9,h) € G x H étant donnés par

g.(c B)K.h = (ga, k™' B)K

Ces ensembles constituent une base du A-module Hom(H, ).
b) Si K est un sous-groupe du produit G x H, je note p1(K) (resp. pa( K)) sa
projection sur G (resp. sur H), i.e.

m(K)={9eG|3heH, (9,h) € K}
De méme, je note
ki(K)={9€G|(g,1) € K} et ke(K)={he H|(1,h) € K}

Alors k1 (K) (resp. k2(K)) est un sous-groupe normal de p;(K) (resp. pa(K)). Le
produit k1 (K) x ky(K) est un sous-groupe normal de K, et de plus les quotients
K[k (K)xky(K), p1(K)/ki(K) et po(K)/ky(K) sont isomorphes. Je noterai ¢(K)
ce quotient commun.

Ainsi je peux récupérer le groupe K en choisissant un sous-groupe Gy de GG, un
sous-groupe Hy de H, un groupe @ quotient commun de Gy et Hy, une surjection
s de (G4 dans @, une surjection ¢ de Hy dans (), en posant

K = {(9.h) € G x H | s(g) = 1(h))

¢) Si GG, H et K sont des groupes, si L est un sous-groupe de G x H, et si M est
un sous-groupe de H x K, je pose

LxM={(g.k) e GxK|3heH, (g,h) € L, (h,k)e M}

C’est un sous-groupe de GG x K.



3.2 Formule de Mackey

Les notations précédentes permettent d’établir I’analogue dans ce cadre de la
formule de Mackey:

Proposition 1: Soit [ un sous-groupe de G x H, et M un sous-groupe
de H x K. Alors

(Gx H/L) xg (Hx K/M) = 3 G x K/L+®) M
hepa(L)\H/p1(M)

En effet, les orbites de G x K sur X = (G x H/L) xuy (H x K/M) sont en
bijection avec I'ensemble py( L)\ H/p1 (M) par les applications

G((g,h)L xz (W', k)MYK € G\X/K —— py(L)L™ "K' py(M) € po( L)\ H/p, (M)

pa(L)hpi (M) € po(L)\NH [p1 (M) — G((1, D)L g (h, YDM)K € G\ X/K

D’autre part, si K est un G-ensemble-H et F un H-ensemble-K, si U est le
stabilisateur dans G x H du point e € F et V le stabilisateur dans H x K du
point f € F, alors le stabilisateur dans GG x K du point (e, f) de F x g F est égal
a U * V. Donc le stabilisateur dans G x K du point (1,1)L xg (h,1)M est égal
a L+ M, ce qui prouve la proposition.

3.3 Décomposition d’un morphisme

Soient G et H des groupes finis. Si M est un sous-groupe d’un produit G x H,
je note M* le sous-groupe de H x (G défini par

M*={(h,g) € HxG|(g,h) € M}

De méme, si X est un G-ensemble-H, je note X* le H-ensemble-G dont ’ensemble
sous-jacent est ’ensemble X, ’action du couple (h,g) sur I’élément z de X étant
donnée par h.z.g = g~ 'zh™'. Avec ces notations, il est clair que (G x H/M)* =
H x G/(M~)

Si H est un sous-groupe de (7, je note A(H) le sous-groupe de GG x H défini
par A(H) = {(h,h) | b € H}. Plus généralement, si ¢ est un morphisme de
groupes de H dans (G, et K un sous-groupe de H, je note Ays(K') le sous-groupe
de GG x H défini par Ay(K) = {(¢(k), k) | k € K}.

Soit alors L un sous-groupe de G x H. En notant iy (resp. Hy) la premiere
projection (resp. la deuxieme projection) de L, et K le groupe ¢(L), il existe une
surjection s de Gy dans K et une surjection ¢ de H; dans K telles que

L={(g,h) € Gy x Hy |s(g) =1(h)}



Soit X le Hi-ensemble-H défini par X = Hy; x H/A(H;)*. Je note de méme T' le
G-ensemble-G; défini par T'= G x Gy /A(Gh).

Je note Y le K-ensemble-H; défini par Y = K x H/A(Hy), et Z le Gy-
ensemble- K défini par 7 = Gy x K/A (Gh)*.

Avec ces notations:
Lemme 3: Le G-ensemble-H G x H/L se décompose en

GXxH/L=Txg, ZxgY xg X

En effet, par la formule de Mackey,
Y xg, X = K x HIA(Hy )« A(Hy) = K x H/{(t(h),h) | h € H,}

De méme

T xg Z=GxK[{(g,5(9) | g € Gi}

Donc
T xg, Z xkY xgy X =G x H[{(g,5(9) | g € G} +{(t(h),h) | h € Hi}
et le lemme résulte alors de ce que

{(g:5(9) | g € Gy {(t(R); h) [ h € Hi} = {(g,h) € Gi x Hy | s(g) = U(h)} = L

Remarques: [’ensemble X est “de type restriction”, I’ensemble Y est “de type
points cofixes”, I’ensemble 7 est “de type inflation”, et I’ensemble T" “de type
induction”: le formalisme des ensembles munis d’une double action n’introduit
donc pas de phénomene essentiellement nouveau.

3.4 Sous-catégories

Je vais considérer des sous-catégories D de C ayant les propriétés suivantes:

— A) Si G et H sont des objets de D, alors il existe un ensemble S(G, H)
de sous-groupes de GG x H tel que Homp(H, ) soit le sous-A-module de
Home(H, G) engendré par les ensembles G x H/K, pour K € S(G, H).
Autrement dit, le module Homp(H, ) a pour base un partie de la base de
Home(H, G).



- B) Si K € S(G, H), alors ¢(K) est un objet de D. De plus, si s et ¢ sont
des surjections de p; (K) dans ¢(K) et de py(K) dans ¢(K) telles que

K ={(g,h) € pi(K) x pa(K) | 5(g) = ()}

alors Ay(p1(K))* € S(G,q(K)) et Ay(p2(K)) € S(¢(K),H). En d’autres
termes, le morphisme G x H/K de H dans (G factorise dans D par le groupe
q(K).

Il semble que ces deux hypotheses soient nécessaires pour pouvoir par exemple
tenter de classifier les objets simples de Fonct (D). Elles permettent également
de traiter les cas naturels évoqués dans I'introduction.

Remarque: Comme le groupe ¢(L) n’est défini qu’a isomorphisme pres, la condi-
tion B) entraine que D est stable par isomorphisme de groupe, ce qui est la
moindre des choses...

3.4.1 Ensembles (P, Q)-libres

Soient P et Q deux familles non-vides de groupes finis ayant les propriétés
suivantes:

1. Si P est dans P, et si P' est un sous-groupe de P, alors P’ est dans P.

2. Si P est dans P, et si P’ est un sous-groupe normal de P, alors P/P’ est
dans P.

3. Si P’ est un sous-groupe normal du groupe P, si P’ et P/P’ sont dans P,
alors P est dans P.

Remarque: La condition 2), jointe au fait que P est non-vide, entraine que P
contient le groupe trivial.

Comme exemple de telles familles, il y a la famille réduite au groupe trivial,
la famille des p-groupes, celle des p’-groupes, celle des groupes résolubles, celle
de tous les groupes finis...

Si GG et H sont des groupes finis, et si K est un G-ensemble-H, je dirai que
E est (P, Q)-libre si le stabilisateur a gauche d’un point quelconque de E est
dans P, et son stabilisateur a droite dans Q. Dans le cas ou P et Q sont réduites
au groupe trivial, un ensemble (P, Q)-libre est simplement un ensemble libre a
gauche et a droite. Si £ = G x H/Kalors F est (P, Q)-libre si et seulement si
ki1(K) est dans P et ky(K) dans Q.

Soit alors Cp o la catégorie dont les objets sont les groupes finis. S1 G et H
sont des objets de Cp o, alors Home,, ,(H, G) est le sous-module de Hom¢(H, )
engendré par les GG-ensembles-H qui sont (P, Q)-libres. Alors:



Lemme 4: Cette définition fait de Cp o une sous-catégorie de C, ayant
les propriétés A) et B).

En effet, la premiere partie de la condition B) est trivialement réalisée, puisque
tous les groupes finis sont objets de Cp o. La seconde résulte du fait que si M =
Ay(pr(K))*, alors k(M) = ki (K) € P et ky(M) = (1) € Q. De méme, si
L = Ay(p2(K)), alors k(L) = (1) € P et ko(L) = ko(K) € Q.

La condition A) résulte de la définition. De plus, si G est un groupe fini,
alors I’ensemble (G doté de son action naturelle par multiplication a gauche et a
droite est (P, Q)-libre, car il est libre a gauche et a droite. Donc I'identité est un
morphisme de (.

Il reste a voir que les ensembles (P, Q)-libres se multiplient entre eux. Soient
donc G, H, et K des groupes finis, soit £ un G-ensemble-H (P, Q)-libre, et
F un H-ensemble-K (P, Q)-libre. Soit (e, f) un point du produit £ xgy F. Le
stabilisateur a gauche de (e, f) est

Glz{g€G|3h€H796h:67 hf:f}

Soit alors

H ={he€ H|3ged, geh=¢, hf = f}

Alors Hy est un sous-groupe du stabilisateur a gauche de f dans H. Donc H; est
dans P.
Soit de méme

Gy ={9€G|ge=e}

Alors G5 est dans P, et c’est un sous-groupe de G7.
Soit enfin

Hy={h€H|eh=¢e, hf = [}

C’est un sous-groupe normal de Hy, donc Hy/H; est un élément de P.

Or il y a un morphisme surjectif naturel de G dans H;/H;, qui fait corres-
pondre a g € (G la classe d’un élément h tel que geh = e et hf = f. Le noyau
de ce morphisme est GG3. Alors (3 et (G4 /G4 sont dans P, et 7 est dans P. Le
meéme raisonnement de l'autre c6té montre que £ xpg F est (P, Q)-libre, donc
que Cp ¢ est bien une sous-catégorie de C, ce qui prouve le lemme.

3.4.2 Groupes réductifs

Soit p un nombre premier, et C, la sous-catégorie de C dont les objets sont les
groupes réductifs finis en caractéristique p. Si P est un sous-groupe parabolique
d’un objet G de C,, je noterai r(P) son radical unipotent, égal a O,(P), et P le
quotient P/r(P). Je note 7p ou p + P la projection naturelle de P sur P.

Si G et H sont des objets de C,, soit S(G, H) I’ensemble des sous-groupes K

de GG x H tels qu’il existe un sous-groupe parabolique P de (G, un sous-groupe
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parabolique @ de H, et un isomorphisme § de P sur Q, tels que

K ={(p,q) € P xQ |0(p) =7}

Remarque: Dans ces conditions, le groupe P est égal a pi(K), et le groupe @ a
p2(K). Donc py(K) (resp. po( K)) est parabolique, et &y (K) (resp. ky(K)) est son
radical unipotent. Inversement, ces conditions entrainent que K € S(G, H).

Alors par définition, le module Home,(H, G) est le sous-module de
Home(H, G) engendré par les ensembles G x H/K, pour K € S(G, H).

Lemme 5: Ces définitions font de C, une sous-catégorie de C, ayant les
propriétés A) et B).

La propriété A) est vraie par définition. La propriété B) résulte du fait qu’avec
les notations ci-dessus, le groupe ¢(K) n’est autre que le groupe P, isomorphe
a @: c’est donc le quotient d'un groupe parabolique par son radical unipotent,
donc un groupe réductif. Il est clair d’autre part que {(p,z) € P x Q | (p) = =}

(resp. {(7,q) € Q x Q | = G}) est dans S(G, Q) (resp. dans S(Q, H)).

D’autre part, si GG est un groupe réductif, alors la diagonale
A(G) ={(g,9) e G x G | g € G}

est bien dans S(G, ), et I'identité est un morphisme de G.
Il reste a voir que les morphismes se multiplient entre eux. Par la formule
de Mackey, il suffit de montrer que si P (resp. @, R, S) est un sous-groupe

parabolique de G (resp. H, H, K), si 0 (resp. ¢) est un isomorphisme de P sur
Q (resp. de Rsur S),si h € H et si

L={(p,q) € PxQ|0p) =7}
M ={(r,s) € Rx S| ¢() =75}

alors le groupe N = L +1) M est un élément de S(G, K).
Or la premiere projection de N est I’ensemble des p € P pour lesquels il existe
un g € Q) et un s € S tels que

bp)=9 d"€R (") =5
Alors g € QNP R et py(N) = 7507 1o(Q N R), ou encore

p(N) =750 mo((Q 0" R)r(Q))

Or 7mp induit une bijection entre les sous-groupes paraboliques de P et les sous-
groupes paraboliques de P. De méme, I'isomorphisme € induit une bijection entre
les sous-groupes paraboliques de P et ceux de ) (car un sous-groupe parabolique
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peut étre défini de fagon abstraite par 1’égalité P = Ng(O,(P))). Comme de
plus, le groupe (Q N* R).r(Q) est un sous-groupe parabolique de @ (cf. [DI-MI],
chapitre 2, [CU1]), il en résulte que p;(N) est un sous-groupe parabolique de G.
De méme, le groupe py(V) est un sous-groupe parabolique de K.

Un raisonnement analogue montre que

ki(N) =75 07 m((Q N" r(R))r(Q))

et comme (Q N"r(R))r(Q) est le radical unipotent de (Q N* R)r(Q), il en résulte
que k1(K) est le radical unipotent de p;(K), ce qui prouve la proposition.

4 Foncteurs simples

Soit D une sous-catégorie de C vérifiant les conditions A) et B), et .S un objet
simple de Fonct 4(D). Soit H un objet de D d’ordre minimal tel que S(H) # 0.
Soit de plus V = S(H), et W un sous-End(H )-module non-nul de V. Alors

Homponet(Law, S) = Homegnqmy (W, V) # 0

Comme S est simple, il en résulte que S est un quotient de Ly w. Comme
Lyw(H) = W, jai donc W = V| ce qui prouve que V est un End(H)-module
simple. Alors comme Ly a un unique quotient simple Sy v, il en résulte que S
est isomorphe a Spv.

De plus, si X est un H-ensemble-H qui factorise par un groupe K d’ordre
strictement plus petit que celui de H, alors S(X).S(H) = X.V =0, car S(K) = 0.
Donc V' est annulé par tous les H-ensembles-H de ce type. Ces derniers engen-
drent un idéal Iy de End(H).

Alors si L est un sous-groupe de H x H, si Hy et H; sont ses projections sur
H,si K =¢q(L) et si s et t sont des surjections de H; dans K et de Hy dans K
telles que

L={(a,b)€ Hy x Hy | s(a) = {(b)}

et si de plus H x H/L ¢& Iy, alors le groupe K doit étre d’ordre supérieur ou égal
a celui de H. Comme K est une section de H, il en résulte que K est isomorphe
a H, que Hy et H, sont égaux a H. et que s et ¢ sont des isomorphismes. En
d’autres termes, il existe un automorphisme ¢ de H tel que L = A4(H).

Il est facile de voir d’autre part que les sous-groupes Ay(H) et Ay(H) sont
conjugués dans H x H si et seulement si il existe un automorphisme intérieur ¢
de H tel que ¥ = ¢i. Comme de plus

Ay(H) + Ay(H) = Agy(H)

j’ai un homomorphisme d’algebres naturel de I’algebre AExt(H) du groupe Fxt(H)
des automorphismes extérieurs de H dans End(H ), qui a la classe de ¢ fait corres-
pondre H x H/A,(H), et cet homomorphisme est de plus injectif. J’identifierai
AFEzt(H) a son image dans End(H).
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Les remarques ci-dessus montrent alors que
End(H) = AFzt(H) + Iy

En fait, cette somme est directe: en effet, si un élément de AEzt(H), de la forme
S A H x H/Ay(H) est dans Iy, alors il s’écrit comme une somme de morphismes
factorisant par des groupes K d’ordre strictement plus petits que |H|. Ces derniers
sont eux-mémes de la forme

(Y ap.H x K/L)(Y. Bu.K x H/M)

donc sommes de termes de la forme
apBu.H x H/L «@Y M

et en particulier, pour tout ¢ tel que A, # 0, il existe un groupe K d’ordre
strictement plus petit que |H|, un sous-groupe L de H x K, et un sous-groupe

M de K x H, tels que Ay(H) soit conjugué dans H x H de L« M. Et ceci est

impossible par le

Lemme 6: Soient H et K des groupes, soit . un sous-groupe de H x K
et M un sous-groupe de K x H, et ¢ un automorphisme de H tels que
Lx M = A4(H). Alors H est une section de K.

En effet, soit a € ki(L). Comme (a,1) € L, et comme (1,1) € M, alors (a,1)
appartient a L« M = A,(H). Alors a = ¢(1) = 1, donc k(L) = (1). De méme,
j’al ko(M) = (1). D’autre part, pour tout a € H, comme (a, ¢~ (A) € Ay(H) =
L+ M, il existe ¢ € K tel que (a,c) € Let (¢, (a)) € M. Donc p1(L) = H. De
meéme, j’ai po(M) = H. Alors soit ) = ¢(L), soit s une surjection de p;(L) = H
dans @ et ¢ une surjection de py(L) = K; dans @ telles que

L={(a,b) € Hx K | s(a) = t(b)}

Alors k1(L) = Ker s, et s est donc injectif. Alors H est un quotient de K;, donc
une section de K.c.q.f.d.

Corollaire: L’algebre End(H) se décompose en

End(H) = AExt(H) & Iy

Revenant au foncteur simple S, je vois que si H est un objet de D d’ordre minimal
tel que S(H) # 0, alors V = S(H) est un AEzt(H)-module simple. Inversement,
si V est un AFzt(H)-module simple, je peux en faire un End(H) module (simple)
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par le corollaire ci-dessus. Alors le foncteur Sy v est simple, tel que Sy v(H) = V.
De plus

Lemme 7: Soit H un objet de D et V un AFzt(H)-module simple. Si K
est un objet de D tel que Sy v(K) # 0, alors H est une section de K.

En effet, si Sgyv(K) # 0, comme

Suv(K) =Hom(H, K)Qenam)V/{D_ ¢:i®v; | Vi € Hom(K, H),> (¢i)v; = 0}
je vois qu’il existe un sous-groupe L de H x K, un sous-groupe M de K x H, et
un vecteur v de V, tels que

(H x K/L) xx (K x H/M).v #0

En particulier, il existe un automorphisme ¢ de H et 2 € K tel que L 1) M =
Ay(H). Le lemme 6 assure alors que H est une section de K. D’ou le lemme 7.
Dans ces conditions, si K est un objet de D d’ordre minimal tel que Sy v (K) # 0,
alors K est isomorphe a H, ce qui caractérise H en fonction de S y. Le module
V est alors la valeur en H de Sg,y. Finalement

Proposition 2: Les objets simples de Fonct 4(D) sont en bijection avec les
couples (H,V), ou H est un objet de D & isomorphisme (de groupe) pres,
et V un AFzt(H)-module & isomorphisme pres, par la correspondance
qui au couple (H,V) associe le foncteur Sy y.

Remarque: Dans le cas ou D est I'une des catégories Cp o, l'ensemble indexant
les simples ne dépend pas de P et Q, mais les foncteurs simples Sg v, eux, en
dépendent: hormis le cas ou P et Q sont réduites au groupe trivial, ils sont
d’ailleurs bien mal nommés, puisque de structure assez compliquée...

5 Une théorie de vortex et de source

Les conditions A) et B) imposées a la sous-catégorie D de C trouvent une autre
justification dans le fait qu’elles permettent de développer une théorie de vortex
et de source. L’hypothese supplémentaire est que ’anneau A est tel que pour tout
objet GG de D, un AG-module (de type fini) M admet une décomposition unique
en AG-modules indécomposables.

Je dirai qu'un quadruplet (G, H, G4, s) composé d’objets G et H de D,
d’un sous-groupe (1 de GG et d’une surjection s de G; dans H est admissible si
le groupe A (G1)* est dans S(G, H) et si le groupe A (Gy) est dans S(H, G).
Si (G, H, G, s) est un quadruplet admissible, je note .J§j[(G1, s] le foncteur de la
catégorie des AH-modules dans celle des AG-modules défini par

JGIGh, s)(N) = [ x HIA(Gh)] @n N
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Je note de méme TG, s] le foncteur de la catégorie des AG-modules dans celle

des AH-modules défini par
TElGh, s)(M) = [H x G/A(Gh)] @6 M

Les foncteurs définis ci-dessus ont des propriétés de multiplication remarquables:

Lemme 8: Soient (G, H, Gy, s) et (H, K, Hy,1) des quadruplets admissibles.
Alors le quadruplet (G, K,s™'(H,),ts) est admissible et

‘]g[Gla S]J};l[Hlv t] = ‘]I?[S_I(Hl)v tS]

TI{’I[Hlvt]Tg[GhS] = Tg[s_l(Hl)atS]

En effet
(G x HIA;(G1)*) xg (H x K/A(H)*) = G x K/A;(Gy) * Ay(Hy)
et
Ag(G)*A(Hy) = {(g,k) € GxK |3h € H, g € G4, s(9) = h, h € Hy, t(h) =k}

ou encore

A (Gh) * Af(Hy) = Ago(s™'(HY))

Il'y a de méme un formule de Mackey reliant les foncteurs .J et T soient (G, H, G, s)
et (G, K, G, 1) des quadruplets admissibles. Si x € G, soit

L, = (G2N" Gh) /(G2 N" Ker s)(Ker t N” Gy)

Soit de plus K, I'image par ¢ du sous-groupe G5 N* G1 de Gy, et 3, la surjection
naturelle de K, sur L,. Soit de méme H, I'image par s du sous-groupe G5 N G
de (G, et a, la surjection naturelle de H, dans L,. Avec ces notations

Lemme 9: Pour tout = € (7, les quadruplets (K, L., K, 3;) et (H, L, H,, o)
sont admissibles, et

TI?[G% t]Jg[le 5] = Z JJ{‘; [[(xa ﬂr]TJi [Hwa ax]

Z‘EGQ\G/Gl

En effet, par la formule de Mackey, le produit sur G des ensembles K x G/ A(G)
et G x H/A;(G1)* est égal a

ST K x HIA(Gy) #=D A (Gy)

IEGQ\G/Gl
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En notant X, le groupe A4(G) #(2:1) A(Gh)*, jai
Xl‘ = {(kvh) € K xH | Elg S G7 g€ G27 t(g) = ka ggg € le S(gz) = h}

ou encore

Xe =A{(t(g).s(9")) [ g € G2 0" G1}

Alors

de méme
k1(X;) = t(Gy NT Ker s) = Ker 3, et ky(X,) = s(Ker t* N G1) = Ker a,
Le groupe L, s’identifie donc a ¢(X;), et de plus, par définition de 3, et ay, jai
X, = {(k ) € Ky x H, | Bo(k) = au(h))

ce qui prouve le lemme, en passant aux foncteurs associés.

Lemme 10: Le foncteur 7 [(, s] est adjoint & gauche du foncteur JG[G,, s]

En effet, soit X le bimodule associé a H x G/A;(G1), et X* le module associé a
G x H/As(Gh)*. Le module X* se décompose en

X* =[G x Gy /A(GY)] xa, [Gr x HIA(G)]

Le produit tensoriel sur H par le facteur de droite correspond a I'inflation suivant
s:le module [Gy x H/A(G1)*] xg N est en effet le module N sur lequel I’élément
g € G agit par g.n = s(g)n. Je noterai Infg’}[(N) ce module.

Alors le produit tensoriel sur Gy par le facteur de gauche correspond a I'in-
duction de G a GG. Donc

JHGr, s|(N) = Indg, Inf (N)
De méme, le module X se décompose en
X = [H x G /A(Gr)] @, [Gr x GIA(GY))

Le facteur de droite correspond a la restriction de G' a (. Le facteur de gauche
correspond au passage aux “points cofixes suivant s”: si Y est un AGi-module,
alors [H x G /As(G1)]®¢, Y est le quotient Yi., s de Y par le A-module engendré
par les éléments de la forme gy — y, pour ¢ € Ker s et y € Y. En notant y — ¥
la projection naturelle de Y sur Yg., s, le groupe H agit sur Yg., s par
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hy =7gysis(g)=nh
Finalement

Tg[Gh S](P) = (Resglp)f(er s

Or le foncteur de restriction de G a Gy est adjoint a gauche du foncteur d’induc-
tion de Gy a G, et le foncteur “points cofixes suivant s” est adjoint a gauche du
foncteur d’inflation suivant s. D’ou le lemme.

Il est possible de définir une notion d’injectivité relative au foncteur T [G, s]

(cf. [BO1)): je dirai qu'un AG-module M est T'5[G1, s]-injectif (ou (G, s)-injectif)

si pour tout diagramme

«a
— Y

=

p

S

tel que le morphisme T [G1,5s](a) soit une injection directe, il existe un mor-

phisme ¢ de Y dans M tel que 8 = ¢a. Alors:

Lemme 11:(cf. [BO1]) Les conditions suivantes sont équivalentes:
1. Le module M est Tf[G, s]-injectif.
2. Tl existe un AH-module N tel que M soit facteur direct de J[G1, s](N).

3. Le module M est facteur direct de J§[Gy, s|T5 |Gy, s](M).

Soit alors G un objet de D, et M un AG-module indécomposable.

J’appelle D-vortex de M un objet H de D d’ordre minimal tel qu’il existe un
sous-groupe (G de G et une surjection s de Gy dans H, tels que

a) Le quadruplet (G, H,G1,s) est admissible.

b) Le module M est (G, s)-injectif.

J’appelle alors D-source de M un facteur direct indécomposable N de

TH[Gy, s|(M) tel que M soit facteur direct de J§[Gy,s](N).

[’existence de D-vortex et D-source est assurée par le fait que M est toujours
(G, Id)-injectif, et par le fait que pour tout objet G de D, tout AG-module admet
une décomposition unique en AG-modules indécomposables.

Proposition 3: Soit G un objet de D, et M un AG-module indécompo-
sable. Soit H un D-vortex de M, et (G, K, (5, t) un quadruplet admissible
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tel que M soit (Go,t)-injectif. Alors H est une section de K.
Corollaire: Si K est un D-vortex de M, alors K est isomorphe a H.

En effet, si H est un D-vortex de M, il existe un quadruplet admissible (G, H, G4, s)
et un AH-module N tel que M soit facteur direct de J5[G1,5s](NV). Mais comme
M est (Gq,t)-injectif, alors M est facteur direct de

JE Gy, 1) TS [G2, 1](M), donc facteur direct de

P = ‘]I?[G% t]TPCI;[G% t]‘]g[le 5](N)
Avec les notations des lemmes 8 et 9, j’ai

P = Z chxz[G%t]J/{i[[(raﬂr]TL}i[HraO‘r](N)

Soit

P= Y JEIKL), BAITEH, 0 )()
Comme H est un D-vortex de M, et comme L, est une section de H, il doit
exister z € (& tel que L, soit isomorphe a H. Dans ces conditions, je dois avoir

(G3NGh).Kers =Gy et Kert" NGy C G N Ker s

Comme de plus L, est un quotient du groupe Gy N* Gy /Ker ¢ N* G, lui-méme
sous-groupe de (/Ker ¢, isomorphe & K, je vois que H est une section de K.
Alors si H et K sont deux D-vortex de M, ils sont isomorphes, ce qui prouve la
proposition.

Alors si H est un D-vortex de M, et si N est une D-source de M, associée au
quadruplet admissible (G, H, G, s), alors N a comme D-vortex le groupe H: en
effet, si L est un D-vortex de N, et si (H, L, Hy,r) un quadruplet admissible ayant
les propriétés de la définition, alors il existe un AL-module P tel que N soit facteur
direct de JH[Hy,r|(P). Alors M est facteur direct de JG[Gy,s|JH[Hy,r](P) =
Jg[s~Y(Hy),rs](P). Donc L est isomorphe a H.

Soit alors N’ un autre H-module D-source de M, associé au quadruplet admis-
sible (G, H, (i, 1). Je sais que M est facteur direct de JS[G1, s](N). Comme N’ est
facteur direct de T [Go, t](M), il est aussi facteur direct de T [Ga, t]J5[Gq, s](N).
Ce dernier est égal a

S JEK, BITE [ H,, o) (N)

IEGQ\G/Gl

en notant K, le groupe t(Gy N* G1), et H, le groupe s(G35 N Gy). Comme N’
est indécomposable, il doit exister x € G tel que N’ soit facteur direct de
JEK,, B:)TH [H,, a,)(N). Mais comme il est aussi de vortex H, cela impose
que L, soit isomorphe a H.
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Comme L, est isomorphe a (G2 N* G1)/(G2 N Ker s)(Ker ¢t N* (G1), quotient du
sous-groupe s(G% N G1) de H, je dois avoir

(G5 N Gy). Ker s = Gy et Ker t" NGy C Ker s

De méme, le groupe L, est isomorphe a un quotient du sous-groupe t(Gy N* Gy)
de H. Donc
(G2N" Gy).Kert = Gy et Gy NT Ker s) C Ker ¢

Ces conditions se résument a
(G2 N" Gy).%Ker s =7 G, (G2 N Gq).Kert = Gy, Gy N* Ker s = Ker t N (G4
ou encore
GGy %Ker s = Ker t.%(G et GyoN* Ker s = Ker t N* (4

Une telle situation définit un automorphisme 6, de H: si h est un élément de H,
alors h s’écrit t(u), pour un u de Gy N* (4. Alors, les conditions si dessus font
que ’égalité

0.(h) = s(u”)

définit sans ambiguité I’élément 6,.(h) de H.
Il est alors clair que N est facteur direct de I'image de N’ par "'automorphisme
0., donc qu’il lui est isomorphe. Finalement

Proposition 4: Si H est un D-vortex de M, et si N et N’ sont deux
H-modules D-sources de M, alors il existe un automorphisme § de H
tel que N soit isomorphe a §(N').

Le calcul ci-dessus montre de plus quel type de rapport il y a entre cet automor-
phisme et le groupe (G, plus compliqué que la simple conjugaison par un élément
de G comme dans le cas classique du vortex d’un module indécomposable...

6 Une seconde théorie de vortex et source

La section précédente demeure un peu énigmatique quant aux conditions A)
et B), car elle oblige a considérer simultanément toute une classe D de groupes
finis. Il serait plus agréable, étant donné un groupe fini GG et une certaine famille
d’objets associés, de pouvoir faire un théorie analogue.

Je supposerai que 'anneau A est tel que pour toute section de G, tout AG-
module admet une décomposition unique en AG-modules indécomposables.

L’exemple des groupes réductifs incite a considérer une famille F' de couples
(P,U), ou P est un sous-groupe de GG et U un sous-groupe normal de P. Si
(P,U) € F, je peux parler de la catégorie Mod(P,U) des P-modules U-triviaux,
i.e. des P-modules sur lesquels U agit trivialement.
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La famille I possede un ordre naturel: si (P,U) et (Q, V) sont dans F, je dis
que (P,U) < (Q,V)siV CU C P C Q. Alors,si (P,U) < (Q,V),ily aun
foncteur naturel de Mod(P,U) dans Mod(Q, V'), qui est 'induction de P a Q: si
X est un P-module U-trivial, alors Ind%X est un ()-module V-trivial. Je note
Jg[‘]/ ce foncteur, défini par

JEY(X) = nd2X = [Q x P/A(P)] @p X

Inversement, si Y est un @)-module V-trivial, je peux regarder sa restriction a P,
puis les points cofixes par U de cette restriction, considéré cette fois comme un
P-module. J’obtiens ainsi un foncteur t%’[‘]/ de Mod(Q,V') dans Mod(P,U), défini
par

t%’l‘]/(Y) = Infg/U(Reng)U

Ces foncteurs vérifient des relations de transitivité évidentes. Il est clair également
que ]g’l‘; est adjoint a droite de t%’g.

J’ai alors une notion d’injectivité relative: si M est un )-module V-trivial,
et si (P,U) < (Q,V), je dis que M est (P,U)-injectif s’il existe un P-module
U-trivial N tel que M soit facteur direct de ]g’l‘]/(N)

Alors st M est un ()-module V-trivial indécomposable, un F-vortex de M est
par définition un couple (P,U) € F minimal tel que (P,U) < (Q,V) et tel que
M soit (P, U)-injectif.

Une F-source de M est alors un facteur direct indécomposable N de tg[‘]/(M)
tel que M soit facteur direct de ]g’[‘]/(N)

[’existence de F-vortex et F-source est assurée par le fait que les foncteurs
]8“// sont les foncteurs identité, et par les hypotheses faites sur I’anneau A.

Les relations de transitivité mentionnées plus haut entrainent alors que si M
est un ()-module V-trivial de F-vortex (P,U), et si N est une F-source de M,
alors (P, U) est le seul F-vortex de N.

Jusque la, la famille ' peut étre absolument quelconque. Bien stir, pour as-
surer une certaine unicité des F-vortex et F-sources, il faut faire des hypotheses
supplémentaires sur F': je supposerai donc que F' vérifie les deux conditions sui-
vantes:

a) Si (P,U) € F,etsiz e G, alors (P°,U") € F.

b) Si (P,U) € Fet (Q,V) € F,alors ((PNQ).U,(PNV).U) € F.

Remarque: Il n’y a alors aucun inconvévient a supposer que (G, 1) € F, ce que je
ferai désormais, puisque je veux parler de F-vortex et F-source d’'un AG-module.

Si (P,U) et (Q,V) sont deux couples de F, je dis qu’ils sont li€s , ce que je
note (P,U) — (Q,V) si

(PNQ).U=P, (PNQ)V=0Q, PNV=QnU
ou, de maniere moins symétrique mais plus concise

PV =UQ, PNV=QnU
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Alors si (P,U) — (Q,V), et si L est un @)-module V-trivial, je note

Oprry,@v)(L)

le module L sur lequel le groupe P agit ainsi: si p € P, alors p s’écrit p = p'.u,
pour p' € PN Q et u e U. Alors si | € L, je pose p.l = p'.l. 1l est facile de voir
que je fais ainsi de I un P-module U-trivial, et que 0(pp) g,v) est un foncteur de
Mod(Q,V) dans Mod(P,U).

De méme, si x € G, je note M le *()-module *V-trivial L sur lequel I’élément
q €7 () agit par ¢.[(dans *L) = ¢”.I(dans L).

Les notations et hypotheses précédentes permettent alors d’établir la

Proposition 5: Soient (R, W) < (Q,V) > (P,U) des éléments de F, et M
un AP-module U-trivial. Alors, pour tout = € GG, j’ai

(R,W)> (RN P).W,(RN*U).W)—((RN* P)."U,(WnN* P).7U) < (P U)
et de plus en posant
0. = O((Rn=P).W,(RA=U).W),((RN*P).2U, (W= P).5T)

Vo .QV R,W apaU
t%W]g,U (M) = Z J((ROQP).W,(RWZU).W)eqt((anP).qU,(quP).QU)(qM)
IER\Q/P

Corollaire 1: Si M est indécomposable, et a la fois (P, U)-injectif et
(R, W)-injectif, alors il existe = € (i tel que M soit ((RN"P).W, (RN"U).W)-
injectif.
Corollaire 2: Si M est indécomposable, si (R, W) est un F-vortex de M,
et si M est (P,U)-injectif, alors il existe z € (& tel que

R=(RN"P)W, W=(RN"U)W

et en particulier, le groupe R/W est une section de P/U.

Corollaire 3: Si M est idécomposable, et si (R, W) et (P,U) sont deux
F-vortex de M, alors il existe © € G tel que (R,W) — (“P,"U), et en
particulier les groupes R/W et P/U sont isomorphes.

La premiere assertion de la proposition résulte des inclusions:
RO(RN"P)W D (RN"U)W DO W
et des égalités
(RN" PYW(WNn* P)."U = (RN P).W U =W.(RN" P).7U
et

(RN"U).W(RN*P)*U = (RN*U).(RN P).W.2U = (RN*P).W.AU = W.(RN*P).FU
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De méme
(RN PYWNWn*P)"U=(Wn*P).(RN"P).WN"U) =

— (W P).(RN("P.W) 0" U) = (W n* P).(RN° U)

et
(RNTU)WN(RN"P)."U =(RN"U).(Wn (RN P)."U) =

— (RN" U).(W N (RZU) 0 P) = (R0° U).(W 0" P)

et du fait que W N* P normalise R N* U, ces deux dernieres expressions sont
égales.

En notant « (resp. 3, v) les projections de P sur P/U (resp. de @ sur Q/V,

de R sur R/W), il est clair que le foncteur jg’[‘]/ peut étre défini par

ife (N) = [Q x (P/U)/Aa(P)] @pyw [(P/U) x P[Au(P)] @p N

car le terme de droite correspond aux points cofixes par U du module U-trivial
N, et le terme de gauche a l'inflation de P/U a P, suivie de I'induction de P a

Q.

De méme, le foncteur t%‘v/v peut aussi étre défini par
[ (M) = [R < (R/W)/A(R)] @rgw [(R/W) x Q/Ay(R)] @ M

, QY Q) . .
Le foncteur composé t%W]g’U correspond donc au produit tensoriel sur P par le
module associé a I’ensemble

X = (R x (RW)/A(R)) xmpw (RIW) x Q/AL(R)) xq ...

(@ X (PIU)[Aa(P)) xppw (P/U) x P/Au(P))

Par la formule de Mackey, le produit des deux premiers termes est égal a
RxQ/{(r,”YEe RxR|r ' ¢ W}

et le produit des deux derniers a
Q< P/{(p,p))ePxP|p'pecU}

Une nouvelle application de la formule de Mackey donne alors I’ensemble X sous
la forme X = 3" cr\g/p R X P/L,, oli j’ai posé

Ly={(r.r") € Rx R|[r ' e W}« {(p,p) eQ x P|p~'p € U}
J’ai alors
Ly={(r,p)e RxP|IzeQ,zc R rlzecW, zt€P (z9)'peclU}
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ou encore
Ly={(r,p) e Rx P |3z e RN P, r 'z e W, 27'("p) € U}
Alors si (r,p) € Ly, j’ai
r€ (RN P).W, we (R'NP).U, r~(p) € WU

Inversement, si ces conditions sont remplies, je peux écrire r = yw, pour y €
RN*PetweW,et p=(y?)u, pour y € RN? P et u € U. Alors

T_l(qp) — w—ly—ly/(qu) c WqU
donc y~ly' € (WAU)NRN' P =W.(UNR) NP = (Wn?P).“UN R). Je
peux alors écrire y 'y’ = w'(‘u’), pour w’' € WN? P et u' € U N R?. Posant alors
r =yuw', jai
7"_1:6 — w—lw/ c W, :E_l(qp) — w/—ly—ly/(qu) —4q (ulu) clJ
et de plus z € (RN? P)(W N? P)=RN?P. Donc
Ly={(r,p) € Rx P|re(RN'P)W, we (R NP).U r(p) € WU}

Il reste a exprimer le second membre de 1’égalité de la proposition sous forme d’une
somme de produits tensoriels par les bimodules associés a des R-ensembles-P.

Lemme 12: Soit (P,U) — (Q,V). Alors si M est un )-module V-trivial,

Opuy vy (M) =[P xQ/{(p,q) | plq € UV} @ M

En effet, si (P,Q) — (Q,V), soit 8 'isomorphisme de Q/V dans P/U dé-
terminé par la liaison: je pose 0(¢V) = zU,siz € PN Q et 27'¢ € V. Alors,
appliquer §(p1r) (@,v) @ M revient a prendre les points cofixes de M par V, c’est
a dire puisque M est V-trivial, a regarder M comme un @/V-module, puis a
transporter ce module au groupe P/U par isomorphisme 8, et & considérer le
résultat comme un P-module, i.e. pratiquer 'inflation de P/U a P.

Ces trois opérations s’expriment par des produits tensoriels par des modules
associés a des ensembles munis d’une double action: plus précisément, en notant

a (resp. ) la projection de P sur P/U (resp. de @) sur Q/V):
Opvy@v)(M) = [P x (P/U)/AL(P)]@pw [(PIU) x (Q/V)/A{Q/V)] @qpv - .-

- Q/V) x Q[ As(Q)] @ M
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ce qui s’écrit encore

Oy @v)(M) =[P xQ/{(p,q) | alp) = 05(q)}] @ M

Mais dire que a(p) = 03(q) revient a dire qu’il existe z € PNQ tel que pU = zU et
qV = zV. En particulier, p~'¢ = p~lz.27'¢ € U.V. Inversement, si p~'q € U.V,
alors comme p peut s’écrire p = p'u, pour p' € PN Q et u € U, et comme ¢ peut
s’écrire ¢ = q'v, pour ¢’ € PN Q et v € U, j’ai aussi p'~'¢' € U.V, donc

Pl eUVNPNQ=U(VNPINQ=UNQ=VNP=UNV

Alors ¢' € PN Q, et ¢'V = qV. De plus pU = p'U = PPt \U = U, et jai
bien a(p) = 65(q). D’ou le lemme.
Alors en posant

A, = (RN! P).W, B, = (RN U)W, C, = (RN? P).2U, D, = (W n? P).5U

et en notant 7, ’homomorphisme de conjugaison par ¢ de P dans P, le terme
en ¢ de I’égalité de la proposition correspond au produit tensoriel sur P par le
module associé a I’ensemble

E, = (RxA,/{(a,d") € A;xA, | a"'d" € B,})xa,(A;xCy/{(a,c) | a™ e € ByD,})xq,-. ..

(G X PI{(ep) | < p € D)) ap (PP x PJA,(P))

Le produit des deux derniers termes est égal a
Cy % Pl{(e,p) | p € D)
D’autre part
B,D,=(RN'U)W.(Wn?P)U=(RNU)WU =W.(RNU).2U = WU
et le produit des deux premiers termes est égal a
Rx C,/{(a,e) € A, x C, | a™'c € WU}
Finalement, j’ai £, = R x P/L;, en posant
L ={(a,c) € Ay x Cy | a7l e WU} x{(¢,p) € Cy x P | ¢ % € D,}
Alors si (r,p) € Ly, j’ai
re A, pe(C,D) = (C)!, r "% e WW.D, = WU
Inversement, si ces conditions sont remplies, en posant ¢ =7 p, j’ai bien

(r,e) e Ay x Cy, e e WAU, (¢,p) € C, x P, ¢ V% e D,
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donc

L ={(r,p) € (RN* P).W x (R'N P).U | r~".%p € WU}

de sorte que L; = L,, ce qui prouve la proposition.

Alors si un GG-module indécomposable N est a la fois (P, U)-injectif et (R, W)-
injectif, il existe un P-module U-trivial M tel que N soit facteur direct de
jgllj(M), et de jghl,vtgﬁ,v(N). Alors N est facteur direct de

Jrwtrwipy(M)

et la proposition appliquée a (Q,V) = (G, 1) entraine alors qu’il existe z € G tel
que N soit facteur direct de

.G 1 9paU
J(anP).W,(Ran).Wert(anP).qU,(quP).qU(qM)

et N est donc ((RN* P).W,(RN* U).W)-injectif, ce qui prouve le corollaire 1.
Dans ces conditions, si (R, W) est un F-vortex de N, alors comme

(RN P).W,(RN" U).W) < (R, W)

je dois avoir

R=(RN" P)Wet W =(R0" U)W

Alors R/W est isomorphe a R N* P/W N* P, donc au quotient du sous-groupe
R*NP/R*NU de P/U par son sous-groupe normal W* N P/R* N U (en effet, la
seconde égalité ci-dessus entraine que R*NU C W*N P). Ceci prouve le corollaire
2.

Alors si (P,U) est aussi un F-vortex de N, les groupes P/U et R/W sont
section I'un de l'autre. Ils sont donc isomorphes, et alors

WNnP=R'NnUet (R"NP)U=P
autrement dit, j’ai (R, W) — (*P,” U), ce qui prouve le corollaire 3.

Proposition 6: Soit M un GG-module indécomposable. Si (P,U) et (Q,V)
sont deux F-vortex de M, si L est un P module U-trivial F-source de

M, et N un ()-module V-trivial F-source de M, alors il existe =z € (7 tel
que (Q,V) — (“P7U) et

N =0@v)=prey("L)

En particulier, si (P,U) = (Q,V), il existe un automorphisme 0 de P/U
tel que
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En effet, dans ces conditions, le module M est facteur direct de jgllj(L), et le

module N est facteur direct de tg%/(M) Donc le module N est facteur direct de

tg%/—]gé(L) I existe donc = € G tel que N soit facteur direct de

. 7‘/’ ‘TP,EEI .
](%nrp).V,(Qan).Vewt(QnmP).mU,(Van).rU( L)
ot j’ai posé 0, = 0((@n=p).v,(Qn=U).V)),(Qn*P).sU,(Vrep).st))- Mais comme N est de
F-vortex (Q, V), je dois avoir

Q=(Qn*P)VetV=(Qn ULV

Comme de plus les groupes Q/V et P/U sont isomorphes, il en résulte que
(Q,V) — ("P7U) et que N est facteur direct de 8¢ v =pe1y("L), donc qu’il
lui est isomorphe. D’ou la premiere assertion de la proposition. La seconde est
alors triviale.

Remarques et exemples: 1) Si /' et F’ sont deux familles vérifiant les hypo-
theses a) et b), alors F'N F' vérifie aussi a) et b). Comme la famille de tous les
couples (P,U), ou P est un sous-groupe de GG et U un sous-groupe normal de
P, vérifie a) et b), il y a une plus petite famille vérifiant a) et b) contenant une
famille donnée de couples (P, U).

2) La théorie usuelle de vortex et source correspond au cas ou F est la famille
des couples (P, 1), pour P sous-groupe de G.

3) Si F' est la famille de tous les couples (P, U) possibles, et si A est un corps de
caractéristique p > 0, alors un F-vortex (P,U) du AG-module indécomposable
M est constitué d’'un vortex usuel P de M, et du plus grand sous-groupe U de
P opérant trivialement sur un P-module de source usuel de M.

4) Si F' est une famille vérifiant a) et b), et si (P,U) et (P, V) sont dans F', alors
(P,U.V) est aussi dans F. Alors étant donné P tel qu’il existe U avec (P,U) € F,
il existe un sous-groupe normal r(P) de P tel que

(P,U) € F=UCr(P)

De méme, si (P,U) € F et (Q,U) € F,alors (PNQ,U) € F. Alors si U est un
sous-groupe de (i tel qu'il existe P avec (P,U) € F, il existe un sous-groupe s(U/)
de Ng(U) tel que

(P,U)e F=PDs(U)

5) Si G est un groupe algébrique réductif fini, alors la famille des couples (P, U),
ou P est un sous-groupe parabolique de G et U son radical unipotent, vérifie
a) et b). Cette situation a été étudiée par Dipper et Du (cf. [DI-DU]), d’un
point de vue légerement différent: Dipper et Du définissent en effet le foncteur
Resfpﬂ), analogue du foncteur t%’[l], a partir des points fixes de U, et non des
points cofixes. Il semble que cela nécessite alors une hypothese supplémentaire
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sur la caractéristique du corps de base.

6) Si F' est une famille de sous-groupes de (7 stable par intersection et conjugaison,
alors la famille F' des couples (P, 1), pour P € F vérifie a) et b). Cette situation
est plus agréable: en effet, deux couples (P, 1) et (@, 1) sont liés si et seulement
si ils sont égaux. La F-source d’'un module de F-vortex P est alors déterminée
modulo conjugaison par Ng(P).

Par exemple, si G est le groupe symétrique 5,,, la famille F' peut étre celle des
sous-groupes de Young, ce qui permet de définir le vortex de Young d’un S,-
module indécomposable.

7 Le foncteur de Burnside

Dans cette section, la catégorie considérée sera la catégorie C toute entiere.
Je note b(() 'anneau de Burnside de (G, a coefficients dans A.

7.1 Un homomorphisme de b(G) dans End(G)

Soit GG un groupe fini, et X un G-ensemble. Je note X lensemble X x G, sur
lequel le groupe G x GG agit par

g1-(2,9).92 = (12, 1992)
Alors X est un G-ensemble-G, libre & gauche et & droite. De plus

Lemme 13: L’application de () dans EndGG qui étend par A-linéarité
I’application X — X est un homomorphisme d’algebres.

Cela revient a dire que si X et Y sont des G-ensembles, alors
XxgV =XxY

Pour établir cet isomorphisme, il suffit de vérifier que application de X xgY
dans X xY

(z,9) xa (y, h) = (z. 9y, gh)
est bien définie, et compatible a I'action de G x (3, et que 'application de XxY
dans X x4 Y définie par

('raqu) = (SC, 1) XG (y7g)
est compatible a 'action de G x G, et inverse de la précédente.

Remarques: a) Inversement, si £ est un G-ensemble-Gi, je note 6(F) le G-
ensemble “diagonal” F, i.e. 'ensemble F sur lequel G agit par

g.e (dans §(E)) = geg™' (dans E)
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Alors le foncteur X +— X est adjoint & gauche du foncteur E — 6(F), i.e.
Homg_enec (X, E) = Homa_ens (X, 6(E))

b) Si X est le G-ensemble GG/U, alors X s’identifie & G x G/A(U), ou je note
A(U) T'image diagonale de U dans G x (. En effet, si X est un G-ensemble
quelconque, alors le stabilisateur dans G' x GG du point (z, k) de X est I’ensemble
des couple (g,¢’) tels que

g-(z,h).g" " = (z,h)
C’est donc I’ensemble des couples (g, ¢"), pour ¢ € G, = {z € G | gr =z}, ou
encore A(G,)(WM, D’autre part I'ensemble des orbites de G x G sur X s’identifie
a I’ensemble des orbites de GG sur X.

Alors si X = G/U, le groupe G x G est transitif sur X, et le stabilisateur
d’un point est conjugué de A(U). Donc X est isomorphe a G' x G/A(U).

Lemme 14: Soit K un sous-groupe du groupe G, et X un GG-ensemble.
Alors

X xg (G x K/A(K)) = (G x K/A(K)) xg (Res%X)

Il suffit de prouver le lemme lorsque X = G//U. Dans ce cas
X xg (G x K/A(K)) = (G x GJAU)) xa (G x K/A(K))
et par la formule de Mackey

Xxg(GxK/AK) = Y GxK/AUEIAK)= Y GxK/@YA(K,)

ce€U\G/K 2€U\G/K

en notant K, le groupe U” N K.
De plus G x K/@YA(K,) = G x K/A(K,) et

Gx KJA(K,) = (Gx KJA(K))xx (K x K/A(K,)) = (Gx KJ/A(K)) xx (K/K,)
D’ou le lemme, puisque

ResG/U = Y K/K,

ceU\G/K

[’intéret des lemmes précédents apparait surtout lorsque A est un corps de carac-
téristique 0. Dans ce cas, I’algebre b(() est semi-simple. Ses idempotents primitifs
sont indexés par les classes de conjugaison de sous-groupes de (7, et donnés par
la formule

1
G ~ | ~1 1 ~
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ou je note Y|K, H[ la caractéristique d’Euler-Poincaré réduite de “Iintervalle
ouvert” | K, HJ.

Ces idempotents sont caractérisés a une constante multiplicative pres par le
fait que pour tout G-ensemble X

Gy _ |vH|.G
e X = |X"|eq
Cette caractérisation permet de montrer que si K est un sous-groupe de G, alors

K
Res% el = > efe

z€Tg(H,K)

ou je note Tg(H, K) I'ensemble des = € G tels que H® C K, et Tg(H, K) le
quotient Ng(H)\Te(H,K)/K.

De méme
INa(H)| &

Indgels = Nelil
Ndg€g |NB(H)|€H

En particulier, je vois que Res?{eg = e& et le lemme 14 devient

% xq (G x KJAK)) = (G x K/AK)) xx ek (1)

D’autre part, si X est un G-ensemble-H, j’ai défini plus haut le H-ensemble
“dual” X* de X. S1Y est un H-ensemble-K, il est clair que

(X XHY)* =Y XHX*
L’égalité (1) donne alors par dualité
(K x G/A(K)") xq G = ek xx (K x GIAK))  (2)

Soit alors M un foncteur sur C, dans le cas ou A est un corps de caractéristique 0.
Légalité (1) montre que I’ apphcatlon a=M(G x K/A(K)) envoie le A-module

ehM([& )(= M(eh JM(K)) dans e%M(G)

[’égalité (2) montre que I'application b = M(K x G/A(K)*) envoie le A-
module e M (G) dans e M(K). En fait, le groupe Ng(K) agit sur ce module: si
z € Ng(K), et si v, des1gne la conjugaison par z, alors

(K x KJA,,(K)) xx e = eE xx (K x K/A,,(K))
et 'image de b est contenue dans (eAM(IX ))NelK): en effet
(K x K/A, (K)) xx (K x G/A(K)*) xq G =
= (K x KJA,,(K)) xx €& xx (K x G/A(K)") =
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= el xx (K x K/A,(K)) xx (K x G/A(K)) =
= el xx (K x G/A(K)) xg (G x GJA,, (@)
De plus G x G/A,,(G) = G x G/A(G). Donc
(K x K/A, (K)) xx (K x G/A(K)*) xg G = el x (K x G/A(K)") =
= (K x G/A(K)) xg €5
J’ai donc bien Im b C (e;gM(K))NG(K).

Comme de plus
(G x KJA(K)) xx (K x G/A(K)") = G x G/AK) = G/K
il vient
G x GIA(K) xg e§ = (G Ke§) = [(G/K)N|ef = |Na(K)/K|ef

En d’autre termes, le produit a.b est égal a [Ng(K)/K|Id
K

Inversement

M(G)’

(K x G/A(K)") g (G x K/A(K))= Y K xK/AKn" K)0) (3)
zeK\G/K

Pour calculer le produit par eX de ces expressions, j'utilise le lemme suivant:

Lemme 15: Soient ( et // des groupes finis, soit X un (G-ensemble-H,
et Y un H ensemble. Alors I’ensemble (X xpy Y) s’identifie au produit
X x Y, sur lequel le couple (¢g,h) de GG x H agit par

g.(z,y).h = (gzh, h_ly)

Corollaire: Si K est un sous-groupe de G x H, alors

(X > V)R] = [XF][y7)]

En effet, le point = xpg (y,h) de X xg Y est égal au point zh xp (h='y, 1).
[’application

X (y,h) € X xg Vi (zh,h ly) € X xY
fournit I’identification souhaitée, I’application inverse étant donnée par

(£,y) EX XY > axg(y,1) € X xgV
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Le point (z,y) de X x Y est alors invariant par (g,h) € K si
g-(z,y).h~" = (gzh™" hy) = (=, y)

ce qui prouve le corollaire.
Revenant a 1’égalité (3), je vois que si

Zy = (K x K/A(K 0F K)02)) s el
et si H est un sous-groupe de K x K, alors |ZH| = 0 sauf si po(H) = K et si H est
contenu dans A(K N* K') a conjugaison pres par K x K. Donc Z, = 0si K #° K,

ie. si x € Ng(K). Et si € Ng(K), alors en notant ~, I’homomorphisme de
conjugaison par « de K dans K, je peux écrire 7, = K x K/A,, (K), et finalement

(K x GIAK)") x6 (Gx K/AK)) xg el = 3 (K x K/A, (K)) xx ek
zeNg(K)/K

Ng(K)/K

de sorte que ba n’est autre que 'application de trace relative T'r; . Alors si

a’ est la restriction de a a (eBM([X))NG(I‘), jai

= |Na(K)/K |]d KAL) V) eta’'b = |Ng(K)/K |]d

M(K)) M(G)

En particulier, 'application b est un isomorphisme de eN?(M(G) sur
(el M(K))Ne),
Comme les €%, pour K modulo (7, sont deux & deux orthogonaux de somme

'identité, il en est de méme des €%, et

M(G) = B rmod. €3 M(G) = O kmon. (e M(K))NeF)

Proposition 7: Si A est un corps de caractéristique 0, et si M est un
foncteur de Fonct4(C), alors pour tout groupe fini ¢

M(G) = B Kmod. G(eh M([X ))NG(I{)

Remarques: a) Le module eéﬁ:M(K) est une sorte de “résidu en K” du foncteur
M: c’est ’ensemble des m de M(K) tels que

M(H x K/A(H)*).m = 0 pour tout sous-groupe propre H de K

Cette notion de résidu n’est pas tout a fait satisfaisante, car elle ne tient compte
que des restrictions, et ignore les points cofixes.
b) Le méme raisonnement que ci- dessus permet de montrer que les algebres

e End(G)eN?( et (eh End(K ey K $)Na(K) sont isomorphes. 11 suffit donc, pour décom-

poser e% en somme d’idempotents primitifs, d’étudier les algebres eXEnd(K )eh,

et leurs points fixes par 'action de G.
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7.2 Les sous-foncteurs du foncteur de Burnside en carac-
téristique 0

Je suppose ici que A = k est un corps de caractéristique 0. Je vais étudier les
sous-foncteurs du foncteur de Burnside.

7.2.1 Premier exemple

Je note tout d’abord que le foncteur L ; s’identifie au foncteur de Burnside:
en effet, pour tout groupe fini GG, j’ai

Ll,k(G) = Hom(l, G) ®€nd(1) k

Or Hom(1,G) est le groupe de Grothendieck des GG-ensembles-(1), i.e. des ¢
ensembles, et End(1) est réduit a k. Donc L x(G) = b(G), et cette identification
est un isomorphisme de foncteurs.

Il en résulte que b a un unique sous-foncteur maximal .J; 3, défini par

Jix(G) ={X € b(G) | VY (1)-ensemble-Gi, Y x5 X = 0}
OrsiY =1xG/1 xUet X ==Gx1/V x1,alors en identifiant End(1) a k, j’ai
Y 6 X = [1\G/V]

La dimension du quotient 51 x(G) = b(G)/J1 1(G) est donc le rang de la forme bi-
linéaire sur b((G) qui au couple (G/U,G/V) associe < G /U, G|V >q= |U\G/V|.
Il est alors facile de voir que:

a) Si X et Y sont dans b((), alors

< XY >e=< XY, G/G >aG

En particulier, les €% sont deux & deux orthogonaux pour la forme <, >¢.

b) Comme de plus

<eb, el >a=< e, GG >q= |Ng(H) > |KIX]K, H[=
KCH

|NG( Z Z N]](vH[

_L‘EG <z>CKCH

il en résulte que
¢1(G)
|Ne(H)
en notant ¢;((G) le nombre d’éléments © de G tels que < = >= G (nul si G

n’est pas cyclique). La dimension de S7;(G) est donc le nombre de classes de
conjugaison de sous-groupes cycliques de (.

G G
<eg,eg >Gg=
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Mais si je note Rg((G) 'anneau des représentations rationnelles de (7, je définis
un objet de Foncty(C) en tensorisant Ro(() par k. Il y a alors un morphisme
évident de b dans k ® Rg, qui a un G-ensemble associe son caractere. L'image de
ce morphisme admet 57, comme quotient, car Sy est 'unique quotient simple
de b. Comme la dimension de k& ® RQ(G) est précisément le nombre de classes de
conjugaison de sous-groupes cycliques de G, il en résulte la

Proposition 8: Le foncteur S, ; est isomorphe a £ ® Rg, qui est donc un
foncteur simple.

7.2.2 Les constantes mg

Plus généralement, soit I un sous-foncteur de b. Alors:
a) Pour tout groupe fini G, le module /() est un idéal de b((): j’ai déja observé
en effet que si X et Y sont des G-ensembles, alors Y xg X s'identifie & Y X.
Doncsi X € I((G), alors Y X € I(G) pour tout Y de b(G). Comme b(() est semi-
simple, il existe une partie A(G') de 'ensemble des sous-groupes de (& telle que
I(@) soit le sous-k-espace vectoriel de b((7) engendré par les €5, pour H € A(G).
b) Si H est un sous-groupe de (7, je dois avoir

d$GI(H) C I(G)
et comme IndGef! est un multiple non-nul de %, je dois avoir
HCG, Ke AH)= K € A(G)
¢) De méme, je dois avoir
Resf1(G) C I(H)

et comme

G G _ H
Resper = Z Efa

z€T (K ,H)

j’ai 'implication
HCG, KeAlG), z € G, K" CH= K€ A(H)

¢) En particulier, si K € A(G), alors K € A(K). Inversement, si K € A(K), alors
K € A(G). En notant A I’ensemble des groupes finis K pour lesquels K € A(K),
je vois que

AG) ={K CG|K € A}

d) Soit N un sous-groupe normal du groupe G, et U un sous-groupe de G conte-
nant N. Alors

G/N G
Infg/NeU/N = Z €x
XN=U
X mod. G

33



Donc, j’ai 'implication
UNeA XCG XN=U= Xecd
Autrement dit, puisque U/N est isomorphe a X/ X NN,

M<X, X/ MeA=XecA

d) Il reste a exprimer le fait que I doit étre stable par coinflation. Or si N est un
sous-groupe normal du groupe G, et si 7 désigne la projection de G sur G/N, il

est facile de voir que si X est un G-ensemble, alors ((G/N) x G/A(G)) xa X
s’identifie a I’ensemble N\ X des orbites de N sur X, considéré comme G//N-
ensemble. Je noterai encore X — N\ X Dapplication b((G/N) x G/A,(G)) de
b(G) dans b(G/N).
SiY € b(G/N) et X € b((), il est facile de voir que

N\(X.Infg,yY) = (N\X).Y
et en particulier si X = €%, il vient

[VINN|(N\ef) = (N\efp).Y
et cela prouve qu’il existe une constante rationnelle mg ~ telle que

N\efl = mfl,NefI/]V]\;N

Ces constantes meN peuvent toutes étre déduites du cas ou H = G en effet,

1
G G H
e = ——Ind7Fe

et de plus, pour tout Y de b(H)
N\IndGY = Indg/7 O((N 0 H)\Y)
en notant @ 'isomorphisme de H/H N N sur HN/N. Alors:

1 G/N H H/HNNy ING(HN)/HN| 5 G/N
Ind g(mH,HnNeH/HnN) = |Ng(H)/H| My HANCHN/N

N\ef = ——r
VB = NG T

ce qui donne finalement

o ING(HN)/HN]
"= NG (H)/H]

M HAN

- , _ . H
ou ) al pose mg HnN = My gan-
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St N est un sous-groupe normal du groupe G, je nole mgn le nombre rationnel
tel que

G G/N
N\eg = manNeg/N

Comme N\(G/U) = (G/N)/(UN/N), la traduction de cette définition donne
alors
%lng | X|X]X,G[(G/N)/(XN/N) = mG,N%' Nzyj ) Y [X]Y, G[(G/N)/(Y/N)

ce qui prouve le lemme suivant:

Lemme 16: Soit N un sous-groupe normal du groupe (G, et Y un sous-
groupe de (G contenant N. Alors

> 1X

XN=Y

XX, G[= men|Y|X]Y, G|

et en particulier
1

MGN = T
G|«

> XXX, G

N=G

7.2.3 Les b-groupes

Ainsi, la famille A est telle que
a) Si G/N € A, alors GG € A.
b) Si G € Aet si mgn # 0, alors G/N € A.

Les éléments minimaux de A justifient alors la définition suivante:

Je dirai qu’un groupe fini G est un b-groupe si pour toul sous-groupe normal N
non-trivial de G, la constante mg n est nulle.

Remarque: La constante mg; est toujours égale a 1, ce qui est bien normal.
Plus généralement, si N est un sous-groupe du sous-groupe de Frattini de G,
alors mg ny = 1: en effet dans ce cas, I'égalité X N = (& entraine que X = GG. En
particulier, un b-groupe a un sous-groupe de Frattini trivial.

Le lemme suivant étudie le cas ou j’ai deux sous-groupes normaux de G

Lemme 17: Soit G un groupe fini, et N et M des sous-groupes normaux
de G. Alors:
1

MGN = T4 Z Y|X]Y, G[mG/Mv(YﬂN)M/M
Gl vy

=Y M=G
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Remarque: ’énoncé ci-dessus a un sens, car si Y M = G, alors (Y N N)M est
un sous-groupe normal de G.

La démonstration de ce lemme utilise le fait que si je note Kjxg(XM) l'en-
semble des compléments dans | X, G[ de XM, i.e. lensemble des sous-groupes
U de G contenant X tels que UM = G et U N XM = X, alors I’ensemble
1 X, G- Kjx ai(XM) est contractile (cf. [BO2]). Si ¢ est Iinclusion de cet en-
semble dans | X, G[, et si Y €]X,G[, alors :¥ est contractile si Y n’est pas un
complément de X M, et égal a | X, Y] sinon. Il vient

XX, G[= > XX YIXY, G
YM =G
Y DX
YNM=XnM

et cette égalité reste vraie méme dans le cas ou M est contenu dans X, ou dans
le cas ou XM = G, ces deux cas étant un peu douteux dans le raisonnement

ci-dessus, puisqu’alors X M €] X, G.

Je peux donc écrire

1 . .
magnN = 747 Z |X|X]X7 Y[X]Ya G[
Gl 5%

ou je somme sur les couples (X, Y') de sous-groupes de G tels que
XCV,XN=G, YM=G, YONM=XnM
Ces conditions se résument a
YN=YM=G, X(YAN)=M, X 2YAM

Alors, pour Y donné, la somme en X revient a sommer sur un sous-groupe R

(égal a X/Y N M) deY/Y N M, tel que
R(YNN)(YNM)/(YNM)=Y/Y M
La somme en X est donc égale a

|Y N M| E |R|)N<]R, Y/Y N M[: |Y N LMHY/Y N M|mY/YnM7(YnN)(Yr‘]M)/(YnM)
R

Or le groupe Y/Y N M est isomorphe a G/M, et cet isomorphisme envoie le
sous-groupe (Y N N) (Y NM)/(Y N M) sur (YN N)M/M. Finalement

1 .
= 1al > IYIXIY, Glma i, yanym/m
YN=YM=G

ma,N
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ce qui prouve le lemme.

En particulier, si N D M, et si YM = G, alors N = (Y N N)M et

1 .
S YR, Glmeg e = ma,mme N/

MGN = 747
G| YM=G

relation de transitivité qu’il est d’ailleurs immédiat de déduire de la définition des
constantes mg n. Elle montre que si M est un sous-groupe normal maximal de
G tel que mgp # 0, alors G/M est un b-groupe. Elle montre aussi qu’un groupe
G est un b-groupe si et seulement si mgy = 0 pour tout sous-groupe normal
minimal non-trivial N de G.

Soient donc M et N deux sous-groupes normaux de (. Si G/M est un b-
groupe, ’égalité du lemme 17 devient

1 .
magnN = m Z [Y[X]Y, G|
YN=YM=G
YNNCM

Alors si mgy # 0, il existe un sous-groupe Y de GG tel que YN = Y M = G,
et YN N C M. Alors le groupe G/M, isomorphe a Y/Y N M, est un quotient
du groupe Y/Y N N, isomorphe a G/N. Donc si M’ est un sous-groupe normal
maximal de (7 tel que mgar # 0, le quotient G/M" est un b-groupe, donc quotient
de G/N. Et puisque mgar # 0, le groupe G /M est quotient de G/M’.

Alors si M" est un autre sous-groupe normal maximal de G tel que mg v # 0, les
quotients G/M' et G/M" sont isomorphes. Je noterai 3(() ce quotient commun.
Tout b-groupe quotient de (& est quotient de (), et si N est un sous-groupe
normal de G tel que mg y # 0, alors 5(G) est quotient de G/N. D’ou:

Proposition 9: Soit ¢ un groupe fini. Il existe un unique quotient 3(G)
de G tel que

1. Si H est un b-groupe quotient de (&, alors H est quotient de ().

2. Si N est un sous-groupe normal de G tel que mgy # 0, alors 3(G)
est quotient de (G/N.

Remarque: En général, il existe plusieurs sous-groupes normaux M de G tels
que GG/M soit isomorphe a 8((): le noyau d’une surjection de G dans 5(G) n’est
pas déterminé de maniere unique.

Soient N et M deux sous-groupes normaux de (7, tels que les quotients G/N

et G/M soient isomorphes a 3(G). Alors:
1

magnN = @ Z |Y X’]Ya G[
YN=YM=(G
YNNCM
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et je peux sommer sur le groupe Z = Y (M N N). Il vient
1 .
magnN = @ Z Z [Y[X]Y, G|
ZNN=MnNN

ou encore par le lemme 16

mag,MnN .
mG,N:|T|ﬁ Z 1Z|X1Z, G
M =7N=G
ZNN=MnNN

et comme G/N et GG/M sont isomorphes, les conditions
IN=ZM=G, ZNN=MnNN

entrainent que Z N M = M N N. L’expression de mg n ci-dessus devient alors
symétrique en M et N, ce qui prouve que mg,n = mg,um. Je noterai m(() cette
constante commune, qui est non-nulle d’apres les remarques ci-dessus.

Il est possible de modifier un peu cette expression de m((): en effet, dire que

IN=/M=G, ZNN=ZNnM=MnNN

revient a dire que le groupe 7' = Z/M N N est un complément commun des
sous-groupes normaux N’ = N/M N N et M' = M/M N N dans le groupe
G' = G/M N N. Lintervalle |7, G| s’identifie a | 7', G'[. Ce dernier est lui méme
isomorphe a |1, N'[%' par I'application

Uelz' G'l— UnN €]1,N'[?
dont I'application inverse est

Ve, N7 —VZ ez, |

Et comme N’ N M’ = (1), les groupe N’ et M’ se centralisent, donc

JL, N'[7=]1, N7V <]1, N
qui s’identifie aussi & |M N N, N[“. Finalement

m(G) = mgn = megm =

mG7MnN|M N N|
14

XIM O N, N[C| Ka iy (M/M 0 N) 0 Kgnran(N/M 0 N))|
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Plus généralement, si M et N sont des sous-groupes normaux de G tels que G/M
soit isomorphe a G/N, je vais montrer que mg .y = mg . J'utiliserai le lemme
suivant:

Lemme 18: Soit N un sous-groupe normal du groupe (. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

1. La constante mg y est non-nulle.

2. Le groupe 3(G/N) est isomorphe a 3(G).

En effet, si mgn # 0, alors 5(G) est quotient de G//N. C’est un b-groupe, il est
donc quotient de B(G/N). Mais B(G/N) est un b-groupe quotient de G/N, donc
de GG, donc de B(G). Donc 3(G) et B(G/N) sont isomorphes.

Inversement, si 3(G) et B(G/N) sont isomorphes, soit M/N un sous-groupe
de G/N tel que (G/N)/(M/N) soit isomorphe a 3(G//N). Alors

mgmMm = MG,NMG/N,M/N

Mais comme /M est isomorphe a 3(G), j’ai mg .y = m(G) # 0. De méme, j’ai
menm/n = m(G/N) #0, donc mgny = m(G)/m(G/N) # 0. D’ott le lemme.

Alors si M et N sont des sous-groupes normaux de G tels que G/M soit
isomorphe a G/N, et si mg n = 0, le lemme 18 montre que comme (G /M) n’est
pas isomorphe a (), j’ai aussi mgar = 0. Et si mg n et mga sont tous deux
non-nuls, alors ils sont égaux a m(G)/m(G/N). Donc:

Corollaire: Si M et N sont des sous-groupes normaux de G tels que
(/M soit isomorphe & GG/N, alors mgy = mgn.

7.2.4 Les sous-foncteurs de b

Considérant de nouveau I’ensemble A défini a partir du sous-foncteur I du
foncteur de Burnside, je note B ’ensemble des éléments de A qui n’ont aucun
quotient propre dans A. Alors B est formé de b-groupes: en effet, si N « G € A,
et si mgn # 0, alors G/N € A.

De plus si un groupe (G a un quotient dans B, alors G € A. Inversement, si
G € A, et si H est un quotient minimal de G qui soit dans A, alors H € B.

Donc A est ’ensemble des groupes qui ont un quotient dans B. Inversement, si
B est un ensemble de b-groupes, soit Ag I’ensemble des groupes ayant un quotient
dans B. Je pose

I5(G) =< €% |HC G, He As >C b(G)

Cette expression définit un sous-foncteur Iz de b: il est clair que Iz est stable
par restriction et induction. Il est de méme stable par inflation, car tout groupe
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ayant un quotient dans Ap est dans Ag. Enfin, si H € Ag, si B € B est un
quotient de H et si N a H est tel que mpy ny # 0, alors B est un b-groupe quotient
de H. Donc B est quotient de 3(H), et S(H) € Ap. Mais comme mpg y # 0, j’ai
B(H) = B(H/N), donc H/N a un quotient dans B, et H/N € Ag. Donc I est
stable par coinflation, et c¢’est donc un sous-foncteur de b.

Ainsi tout sous-foncteur de b est de la forme I, pour un ensemble B conve-
nable de b-groupes. Soient alors Iz C Ip deux sous-foncteurs de b, tels que le
quotient Iz/Ip soit simple, isomorphe a Sg v, pour un groupe H et un Ext(H)-
module V. Alors le quotient I(H)/Ig(H) est isomorphe a V', et Ip/(K) = Ig(K)
pour tout groupe K d’ordre strictement plus petit que |H]|.

En particulier, si K est un sous-groupe propre de H qui est dans Apg/, alors
K est dans Ag. Comme Ig/(H) # Ig(H), il s’ensuit que H € Ag — Ag. Alors,
si H # B(H), le groupe B(H) est dans Apg: en effet, I'idempotent e est dans
Ip(H), et si N a H est tel que H/N = B(H), alors mygy # 0, donc egggg €
Ig(H) = Ig(H). Alors H a un quotient dans Ag, donc H est dans Ag.

Cela prouve donc que H = 3(H), donc que H est un b-groupe. De plus, le
quotient I/(H)/Ig(H) est non-trivial, mais il est au plus engendré par efl. Cet
élément est invariant par Ext(H), ce qui prouve que V est le module trivial. Donc
st Sg,v intervient dans b, alors H est un b-groupe et V est le module trivial.

Inversement, si H est un b-groupe, soit Iz un sous-foncteur propre du foncteur
Ity Alors si B € B, le groupe B est dans Ay, donc H est un quotient de B. Et
comme Iz # Itpy, le groupe H n’a aucun quotient dans B. Alors B est contenu
dans I"'ensemble By des b-groupes qui admettent H comme quotient propre. Donc
I est contenu dans Ip,,. Comme le groupe H n’a aucun quotient dans By, j’ai
I, # Iy, et I, est I'unique sous-foncteur maximal de Iyzy.

Le quotient I;py/1p,, est alors simple, isomorphe a Sk i, pour un b-groupe K
convenable. Comme aucun sous-groupe de H n’admet H comme quotient propre,
y’ai Ig,(H) = 0. D’autre part, le module Iz (H) est engendré par eff. Donc
Sk x(H) est isomorphe a k. Et si L est un groupe d’ordre strictement inférieur a
|H|, alors I{gy (L) = Ip,(L) =0, donc Sk (L) = 0. Par définition de Sk, il en

résulte que K = H, donc que le foncteur Sp intervient dans b. D’ou

Proposition 10: Soit H un groupe et V un kEzt(H)-module simple. Le
foncteur Spy intervient dans le foncteur de Burnside si et seulement
si H est un b-groupe et V = k.

Si G est un groupe et H est un b-groupe, alors Sp () est isomorphe au quotient
Iy (G) /15, (G). 11 a donc comme dimension sur & le nombre de classes de conju-
gaison de sous-groupes K de (G qui admettent H comme quotient, mais qui n’ont
aucun quotient dans By. Si K est un tel groupe, alors H est quotient de 3(K),
car c’est un b-groupe quotient de K. Alors si S(K) # H, le groupe B(K) est dans
By, et le groupe K a un quotient dans By. Donc 3(K) = H. Inversement, si K
est un groupe tel que 3(K) = H, et si L est un b-groupe quotient de K, alors L
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est quotient de H, et H ne peut pas étre quotient propre de L.
Donc

Proposition 11: Soit (G un groupe et H un b-groupe. Le module Sy ()
a pour dimension sur k£ le nombre de classes de conjugaison de sous-
groupes K de (i tels que §(K)= H.

Remarque: Dire que (K) = 1 revient a dire que mg g # 0, donc que K
est cyclique. La dimension de S;(G) est donc bien le nombre de classes de
conjugaison de sous-groupes cycliques de (.

Il reste a trouver la “multiplicité” de Sy, comme “facteur de composition” de
b: si iy est un idempotent de End(H) tel que End(H )iy soit une enveloppe pro-
jective du kExt H-module k étendu a End( H), cette multiplicité est par définition
la. dimension de Hom ponet (L i ena(myiy, 0) (cf. Lemme 2), ou encore la dimension

de igb(H). Comme efl agit par 0 sur k si K est un sous-groupe propre de 7, je
peux supposer que iy € eFEnd(H)ell. Alors

dimy, iggb(H) < dimy efb(H)

De plus eNg xg HIU =0si U # H, et eNg xg H/H = elf (cf. lemme 15). Donc
eHb(H) est de dimension 1. Comme Sp ;. intervient dans b, le module ib( H) est
non-nul. Il est donc de dimension 1.

Proposition 12: Si H est un b-groupe, le foncteur Sy intervient une
seule fois dans b.

Remarque: Le foncteur de Burnside admet une “suite de composition”, au sens
suivant: soient Hy, Hy,... H,, ... les classes d’isomorphisme de b-groupes, rangées
dans un ordre tel que

1 <j = |Hi| < |Hj]

et soit B, = {H,, Hyy1,...}. Alors B, D By,4q. De plus, le quotient I, /15, ., est
isomorphe a Sy, i, et intersection N, I, est nulle. Chaque facteur Sy i, pour H

b-groupe, apparait exactement une fois comme quotient de cette suite.

7.2.5 Exemples de b-groupes

1) J'ai déja observé que [3(() est trivial si et seulement si G est cyclique.
Ainsi, le seul groupe cyclique qui est un b-groupe est le groupe trivial.
2) Si ®((G) est le sous-groupe de Frattini de G, alors il est clair que pour tout
sous-groupe normal N de G

magN — MG N®(G)
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puisque XN = G & X(N®(G)) = G. En particulier, si ¢ est un b-groupe, alors
®(G) = (1). Donc si GG est de plus un p-groupe, alors (¢ est abélien élémentaire.
3) Soit N un sous-groupe normal minimal d’un groupe . Si N est abélien, et si
X est un sous-groupe propre de GG tel que XN = (7, alors X est un complément
de N, et X est un sous-groupe maximal de G: en effet, si X C Y, alors Y N NV
est un sous-groupe normal de G (car il est normalisé par Y et N qui est abélien,
donc par YN = (). Donc ou bien Y N N = N et Y = GG, ou bien Y N N = (1),
et Y = X est un complément de N.

Cette remarque permet de calculer mg n: en notant Kg(N) I’ensemble des
compléments dans GG de N, j’ai

_ |Ka(NV)]

mG7N =1 ErEr—
| V]

4) 11 résulte des points 1), 2) et 3) que si GG est un p-groupe non-trivial qui est
aussi un b-groupe, alors ( est isomorphe a (Z/pZ)?*.
5) Le cas des b-groupes nilpotents sera réglé par les points précédents si je sais
ce qui se passe pour un produit direct de groupes (d’ordres premiers entre eux).
Il est commode pour cela de généraliser les calculs relatifs aux constantes mg .
Soit (Xs) une suite de variables indexée par les classes de groupes finis simples
S. Si G est un groupe fini, je note vg((G) la multiplicité de S comme facteur de
composition de (G, et je pose

P(G) =[] x&@
S

considéré comme un polynéme de Z[(Xs)]. Je pose

P(G)= Y2 P(H)YIH.G

La propriété “générique” de I'application GG — P(G) est que si N est un sous-
groupe normal de G, alors

P(G) = P(N)P(G/N)
De méme:

Lemme 19: Soit N un sous-groupe normal du groupe (. Je pose

Qan= > P(YNNRY,G|

YN=G

Alors si R est un sous-groupe de (G contenant N

S P(H)XIH, Gl= Qe P(R/N)XIR/N, GIN]

HN=R
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et en particulier

P(G) = P(G/N)Qa.n

La démonstration de ce lemme est analogue a celle du lemme 17: je sais que

)Z]Ha G[: Z X]H7 Y[)E]Y7 G[

YN =G
YD H
YNN=HNN

Mais si HN = R, j’ai P(H)P(N) = P(R)P(H N N), ou encore
P(H) = P(R/N)P(H N N)

De plus, si YN =G et YNN = HN N, alors |H, Y[ est isomorphe a |HN, G,
donc a |R/N,G/N| si HN = R. D’ou la premiere égalité.

Alors dans la somme définissant P(G), je regroupe les termes H correspondant
a un groupe HN = R donné. Il vient

P(G)= > > P(H)X]H,G|
NCRCG HN=R
et la premiere égalité prouve alors le lemme.
La démonstration du lemme 17, transcrite mot pour mot ici, donne le

Lemme 20: Soient M et N des sous-groupes normaux du groupe G.
Alors

Qon = Z P(YNNNM)Y]Y, G[QG/M,(YnN)M/M
YN=YM=G

En particulier, si G est le produit direct M x N, alors dire que YN = Y M =
GG revient a dire que la premiere projection de Y est égale a M et sa seconde
projection a N. Dans ces conditions:

Lemme 21: Si YV est un sous-groupe de M x N tel que pi(Y) = M et
p2(Y) = M, alors |Y, M x N| s’identifie & ](1), ¢(Y)[?Y), ensemble des sous-
groupes normaux propres non-triviaux de ¢(Y).

En effet, soit s (resp. t) une surjection de M dans ¢(Y) (resp. de N dans ¢(Y)),
telle que
Y ={(m,n)e M xN |s(m)=1(n)}
Si Z est un sous-groupe de M x N contenant Y, alors f(Z) = s(k1(Z)) est un
sous-groupe normal de ¢(Y). Inversement, si P est un sous-groupe normal de
q(Y), alors
g(P) = {(m,n) € M x N | s(m)t(n)"' € P}
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est un sous-groupe de M x N contenant Y. Il est facile de voir que f et g sont
des bijections inverses I'une de 'autre, ce qui prouve le lemme.
Dans le cas ou G = M x N, le lemme 20 s’écrit

QMxN,N = Z )1"](1)7 Q(Y)[q(Y)QN,kQ(Y)

P1 (Yv):]\J7 P2 (Y):N

ou encore puisque Qg .y = ]5](5((;/;])\7), et puisque N/ky(Y) = q(Y)

Lemme 22: Soient M et N des groupes finis. Alors

q(Y)['™)
q(Y))

P(M x N)= P(M)P(N) 3 ’2](1];’(

P1 (}/7):]\47 P2 (Y):N

En particulier, si M et N n’ont aucun quotient commun non-trivial,
alors

P(M x N) = P(M)P(N)

Remarques:a) Il n’y a pas de probleme a diviser par P(q(Y)): en effet, si G est
un groupe, alors P(G) # 0, car le terme de plus haut degré de p(G) est égal a
P(G), donc non-nul.

b) L’ensemble des sous-groupes normaux propres non-triviaux d’un groupe i est
contractile, sauf si (G est produit direct de ses sous-groupes normaux minimaux,
i.e. produit direct de groupes simples (dans le cas contraire, le groupe G admet
en effet un sous-groupe normal propre non-trivial n’ayant aucun complément
normal dans (7). En notant G le plus grand quotient semi-simple de 7, le lemme
22 montre en fait que

P(M x N) _ P(M) P(N)
P(M, x N,)  P(M,) P(N,)

D’autre part, si S est un groupe simple, et k un entier positif, en posant M = §*~!
et N =5, le lemme 22 permet de calculer

B aky _ Brok—1\F _S(Sk_las)
P(S7) = P(S")P(S)(1 9) )
ce qui donne
P(5*) = 1:[0(15(5) —5(5",9))

en notant s(S¥~1, S) le nombre de surjections de S*~! dans S, égal & p*~! — 1 si
S =27Z/pZ,et a (k—1)]Aut(S5)| si S est non-abélien. I’ensemble de ces formules
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permet donc le calcul de P(M x N) en fonction de P(M), de P(N) et des groupes
M et N.

Proposition 13: Soient M et N des groupes n’ayant aucun quotient
commun non-trivial. Alors (M x N) = (M) x (N), et m(M x N) =

En effet, soit A un sous-groupe normal de M tel que M/A = B(M), et B un
sous-groupe normal de N tel que N/B = 3(N). Je peux écrire

P(M x N) = P(M)P(N)
et
P(M x N/(A x B)) = P(M/A)P(N/B)

En faisant le quotient de ces deux égalités, il vient

QmMxN.axB = @m,aQN,B (1)
De plus la définition de (Qar,4 donne

Qua= )Y PHNAXH M|
HA=M
En multipliant cette égalité par P(M), comme P(H)P(A) = P(M)P(H N A) si
HA = M, il vient

P(M)Qu.a= P(A) > P(H)X]H,G

HA=M

Je noterai p (resp. ¢, p) I’évaluation du polynéme P (resp. @), P) obtenue en
remplacant pour tout groupe simple S la variable Xg par |S|. Alors p(G) = |G|,
et ’évaluation de 1’égalité ci-dessus donne

|Mqar,a = |Al|M|mar,a

par définition de mas 4. Donc gara = |A|mara, et 'évaluation de Iégalité (1)
donne
|A||Blmayrxn,axs = |Almar,a| Blmy, s
soit
MMxN,AxB = MM AMN B = m(M)m(N) (2)

Donc marxnaxs # 0, et B(M x N) est un quotient de M x N/(A x B) =
B(M) x B(N).

Mais B(M) et B(N) sont des b-groupes quotient de M x N, donc de (M x N).

Si s (resp. t) est une surjection de S(M x N) dans B(M) (resp. dans B(N)), et si
Y est I'image de (M x N) par s x t dans B(M) x B(N), alors p1(Y') = (M),
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et po(Y) = B(N). Comme 3(M) et B(N) n’ont aucun quotient commun, il en
résulte que ¢(Y) = (1), donc que Y = 3(M) x B(N). Alors (M) x B(N) est un
quotient de B(M x N), et ces groupes sont donc isomorphes. La seconde assertion
de la proposition résulte alors de I’égalité (2).

Corollaire: Si M et N sont des b-groupes n’ayant aucun quotient com-
mun non-trivial, alors M x N est un b-groupe.

C’est le cas M = (M) et N = B(N) de la proposition.

Alors soit G un groupe nilpotent. Le groupe G est produit direct de ses p-
Sylows. Soit I I’ensemble des nombres premiers p pour lesquels le p-Sylow S, de
G n’est pas cyclique. Il résulte du point 4) que 3(S,) = (1) si p € I, et que
B(S,) = (Z/pZ)* sinon. Alors 3(G) est le produit direct des groupes (Z/pZ)?

pour p € I. En notant n le produit des éléments de I, j’ai donc

B(G) = (Z/nZ)’

et n est un entier sans facteur carré. Donc si G est un b-groupe nilpotent, alors
il existe un entier n sans facteur carré tel que G soit isomorphe & (Z/nZ)>.
Inversement, un tel groupe est le produit pour p divisant n des groupes (Z/pZ)?,
qui sont des b-groupes sans quotient commun non-trivial. Alors G est un b-groupe,
ce qui prouve la proposition suivante:

Proposition 14: Les conditions suivantes sont équivalentes:
1. Le groupe (G est un b-groupe nilpotent.

2. Il existe un entier n sans facteur carré tel que (G soit isomorphe a

(Z/nZ)?.

6) Si S est un groupe simple non-abélien, alors S est évidemment un b-groupe.
Le calcul de ]5(51“) effectué ci-dessus permet de montrer que S* est un b-groupe
si et seulement si £ = 0 ou £ = 1. Donc si GG est un b-groupe semi-simple, alors G
est le produit direct d’un b-groupe nilpotent (voir ci-dessus) et d’un produit de
groupes simples non-abéliens deux a deux non isomorphes. Inversement, de tels
groupes sont des b-groupes.

7) Les groupes symétriques S,,, pour n # 2, sont des b-groupes: en effet, le seul
quotient propre non-trivial de S,,, pour n = 3 ou n > 5 est Z/2Z, qui n’est pas
un b-groupe. Or (5,) n’est pas trivial car S,, n’est pas cyclique. Le cas n = 4 se
traite en montrant de plus que si N est le sous-groupe normal d’ordre 4 de Sj,
alors mg, y = 0: en effet, NV est un sous-groupe normal minimal de Sy, et N a
4 = |N| compléments dans Sy (cf. point 3)).

8) Plus généralement, un groupe résoluble G est un b-groupe si et seulement si
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tout sous-groupe normal minimal N de (G a exactement |N| compléments dans
(G. Si N est non-central, cela revient a dire que N admet des compléments dans
(7, tous conjugués. Et si N est central, d’ordre premier p, cela revient a dire que
G = N x H, ou H est un groupe tel que le p-Sylow de H/[H, H] soit cyclique et
non-trivial.

8 Exemples de foncteurs simples

L’exemple des foncteurs Sy, lorsque H est un b-groupe et k un corps de
caractéristique 0 montre que les foncteurs simples ont une structure assez com-
plexe: que-dire en effet du nombre de classes de conjugaison de sous-groupes K
d’un groupe G pour lesquels (K) = H? Que dire de Sg lorsque H n’est pas
un b-groupe, ou lorsque k est un corps de caractéristique p > 07

Tout d’abord une remarque, valable dans le cas général: j’al vu que si Sx v
est un objet simple de Fonct4(C), et si Y est un objet de C, alors

Sxv(Y) = Hom(X,Y)@)gnd(X)V/{Z ¢ @v; | Vi € Hom(Y, X), Z(;/}gbi)vi =0}

Mais siv € V—{0}, comme V est un End( X )-module simple, alors V = End(X)v.
Alors I'application de Hom(X,Y) dans Sx v(Y') qui a ¢ associe 'image de ¢ @ v
est surjective. Son noyau est ’ensemble des ¢ tels que pour tout ¢ € Hom(Y, X),
le produit »¢ annule v. Donc, j’ai aussi

Sxv(Y) =Hom(X,Y)/{¢ | Vo € Hom(Y, X), (¢¥¢)v =0}

formule un peu plus simple, mais moins canonique.

8.1 Le cas des foncteurs de Mackey globaux

C’est le cas ou les foncteurs simples sont vraiment simples... Ici, 'anneau A
est un corps k quelconque, et la catégorie considéré est la catégorie D = Cp o,
lorsque P et Q sont réduites au groupe trivial. Les objets de D sont donc les
groupes finis, et si H et (G sont deux groupes finis, alors Homp(H,G) est le
produit tensoriel par k& du groupe de Grothendieck des G-ensembles-H qui sont
libres a gauche et a droite.

Alors un objet de Foncty(D) n’est autre que ce que Webb appelait un foncteur
de Mackey global (cf. [WE1]): il ne tient compte que de I'induction, la restriction,
et du transport par isomorphisme.

Soit H un groupe fini, et V un kFzt(H) module simple. Je vais montrer
comment l'expression ci-dessus permet de retrouver celle donnée par Webb dans

[WE1].
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Si G est un groupe fini, j’ai
Suv(G) =Hom(H,G)/{¢ | VY € Hom(G, H), (vé)v =0}

D’autre part, le module V' est annulé par tous les H-ensembles- H qui factorisent
par un groupe d’ordre strictement inférieur a celui de H. Alorssi ¢ = Gx H/L €
Homp(H,H), je dois avoir ki (L) = ka(L) = (1) si ¢ est libre a gauche et a droite.
Et si 'image ¢ de ¢ dans Sgyv(G) est non-nulle, alors ¢ ne factorise pas par un
groupe d’ordre strictement plus petit que celui de H, ce qui impose ¢(L) = H.
Alors il existe un morphisme injectif f de H dans K tel que L = A¢(H).

Soit alors A = 32, A¢GG x H/A¢(H) un élément de Hom(H, ). L'image de A
dans Sy y(G) est nulle si et seulement si pour tout ¢ € Hom(H, &)

;Mw X (G x H/A¢(H))).v =0 (Zy)

11 suffit de considérer les conditions (Z,) lorsque ¢ est de la forme H x G/M,
et ne factorise pas par un groupe d’ordre strictement plus petit que celui de H,
donc lorsque M est de la forme A,(H)*, pour une injection g de H dans G.

Par la formule de Mackey, la condition (7, ) s’écrit alors

> ApH < Hf{(h, g(h))} &V {(f(R), ) }.0 =0
f
€ g(H\G/f(H)

ou encore

> At x HI{(g7 (e), [7H(e)) | e € g(H) N7 f(H)}.o =0
!
2 € g(H\G/f(H)

Les seuls termes non-nuls de cette somme sont ceux pour lesquels g(H) =% f(H),
car les autres H-ensembles-H qui y figurent annulent V. Les conditions (Zy) se
décomposent donc en une série de conditions indépendantes suivant la classe de
conjugaison dans GG de g(H).

De plus si g(H) =* f(H), le groupe A¢(H) est conjugué dans G x H d’un
groupe Ay (H), ou f' est un isomorphisme de H sur g(H), donc de la forme
' = g0, ou 6 est un automorphisme de H. Finalement, les conditions (Z,) se
résument a

> Ao H x H[{(g7"().07 g7 (")) [ c € g(H)}v =0
2€NG(9(H))/9(H)
Orsiz € Ng(g(H)), soit g, 'automorphisme de H défini par g.(H) = g~'(*g(h)).

[.’équation ci-dessus s’écrit encore

Z )\gQHxH/{(gZ(h),Q_l(h)) |he Hv=10
2€Ng(9(H))/9(H)
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Or
H o H {02 (1), 07 (W) | h € HY = (H % HIALL(H)) i (H % H/Aq(H))
et H x H/Ag(H).v = 0.v. La condition s’écrit donc

Tré\lf?(g(H))/g(H)(Z Aygb.v) =0
0
ou je fais agir z € Ng(g(H))/g(H) sur V par 'automorphisme g..
Alors l'application de Hom(H,G) dans W = (QBKTriVG(R)/B(V))G, ou la

somme porte sur les sous-groupes de (¢ isomorphes a H, qui envoie G x H/A;(H)
sur Trﬁf(f(H))/f(H)(v)

et W. Dou

passe au quotient et induit un isomorphisme entre Sy v ()

Proposition 15: Si D = Cp),1), si H est un groupe, et V un kFEzt(H)
module simple, alors

Na(K) /K
Suy(G) =@ Trys ™ (v)
[K]

la somme portant sur les classes de conjugaison de sous-groupes de &
isomorphes a H.

8.2 Les foncteurs Sy

Ici, je considere la catégorie C toute entiere, et je suppose que 'anneau A est
un corps k. Si H est un groupe fini, si k est le kExzt(H) module trivial, et si GG
est un groupe fini, alors Sy x(G) est donné comme précédemment par

Sux(G) = Home(H, G)[{6 | ¥ € Hom(Gi, H), 6.1 = 0}

La dimension de Sy () est donc le rang sur k de la forme bilinéaire sur Hom(H, )
qui a f et ¢ associe

< f,g>a=g".f1€ck
Si f = G x H/L factorise par un groupe H d’ordre strictement plus petit que
I'ordre de H, alors f est dans le noyau de cette forme. Il reste donc a considérer
les sous-groupes L de la forme A (K)*, ou K est un sous-groupe de GG et s une
surjection de K dans H. Si ¢ est une autre surjection de K dans H, telle que
Ker s = Ker ¢, alors il existe un auomorphisme 6 de H tel que t = s, et

Gx HIA(K) = (G x H)JAJK)) xg (Hx H/Ag(H)")
de sorte que pour tout ¢ € Hom(H, )

< ¢, G x HIN(K) >=< ¢,G x HIA;{(K)* >¢
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et la différence

G x H/A(K) — G x HIA(K)"

est dans le noyau de <, >g.
D’autre part, si L est un sous-groupe de G et ¢ une surjection de . dans H, alors

(Hxa/AJ(K))xa(GxH/A(L)) = > HxH/{(s(g9),t(¢")) | g € KN L}
zeK\G/L

Les termes de cette somme qui n’annulent pas le kFExzt(H) module k sont ceux
pour lesquel le groupe {(s(g),t(¢”)) | g € K N” L} est de la forme Ag(H), pour
un automorphisme 6 convenable de H. L’existence de # équivaut aux conditions
suivantes:

S(IKNTL)=t(K°NL)=Het KersN” L =KnN"Kert
ou encore (K, Ker s) — (“L,” Ker ). Alors
< GXHIA(L),GXxH]A{(K) >g= [{x € K\G/L | (K,Ker s) — ("L,” Ker 1)}|

Alors, soit by () I'espace ayant pour base les classes de conjugaison par GG de
couples (K, N) tels que K/N soit isomorphe a H. La dimension de Sy (G) est
le rang de la forme bilinéaire sur by () a valeurs dans k définie par

< (K,N),(L,M) >¢=|{z € K\G/L | (K,N) — ("L M)}|

Dans le cas ou H = (1), 'espace by () s’identifie a 'anneau de Burnside de G, et
la forme ci-dessus est la méme que celle utilisée plus haut, puisque deux couples
(K,K) et (H, H) sont toujours liés.

Proposition 16: Soient H et (¢ des groupes finis. Soit by((G) ’espace
vectoriel sur £ ayant pour base les classes de conjugaison par G de
couples (K, N) tels que K/N soit isomorphe & H. Alors la dimension
de Sy () est le rang de la forme bilinéaire sur by(() a valeurs dans k
définie par

< (K,N),(L,M)>g=|{x € K\G/L | (K,N)— (“L" M)}

Corollaire: Si H est un b-groupe, et k£ de caractéristique 0, ce rang est
le nombre de classes de conjugaison de sous-groupes K de (G tels que

B(K)=H.
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8.3 Certains foncteurs simples en caractéristique 0

Je supposerai ici également que la catégorie considérée est la catégorie C toute
entiere, et de plus que 'anneau A est un corps k de caractéristique 0.

Dans ces conditions, une premiere décomposition d’un objet M de
Fonet,(C) est donnée par la proposition 7, qui permet de se ramener a 1’étude

des modules e&M(G). Dans le cas ot M est un foncteur simple Sg,v, si H est un
groupe fini et V un K Ezt(H) module simple, je peux écrire

&Sy (G) = ZHom(H,G)/eEHom(H,G) N Jg,(G)
ou j’al posé, pour un vecteur v non-nul de V'
Juo(G) = {¢ € Hom(H,G) | Vb € Hom (G, H), (vé)v = 0}

Or Ju,(G) contient tous les ¢ qui factorisent par un groupe d’ordre strictement
plus petit que celui de H. Le module €& Sy v(G) est donc engendré par I'image

des éléments e& x g (G x H/A,(G1)*), ot G est un sous-groupe de G et s une
surjection de GGy dans H. Or un tel élément est nul si G; # G (cf. lemme 15).
Donc:

Proposition 17: Si H n’est pas un quotient de (7, alors

eCSyy(G) =0

Si s est une surjection de G dans H, je pose
Y, = 8 xq (G x HIA(G)")
Alors I'élément Y, A\, Y, de eNgHom(H, () est dans Jg,(G) si et seulement si pour

tout ¢ € Hom(G, H)
2 A@Ygr=0 (Zy)

La condition (Z;) est vide si 9 factorise par un groupe d’ordre strictement plus
petit que celui de H, et je me ramene au cas ou ¥ est de la forme H x G/ A(G1),
pour un sous-groupe (1 de G et une surjection ¢ de G dans H. Mais comme

(H x G/A(Gh)) xa Ys = (H x G/A(GY)) X eNg Xa (G x HIA(G)Y)

est nul si G4 # (G, les conditions (7, ) sont équivalentes a ’ensemble des conditions

(Zyyx), ot t décrit les surjections de G dans H. Or e est combinaison linéaire
d’éléments de la forme G x G/ X, pour X sous-groupe de (7, et

(HxG/A(G)) x6(Gx G/ X)xa (Gx HIA(G)) = Hx H/{(t(z),s(z)) | = € X}
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De plus H x H/{(t(z),s(x)) | + € X} annule v € V sauf s’il existe un automor-
phisme 6 de H tel que

{(t(z),s(x)) [z € X} = Ag(H)
ce qui équivaut aux conditions suivantes

XKert = XKers=G, XNKert=XnNKers (1)

La condition (Zyx) peut donc aussi s’écrire

SONIXINIX, GIH x H/{(t(z),5(z)) | 2 € X}.v =0

5, X

ou la somme en X porte sur les sous-groupes de G vérifiant les conditions (1).
Ces conditions sont invariantes par remplacement de X par X(Ker ¢ N Ker s),
ainsi que le sous-groupe {(t(z),s(z)) | * € X} de H x H, et je peux regrouper
les termes en X pour lesquels X(Ker ¢ N Ker s) est un sous-groupe U donné de
G, tel que

UKert =UKers=G, UNKert=UNKers=KertnKers (2)

Finalement, la condition (Zyx) devient

ngﬂer inker sAs|U XU, GIH x H/{(t(z),s(z)) |z € U}tw=0

s,U

ou la somme en U porte sur les sous-groupes de (& vérifiant les conditions (2).

Alors |U] = |G||Ker t N Ker s|/|Ker s| = |H||Ker ¢t N Ker s|. De plus |U, G|

sidentifie a JKer ¢ N Ker ¢, Ker ¢[Y, donc aussi a
JKer t N Ker s, Ker t[7** *=]Ker ¢t N Ker s, Ker ¢[“=](1), s(Ker ¢)["

puisque [Ker ¢, Ker s] C Ker t N Ker s C U.

Un sous-groupe U vérifiant les conditions (2) donne un automorphisme 6 de
H tel que Ag(H) C (¢ x s)(G), ou je note ¢ x s I'application g — (t(g),s(g)) de
GG dans H x H. Inversement, si un tel automorphisme 6 est donné, et si je pose

U={zeG|(t(zx),s(x)) € Ag(H)}

j'obtiens un sous-groupe U de G vérifiant les conditions (2). Cette correspondance
est bijective, et la condition (Zyx) devient

> Astg Ker (tXS)|Ker (t x 8)|X)(1), s(Ker t)[" > v=0 (Cy)
’ 0
Ap C (t x 8)(G)
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Si 0 et 0" sont deux automorphismes de H tels que
AQ(H) - (t X S)(G), Ag/(H) - (t X 8)(G)

alors, pour tout h € H, si x (resp. z') est un élément de G tel que s(x) = h et
O(h) = t(z) (resp. s(z') = h et (k) = t(2')), j’ai 2’z~" € Ker s, et §'(h)8(h)~" €
t(Ker s), donc

(0710 (h)h™! € 07 (1(Ker 5)) = s(Ker t)

et 0 peut s’écrire ' = fa, ot « est dans le sous-groupe Auty e, t)(H) des auto-
morphismes de H qui stabilisent le sous-groupe normal s(Ker ¢) de H et induisent
un automorphisme trivial sur le quotient H/s(Ker t).

Inversement, si Ag(H) C (1 x s)(G), et si @ € Aulyger4(H ), alors Ag,(H) C
(t x s)(G). Les automorphismes 6 intervenant dans le terme en s de la condition
C forment donc une seule classe a gauche modulo Aut, k-, t)(H).

Remarques: 1) La condition (C}) ne dépend en fait que de Ker ¢: en effet, si
est un automorphisme de H, alors la condition (Cy;) s’obtient en multipliant la
condition (C}) a gauche par c.

2) Si la condition (C}) est non-vide, alors il existe une surjection s de G dans H
et un automorphisme ¢ de H tels que

ma ke (sxt) 7 0, XJ(1),s(Ker t)[H# 0, Ay(H) C (s x t)(G)

Dans ces conditions, le groupe (1) x s(Ker t) admet pour complément le groupe
Ay(H) dans (s x t)(G). En notant N le sous-groupe normal s(Ker t) de H, il en
résulte que (s xt)(G) est isomorphe au produit semi-direct N xH. Comme de plus
X](1), s(Ker t)[7# 0, le groupe N est produit direct de sous-groupes distingués
minimaux de H. Enfin, comme mg ger (sx¢) 7 0, j’ai B(G) = B((s x 1)(G)). La

proposition 17 peut donc étre précisée:

Proposition 18: Si eNgSHy(G) # 0, alors il existe un sous-groupe normal
N de H, produit direct de sous-groupes normaux minimaux, tel que le
groupe N x H soit un quotient de G et que 3(G) = (N x H).

3) Si H est un b-groupe, ce dernier résultat se simplifie encore: en effet, si NV et
M sont deux sous-groupes normaux de G tels que les quotients G/N et G/M
soient isomorphes a H, je sais par le lemme 16 que

1 .
magnN = @ E Y[X]Y, G|

YN=YM=G
YNN=YNM

et j’al déja calculé cette expression avant le lemme 18, sous la forme

mamnn|M N N|
|G|

manN = XIMNN, N[G|K(;/MON(M/MON)OKG/MON(N/MON)|
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Alors, si s et ¢ sont des surjections de G dans H, st M = Ker s et N = Ker ¢, il
est facile de voir que les compléments communs de M/M NN et N/M N N dans
G/M N N sont en bijection avec les automorphismes ¢ de H tels que Ay(H) C
(s x1)(@). En notant k,, le nombre de tels automorphismes, I’expression ci-dessus

devient
ma Ker (s><25)|I<er (5 X t)| ~ H
mag,Kert = |G| X](l),S(KGI‘ t)[ ksvt

Alors si la condition (C}) est non-vide, il existe une surjection s de G dans H telle
que cette expression soit non-nulle. Alors mg k., + # 0, et le quotient /Ker ¢ est
un b-groupe (isomorphe a H). Il en résulte que 3(G) = H. Donc

Proposition 19: Si H est un b-groupe et si eNgSHy # 0, alors 3(G) = H.
De plus, dans ces conditions, la condition (C}) peut s’écrire

S AV Ma myc(sxiy@)(d0) =0

en notant VMa,)c(sxr)(@)(¢.v) la valeur moyenne des ¢.v

1
V Ma,(myc(sxiy)(9-v) = ks Z ¢.v
St A 4(H)C(sx4)(G)

En particulier, si V' est le module trivial, alors cette condition se résume a 3°, As =
0. Il en résulte que €4Sy () est de dimension 1 si 8(G) = H, et nul sinon: c’est
essentiellement ce qu’affirme la proposition 11.
4) Je dirai qu'un kExt(H)-module V est primitifsi pour tout sous-groupe normal
non-trivial N de H, j’ai VA*~(H) = 0, Cette définition est une extension de la
définition de caractere primitif modulo un entier n: un caractere primitif modulo
n définit en effet a ce sens un C(Z/nZ)*-module primitif.

Il résulte des remarques ci-dessus que si V est un kFzt(H)-module primitif,
alors la somme 3" () ¢.v est nulle sauf si le groupe s(Ker t) est trivial, i.e. si

Ker s = Ker t. La condition (C}) devient alors

ma Ker t|K€I’ t| Z )\5¢57t.v =0
Ker s=Ker¢

en notant ¢, 'automorphisme de H tel que ¢5,4 = s. En particulier, si cette
condition est non-vide, alors mg ke, + # 0, donc B(G) = B(H). La condition (C})

se réduit alors a
E )\¢t¢.v =0
b€ Aut(H)

Soit alors W une somme directe de copies de V, indexée par les sous-groupes
normaux N de G tels que (G/N soit isomorphe a H. Si N est un tel sous-groupe
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normal, je choisis une surjection t{y de noyau N de GG dans H. Si s est une
surjection quelconque de 7 dans H, je note t; 'automorphisme de H défini
par Y lie s = 8. Alors 'application de egHom(H, (i) dans W qui a Y; associe
le vecteur ¢s.v de la composante correspondant a N = Ker s de W passe au
quotient et induit un isomorphisme de e&Syv(G) sur W. Compte tenu de la
proposition 7, il vient alors

Proposition 20: Si V est un kFExt(H)-module primitif, alors
SH,V(G) = @(KN)VNG(K,N)/K

ou la somme porte sur les classes de conjugaison par (G de couples
(K, N) formés d’un sous-groupe K de (¢ et d’un sous-groupe normal N
de K tels que K/N = H et §(K) = p(H).

Corollaire: Si H est un groupe cyclique d’ordre n, et ( un caractere
primitif modulo n, alors la dimension de Spyy((G) est le nombre de
classes de conjugaison de sous-groupes cycliques K d’ordre multiple
de n, pour lesquels I'image naturelle de Ng(K)/K dans (Z/nZ)* est
contenue dans le noyau de (.

9 Llalgébre eG&nd(G)ed

Je considere ici a nouveau la catégorie C toute entiere, et je suppose que
I’anneau A est un corps k de caractéristique 0. Si G est un groupe fini, je pose

E(G) = SEnd(G)e

C’est l'algebre d’endomorphisme du foncteur L =, qui contient toutes les
fa

G,End(G)
enveloppes projectives des foncteurs Sy correspondants aux kFEzt(G)-modules
simples V.

9.1 Une base naturelle

L’algebre £(() est engendrée sur k par les éléments de la forme

YL = eNg Xg(G X G/L) XaG eg

ou L décrit les sous-groupes de G x (5. Par le lemme 15, un tel élément est nul,
sauf si py(L) = p2(L) = G je dirai dans ces conditions que le sous-groupe L est
un sous-groupe salurant de G x (.

Si L est un sous-groupe saturant, je peux encore écrire

1

Y; = —
P ap

S IX|IVRIX, GIRIY, GLG x GIA(X) L+ A(Y)

X,YCG
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et de plus
AX)« L+ A(Y)=(X xY)NnL

Donc le plus grand sous-groupe M de G x G tel que G x G/M apparaisse dans
la décomposition de Y7, est le groupe L, et le coefficient de G x G/ L dans Y7, est
obtenu pour X =Y = (. Il est donc égal a 1. Ceci prouve la

Proposition 21: Les éléments Y7, lorsque L décrit I’ensemble des sous-
groupes saturants de (G x G modulo conjugaison par G x ¢, forment une

base de £((G) sur k.

Un sous-groupe saturant L de GG x GG est défini par les sous-groupes normaux

Ny = k(L) et Ny = ky(L) de GG, et par un isomorphisme # de G/N; sur GG/Ny:
LN17N279 = {(a, b) cGxG | alN; = G(bNg)}

Les sous-groupes Ly, n, 6 et Lys ng ¢ sont conjugués dans GG X (G si et seulement
si 1l existe x et y dans G tels que

aNy = 0(bN,) < a”N! = 0'(b'N)

En particulier le cas b = 1 entraine que N; = Nj. De méme, j’ai Ny = NJ, et
alors la condition ci-dessus devient

O(bNy)™ = 0'((bN3)Y)
et 0 et 0’ ne different que par un automorphisme intérieur de GG/Nj.

Corollaire: La dimension de £(G) sur k est égale a

dimy £(G) = le |Ext(H)||n(G, H)J?

ou la somme porte sur les quotients deux a4 deux non-isomorphes de
G, et n(G, H) désigne le nombre de sous-groupes normaux N de G tels
que G/N soit isomorphe & H.

9.2 Multiplication

Il est possible d’expliciter les formules de calcul de la multiplication dans la
base Y7: soient L et M des sous-groupes saturants de G x G. Alors:

YL.YM: GNg Xg(GX G/L XGeNg XgGX G/M) XGeNg

De plus

1

G xG/L xGeNngGxG/M: i

ST IXINIX, GG x G/L+ A(X)+« M

Xca
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Il en résulte, par multiplication a gauche et a droite par eNg, que

1 .
ViY== > |X|X]X,GYrax)em
Gl xesEan

en notant 6(L, M) I'ensemble des sous-groupes X de G x G tels que Lx A(X)* M
soit un sous-groupe saturant de G x G.

Or
LxA(X)«M ={(a,b) e G x G|z € X, (a,z)€ L, (z,b) € M}

Alors si L+ A(X) * M est saturant, pour tout élément a de G, il existe z € X
tel que (a,z) € L. Inversement, si cette condition est réalisée, alors pour tout
a € (G, il existe x € X tel que (a,z) € L. Mais comme M est saturant, il existe
b€ G tel que (z,b) € M. Alors (a,b) € L+ A(X) * M, et la premiére projection
de L A(X)* M est égale a G.

Donc le groupe Lx A(X)* M est saturant si et seulement si, pour tout a € G,
il existe € X tel que (a,z) € L, et si pour tout b € G, il existe z € X tel que
(z,0) € M.

Si ces conditions sont remplies, et si b € (7, alors il existe a tel que (a,b) € L,
car L est saturant. Mais alors il existe z tel que (a,z) € L. Alors 27'.b € kqo( L),
ce qui prouve que G = Xky(L). De méme, j'ai G = Xk (M).

Inversement, si Xko(L) = Xki(M) = G, et si a € A, il existe b € G tel
que (a,b) € L, car L est saturant. Alors b peut s’écrire b = zn, pour z € X et

n € ky(L). Alors (1,n) € L, et (a,z) = (a,b)(1,n)~! € L. Donc
X € 6(L, M) & Xhky(L) = Xk (M) = G

Or le groupe L+ A(X)#* M ne change pas si je remplace X par X (ko(L) Nk (M)).
En regroupant les termes X pour lesquels X (ko(L)N k(M) est un sous-groupe 2
donné de (7, et en notant x(L, M) I'ensemble des sous-groupe Z de i contenant

ko(L) N ki (M), et tels que Zko(L) = Zky(M) = G, il vient
MG ky (L)Nky (M)

YL.YM = E |Z|X/]Z7 G[YL*A(Z)*M
|G| Zem(L,M)

Soit alors o(L, M) I'ensemble des sous-groupes saturants de GG x (G contenant
ki1(L) x ko(M) et contenus dans L * M. Il est clair que si Z € =(L, M), alors
f(Z)=L+«A(Z)x M € o(L,M). Inversement, si P € o(L, M), je pose

f'(P)={2€G|3(a,b) € P, (a,z) € L, (2,b) € M}

Alors f'(P) est un sous-groupe de G. Si z € ko(L) N k1 (M), alors z € f/(P) (c’est
le cas @ = b =1 de la définition). Comme P est un sous-groupe saturant, pour
tout a € G, il existe b € G tel que (a,b) € P. Et comme P C L x M, il existe
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g € G tel que (a,g) € Let (g,b) € M. Alors g € f'(P), et (a,b) € Lx f'(P)* M.
Donc le groupe L f'(P)+ M est saturant, ce qui prouve que f'(P) € x(L, M).
Alors
[r(P)=A{(a,b) |3z € ['(P )7 (a,2) € (va)EM}

={(a,b) | Iz € G, (', V') € P, (a,2) € (z,b) M, (d',z) € L, (z,8) € M}
Alors si (a,b) € ff'(P), jai a~'a’ € k(L) et b7 € kg(M) donc (a,b) €
(k1(L)x ko(M))P = P, ce qui prouve que ff'(P) g P. Mals si(a,b) e P C L*M
alors il existe z € G tel que (a,z) € L et z,b) . Alors z € f'(P), e

(
(a,b) € Lx A(f'(P))* M = ff'(P). Donc ff'(P)
Inversement, si Z € w(L, M), alors

[ f(Z)={x|3(a,b) € LxA(Z) x z)€ L, (x,b) € M}

[f(Z)y=A{x|3z € Z,3(a,b), (a,z) € L, (x M, (a,z) € L, (z,b) € M}

M, (a,
b) €
Alorssiz € f'f(Z), Jai z7'a € ke(L) Nk (M) C Z, donc z € Z, et f'f(Z) C Z.
Et si z € Z, alors il existe (a,b) tel que (a,z) € L et (z,b) € M. Alors (a,b) €
f(Z), et z€ f'f(Z). Done f'f(Z)=Z.

Alors f et f' sont des bijections inverses 'une de l'autre entre =(L, M) et
o(L,M). Comme f et f’ sont croissantes pour l'inclusion, il en résulte que
(L, M) et o(L, M) sont des ensembles ordonnés isomorphes. En particulier, si
Z en(L,M), alors X|Z,G[=X]f(Z), L+« M|.

Comme de plus |f(Z)| = |Z]||ki(L)||k2(M)], jai

(A _ 14

L+ M| |G

et en réecrivant la formule du produit, j’obtiens la

Proposition 22: Si . et M sont des sous-groupes saturants de G x G,
alors

Yy, Yy = CGR@OBOD S~ piap L M Ve
| L+ M| Peo(L,M)

ou o(L,M) désigne I’ensemble des sous-groupes saturants de G x
contenus dans L+ M et contenant k(L) x ky(M).
Corollaire: Si . est un sous-groupe saturant de G x , alors

Yi..Yoxa = mar,1)Yoxe = mar)Yoxe = Yaxa YL

L’application Y7, — mg i,y = mar, (1) définit donc un homomorphisme
d’algebres de £((/) dans k, et kYs s est un idéal central de £(G), de

carré nul si G n’est pas cyclique.

En effet, si M = G x G, alors ki (M) = ko(M) = G, et o(L, M) = {G x G}. Le
corollaire résulte alors du corollaire du lemme 18, du fait que G/ k(L) et G//ko(L)
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sont isomorphes, et du fait que mg g est nul si G n’est pas cyclique.
Remarque: Tous les groupes P tels que Yp intervienne dans la décomposition
de Y7,.Yas sont tels que ¢(P) est un quotient commun de ¢(L) et g(M), et admet
pour quotient ¢(L x M).

9.3 Semi-simplicité

Le résultat précédent indique que si GG n’est pas cyclique, alors £(G) n’est
pas semi-simple. Inversement, si GG est cyclique d’ordre n, et si L est un sous-
groupe saturant de G x (G, alors L est caractérisé par un diviseur d de n, et par
un automorphisme (extérieur) de Z/dZ, i.e. un élément u de (Z/dZ)*: le groupe
Ly, associé au couple (d,u) est 'ensemble des couples (a,b) € (Z/nZ)? tels que
a —ub € dZ/nZ. Je noterai Yy, I'élément Y7, .

Pour calculer le produit de deux tels éléments Y, ,, et Y, ,,, je dois (par exemple)
trouver ’ensemble w (L, ,, L., ): c’est ’ensemble des sous-groupes X de Z/nZ tels
que X DdZ/nZNeZ/nZ et X.dZ/nZ = X.eZ/nZ = Z/nZ. Un tel X est de la
forme fZ/nZ, pour un diviseur f convenable de n, et les conditions précédentes
signifient que f est premier a d et a e, et que f divise le ppecm d V e de d et e.
Alors f =1, et X = Z/nZ. Autrement dit, I’ensemble (L, L. ) est réduit a
{Z/nZ}, donc I'ensemble o( Ly, Le,) est réduit a {Lq, * L., }. Alors

Yiu-Yeo = MGk (Lau)nks (Leso) Yoa uxTie o

Or
Liw* Loy = {(a,b) € (Z/nZ)* | 3z, a = uz(d),z = vb(e)}

Donc Ly * Ley € Lge)un, en notant (d,e) le pged de d et e.

Comme v est premier a e, j'ai (vd,e) = (d,e), et il existe des entiers k et
[ tels que kvd + le = (d,e). Alors si a et b sont tels que a = wvb((d,e)), i.e.
uva = b+ m(d,e), et si = uva — mkd, j'ai ua = x(d) et

ve = vua —vmkd = b+ m(d,e) —m((d,e) — le) = b+ mle = b(e)

Donc Lgy * Ley = Lge),uv- Comme de plus ky(Lgy) N ki(Ley) = (dV e)Z/nZ, et
comme m(Z/aZ) = ¢(a)/a, il en résulte que

é(n)/n _p(n)dVve é(n)dep((d,e))

ki be) T gav e fdve T ng(dVe) — (deng(d)gle)

Finalement

mu%m:qﬁ(n) d__e ¢((d’e))Y(d,eW

n ¢(d)g(e) (d,e)

Yiu, j'al donc

é(d)n
b(n)d

En posant Wy, =

Wd,u-We,u = W(d,e),uv
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Comme les W, forment une base de £(Z/nZ), il en résulte le
Corollaire: L’algebre £(Z/nZ) est commutative.

Si je pose a présent

= > pu(d/x)W,

z|d

alors en ordonnant convenablement les couples (d, u), la matrice de passage des
Wiy, aux Zg, est triangulaire avec des 1 sur la diagonale, et les Z;, forment une

base de E(Z/nZ). De plus

Zd,uWe,v = Z /L(d/-r)w(z,e),uv

z|d
ou encore
Zd,uWe,u = Z ( Z (d/l’)) m,uv
m|(d,e) :Eld
(z,e)=m

Or la somme en z ci-dessus est nulle, sauf si d divise e, cas ou elle se réduit a son
terme x = m. Alors Z;,W,, = 0 si d ne divise pas e, et Z;,W,, = Zg 4, sinon.
Dans ces conditions

Zdu e,v Z,u e/~r Zdu zv—z,u e/~r Zduv—6deZduv

z|e dlz|e

Alors I'application qui a Z,,, associe I’élément v de Ialgebre k(Z/dZ)* se prolonge
en un isomorphisme d’algebres de £(Z/nZ) sur la somme directe des k(Z/dZ)*,
pour d divisant n. Comme ces algebres sont semi-simples, il en résulte la

Proposition 23: Les conditions suivantes sont équivalentes:
1. L’algebre £(G) est semi-simple.
2. Le groupe (G est cyclique.

Si G est cyclique d’ordre n, alors l’algébre £(() est isomorphe a la
somme directe des algebres de groupes k(Z/dZ)*, pour d divisant n.

Par exemple, si k =C, alors les idempotents primitifs de £(() sont indexés par
les couples (d, x), ou d|n et y est un caractere de (Z/dZ)*. I.'idempotent e
associé au couple (d, y) est donné par

1
eix="— > pd/r)X(u)We,
¢(d) .
u € (Z/d7)
z|d
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Avec cette notation, I'iddempotent primitif de £(G) associé au CFEzt((G)-module
simple C, de caractere A est e, 1! en effet, ’élément W, ,, est un multiple de Y,

et Yy, opere sur un Ext(G)-module simple comme e&G x G/ L,,, car tous les
termes GG x G/A(X), pour X # (G, annulent C,. Et comme ¢(L4,) = Z/dZ, il
en résulte que G x G/ Lq, annule Cy si d # n. Et G x G/L,,, opere sur C, par
multiplication par A(u).
Remarque: Pour z donné, la somme sur u dans 'expression de e, de dépend
que de la classe de u modulo z. La somme sur u porte donc sur une classe du
groupe (Z/dZ)* modulo le noyau Ny, du morphisme naturel 7y, de (Z/dZ)*
dans (Z/xZ)*. La somme des x(u) est alors nulle, sauf si Ny, C Ker y, i.e. si y
factorise par Z/xZ. Si ¢ est un caractere de (Z/2Z)*, je dirai que (z,v) < (d, x)
sizl|det x =1 0wy,

Il est alors clair que les ensembles ordonnés |(z, ), (d, x)[ et |z, d[ (ordonné
par la division) sont isomorphes. Alors si je pose

1
fa ¢(d) ue(%w)* X()Ws

j’ai
. 1 —
Z € — Z X](yv P), (:L', ¢)[¢($) Z ¢(Wf7y(u))wy7ﬂx,y(u)
(@) <(d,)) (9,0)< ()< (dN) we(Z/=7)*
ou encore
1 _
Y oy = > 50 )x](y,p)7($,¢)[ > plu)Wy.
(@) <(d)) (wp)<(@)<(dn) P we(Z[yZ)*

et la somme sur (z, ¢) est nulle, sauf si (y, p) = (d, x). Finalement
Y. o = Jan
('L'vd’)s(dv’\)
Donc f,, est un idempotent de £((), qui est primitif si et seulement si le couple

(n, x) est minimal, i.e. si le caractere y est primitif.
Mais d’autre part, 'idempotent e, de kFxt(G)* associé a x est
1 _
e O
(n) we(Z/nZ)*

et son image naturelle dans £(G) est

—_

Z Y(U)Ymu = fmx

G, G _
€gexa —
Donc

Proposition 24: Les conditions suivantes sont équivalentes:

1. L’idempotent ¢, de C(Z/nZ)* reste primitif dans £(Z/nZ).
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2. Le caracteére x est un caractere primitif modulo n.

10 Le foncteur des représentations complexes

Ici, la catégorie considérée est la catégorie C toute entiere, et 'anneau A est
le corps C des nombres complexes. Je vais étudier le foncteur G —CR R (G)
des représentations complexes de G, ou, ce qui revient au meéme, des fonctions
centrales a valeurs complexes sur (.

10.1 Caracteres

Si G et H sont des groupes finis, si V est un CG-module, si X est un H-
ensemble-G et [ X] le CG-module associé, alors [X]®@¢ V est un CH-module. Ceci
définit par linéarité 'application C @ R¢(X) de C ® Re(G) dans C @ Re(H).
En termes de caracteres, il n’est pas difficile de voir que cette correspondance se
traduit par le

Lemme 23: Soient G et H sont groupes finis, soit V' est un CG-module
de caractere y, et X un H-ensemble-(, alors le caractere X ®@q y de
X ®g V est donné par la formule

1
X ®@ax(h) = x| > x(9)
reX,geC
hx = zg

Cette formule presque usuelle d’induction tient au fait que, en notant .G le

stabilisateur a droite dans G d’un élément = de X, alors X ®g V s’identifie

adsex/cVoe = Xoex/a V=& le groupe H permutant les composantes.
[’analogue du lemme 15 est ici le

Lemme 24: Soit (¢ un groupe fini, et X un (G-ensemble. Si V est un
CG-module, alors [X] ®¢ V s’identifie au produit tensoriel [X]|® V.

10.2 Sous-foncteurs et décomposition

Soient alors M C L des sous-foncteurs du foncteur C® R (), et H un groupe
d’ordre minimal tel que L(H) # M(H). La proposition 7 donne ici

L(H) = B L(H) + M(H)
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Or si V est un CH-module, alors e @V a pour caractere le produit du caractere
de V par le caractere de el (cf. Lemme 23). Ce dernier vaut 1 sur les générateurs
de H, et 0 ailleurs. Cela prouve que H est cyclique, et que si f € e L(H), alors
f est nulle hors des générateurs de H.

En particulier, les seules sections simples Sy w du foncteur C ® Re() corres-
pondent a des groupes H cycliques.

D’autre part, si G' est un groupe fini, et m un entier multiple de 'exposant
de G, alors C ® R¢(G) est un (Z/mZ)*-module naturel par I'intermédiaire des
opérateurs d’Adams, définis par

Il est alors naturel d’essayer de décomposer C® R¢(() en fonction des C(Z/mZ)*-
modules simples: il se trouve que cette décomposition peut étre faite de maniere
fonctorielle pour la catégorie C:

Soit G un groupe fini. Si m est un entier, et ( un caractere du groupe (Z/mZ)*,
je pose

1

Em,¢ = (— Z Z(i)q’()

)
C’est un endomorphisme de C ® Re(G ) | est clair que si n est multiple de m,
alors
En,(omnm = €my(

Si G est un groupe fini, si m est un entier, et ( un caractére du groupe (Z/mZ)*,
je noterat
wmv(vG = €merp(G)7Coﬂ-me.rp(G),m

lendomorphisme de C® Rc(G) défini par

__ v )
B0 = Glnean(@) iy

J’ai ainsi construit en fait un endomorphisme du foncteur C @ R¢():

Proposition 25: Soit m un entier naturel, et ( un caracteére de (Z/mZ)*.
Si G et H sont des groupes finis, et X un H-ensemble-(7, alors pour
toute fonction centrale f sur G

X @6 Yme,c(f) = Ymen(X Qc f)
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En effet, dans le calcul de ¢y, ¢.c(f), je peux choisir un entier n multiple de m et
des exposants de G et H, et alors pour g € G,
Ymea(N9) =— > (C((0)f(g)
¢(n) i€(Z[nZ)*

de sorte que

1 — . :
X Xa ¢m,C,G(f)(h) = |X|¢>(n) Z C(Z)f(g )
reX,ged
hr = xg
ie(Z/n2)*
D’autre part
1 _
m X h) = 2
ie(Z/nZ)
x E'X,g eG
h'x = xg

Pour 7 fixé, il existe des entiers a et b tels que ai + bn = 1. Alors si hiz = zg, j’ai
aussi h%x = xg® = h**"z = hz. Inversement, si hx = x¢%, alors h'z = xg. Donc

1 =, .
¢m7C7H(X Qa f)(h) = |X|¢(n) Z C(Z)f(g)
i€ (Z/nZ)*
reX,geC
hr = zg°

Les applications g — ¢ et ¢ — ¢' sont alors des bijections de (& inverses I'une
de I'autre, et il suffit de remplacer ¢* par ¢ et g par ¢' dans cette formule pour
prouver la proposition.

Corrollaire: Les applications ¢, ¢ : C ® Rc(G) - C® Re(G) définissent
un endomorphisme 1, ; du foncteur C ® R¢().

En fait, cet endomorphisme est un projecteur: pour tout groupe fini G, je note
Upc(G) Tensemble des fonctions centrales sur i telles que pour tout entier ¢
premier a mexp((), et pour tout g € GG

flg") = (i) f(9)

Alors si f € Uy, ¢(G), il est clair que ¢, ¢ o(f) = f. Inversement, si j est un entier
premier a mexp((), si f € C® Re(G), et g € G, alors

! S i)

Ymeolg') =
¢(mefp(G)) t€(Z[/mexp(G)Z)*
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et comme 'application ¢ +— 7 est une bijection de (Z/mexp(G)Z)*, telle que

Z(z) = ((25)C(7), je vois que
¢m,C,G(gj) = C(j)¢m,C,G(9)

et 'image de t,, ¢ est donc égale a U, ¢(G). 1l en résulte que U,, ¢ est un sous-
foncteur de C ® R¢ ().

Il est clair de plus sur la définition des ¥, ¢ que si n est multiple de m, alors

77[)?2,(071'”7717‘ = wmv(

et je peux donc considérer uniquement les couples (m, (), ou ( est un caractere
primitif modulo m. Dans ces conditions, si G est un groupe fini, et f un élément
non-nul de Uy, ((G), et si ¢ est un entier congru a 1 modulo m V exp((), je dois
avoir pour tout g € &

f(g') = flg) = (i) f(9)
et ((1) = 1 si f est non-nulle. Alors, posant n = exp((), la considération du
diagramme exact

1 1 1
! ! !
I — Ker Trnvn(mmn) — Ker Trmvnn — Kermp(mn —1

! ! !

1 —  Kermuvnm — (Z/(mVn)Z) — (Z/mZ)* — 1
! ! !

1 —  Kerm,mn — (Z/nZ)* — (Z/(m,n)Z)* — 1

l l !
1 1 1

montre que ¢ vaut 1 sur I'image Ker 7, (., de Ker 7y, dans (Z/mZ)*, donc
qu’il factorise par le groupe (Z/(m,n)Z)*. Comme ( est primitif, cela montre que
m divise n = exp(G).

D’autre part, 'espace C ® R (G) est doté d’un produit scalaire hermitien
naturel, que je noterai ( , )g. Il est clair que ¢, ¢ est auto-adjoint pour ce
produit scalaire: en effet, je peux supposer que m divise 'exposant e de G, et
alors

(Pmca(f) [a =

Yoo ) f(e) 9
i€ (ZleZ)*
geG

o(e)|G|

et en sommant sur l'inverse a de i dans (Z/eZ)*, j’ai ((a) = ((i), donc

(Pmea(f) [a =

Y. U f(9(9") = ([ tmes[))a
a€(Z/eZ)*
ge G

¢(e)|G|
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Si ( est un caractere primitif modulo m, si (" est un caractere primitif modulo
m', si f € Uy(G) — {0} et si [ € Umlc(p) — {0}, alors m et m’ divisent

I’exposant e de (G, et pour tout entier j premier a e, j’ai
(f, e > f(9) > 1) (97) = CHE G e
|G| geG |G| geG

et (f, f')e = 0 sauf si ( et (' coincident sur tous les entiers premiers a e. Alors le
diagramme

(Z/mZ)* .
/! T N
(Z)eZ)* — (Z/(mV m')Z)* C
\ ! 4
(Z/m'Z)*

montre que ( 0 Tpyvm/m = (' © Tpymsms. Alors dans la suite exacte naturelle
1= (Z/(mVmZ) — (Z/mZ) x (Z|/m'Z) — (Z/(m,m")Z)" — 1
le morphisme de (Z/mZ)* x (Z/m'Z)* dans C qui a (u,u’) associe ((u)('(u')

factorise par le groupe (Z/(m,m')Z)*. En particulier { et ' factorisent aussi par
ce groupe, et comme ils sont primitifs, j’ai m = m’ = (m, m’). Alors ( = ('.

En d’autre termes, les images des projecteurs v, ¢ ¢ et 1, ¢, correspondant
a des couples (m, () et (m/,(’) primitifs et distincts sont orthogonales. Ces pro-
jecteurs étant auto-adjoints, cela prouve qu’ils sont orthogonaux, (i.e. que leur
produit est nul).

Soit alors pour tout G,

G) = UnclG
m,(

Alors U est un sous-foncteur de C® R¢ (). Pour montrer qu’il est égal a C® Re (),
je considere un groupe H d’ordre minimal tel que U(H) # C ® Rc(H). Alors H
est cyclique, et si f € elC ® Ro(H), alors f est nulle en dehors des générateurs
de H. Il est alors facile de voir que, en notant m 1’ordre de H, la fonction f
est combinaison linéaire de caracteres primitifs modulo m. Comme ces caracteres
sont dans U(H), il en résulte que U(H) = C ® Rc(H), contradiction prouvant
que U = C ® Re(). Les projecteurs 1, ¢ étant deux a deux orthogonaux, et leur
somme étant surjective, cette somme est donc I'identité. Donc:

Proposition 26: Les projecteurs ¢,, ¢, pour m entier naturel et ( carac-
tere primitif modulo m, sont des projecteurs deux a deux orthogonaux
et leur somme est le morphisme identité du foncteur C @ R¢()

Il reste alors a identifier les foncteurs U, ¢, qui sont ce que tout le monde imagine...
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10.3 Semi-simplicité

Soit m un entier naturel, et ( un caractere primitif modulo m. Soit M un
sous-foncteur propre de Uy, ¢, et H un groupe d’ordre minimal tel que M(H) #
Unc(H). Alors H est cyclique, par les remarques faites plus haut, et de plus

Un¢(H) = eBUn (H) + M(H)

Soit alors n 'ordre de H, et f € effC ® Rc(H). Alors f est concentrée sur les
générateurs de H. Mais comme f € U, ((H) # 0, je sais que m divise n, et
que pour tout i premier & n, j’ai f(¢') = ((¢)f(g). En d’autres termes, I'espace
eHC® Rc(H) est de dimension 1, engendré par Ian:%ZZC, ou je note abusivement
( le prolongement (par 0) de ¢ de (Z/mZ)* a Z/mZ.

Alors sim # n, j'ai ( € M(Z/mZ), et f € M(H). Donc m = n. Et comme
Up¢(Z/mZ) est de dimension 1, engendré par ¢, il en résulte que M(Z/mZ) = 0.

Alors si K est un groupe d’ordre minimal tel que M(K) # 0, le groupe
K est cyclique. Soit k£ son ordre. Comme M est un sous-foncteur de U, ¢, j’ai
Un¢(K) #0, et m divise k. De plus M(K) = eKXM(K).

Alors si f € M(K) — {0}, la fonction f est portée par les générateurs de K,
et telle que f(g') = ((¢)f(g) si ¢ est premier a k, ou encore f(g.i) = ((z)f(g) en
notation additive. Donc f(z) = ((¢) f(1), et la fonction f est déterminée par f(1).

Mais en appliquant & f le foncteur de co-inflation de Z/kZ a Z/mZ, je dois
trouver un élément [’ de M(Z/mZ), donc 0. Or il est clair que

flog= > [
Tk,m (h)=g
et en particulier f'(1) = Yiexer x, ,, f(h). Mais si h € Ker 7y, alors ((h) =1,
donc f(h) = f(1). Donc f'(1) = 0 = f(1)¢(k)/¢(m), donc f(1) = 0. Alors
[ est nulle, donc M est nul, et le foncteur U,, ¢ est simple. Comme le groupe
H = Z/mZ est d’ordre minimal tel que U, ((H) # 0, et comme (Z/mZ)* opere
sur Uy, ¢((Z/mZ), de dimension 1, par multiplication par (, il en résulte que U, ¢
est isomorphe au foncteur Sz, 7.

Proposition 27: Le foncteur C ® R¢() est semi-simple, isomorphe a la
somme directe des foncteurs 5/, , ol m est un entier naturel et {( un
caractere primitif modulo m.

Remarques: a) La somme directe ci-dessus est “localement finie”, au sens ou
pour tout groupe fini, elle ne comporte qu’un nombre fini de termes non-nuls.
b) Le corollaire de la proposition 20 permet de montrer que pour m fixé, la
somme directe des Sz/,,7¢(G) pour ¢ primitif modulo m peut-étre vue comme
le quotient de 'espace des représentations de (G réalisables sur le m-ieme corps
cyclotomique par la somme des espaces des représentations réalisables sur les
corps cyclotomiques strictement plus petits.
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