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ul di�érentiel. Devoir à préparer pour la première séan
e sur le sujet.Le 
al
ul di�érentiel est un outil sans au
une di�
ulté théorique, mais di�
ile à manipuler au début. Dans 
e devoir, on selimitera essentiellement aux fon
tions (d'un ouvert) de R
2 dans R. Le but de 
e devoir est de vous 
onvain
re que la seule di�
ultéest psy
hologique. La référen
e historique est sans doute Cartan, Cal
ul di�érentiel. Mais il y a plein d'autres livres de 
al
ul di�.à la BU. Dans 
eux spé
i�ques pour l'agreg, je 
onnais Rouvière, petit guide de 
al
ul di�érentiel pour la li
en
e et l'agrégation,et Gonnord-Tosel, Thèmes de 
al
ul di�érentiel pour l'agrégation. Je vous re
ommande aussi Laudenba
h, �Cal
ul di�érentiel etintégral�, pour le 
ours. Ça ne veut pas dire que les autres ne sont pas bien!Fautes de frappe en 
as de doute, venez me voir, ou envoyez moi un mel barbara.s
hapira�u-pi
ardie.fr !Exer
i
e 1 a) On veut étudier f : I ⊂ R → R. Que fait-on? Quels sont les outils de 
al
ul? De représentation visuelle?b) Soit f : U ⊂ R

2 → R une fon
tion à deux variables. Comment (intuitivement) étudier ses variations, ses extrema, la représenter.
) Même question ave
 f : U ⊂ R
2 → R

n, n ≥ 2.d) Géométriquement (et sans démonstration) 
omment peut-on ramener l'étude d'une fon
tion F : U ⊂ R
2 → R

3 à 
elle d'unefon
tion f : U ⊂ R
2 → R.Exer
i
e 2 (Manipulations de la dé�nition) a) Dé�nition d'une appli
ation di�érentiable f : U ⊂ R2 → R.b) Soit f : R2 → Rn une appli
ation 
onstante. Cal
uler sa di�érentielle.
) Même question ave
 une appli
ation linéaire.d) Soit q : R

2 → R une forme quadratique, et ϕ la forme bilinéaire symétrique asso
iée. Cal
uler la di�érentielle de q.e) Soit f(x, y, z) = (x2y + ln(y
z ),

√

x2 − y2). Cher
her son ensemble de dé�nition. Cal
uler ses dérivées partielles ∂f
∂x ,

∂f
∂y et ∂f

∂z dans les dire
tions des axes, sa di�érentielle au point (x0, y0, z0), son gradient au même point. Quels sont lesensembles dans lesquels vivent tous 
es objets (dérivée partielle, gradient, di�érentielle).g) Mêmes questions ave
 les fon
tions suivantes : g(x, y) =
(

x√
y ,

y
x , x+ y

) et h(x, y, z) = (xy, yz, zx).Exer
i
e 3 (Skieur, exo de L1, initiation dou
e au 
al
ul di�, exer
i
e de F. Pham) La �gure 
i-dessous est une 
artedu relief d'une presqu'île: le 
ontour extérieur est la ligne de niveau 0 (bord de mer). L'équidistan
e des lignes de niveau est de 25mètres.
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–2 –1 0 1 21) Partie expérimentale a)Un skieur de fond perdu dans le brouillard s'arrête, les skis bien horizontaux pour ne pas glisser, et
her
he à se repérer à l'aide de son altimètre et de sa boussole. Il voit qu'il se trouve à 100 mètres d'altitude, ave
 ses skis orientésdroit vers l'est. La pente est des
endante vers sa gau
he. Quelle est sa position sur la 
arte ?1b)Le skieur dé
ide de 
ontinuer son 
hemin à la boussole, droit vers l'est, jusqu'à atteindre la mer. Dessinez le pro�l du relief lelong de l'itinéraire qui l'attend, en évaluant les dénivelés su

essifs.
) Regardant mieux son altimètre avant de se mettre en route, le skieur s'aperçoit ave
 e�roi que 
elui-
i est 
assé, de sorte qu'il nepeut 
onna�tre son altitude et que 
e qu'il avait déduit en (a) est erroné. Tra
ez sur la 
arte l'ensemble de ses positions possibles.Un plaisan
ier mouillant dans la baie située au sud de la presqu'île voudrait fran
hir la presqu'île à skis pour rejoindre la 
�te nord,en se dirigeant toujours droit vers le nord.d)Dessinez le pro�l du relief le long de divers itinéraires sud-nord, en évaluant pour 
ha
un de 
es itinéraires l'altitude du point
ulminant. En quel point de la baie le plaisan
ier doit-il aborder pour que son dénivelé soit le plus petit possible ? Marquez sur la1Deux positions possibles 1




arte le point 
ulminant de son itinéraire, et évaluez-en l'altitude.e) La presqu'île est soumise à un fort vent du nord. Coloriez sur la 
arte la zone de la presqu'� R©le abritée du vent, en essayant dedélimiter ave
 pré
ision le bord de 
ette zone.f)En quel(s) point(s) de la 
arte un skieur, perdu dans un épais brouillard, aura-t-il l'impression d'être sur un plateau ?2) Partie � 
al
uls � En fait la fon
tion de la �gure a pour expression f(x, y) = −
x3

3
− xy − y2 + x +

3

2
(les valeurs des niveauxétant exprimées en 
entaines de mètres).a) Dis
utez, en fon
tion du paramètre v, l'allure du graphe de f|y=v (restri
tion de f à la droite ouest-est de latitude v).b) Pré
isez par le 
al
ul votre résultat de la question 1b).
) Dis
utez, en fon
tion du paramètre u, l'allure du graphe de la fon
tion f|x=u (restri
tion de f à la droite sud-nord de longitude

u), et pré
isez par le 
al
ul vos résultats de la question 1d).d) Retrouvez et pré
isez par le 
al
ul votre résultat de la question 1f).3) Cal
ul d'un plan tangent Le skieur de 1a) est en fait à l'altitude de 216,66 mètres (mais il ne le sait pas !). Cela 
orrespondà z = 13/6 
entaines de mètres. Étant dans les 
onditions de 1a) on peut alors 
al
uler ses 
oordonnées x = 1, y = 0: véri�er que
es 
oordonnées sont 
ohérentes ave
 l'équation donnée 
i-dessus pour z = f(x, y).On veut trouver l'équation du plan tangent P � l'endroit où est le skieur.a) On veut trouver la � ligne de plus grande pente � à l'endroit où est le skieur. Quelle est sa dire
tion ? (raisonnez dans le plan
P en faisant un dessin).b) Donnez l'équation du pro�l du relief de la presqu'île passant par le skieur (1, 0, 13/6), et dirigé vers le nord.
) Donnez un ve
teur dire
teur de la ligne de plus grande pente, puis l'équation de P.Exer
i
e 4 Si f : U ⊂ R2 → R est di�érentiable au point a ∈ U , et si ~v ∈ R2, la fon
tion f admet-elle une dérivéepartielle au point a dans la dire
tion de ~v? Si oui, donner son expression en fon
tion de dfa.b)Donner des exemples d'appli
ations f ayant des dérivées partielles dans toutes les dire
tions ~v ∈ R2 au point a maispas di�érentiables au point a.Exer
i
e 5 (Appli
ations linéaires, bilinéaires) a) Soit ϕ : E → F une appli
ation linéaire. Cal
uler sa di�érentielleau point x ∈ E.b) Soit ψ : E × E → F une appli
ation bilinéaire. Même question.
)Soit A ∈Mn(R). Cal
uler la di�érentielle en u ∈ Rn de v ∈ Rn 7→< Av, v >?d) Même question ave
 u �xé et l'appli
ation A 7→< Au, u >.Exer
i
e 6 (Appli
ation holomorphe) Soit f : U ⊂ C → C une appli
ation holomorphe, et z0 ∈ U . Quelle propriétévéri�e sa di�érentielle au point zO, vue 
omme appli
ation linéaire dfz0

: R2 → R2.Exer
i
e 7 (Proje
tion stéréographique) Étudier l'appli
ation P : R2 → S2 \ {pole nord} dé�nie par
P : (u, v) 7→

(

2u

1 + u2 + v2
,

2v

1 + u2 + v2
,
u2 + v2 − 1

1 + u2 + v2

)(di�érentiabilité, 
al
ul de la di�érentielle et des dérivées partielles, image, inversibilité, 
al
ul de l'inverse, ...)Exer
i
e 8 (Coordonnées polaires) a) Soit ϕ : R
2 → R

2 dé�nie par ϕ(r, θ) = (r cos θ, r sin θ) = (ϕ1(r, θ), ϕ2(r, θ)).Est-elle di�érentiable? Inje
tive? Surje
tive? Sur quel(s) ensemble de dé�nition peut-on l'étudier pour améliorer tout
ela? (Faire un dessin).b) Cal
uler sa ja
obienne, son ja
obien. Comment l'inverser? Cal
uler son (ses?) inverse(s) éventuel(s).
) Soit f : R2 → R une appli
ation de 
lasse C1, et f̃ = f ◦ ϕ. Exprimer ∫

R2 f(x, y)dxdy en 
oordonnées polaires.d) Appli
ation: f(x, y) = e−x2/2−y2/2. En déduire la valeur de l'intégrale ∫

R
e−x2/2 dx.e) (Question très pénible à savoir faire) Soit f : R2 → R une appli
ation de 
lasse C2, et f̃ = f ◦ϕ. Comment relier

∂f̃
∂r (r, θ), ∂f̃

∂θ (r, θ) et ∂f
∂x (ϕ(r, θ)), ∂f

∂y (ϕ(r, θ))? Exprimer (∆f)(ϕ(r, θ)) en fon
tion des dérivées partielles ∂f̃
∂r (r, θ), ∂f̃

∂θ (r, θ).(On rappelle que ∆f(x, y) =
∂2f

∂x2
(x, y) +

∂2f

∂y2
(x, y).Exer
i
e 9 (Coordonnées sphériques) Mêmes questions ave
 Ψ : R3 → R3 dé�nie par

Ψ(r, θ, ϕ) = (r cos θ, r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ). Quel est le nom usuel des paramètres θ et ϕ? (Faire un dessin)Exer
i
e 10 (Di�érentielle du déterminant) On 
onsidère l'appli
ation det : Mn(R) → R. Soit a ∈Mn(R). Cal
ulerla di�érentielle de det D deta au point a. (Exo 
lassique, se trouve dans la littérature. )Exer
i
e 11 Montrer que l'ensemble GLn(R) des matri
es inversibles est un ouvert deMn(R). Montrer que l'appli
ation
A→ A−1 est di�érentiable et 
al
uler sa di�érentielle au point a.Exer
i
e 12 (Théorème d'inversion lo
ale) Énon
er le théorème d'inversion lo
ale. Comment l'illustrer? Exemples,appli
ations? 2



Exer
i
e 13 (Théorème des fon
tions impli
ites) a) Énon
é, exemples, appli
ations.b) Soit f(x, y) = x2 + y2 − 1. Illustrez le théorème des fon
tions impli
ites. Géométriquement, que signi�ent seshypothèse(s) et 
on
lusion(s).Exer
i
e 14 (Surfa
es) a) Donner di�érentes dé�nitions d'une surfa
e (sous-variété de dimension 2) de R3 
omme* ensemble des zéros d'une submersion f : U ⊂ R3 → R* lo
alement l'image d'un plongement f : U ⊂ R2 → R3* lo
alement le graphe d'une appli
ation f : U ⊂ R2 → R* ensemble lo
alement modelé sur R2: 
haque point de S a un voisinage di�éomorphe à R2 × {0} ⊂ R3.Ces points méritent d'être pré
isés (hypothèses), 
omplétés, et l'équivalen
e entre eux doit être démontrée.b) Comparer ave
 la dé�nition de nappe paramétrée de R3. Pouvez-vous donner un exemple de nappe paramétrée qui nesoit pas une surfa
e (au sens de sous variété de dimension 2 de R
3) ? Ou de surfa
e qui ne soit pas une nappe paramétrée?
) Illustrer 
ha
une de 
es dé�nitions de surfa
e ave
 la sphère unité de R3. (On é
rira expli
itement 
ha
une des dé�nitionsmontrant que la sphère est une surfa
e de R3). Peut-on l'é
rire 
omme nappe paramétrée ?
) Même question ave
 l'hyperboloïde à deux nappes z2 − x2 − y2 = 1, l'hyperboloïde à une nappe z2 − x2 − y2 = −1, le
ylindre x2 + y2 = 1; et toutes vos quadriques préférées.d) Même question ave
 le tore paramétré par (θ, ϕ) ∈ [0, 2π[2 7→ ((R+ r cosϕ) cos θ, (R + r cosϕ) sin θ, r sinψ).Exer
i
e 15 (Espa
es tangents) L'espa
e tangent en x ∈ S à la surfa
e est par dé�nition le plan a�ne de R3 passantpar x et de dire
tion l'ensemble {c′(0), c :] − ε, ε[→ S 
ourbe C1} (i
i ε dépend de c. Il s'agit de 
ourbes dé�nies auvoisinage de 0.a) Pour 
ha
une des dé�nitions équivalentes de surfa
es, pré
iser 
omment on trouve l'espa
e tangent en un point x ∈ S.(Il su�t de raisonner lo
alement au voisinage de x.)b) Dans 
ha
un des exemples des question 
-d) de l'exer
i
e 14, 
al
uler l'espa
e tangent en un point quel
onque de lasurfa
e.Exer
i
e 16 (Groupes de Lie) Pour nous, un groupe de Lie linéaire est un groupe de matri
es qui pour un 
ertain

k ∈ N est in
lus dans Rk, qui en tant que sous-ensemble de Rk est une sous-variété di�érentiable de Rk, et tel que de plusles stru
tures de groupe et de sous-variété sont 
ompatibles, à savoir que la multipli
ation est une appli
ation di�érentiablede G×G→ G, et l'inverse est un di�éomorphisme de G→ G.a) Véri�er que 
ha
un des groupes suivants est un groupe de Lie et pré
iser sa dimension :
SL(n,R) = {A ∈ Mn(R), detA = 1}, O(n,R) = {A ∈ Mn(R), tAA = Id}, SO(n,R) = O(n,R) ∩ SL(n,R)},
SO(q) = {A ∈ Mn(R), detA = 1 et tABA = B}, ave
 q une forme quadratique sur Rn, et B la matri
e de la formebilinéaire symétrique asso
iée dans la base 
anonique, SU(n,C) = {A ∈Mn(C), tAA = Id}.b) Soit M une sous-variété de Rk, et x ∈ M . L'espa
e tangent en x à M est par dé�nition l'ensemble TxM := {c′(0), c :
]−1, 1[→M ⊂ Rk 
ourbe C1}. Pour 
ha
un des groupes de Lie 
i-dessus, pré
iser quel est son espa
e tangent en l'identité.Exer
i
e 17 a) Soit S une sous-variété de dimension m de Rn, et a ∈ S. Soit g : U → R une appli
ation C1 dé�niesur un voisinage U de S, et f = g|S. L'appli
ation linéaire tangente Taf est par dé�nition la restri
tion de dga à l'espa
etangent TaS. Le point a est un point 
ritique de f si Taf = 0, soit en
ore lorsque la restri
tion de dga à TaS est nulle.Montrer que a ∈ S est un point 
ritique de f ssi ∇g(a) est orthogonal à TaS. (On rappelle que ∇g(a) est dé�ni 
ommel'unique ve
teur de R

n tel que pour tout v ∈ R
n, < ∇g(a), u >= dga.u.)b) Un exemple 
élèbre. Soit q : Rn → R une forme quadratique non dégénérée, et A la matri
e symétrique (inversible)asso
iée dans la base 
anonique. Véri�er que ∇q(x) = 2Ax.Soit Σ = q−1(1). Véri�er que Σ est une hypersurfa
e de Rn.Soit q0(x) = ‖x‖2 (norme eu
lidienne). Que vaut ∇q0(x)? Donner les équations satisfaites par les points 
ritiques de

q0 restreinte à Σ. Que doit véri�er le multipli
ateur de Lagrange? Dis
uter l'existen
e de points 
ritiques de (q0)|Σ enfon
tion des valeurs propres de A.
) Soit g : R3 → R une submersion. (Rappeler la dé�nition). Soit Sg la surfa
e dé�nie par Sg = {x ∈ R3 , g(x) = 0}. Soit
f : R3 → R une appli
ation di�érentiable. Comment trouver les extrema de la restri
tion f|Sg

de f à Sg? Justi�er d'unepart à l'aide du théorème des extrema liés, et d'autre part à l'aide de votre intuition géométrique, et d'un dessin.d) On 
her
he à minimiser la surfa
e S d'une 
anette 
ylindrique, tout en �xant son volume égal à V = 33cl. Résoudrele problème à l'aide du théorème des extrema liés.d) On 
her
he à maximiser le volume in
lus à l'intérieur d'une surfa
e 
ylindrique de surfa
e �xée S0. Même question.Exer
i
e 18 (Perturbation d'appli
ation) Soit T : Rn → Rn une appli
ation de 
lasse C1, telle que T (0) = 0 et 0n'est pas un point �xe dégénéré, i.e. 1 n'est pas une valeur propre de dT0.a) Montrer qu'alors 0 est un point �xe isolé de T , i.e. il existe un voisinage de 0 sur lequel 0 est l'unique point �xe de T .Exemples?b) Soit λ ∈ R, S : R
n → R

n de 
lasse C1, et Tλ := T + λS. Montrer qu'il existe δ > 0 et U voisinage de 0 tels que pourtout |λ| < δ, l'opérateur perturbé Tλ a un unique point �xe xλ dans U . De plus, montrer que l'appli
ation λ ∈]−δ, δ[→ xλest de 
lasse C1. (on pourra 
onsidérer f(λ, x) = Tλ(x) − x). 3



Exer
i
e 19 (Continuité des ra
ines d'un polyn�me) Soit P0(X) = X3 + a0X
2 + b0X + c0 un polyn�me, et x0 unera
ine de P0 telle que P ′

0(x0) 6= 0. Montrer que si (a, b, c) est assez pro
he de (a0, b0, c0) alors P (X) = X3 + aX2 + bX + ca une unique ra
ine pro
he de x0.Exer
i
e 20 (Lagrangien) Soit E = {γ : [0, 1] → R C1}. C'est un espa
e ve
toriel de dimension in�nie, que l'onmunit de sa norme C1: ‖γ‖C1 = ‖γ(0)‖+supt∈[0,1] ‖γ
′(t)‖. Soit L : R2 → R une appli
ation de 
lasse Ck. Soit L : E → Rle Lagrangien, dé�ni par L(γ) =

∫ 1

0

L(γ(t), γ′(t)) dt. Montrer qu'elle est de 
lasse Ck.Exer
i
e 21 (En
ore de la mé
a) Soit B = B(0, 1) ⊂ Rn la boule ouverte unité, et F = {u : B → R de 
lasse C2à support 
ompa
t .On dé�nit l'énergie
E(u) =

1

2

∫

B

‖∇u(x)‖2 dx −

∫

B

F ◦ u(x)dxoù F : R → R est une fon
tion 
ontinue bornée.a) Cal
uler la di�érentielle de E au point u0 ∈ F. En déduire que les points 
ritiques de E (i.e. tels que dEu0
= 0) sontsolutions d'une EDP. (On admettra laformule de Stokes ∫

B
∇u∇ϕdx = −

∫

B
△uϕdx)b) Cal
uler la di�érentielle se
onde de E.Exer
i
e 22 (Lemme de S
hwarz) Soit f : Rn → Rp une appli
ation de 
lasse C2. Montrer que l'appli
ation d2f(a) :

Rn × Rn → Rp est une appli
ation bilinéaire symétrique.Exer
i
e 23 (Lemme de Morse) Soit f une fon
tion C∞ à valeurs réelles dé�nie au voisinage de 0 ∈ Rn. Supposonsque df0 = 0L(Rn,R), et que d2f0 est une forme quadratique non dégénérée.Montrer qu'il existe un di�éomorphisme ϕ : U → V , ave
 U, V deux voisinages de 0, tel que pour tout x ∈ U ⊂ Rn, on ait
f ◦ ϕ(x) = f(0) +

1

2
D2f(0)(x, x) .Commentaire Après 
hangement de variable 
onvenable, au voisinage de 0, f(x) ressemble à son développement de Taylorà l'ordre 2.Exer
i
e 24 Quelques 
ompléments à 
onnaître aussi : théorème du rang 
onstant, théorème de Sard, étude des 
ourbesplanes et gau
hes, dé�nition et étude des quadriques. Classi�
ation des formes quadratiques et étude lo
ale des surfa
es.Surfa
e réglée. ...
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