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Isométries de ’espace affine euclidien de dimension finie (2 ou 3 souvent)

Ce devoir a pour but de vous faire réviser les notions de base sur les isométries, et de préparer au passage les lecons sur les
isomeétries, mais aussi sur les sous-groupes finis de O(2,R) et SO(3,R)

Exercice 1 Soit f: E — E une application linéaire, E étant un espace vectoriel euclidien. Vérifier que f préserve la norme si
et seulement si elle préserve le produit scalaire.

Corrigé : Ceci résulte de la formule < u,v >= 1(|lu +v[|> = lu —v||?).

Exercice 2 Soit E un espace euclidien de dimension finie. Montrer que si f est une isométrie, elle est bijective. Est-ce vrai en
dimension infinie? Exemples?

Corrigé: Une isométrie est linéaire, et clairement injective, car elle préserve le produit scalaire et la norme. Elle
est donc bijective. En dimension infinie, elle peut ne pas étre surjective. Exemple, sur R[X], considérons 'application
f qui a P associe f(P) tq f(P)(X) = X *x P(X). Elle est clairement isométrique, mais ne peut pas étre surjective,
évidemment, car son image ne contient pas les constantes.

Exercice 3 Les transformations classiques rencontrées dans le secondaire (rotations, translations, homothéties, réflexions,
symétries ...) sont-elles des applications linéaires? affines? des isométries vectorielles 7 isométries affines euclidiennes?

Corrigé: Une translation n’est pas linéaire. C’est une isométrie affine, i.e. une application affine qui préserve la
distance euclidienne. Une rotation vectorielle (resp. affine) est une isométrie vectorielle (resp. affine). Une homoth-
étie n’est pas une isométrie. Les réflexions, symétries (= involutions linéaires/affines), les renversements, sont des
isométries (vectorielles ou affines).

Exercice 4 a) Soit ¢ une isométrie de P plan affine euclidien. Montrer que ¢ peut s’écrire comme produit de 0 < p < 2
réflexions.

b) Montrer qu’une isométrie f d’un espace vectoriel euclidien E de dimension n s’écrit comme produit de 0 < p < n réflexions
par rapport & des hyperplans vectoriels.

c) Montrer qu’une isométrie ¢ d’un espace affine euclidien E de dimension n s’écrit comme produit de 0 < p < n + 1 réflexions
par rapport & des hyperplans affines.

Commentaire : La décomposition en produit de réflexions n’est pas unique.

Corrigé a) Une rotation s’écrit comme produit de deux réflexions et 1'angle de la rotation est égal a deux fois
I’angle orienté entre les axes.

Une translation s’écrit comme produit de deux réflexions par rapport a deux axes orthogonaux au vecteur de
translation, et la longueur de translation est le double de la distance entre les deux axes.

Une réflexion est une réflexion.

Une symétrie glissée est la composée d’une réflexion et d’une translation. Elle peut s’écrire comme produit de trois
réflexions.

Cf par ex Perrin ch 6.2 et exo2. b) On commence par le cas vectoriel. Soit u € O(E), et p, = codim(Ker(u— Id)).
Montrons que u est engendrée par p, réflexions, par récurrence sur p,. Si p, = 0, alors v = Idg est le produit
de 0 réflexions. Si p, > 1 il existe 2 € (Ker(u— Idg))", © # 0. Remarquons que Ker(u — Idg) est stable par
u et u est une isométrie, d’on (Ker(u — Idg))" est stable par u. Donc y = u(z) € (Ker(u— Idg))". De plus,
<z —u(z),z+u(z) >= [|z]]* - [Ju(z)||* = 0. Soit 7 la réflexion définie par 7(z — u(z)) = u(z) — = et T(4_y(z))+ = Id.
Alors 7(x +u(x)) = +u(z) (car z +u(x) L  —u(z)) d’ou tau(z) = u(x) et 7ou(x) = x. De plus, Tker(u—ra) = Id,
donc Ker(rou — Id) D Rz @ Ker(u — Id). Donc proy < py, — 1. Donc 7 o u est produit d’au plus p, — 1 réflexions.
Donc u est produit d’au plus p,, réflexions.

Soit maintenant 7, le nombre minimal de réflexions tq u =7, 0---o7, . Alors r, = p,. En effet, r, < p, d’aprés
ci-dessus. Supposons que u = 71 0 --- 0 7T, , et soient H; = Ker(r; — Id) les hyperplans des réflexions 7;. S’il existe
i # j tq 7; = 7y, alors il est facile de voir que I’écriture n’est pas minimale (7 o7 = Id, et 7 o 7/ o 7 est une réflexion,
d’oti...) Donc toutes les réflexions sont distinctes. Donc dim(Hy N---NH,, >n—ry, et HyN---NH,, C Ker(u—1Id)
d'ouin—r, <n—p,.

Par ailleurs, remarquons bien sir que la décomposition n’est pas unique, et que si u € SO(FE), alors p,, est pair.

c) Si p est une isométrie affine euclidienne avec un point fixe, alors sa partie vectorielle s’écrit comme produit de
pu < n réflexions, et ¢ aussi.



Si ¢ est une isométrie affine sans point fixe, elle s’écrit ¢ = Tgo g ou g est une isométrie qui a un point fixe. De

plus, Ker(g— Id) = Ker(f_; Id) = G, oul G est I'ensemble des points fixes de g, et Ee Ker(g— Id) # {0}. Donc ¢
est produit d’au plus 2 +pg < 2 +n — 1 =n + 1 réflexions.

Complement SO(FE) est engendré par les retournements. Une isométrie u est produit de p,, retournements. (cf
Perrin ch 6.3) Commengons par une définition: un retournement p est une symétrie orthogonale, i.e. une involution
du groupe orthogonal, tq dim(Ker(p + id)) = 2, p?> =id, p € SO(E).

Démontrons le résultat. D’abord, si dimE =n = 3, et u € SO(E), u # Id, alors u = 117 s’écrit comme produit
de deux réflexions. Et —7; et —7» sont deux retournements tq u = (—71)(—72).

Remarquons que si v € SO(E), alors p, est pair.

Le théoréme en dimension quelconque (> 3) découle alors du lemme suivant:

Sin > 3 et 71, 7o sont deux réflexions, alors il existe p1, pa deux retournements tq 7172 = p1p2. (En dimension n > 3,
—71 n’est pas un retournement...)

Montrons cela. Soient Hi, Hs les hyperplans associés & 7y et 7o. On a alors dim(H1 N Hy) = n—2 > 1, et
dim(Hy N Hy)* = dim(H{- @ Hy) = 2. Soit V C Hy N Hy de dimension n — 3, ujy = Id. On pose o1y = o2y =
Ty = 7o)y = Id. Sur (V1) de dimension 3, on pose TiyL = —TiyL-

D’ou le résultat.

Références Goblot p25 themes de geometrie th 1.2+prop 1.14, Berger corol 9.33, Perrin, ...

Exercice 5 (Forme réduite) Soit ¢ une isométrie de ’espace affine euclidien & de dimension n, et & sa partie linéaire.
a) Montrer que E = Ker(@ — Idg) ® Im(@ — Idg).

b) Montrer qu’il existe un unique ¢ € E et une unique isométrie ¢ avec (au moins) un point fixe tels que ¢ =tz o 9.

c) Les translations ¢z et ¥ commutent-elles?

Cette écriture s’appelle la forme réduite de p.

Corrigé Voir Audin p59-60, Berger tome 1 page 247 th 9.3.1
a) Le théoréme du rang donne dim Ker(g — id) + dim(Im(F — id)) = n. Et si u € Ker(@ — id), v € Im(g — id),
on trouve
<u,v >=<u,g(x) —r >=< u,J(z) > - <u,z>=< Ju)g(z) > - <u,z >=0.

D’ou le résultat. L = . .
b) Soit a € €, p(a) € €. On a ap(a) =&+ h, avec £ = p(§) et h = G(t) —
Cherchons un point fixe de Tg Lo . Pour cela, si 2 € & calculons

zp(z) = ra+ap(a)+ ela)p(z)
+

—

£+ @t) — '+ @laz)
= + @) 1)+ @ax) — az

§l 2l

|

En particulier, si = a — £, alors z¢(z) = £. Donc t_gop(r)= (tg)’1 op(x) = tgl(x + &) = 2. Donc g = tgﬁl opa
un point fixe x.

Maintenant, g o te = tg?l opotg

On vérifie que gotz(a) = g(a + &) = —E4pla+€) = =€+ p(a) + F(E) = p(a). De méme on vérifie que pour tout
y €& gotxy) = p(y). Deplus, §= ¢, §(§) = ¢, donc { € Ker(g — id).

Soit G = Fix(g), v € G, z € G. Alors §(z2) = Z%; ceci équivaut & dire que 72 € Ker(g§ — id), soit encore
G = Ker(g—id) = Ker(F —id).

Reste a montrer 'unicité. Supposons ¢ = tgog = tzoh avec g(x) =z et h(y) =y, et tgog =gotg et tyoh = hotg.
Alors on a forcément € Ker(@ — Id) car p(x) =2+ & =g(x + &) =z + §(§). De méme, 77 € Ker(g — Id) Alors

e

Im(@ — id) 3 7 — G(TY) = 7Y — p(2)ply) = i — £ € Ker(F —id).

Doncg:ﬁetg:h.

Exercice 6 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt) Soit E un espace euclidien de dimension n. Montrer
qu’il existe une base orthonormée de E.

Corrigé On prend un vecteur non nul, ;. On le normalise: e; = H%H On considére P'orthogonal ei. Et
on recommence. Ainsi on peut démontrer, par exemple par récurrence sur la dimension, l’existence d’une base
orthonormée.

Ou alors, on part d’une base (z1,...,2,), on pose e; = ete.

Y2 = To— < T2,%1 > X1, PUis ez =

1
[ENK Hy2|\’



Exercice 7 On note O(E) le groupe des isométries de F, espace vectoriel euclidien de dimension n, et O(n,R) le groupe des
matrices orthogonales de M, (R). Soit f € GL(E) un isomorphisme, soit (e;)1<i<n une base orthonormée, et soit A la matrice
de f dans cette base. Montrer que f € O(E) ssi A € O(n,R), i.e. ‘AA = Id.

Corrigé f € O(E) ssi pour tous U,V € R", on a ‘VIAAU ='VU, ssi 'AA = Id ssi A € O(n,R).

Exercice 8 On considére O(n,R) muni de la topologie induite par la topologie usuelle de M (n,R).
a) Montrer que O(n,R) est un groupe topologique, i.e. les applications (A, B) — AB et A+ A™' sont continues.
b) Montrer que O(n,R) est compact.

Corrigé: a) La multiplication et le passage a I'inverse sont continues car polynomiales en les coefficients.
b) O(n,R) est fermé, comme ensemble des 0 de la submersion f(A) = 'AA — Id. 1l est compact, car pour une
norme matricielle, on a || AA|| < ||Id|| = 1. C’est donc un fermé borné donc compact, car on est en dimension finie.

Exercice 9 Qu’est-ce que le choix d’une orientation ? On appelle déplacement de E une isométrie de E préservant I'orientation.
a) Vérifier que ’ensemble des déplacements forme un groupe, noté SO(E).

b) Vérifier que SO(E) est 'ensemble des isométries qui peuvent s’écrire comme produit d’un nombre pair de réflexions par
rapport & des hyperplans.

Corrigé Choisir une orientation, c’est choisir une base orthonormée particuliére. Une autre base orthonormée est
dite directe si elle est image de la premiére par un élément de SO(E) = {u € O(E), det(u) = 1}, indirecte sinon. Un
déplacement est donc une isométrie de SO(E). Les déplacements forment un groupe évidemment.

b) Ceci résulte d’un exercice fait plus haut.

Perrin page 147.

Exercice 10 a) Montrer que le groupe SO(2,R) est isomorphe au groupe multiplicatif U des nombres complexes de module 1.
b) En déduire qu’il est commutatif.

c) Montrer que SO(2,R) est homéomorphe a U et donc connexe.

d) Le groupe 0(2,R) est-il connexe ?

Corrigé On vérifie qu'une matrice ( Z b ) appartient & SO(2,R) ssi c = —b et a = d et a® + b*> = 1. On vérifie

d

ensuite que 'application SO(2,R) — U qui a < —ab 2 > associe a + b est un morphisme de groupe. 1l est clairement
bijectif.

b) Clair.

¢) Le morphisme défini en a) est continu, bijectif, d’inverse continu. Donc SO(2,R) est homéomorphe & U qui est
connexe.

d) L’application det envoie O(2,R) dans {£1}, et est continue. Donc 0(2,R) = det™*(1) U det *(—1) s’écrit commen
union disjointe de deux fermés. Il n’est donc pas connexe.

Exercice 11 (groupes de rotations du plan) Décrire les sous-groupes finis de SO(2,R).

Corrigé Voir Goblot

Exercice 12 (groupe diédral) On appelle groupe diédral D,, un groupe d’isométries de O(2,R) préservant un polygone
régulier P a n cotés.

a) Décrire le groupe des rotations préservant ce polygone.

b) Dénombrer les éléments de D,, suivant leur type géométrique (rotation, réflexion, symétrie centrale, ..). Quel est le cardinal
total de D,, ?

c) Si S est un sommet de P, quelle est orbite de S par D,, ? Méme question pour l'orbite du milieu d’un des cotés de P ?
Pour l'orbite d’un point quelconque du plan ?

d) Décrire les différentes classes de conjugaison de D,,.

€) Quel est le centre de D,, ?

f) Quels sont les sous-groupes d’indice 2 de D, 7

g) Décrire tous les polygones dont le groupe d’isométries est le groupe D,, pr éservant P.

h) Montrer que tous les sous-groupes finis de O(2,R) peuvent étre vus comme sous-groupes finis de SO(3,R).

Indication: séparer les cas n pair et n impair, et ... faire un dessin, bien sar!

Corrigé GOBLOT COMPLETER



Exercice 13 Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble E. On appelle orbite de z € E l'ensemble G.x = {g.z, g € G}, et
stabilisateur de z le sous-groupe Stab(z) = {g € G, g.x = z}.

a) Montrer que les stabilisateurs des points de l'orbite d’un point z € E constituent une classe de conjugaison d’éléments de G.
b) Montrer que pour tout x € F, on a #Stab(z) X #G.x = |G|.

c) Soit § ={(g9,2) € G x E, g.x = x}. En calculant le cardinal de G, montrer que le nombre d’orbites distinctes dans F par G
est égal au nombre moyen de points fixes d'un élément g € G. Plus précisément,

> gecq b de points fixes de g

nombre d’orbites = Card C

d) Soit G un sous-groupe fini de SO(3,R), et soit E ’ensemble des points fixes des éléments de G sur la sphére S?, i.e. 'ensemble
des intersections des axes des rotations de G avec S?. Soit n = Card G, r le nombre d’orbites par G dans E, et § le nombre
des éléments de G d’ordre 2. A 'aide de la question précédente, énumérer les différents types possibles de sous-groupes finis de

SO(3,R).

Corrigé a) Si G, désigne le stabilisateur de z, et y = h.x est dans l'orbite de z, alors g € G, ssi h™'gh € G,.
Donc Gy = gG,h™1. Donc les stabilisateurs des points d’une orbite sont conjugués entre eux.
b) L’application G/Stab(x) — G.z qui a un élément g.Stab(z) associe g.z est une bijection. On en déduit le résultat
voulu.
c¢) Il s’agit de calculer le cardinal de G en utilisant Fubini-Tonelli.
d) ... GOBLOT COMPLETER

Exercice 14 Qu’est-ce qu’un polyédre de R3? Une face ? un sommet ? le groupe d’isométries du polyédre ? Mémes questions
avec un polyédre régulier.

Corrigé HEE GOBLOT COMPLETER

Exercice 15 Décrire les groupes d’isométries et de déplacements préservant un tétraédre régulier.

Corrigé¢ COMPLETER

Exercice 16 Décrire le groupe des déplacements préservant le cube, et celui de 'octaédre régulier.

Corrigé¢ COMPLETER

Exercice 17 Comment construit-on un dodécaédre régulier, et un icosaédre régulier ? (On pourra construire 'un des deux a
partir de lautre).

Corrigé HEE - GOBLOT COMPLETER

Exercice 18 Décrire le dodécaédre régulier et I'icosaédre régulier et leurs groupes d’isométries.

Corrigé MAZET COMPLETER
Exercice 19 Quel(s) polyédre(s) régulier(s) est (sont) préservé(s) par le groupe fini de SO(3,R) engendré par les trois re-
tournements par rapport aux axes de coordonnées de R® ?

Corrigé Ce groupe est appelé groupe de Klein. Il peut étre vu comme un groupe diédral d’ordre 4. Il préserve
un cube centré en l'origine, un octaédre centré en ’origine, un segment centré en ’origine et paralléle & 'un des axes,
Iicosaédre et le dodécaédre également. COMPLETER- POURQUOI ?

Exercice 20 Montrer que SO(n,R) est simple pour n > 3.

Corrigé PERRIN COMPLETER
Exercice 21 Trouver des conditions suffisantes pour que deux rotations A et B de SO(3,R) engendrent un sous-groupe dense
de SO(3,R).

Corrigé¢ COMPLETER



