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Prolongement analytique de la fonction I' d’Euler et de la fonction ( de Riemann. Corrigé

Les deux parties de ce devoir sont indépendantes, mais utilisent toutes les deux le théoréme suivant
(On peut par exemple consulter ’excellent Rudin, “Real and Complex analysis”, ch 10 et 15, pour tout ce qui concerne le prolongement analytique)

Théoréme 1 (Prolongement analytique) Soit Q un domaine de C, i1.e. un ouvert conneze non vide, et soit f : Q — C une application holomorphe.
Soit Z(f) l’ensemble des zéros de f. Si f n’est pas identiquement nulle sur Q, alors Z(f) n’a pas de point d’accumulation dans Q; en particulier, il
est au plus dénombrable.

Souvent, on ’applique de la maniére suivante: soient f et g deux applications holomorphes sur £ qui coincident sur un sous-ensemble de Q ayant un point
d’accumulation. Alors elles coincident partout sur Q.

Partie I : Prolongement de la fonction I' d’Euler

Les questions sont rédigées de fagon assez indépendante: vous pouvez admettre le résultat d’une question et continuer le plus loin possible.
oo 4 _
Soit T" la fonction définie par I'(z) = / t*te=t gt

Montrer (en rédigeant et justifiant trés soigneusement) que I' est définie et holomorphe sur {z € C, Rez > 0}.
. Montrer que pour tout z € C tel que Rez > 0, on a I'(z + 1) = 2I'(2).
. Montrer que pour tout n € N, I'(n + 1) = nl.
- Soit f 1t € R 19 o (t) (1 - %)"
. En déduire que

t*=1 avec z > 0. Montrer que (fn)nen est croissante et converge simplement vers une fonction f que ’on identifiera.
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I'(z) = lim ———————  pour tout > 0.
n—0 gz +1)...(x+n)

z 1 C(R
3.a. Soit R > 0. Montrer qu’il existe une constante C(R) > 0 telle que si k > R et |z| < R alors |In(1 + E) — —zIn(1+ ;) < 152 ).
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3.b. En déduire que la série Z (111(1 + E> — zIn(1 + ;)) converge normalement sur tout disque D(0, R), R > 0.
k>[R]+1

. .oz2z+1) ... (24 n) . .
4. Montrer que la fonction G : z +— lim ————————— = est définie et entiére.
n— oo ninz

5. Conclure que I' se prolonge en une fonction holomorphe sur C\ Z™ .

1.a) Pour tout t € Ret z € C, on a |e ‘1| < e~ tFe(2)=1_ L’application t > 0 — e *t7€()~1 est continue
(donc mesurable) sur R* et intégrable sur [1,4o0[ pour tout z € C.

Si Re(z) > 0, alors I'application t — e~ *tfe(z)=1 < ¢He(2)=1 gt continue et intégrable sur ]0,1]. Donc I
est bien définie sur {z € C, Re(z) > 0}.
* Pour tout ¢t > 0, I'application z +— e ‘t*~1 est holomorphe sur {z € C, Re(z) > 0} et sa dérivée est
'application holomorphe z + et In(t)t*~1.
* Pour tout z € {z € C, Re(z) > 0}, 'application ¢ — e~ In(t)t*~! est continue et intégrable sur R* .
* De plus, sur le fermé F. = {z € C, Re(z) > ¢ > 0}, pour tout z € F. et t >0, [e ! In(t)t* | < e i1 et
cette derniere fonction de ¢ est intégrable sur R7 .
Le théoréme de dérivation sous le signe [ assure donc que application I est holomorphe sur {z € C, Re(z) >
0}.
1.b. Ceci se fait par une intégration par parties immédiate.
~tdt = 1. La formule en découle immédiatement.

1.c. On calcule I'(1) = [5. e
+
2.a. Dans cette question, x est réel. Il est classique que pour ¢ > 0, la suite ((1 - %)n)neN converge

simplement vers e~!. On en déduit que f,(t) converge simplement vers e~ tt*~1. Montrons qu’a t > 0 fixé,

la suite (fp(t))nen est croissante. Sit > n, il est clair que f,(t) < fn41(t). Reste a traiter le cas ¢ €]0, n|.
Soit t > 0 et soit la fonction y €]t, +o0[— (1 — i)y Posons ¢(y) = yln(1 — 5) Un calcul donne

¢ (y) =In(1 — i) + ﬁ puis ¢’ (y) = ﬁ < 0. Un tableau de variation montre aisément que ¢’ décroit

de +00 a 0, donc est positive, donc ¢ est croissante. La fonction y — (1 — é)y est donc elle aussi croissante.
Donc la suite (fy,(t))nen est croissante.
2.b. Une application immédiate du théoréme de convergence monotone de Beppo-Levi, vue la question

précédente, donne I'(x) :/ lim f,(t)dt = lim / fa(t)dt = lim / (1-— E)"tz_ldt. Calculons cette
n—oo ]Ri n—oo J n

R* n—oo

derniére intégrale. Par un changement de variable immédiat, on a

" t — ! n,xr, r— x ! n, r—
/0(1—)%”” 1dt=/0(1—y)ny Ydy =n /O(l—y)y 'dy

n

D’autre part, par récurrence, & ’aide d’intégrations par parties successives, on montre que pour tout x > 0,

1 | Tnl
_ n. n-n.
/ (L—y)"y" ldy = —
0

. On en déduit que I'(z) = lim
3.a. Remarquons que k > R équivaut & kK > [R]+1 > R, ou le crochet désigne la partie entiére de R. Notons

(x+1)...(x+n) n—oox(x+1)...(x+n)’



aussi que sur C, le logarithme népérien est bien défini comme une série entiére: pour tout z € D(0,1),
(_1)n+lzn

In(1+z):= anl -

Si k>R, %‘ <1let |%‘ < 1, un développement en série entiére donne:
Py 1 > n n—|—1 > e n—i—l L
— _ _ n* _
In(1 + %) —zIn(1+ kz)‘ = 5: z E = |2| 5: 1)

1 _
< ’Z\Zm\zn b1
n=2

Si|z| < Ret k> R, c’est-a-dire si k > [R] + 1, on obtient la majoration

1
—zIn(l1+ —

In(1 + b ‘
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3.b. On décompose la sérieen ) p+ > - p. Le deuxiéme terme est normalement convergent sur D(0, R)
d’apres la question précédente. Sa somme est donc une fonction holomorphe sur D(0, R). Le premier terme
est une somme finie de termes holomorphes sur leur domaine de définition.

4. Pour n > 1, notons G, la fonction entiére (i.e. holomorphe sur C tout entier) définie par Gy (
m (1+
T+ )

nln? k

1
2zt De(z4n)  Remarquons que Inn = S P21 In(EEL). On obtient aisément G, (2) = 2(14—)°TI
n

g 1
exp Z <1n(1 + %) —zIn(1+ k)>
k=[R]+1

La question précédente nous dit que pour tout R > 0 arbitrairement fixé, la série ci-dessus sommée pour
k > [R] + 1, est normalement convergente sur le disque D(0, R).

L’exponentielle (définie sur C par son développement en série entiére exp(z) = 3,50 % ) est une fonction
entiere.

Le dernier produit est 'exponentielle de la somme partielle d’une série normalement convergente sur
D(0, R). Tl converge donc vers une limite qui est une fonction holomorphe non nulle sur D(0, R).

Les premiers termes sont holomorphes, et ne s’annulent que si z € Z~ N D(0, R).

Finalement, ceci étant vrai pour tout R > 0, on en déduit que G,,(z) converge pour tout z € C vers G(z),
et GG est entiére et ne s’annule qu’en Z~
5. Les zéros de G sont les entiers négatifs ou nuls. Elle n’a pas d’autre zéro d’aprés la question précédente.

On en déduit que é est bien définie et holomorphe sur C\Z~. D’aprés la question 2.b. cl: coincide avec I
sur R% . Le théoréme de prolongement analytique permet de conclure que & L est un prolongement analytique
deT"aC\Z".

Prolongement de la fonction ¢ de Riemann
Les questions sont rédigées de fagon assez indépendante: vous pouvez admettre le résultat d’une question et continuer le plus loin possible.

Soit ¢ la fonction définie par
T g

)= >

ns
1 n

Prolongement a {Re(s) > 0} \ {1}
. Montrer (en rédigeant et justifiant trés soigneusement) que ¢ est définie et holomorphe sur {s € C, Res > 1}.
. On note {z} = = — [z] la partie fractionnaire de . Montrer que

% 1 /N dt /N{t} dt 1 Ni=s /N{t} dt
— = s = — — s .
n—o n° 1 tst+1 s—1 s—1 1 ts+1

N =

1—
3. Soit g(s) = limy_ 4 o (Zn 1 nS + N ) Montrer que g est définie et holomorphe sur {Res > 0} \ {1}. Conclure.

Prolongement a C\ {1}
4. Supposons Res > 1. Mountrer que
ns/2 too

e o

n=1 n=1

oo n2, /2
/0 T y(y>/2 Yyay.

2 ~ 2 ~
5.a. Soit 0(t) = 3, cpe” ™" t, et 6(t) = Sas1e " t. Montrer que 6 et 6 sont définies sur R% et qu’elles se prolongent en des fonctions holomorphes sur
{z € C,Re(z) > 0}.
5.b. On admet que G(%) = Vt0(t). (Vous pouvez chercher une démonstration, vous-méme, ou dans un livre.) Vérifier que 0(t) = f (29( )+ 1) %



6. Montrer (en utilisant 4) que 6(y)y® /2-1

7.a On note I} = fo 0(y)y® $/2=1 gy et I = fl e é(y)ys/zfldy. A Taide de la question 5.b, montrer que

est intégrable sur Ri lorsque Re(s) > 1.

1 1 +oo ~
n= -+ [T e
s—1 s 1

7.b. En déduire que si Re(s) > 1, on a

+oo s/2 x5/2

1 K
> == / By) (/22 £y 2 gy
s 2(s — 1)I'(s/2+ 1) F(s/2)
<1/2
8.a. Montrer que (lorsque s = 1) m =1.
ns/2

8.b. Montrer qu’on peut écrire 5= 1 =1+ 1 (s) o ¢ est une fonction holomorphe sur C.

SGoDTG/FD =

9. Montrer que l'intégrale de droite dans la question 7b est définie pour tout s € C et holomorphe en s € C. Conclure.

1. Si Re(s) > 1, alors |5 | = ﬁ, d’ou l'on déduit que la série >
maintenant € > 0, et F, = {s € C, Re(s) > S . La série est donc normalement
convergente sur F;, et donc sa somme est holomorphe sur F; (car S n est une application holomorphe
sur C). Comme ¢ est arbitraire, on en déduit que ¢ est bien définie et holomorphe sur {s € C, Re(s) > 1}.

2. La deuxiéme égalité est évidente, montrons donc la premiére. Calculons (par une intégration par parties)

N N
{t} / s(t—n+1) (t—n+1)1" /" 1 1 /N
- dt = E —dtzE - — —dt=>» — - —
8/1 ts-‘rl 1 ts—‘rl ts — 1 ts — ns 1

n=2

n>1 ns est absolument convergente. Soit

N
1 N3 s N
9 N . P . _ _
3. D’aprés la question précédente, si Re(s) > 1, > pove + 1 s_1 ¢ e

dt. Pour tout t > 0, la
partie fractionnaire vérifie 0 < {t} < 1. On en déduit que si Re(s) > 0, l'intégrale le tii}l dt est absolument
convergente lorsque N — oo. En particulier, le terme de droite de 1’égalité admet une limite finie pour tout
s € {s € C, Re(s) > 0}.

De plus, si s € Fy, )tii}l ’ <

{t}

= +1 On en déduit que les intégrales f | 7s+rdt sont normalement convergentes

quand N — oo sur Fg, et donc leur limite est holomorphe sur F.. Ceci étant vrai pour tout € > 0, ’application
s [)° t£+}1 dt est holomorphe sur {s € C, Re(s) > 0}.

L’application s — 3 est holomorphe sur C\ {1}. Donc g, qui était a priori définie et holomorphe sur

{s € C, Re(s) > 1}, st en réalité définie et holomorphe sur {s € C, s # 1 et Re(s) > 0}.

1—

Lorsque Re(s) > 1, limy o ]Z = 0. En particulier, g(s) = ((s). L’application g est donc un
prolongement analythue deCa{seC, s#1et Re(s)>0}.
4. Partons de I'expression de I'(3). A l'aide du changement de variable t = mny, on trouve

S o > 2 o 2
F(*) _ / e—tts/2—1dt _ (ﬂ_nQ)S/Q/ e~ ™ yys/2—ldy _ 7_[_s/2ns/ e~ ™ yys/Q—ldy
2 0 0 0

La formule voulue en découle.

5.a. Pour tout ¢ > 0, la série ), e~™"t est bien sir convergente. On en déduit que A(t) est bien définie,
et 0(t) = 1+ 26(t) aussi. Soit E. = {s € C, Re(s) > ¢}. Si z € E., alors |e~™?| < e=™"¢ d’ot 'on déduit
que 6 et 6 sont normalement convergentes, et donc holomorphes, sur E.. Comme € est arbitraire, on en
déduit que et 6 sont holomorphes sur {z € C, Re(z) > 0}.

5.b. C’est une conséquence élémentaire des relations 0(t) = 20(t) + 1 et (1) = Vio(t).

6. Sit>1, e™*t < e7 ™ ot la série D o>t e~ converge. Le théoréme de convergence dominée donne

donc limy o 0(t) = 0. ) )
A l'aide de la relation 6(t) = \[(29( )+ 1) — 1, on en déduit que quand t — 0, O(t) ~ 2%/{ En

particulier la fonction y — 9~(y)ys/2 est équivalente en 0 & %y(5*3)/2, qui est intégrable au voisinage de 0
ssi Re((s —3)/2) > —1, soit encore Re(s) > 1.

D’autre part, une majoration élémentaire donne 6(t) < Y, o e ™ = &

T l—et
t — o0, B(t) = O(e~"). La fonction y — 6(y)y*/>~* est donc clairement intégrable au voisinage de +oo, et
ce, pour tout s € C. Comme elle est continue sur R, elle est intégrable sur R .

Autrement dit, lorsque




7.a. On fait le changement de variable z = % dans I;. A l'aide de la relation obtenue en 5.b.; on obtient

L = /9 s/2 1dy—/ <2\1/y( (;>+1)_;>ys/2—1dy

_ _2/ s/2— 1dy+;/ 5/2-3/2 gy | 9 1-s/2,

1
/ 6(2)2—/2"12;

7.b. Soit s € C tq Re(s) > 1+ ¢. Alors la fonction y — QN(y)ys/%1 => .51 e‘”"2yy3/2_1 est intégrable sur
R* d’aprés la question 6. Donc le théoréme de convergence dominée s’applique et permet d’intervertir ) et J
dans l’expression obtenue a la question 4. A 'aide du résultat de 7.a. (et de la relation sI'(s/2) = 2I'(s/2+1)),
on obtient

=1 713/2 j2-1y /2
i y° L +1
ns I'(s/2) / oy I'(s /2)( 1+ 1)

/2 7s/2 ©
= F(S/Q)(Sil i)+r(8/2)/1 (1) (y*s/271/2_’_ys/271> dy

7.‘.5/2 7.‘.5/2 0o
— ] —s/2—1/2 s/2—1 d
25— )T(s/2+1) | T(s/2) /1 () (v +y* ) dy

8.a.Calculons (par le changement de variable ¢t = x? puis par une intégration par parties)

I'(3/2) = Vie tdt = 902e = dy = e dy = ﬁ
2
0 0 0

La derniére égalité est (ou doit étrel!) bien connue, mais peut se calculer en observant que par Fubini, puis

2
w/2 oo
passage en coordonnées polaires, (/ e_$2dx> = / e‘xQ_dexdy = / / re™" drd = % .
g (812 o Jo

ms/2 1 1 ms/2 ml/2
2(s—1I(s/2+1) s—1 s—1\20(s/2+1) T(3/2)
que l'expression de droite est holomorphe sur C. C’est a priori une fonction holomorphe sur C\ {1} avec

une singularité en s = 1. Mais lorsque s = 1, la quantité F(:;Q/il) — F’E;Z) (holomorphe sur C car f =G est

entiére d’apres la partie I) s’annule. Elle s’écrit donc sous la forme F(:;Q/il) - F(;g) = (s —1)(s), ou ¥ est

holomorphe sur C. Le résultat voulu en découle.
9. On a vu plus haut que (y) = O(e™¥) en +oo. Donc Uintégrale de droite converge pour tout s € C.
Soient a,b € Ret E,;, = {s € C, Re(s) € [a,b]}. Il est immédiat de vérifier que ces intégrales sont
normalement convergentes sur le fermé E,;, donc holomorphes sur E, ;. a et b étant arbitraires, on en
déduit que l'intégrale définit une fonction entiére.
Pour conclure, nous avons montré que la fonction ¢ admet un prolongement holomorphe a C\ {1}.

8.b. Calculons

) . Il nous suffit donc de montrer

La conjecture de Riemann concerne les zéros de (. Elle affirme qu’en dehors des zéros triviaux de ¢ (dus
au fait que % s’annule sur —N), tous les zéros de ¢ sont situés sur la droite d’équation Re(s) = 5. Si vous

1
5-
résolvez ou infirmez la conjecture, vous deviendrez trés riche et trés célébre (... chez les matheux!)



