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Prolongement analytique de la fonction I' d’Euler et de la fonction ( de Riemann.
Devoir a préparer pour le jour de la lecon “Prolongement de fonctions”, le 77 novembre 2010

Les deux parties de ce devoir sont indépendantes, mais utilisent toutes les deux le théoréme suivant
(On peut par exemple consulter 'excellent Rudin, “Real and Complex analysis”, ch 10 et 15, pour tout
ce qui concerne le prolongement analytique)

Théoréme 1 (Prolongement analytique) Soit Q un domaine de C, i.e. un ouvert connexe non vide, et
soit f : Q — C une application holomorphe. Soit Z(f) l’ensemble des zéros de f. Si f n'est pas identiquement
nulle sur S, alors Z(f) n'a pas de point d’accumulation dans Q; en particulier, il est au plus dénombrable.

Souvent, on I'applique de la maniére suivante: soient f et g deux applications holomorphes sur {2 qui coin-
cident sur un sous-ensemble de € ayant un point d’accumulation. Alors elles coincident partout sur €.

Partie I : Prolongement de la fonction I' d’Euler

Les questions sont rédigées de fagon assez indépendante : vous pouvez admettre le résultat d’une question
et continuer le plus loin possible.

Soit I' la fonction définie par
+oo
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l.a.  Montrer (en rédigeant et justifiant trés soigneusement) que I' est définie et holomorphe sur {z €
C, Rez > 0}.

1.b. Montrer que pour tout z € C tel que Rez > 0, on a I'(z + 1) = 2I'(2).

1.c. Montrer que pour tout n € N, I'(n + 1) = nl.

2.a. Soit fr 1t € R 19 ,((2) (1 — %)ntx_l, avec x > 0. Montrer que (f,)nen est croissante et converge
simplement vers une fonction f que I'on identifiera.
2.b. En déduire que
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F($):nlLHc}ox(x+1)...(w+n) pour tout x > 0.

3.a. Soit R > 0. Montrer qu’il existe une constante C'(R) > 0 telle que si & > R et |z| < R alors
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3.b. En déduire que la série Z <ln(1 + %) —zIn(1 + k:)> converge normalement sur tout disque
k>[R]+1

D(0,R), R > 0.
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4. Montrer que la fonction G : z — lim 2etl). (z4n)

est définie et entiére.
n—00 nln?

5. Conclure que I' se prolonge en une fonction holomorphe sur C\ Z~.



Prolongement de la fonction ¢ de Riemann

Les questions sont rédigées de fagon assez indépendante : vous pouvez admettre le résultat d’une question
et continuer le plus loin possible.

Soit ¢ la fonction définie par

Prolongement a {Re(s) > 0} \ {1}
1. Montrer (en rédigeant et justifiant trés soigneusement) que ¢ est définie et holomorphe sur {s € C, Res >

1.

2. On note {z} = = — [z] la partie fractionnaire de x. Montrer que
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3. Soit g(s) = limy_ 40 (ZN L4 ]\5[1—_15> Montrer que g est définie et holomorphe sur {Res > 0} \ {1}.

n=1 ns

Conclure.

Prolongement o C\ {1}
4. Supposons Res > 1. Montrer que
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5.a. Soit 0(t) = 32, e ™t et O(t) = Y ons1 e~™’t. Montrer que 6 et § sont définies sur R et qu'elles se
prolongent en des fonctions holomorphes sur {z € C,Re(z) > 0}.
5.b. On admet que 6(}) = Vt0(t). (Vous pouvez chercher une démonstration, vous-méme, ou dans un

livre.) Verifier que 6(t) = 2%/% (2@(%) + 1) -1

6. Montrer (en utilisant 4) que 6(y)y*/?~! est intégrable sur R% lorsque Re(s) > 1.
7.a On note I; = fol 0(y)y>/ > Ldy et I = f1+°° 0(y)y*?> 'dy. A l'aide de la question 5.b, montrer que
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7.b. En déduire que si Re(s) > 1, on a
+oo
1 m8/2 ms/2 oo
p— 6 —s/2—1/2 s/2—1 du .
PO e tEEa Ay AN A
8.a. Montrer que (lorsque s = 1) % =1.
s/2

8.b. Montrer qu’on peut écrire G2 = si—l + 1(s) ou ¢ est une fonction holomorphe sur C.
9. Montrer que l'intégrale de droite dans la question 7b est définie pour tout s € C et holomorphe en s € C.
Conclure.

Pour aller plus loin: conjecture de Riemann sur les zéros de la fonction (.



